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Introduzione

La normale asimmetrica (Azzalini, 1985) & una famiglia ditdlbuzioni di probabilita che
include al suo interno, come caso particolare, la distidne normale. Oltre agli usuali
parametri di posizione e scala, questa distribuzione geslimtroduzione di un terzo paramen-
tro che ne regola I'asimmetria. Essa gode di buone proptedtiato matematico-probabilistico
e non mancano molti risultati utili in ambito inferenzial&eneralizzando a sua volta questo
modello, con I'aggiunta di un quarto parametro, si puo @terun’ulteriore famiglia di dis-
tribuzioni di probabilita, nota in letteratura comermale asimmetrica estesaggetto di questo
lavoro di tesi.

A differenza della normale asimmetrica, per la normale as#tnica estesa non sono noti
alcuni importanti risultati inferenziali, prima fra tuttin'espressione per la matrice d’infor-
mazione attesa.

Nel capitolo[1 viene introdotta la normale asimmetricaprigndo alcuni dei risultati noti
in letteratura quali i possibili fenomeni generatori, ilado dei momenti, la matrice d’in-
formazione attesa e le sue carateristiche e, infine, unangérnazazione che risolve alcuni
problemi in campo inferenziale.

Nel capitolo[2 viene presentata la normale asimmetricasastottolineandone di volta in
volta le analogie con la normale asimmetrica. Dopo avertdo alcuni dei possibili fenomeni
generatori, e riportato il calcolo dei momenti. La densisdugliata per quanto riguarda la forma
della curva al variare dei parametri e discutendo il suo @mamento per i casi limite dei
parametri. Verra inoltre introdotto il problema della pb#e non identificabilita del modello.

Nel capitolo[B e studiata la funzione di verosimiglianza enktrice d’informazione attesa.

1



2 INTRODUZIONE

Si sviluppa il calcolo della matrice di informazione attessultato non noto in letteratura. Il

comportamento della matrice e studiato e confrontato cetfia@della distribuzione normale

e normale asimmetrica. Si & analizzato inoltre il compoetatm della verosimiglianza e delle
stime di massima verosimiglianza per alcuni campioni sitiuévidenziando non pochi prob-

lemi nella stima dei parametri, causati dall’aggiunta dedntp parametro. In particolare la
scarsa informativita della logverosimiglianza profilo jlequarto parametro, unita alla forte

correlazione tra i primi tre parametri e il quarto, portarenrdi rado a stime distanti nello

spazio parametrico dal vero valore dei parametri, ma cordenaita sostanzialmente equiva-
lente. Alla fine del capitolo viene proposta una parameddizme alternativa che risolve alcuni
dei problemi evidenziati nel corso del capitolo.

Nel capitolo[4 si discute sulla possibilita di costruireldekgioni di assegnata probabilita.
Dopo aver riportato alcuni risultati per la normale asinmoat si propongono due approc-
ci per la normale asimmetrica estesa doppia. Si mostrer& qmen questa distribuzione la
costruzione di questo tipo di regioni non e semplice a cagia thancanza di una distribuzione
di riferimento per la forma quadratica.

In appendice é riportato il codideutilizzato per ottenere i principali risultati del capibd.

Summary

The skew-normal_(Azzalini, 19385) is a class of probabilitgtabutions which includes the
normal ones as a special case. In addition to the usual @ostid scale parameters, this
distribution has a third parameter which regulates skesnéishas good mathematical and
probabilistic properties and there are a lot of useful mfgial results too. Generalizing this
model, with the addition of a fourth parameter, we can obtainther class of probability
distributions, known asxtended skew-normaiore of this thesis project.

Regardless of the skew-normal, for the extended skew-rosomae important inferential
results are still unknown, first of all an expression for tRpexted information matrix.

In chapter Il the skew-normal is introduced. Some known t®suk given, such as the
generation mechanism, moments, the expected informatainxmand its characteristics and

at last a parametrization which resolves some inferent@lpms.



INTRODUZIONE 3

| chapter 2 the extended skew-normal is presented remaitsrgymilarity with the skew-
normal. After explaining some of the possible generatiorcimaisms, the moments calcula-
tion is reported. The shape of the density is studied in fanaif the parameters, and the limit
behaviour of it is shown. In this chapter also the problenhefrion-identifiability of the model
will be introduced.

In chapteiB the likelilhood function is studied and the etpd information matrix is ob-
tained. The expressions for the expected information mate derived and its behhaviour is
studied and compared with the skew-normal one. The behawidihe likelihood and of the
maximum likelihood estimation is also studied for some dated samples, pointing out not
rarely extimating problems. In particular we can see thapttofile loglikelihood for the fourth
parameter is very less informative for inference. This Veéd not rarely to extimations very
far from each other and from the real value of the parametewtih substantially equivalent
density. At the end an alternative parametrization thatesesome of the problems shown
during the chapter will be discussed.

In chaptei # the possibility of building regions of given pability for the extended skew-
normal is discussed. Starting from known results for thenskermal, two different ap-
proaches are discussed. It will be shown that building regjiof given probability for this
distributions is not simple due to the lack of a referencé&itiistion for the quadratic form.

In the appendix we'll find th& code used to get the results of cha@ter






Capitolo 1

Le distribuzioni asimmetriche

1.1 Primi studi sulle distribuzioni asimmetriche

Lo studio delle distribuzioni di probabilita parametrich&sce dall'esigenza per la Statistica
di descrivere i fenomeni fisici, biologici, economici o salccon delle espressioni che abbiano
delle comode proprieta matematiche, una buona flessikiligdattamento ai dati in esame
facendo variare il valore dei parametri, e, da ultimo ma n@menimportante, che siano una
verosimile astrazione della realta e che ben rappreseittimeccanismo generatore dei dati
oggetto di studio.

| primi studi sulle distribuzioni di probabilita asimmaethie appaiono alla fine del dician-
novesimo secolo. Edgewarth (1886) per primo esamina illproéa di adattamento di dis-
tribuzioni asimmetriche ai dati. Qualche anno dopo KarlrB@a discute (Pearson (1893) e
Pearsan (1895)) la costruzione di densita asimmetrica dastura di due curve normali.

Uno statistico italiano, Fernando de Helguero, al IV Cosgodnternazionale dei Matemati-

ci di Roma del 1909, introduce una nuova famiglia di distzibni asimmetriche. A riguardo

egli scrive:

Il compito della statistica nelle sue varie applicazioté acienze economiche

e biologiche non consiste solo nel determinare la leggepdirdienza dei diversi

5



6 CAPITOLO 1. LE DISTRIBUZIONI ASIMMETRICHE

valori ed esprimerla con pochi numeri, ma anche nel forniraiuto allo studioso

che vuole cercare le cause della variazione e le loro modifina

L'idea che de Helguero propone riguarda una modifica dettébdzioni di probabilita sim-
metriche tramite perturbazione per poter descrivere gungirheni in cui si osservano campioni

selezionati.

[...]Le curve teoriche studiate daERrRsONe dallEDGEWORTHper la perequazione
delle statistiche abnormali in materiale omogeneo, meatdreo con molta ap-
prossimazione la legge di variazione (meglio della curvartate perché ne sono
delle generalizzazioni), a mio avviso sono difettose innoid. . . ] nulla ci fanno
sapere sulla legge di dipendenza, quasi nulla sulla relaziolla curva normale
che pure deve essere considerata fondamentale

lo penso che miglior aiuto per lo studioso potrebbero esdelle equazioni
che supponessero una perturbazione della variabilita alerper opera di cause

esterne. [...]

| moderni studi sulle distribuzioni asimmetriche, si spiano in seguito all’articolo di

Azzalinl (1985), in cui troviamo il seguente utile risuttat

Lemma 1.1. Sef, € una funzione di denstita di probabilitd unidimensionataraetrica in0,

G una funzione di ripartizione tale ch@ esiste simmetrica ifi e « € R, allora

f(z) =2fo(2)G{az} (—o0 < z < 00) (1.1)

e una funzione di densita.

Il lemma descrive la costruzione di una funzione di densitenmetrica a partire dallper-
turbazionetramiteax di una funzione di densita simmetriga Chiaramente la nuova famiglia
di funzioni f include il caso di partenza, quando= 0.

Da quest’idea nasce un nutrito insieme di distribuzioninasetriche di cui lanormale asim-
metrica che sara brevemente trattata nel prossimo paragrafo, hpriéno e il piu chiaro

esempio.
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1.2 Ladistribuzione normale asimmetrica

Definiamo ora la distribuzione di probabiliformale asimmetricdacendo riferimento al
Lemmal.l.

Sianofy = ¢ e G = ® lafunzione di densita e di ripartizione di una normale steadizzata.
Allora la densita

d(z;a) = 2¢(2)P(az) (—o0 < z < 0) (1.2)

€ chiamatanormale asimmetricaon parametro di forma e scriveremo, per seguire l'usuale
notazione in uso in letteratura, clle~ SN («).
Generalizziamo I'espressionge_(IL.2) introducendo deimata di posizione e scala. Sia

Z ~ SN(a), ¢ € Rew € RT. Allora, definitaY = ¢ + wZ, la densita diy” sara:

d(z; € w,a) = %qﬁ (y — §> P (ay—_é> (—o0 <y < ) (1.3)

w w

e scriveremo ch& ~ SN (&, w?, ).

Proprieta

Si riportano in seguito alcune importanti proprieta inttid inlAzzalini (1985) in cui risul-

tano evidenti i legami tra la distribuzione normale e laritisizione normale asimmetrica.

1. Sea = 0 ci si riconduce alla densita di umg(0, 1);

2. seX ~ SN(a), allora—X ~ SN(—«);

3. sea — oo ci siriconduce alla mezza normal&)(x) perz > 0;
4. seX ~ SN(a), alloraZ? ~ x%;

5. per un fissatay la (1.2) € fortemente unimodale, ossi&(¢(z;«)) € una funzione

concava dk.

La distribuzione normale risulta quindi un caso interno esga famiglia di distribuzioni.
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Per dare un’idea della forma che la curva dell’equazlonkagstime si veda la Figural.1.
Nel grafico sono state inserite le curve per alcune sceltpataimetrax positivo. Peln nega-
tivi, come conseguenza della proprieta (2), avremo chafigy della densita risulta speculare

rispetto all’asse verticale.

0.8

0.6
|

0.4

0.2

Figura 1.1: Funzione di densita per usi&/ («) per alcune scelte di

1.3 Generazione

Ladensita in[(12) & stata introdotta a partire dalla damsitmale standardizzata, applicando

su di essa una perturbazione che da luogo all’asimmetria.

In questa sezione si vogliono descrivere alcuni meccarieaii che danno luogo a questo

tipo di distribuzione.
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1.3.1 Troncamento di una normale bivariata

Si supponga chg (v, z) sia una normale bivariata con vettore delle medie paf &)”
e matrice di varianza con diagonale unitaria e correlazpme ap. Si supponga inoltre di
osservare un campione censurato in una delle due margissig di osservare solameiite z)

sev > 0. La densita della variabile che osserviamo sara quindi:

fv,z) = 2f(v,2) perv=>0;

0, altrimenti.

se marginalizziamo rispetto alla variabite integrandof (v, z) sul dominio div, otteniamo

esattamente che:

Z ~ SN <L> .
Vi-p?

In contesti di selezione del personale o di ammissione aesauenti di formazione in cui
e previsto un test d'ingresso di tipo attitudinale, I'oss&ione del punteggio ottenuto in test
successivi, &€ evidentemente correlata al test d'ingresdeesto tipo di meccanismo ben si
presta ad essere modellato pensando al troncamento distribudiione bivariata come quello
appena descritto. Siveda a riguardo Birnbaum (1950) e Arebél. (1993).

Si potra estendere in seguito questa idea di campione eeddai trattando la possibilita di

effettuare il troncamento in un qualsiasi punto del domdedla funzione (cfr. cap.]12).

1.3.2 Convoluzione di normali

Un altro meccanismo di generazione di dati aventi distitmz normale asimmetrica é

presentato in Azzalinl (1936).

Lemma 1.2. Consideriamo due variabili casuali normali standard ineigenti, U, e Uy, e

una costanted| < 1. Se definiamoZ = §|Uy| + 1 — 62Uy, allora Z ~ SN <¢%W)

Questo meccanismo di generazione compare nei lavori didiésin(1964), Aigner (1964)

elAndel et al.|(1984).
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1.4 Normale asimmetrica multivariata

Della normale asimmetrica, € stata studiata anche unaowershultivariata. Si vedano a
riguardo il lavori dilAzzalini & Dalla Valle [(1996) e Azzali&k Capitanio (1999). La dis-
tribuzione multivariata viene introdotta solamente peual sviluppi del capitolo 2 e ne viene
riportata solamente la funzione di densita.

Una variabile casualé-dimensionale Z, ha distribuzione normale asimmetfig@imensiona-

le, se ha una funzione di densita del tipo:
fz(20,a) = 204(2;,Q.)®(a’ 2) (1.4)

dove a & un vettored—dimensionalec RY, ¢(z;€2,) & la densita di una variabile casuale
normaled—dimensionale con vettore delle medie nullo e matrice dietarionef), calco-
lata inz € R? e ®(-) & la funzione di ripartizione di una normale standard. Dwethe
Z ~ SNy(92,a).

Generalizzando I'espressiorne (1.4) con l'introduzioniepdeametri di posizione e scala, ab-
biamo cheY” = ¢; + wZ dove adessg, € un vettorel-dimensionale & = diag(wy, . .., wy).

La funzione di denstita d¥” sara:

20a4((y — £); QP (a’w™ (y — €)) (1.5)

con() = w,w.

1.5 Momenti

La funzione generatrice dei momenti & facilmente otteibftuttando alcuni risultati utili

ben noti:

Lemma 1.3(Completamento del quadratdyia A, una matrice quadrata definita positiva.

Allora:

1 L 7 T _ e {5 Ap)}
/R(Zw)k/Q exp{—g(y Ay —2b y)}daj— INEE
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Lemma 1.4. SeU ~ N(0,1) eh, k € R allora:

E[®(hU + k)] = & (ﬁ) .

Utilizzando questi due risultati otteniamo la funzione gextrice dei momenti:

2
My (t) = 2exp (%) B(5t) (1.6)

doved = a/v1 + a2, e la funzione generatrice dei cumulanti:

t2
K(t) = log(M,(t)) = <5> +log (20(6t)) . (1.7)

Derivando la funzione generatrice dei cumulanti otteniamo

E[Z] = b9, (1.8)
Var[Z] =1 — (bd)?, (1.9)
. 273/2
i) = 1 signta) [%] , (1.10)
272
nlZ) = 2z —3) [%} , (L.11)

doveb = \/g e~1, 72 sono il terzo e il quarto cumulante standardizzato, nothanispettiva-

mente come coefficente di asimmetria e di curtosi.

Si noti che gli indiciy; e v, hanno per costruzione un campo di variazione limitato. In
particolare|y;| < 0.995 circa, mentrey, < 0.869. Questo implica un limite della normale
asimmetrica nel rappresentare il comportamento in quahss@nmetria e curtosi di campioni

di dati particolarmente asimmetrici 0 con pronunciataasirt
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2(logL) profilo relativa
-10
0
\

-15
|

Figura 1.2: Dati AIS sul pes@2logverosimiglianza profilo relativa per, a sinistra e pefw, ) sulla
destra

1.6 Aspetti statistici

1.6.1 \Verosimiglianza e matrice d’'informazione

La funzione di logverosimiglianza per il modello (IL.3) t&la a una singola osservaziope

2
0E w, a5y) = —%1og(w2) - % (;,T—g) +log (2@ <a97_5>> (1.12)

la cui massimizzazione viene ottenuta per via numerica.

Il comportamento della funzione di verosimiglianza, in otorno dia = 0, presenta alcune
caratteristiche poco piacevoli, che rendono problemd#icstima dei parametri. Si vedano
a riguardo i grafici in figl1]2. Questi si riferiscono all'@e dataset adottato in questo
filone di letteratura: i dati dell’AlS Australian Institute of Spoyt Questodatasetcontiene
le misurazioni di 13 variabili effettuate su 202 atleti aabani. L'esempio proposto utilizza
solamente la variabile relativa al peso corporeo (in kg).

| grafici mostrano la logverosimiglianza profilo relativa pg(grafico di sinistra) e pew, )
(grafico a curve di livello di destra). Entrambi non presentéusuale andamento quadratico

tipico delle funzioni di logverosimiglianza, mostrandeége un evidente punto di stazionarieta
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in « = 0. Questo andamento risulta tipico del modello e non spediiétdatasetome eviden-
ziato inlAzzalini (1985) e successivamente in Arnold eta993) e in_Azzalini & Capitanio
(1999).

In|Azzalinl (1985) troviamo I'espressione della matricérdormazione attesa di Fisher per

ilmodelloY = ¢ + wZ defininto in [1.8) data dall’espressione:

(1+ a?ap) /w? <b5 (ﬂf@f) + a2a1) Jw? <W - aa1> Jw
I= (b5 (ﬁ%‘;) + a2a1) Jw? (2 + a?as) Jw? —aas /w?
(2 + azag) Jw? —aag w? as

dove le quantita, conk = 0, 1, 2 sono delle funzioni del parametro di formada calcolare

numericamente e definite come:
7k M ’ (1.13)
o(aZ) '

Un aspetto problematico della matrice di informazionesatiger questo modello statistico

ar = ap(a) = E

che diventa singolare quando— 0.

| risultati sulla distribuzione asintotica delle stime dassima verosimiglianza affermano

che, in condizioni di regolarita del problema di stima, datocampione di numerosita
V(0 —60) % N(0,1(6)7")

doved in questo caso ¢ il vettore dei paraméte-= (&,w?, o) e dovel (6) & la matrice d'infor-
mazione attesa per i parametri appena descritta. Nel noodeisame, poiche si e evidenziata

la possibilita che la matrice sia non invertibile, non é guksutilizzare questi risultati.

In |Rotnizsky et al.[(2000) si sono studiati casi in cui la ncatd’informazione é singolare
ed é stata sviluppata una teoria asintotica non-standarstramdo come la distribuzione delle
stime possa essere bimodale. In particolare in Chiogna5{2€iCe studiato nel dettaglio la

distribuzione asintotica delle stime di massima verodianga per la normale asimmetrica
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)
|

10
|

Figura 1.3: Distribuzione empirica delle stime di massinemogimiglianza da campioni simulati;
istogramma pef: sulla sinistra e grafico di dispersione g¢r 6) sulla destra

dimostrando tra I'altro, che in situazioni come quella d#iscil tasso di convergenza delle
stime & pit lento dell'usual®, (n='/2).

Sebbene la singolarita della matrice d'informazione atgdimiti esclusivamente al punto
a = 0 pern — oo, nella pratica, anche per campioni grandi questa carstitexiinteressa
anche un intorno pit 0 meno ampiod@i= 0.

Per rendere l'idea di questo si vedano i risultati di uno istulil simulazione in Arellano-
Valle & Azzalini (2008). Dopo aver generato 5000 campionndmerositan = 200 da una
SN(0,1,1), si sono calcolate le stime di massima verosimiglianza(pet?, &). La dis-
tribuzione empirica delle stime di massima verosimiglamisulta evidentemente bimodale.
Nella figural1.B e riportata la distribuzione empirica delfieme di massima verosimiglianza,

in cui la bimodalita risulta pit che evidente.

1.6.2 Parametrizzazione centrata

Per ovviare ai problemi legati all'inferenza sui paraméfiw?, a) appena menzionati,

Azzalinl (1985) propone una riparametrizzazione del miodélartendo dall’identita

Y=¢(+twZ=p+o02y (1.14)
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doveZ ha una distribuzion& N («) del tipo (1.2), e posto:
pe =E(Z) = b, 0. = Var(z) =1 — (b5)?

definiamoZ, = Ui (Z — p), come la standardizzazione 4i

La parametrizzazione alternativa & datadas?,~1) le cui espressioni esplicite in termini

dei parametri originali sono:

o= E(Y) :f—w/iz;

02 = Var(yY) =uw?(1 - p?),
O B{(Y-EW)?} (-1
T T Va2 T 2 (- w23

dove~; e l'indice di asimmetria, gia ottenuto dal calcolo dei momnéefr. par.[1.5). Questa
parametrizzazione € nota in letteratura con il nomeagdametrizzazione centrata CP utiliz-

zando il relativo acronimo dalla lingua inglese) in quaniene introdotta a partire dalla vari-
abile centrataZ,, mentre la parametrizzazione fin qui utilizzata e chianpat@ametrizzazione

diretta (o DP).

L'utilizzo della parametrizzazione centrata offre sicuemte numerosi benefici. Da un lato
semantico, i nuovi parametri hanno un significato chiaro,ipiuitivo e famigliare. Come nel
modello normale, infattiy e o2 rappresentano esattamente la media e la varianza della dis-
tribuzione, mentre il parametrg,, rappresentando l'indice di asimmetria della distribazio

risulta piu logicamente collegato a questa rispetto almpateoa.

Da un lato piu pratico e inferenziale, la parametrizzazioemtrata elimina le caratteristiche
che rendevano difficoltose le operazioni d'inferenza soblamale asimmetrica. Si veda a
riguardo come in fi§.I]4 cambi la verosimiglianza per i nuparametriy; e o2 rispetto a
quella mostrata in fig.1l2, e come essa presenti un andarpentegolare, senza alcun punto

di stazionarieta.

Anche il problema della singolarita della matrice vienelts tramite la parametrizzazione

centrata, rendendo quindi possibile applicare gli usueliodii dell'inferenza asintotica.
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Figura 1.4: Dati AIS sul pes@logverosimiglianza profilo relativa pef e per(a?,~;)

Si veda a riguardo come cambiano i risultati della distriboe empirica delle stime di mas-
sima verosimiglianza con la nuova parametrizzazione tteéfte sugli stessi campioni della
fig.[1.3, riportati in fig[Lb.
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Figura 1.5: Distribuzione empirica delle stime di massingmogimiglianza da campioni simulati;
istogramma pef: sulla sinistra e grafico di dispersione gér ) sulla destra



Capitolo 2

La distribuzione normale asimmetrica

estesa

In questo capitolo si vuole presentare la distribuzione rdbabilitd normale asimmetri-
ca estesgabbreviata con I'acronimo dalla lingua inglese ESN, Bgtended Skew-Normg/
tracciandone le caratteristiche principali, e sottolimdale differenze con laormale asimmet-
rica.

La normale asimmetrica estesa compare gia nel primo lav@kezalini (1985) e viene suc-
cessivamente studiatalin Arnold et al. (1993), Azzalini &fTanio (1999), Arnold & Beaver
(2000) e da Capitanio etlal. (2003).

In letteratura é stato mostrato che cosi come la normalenaasirica € una famiglia di dis-
tribuzioni che generalizza le distribuzioni normali, cessa & generalizzata dalla normale
asimmetrica estesa. Questa distribuzione, oltre ai tranpetri della normale asimmetrica,
prevede un quarto parametro e, quando esso assume il Galorsi riconduce alla normale
asimmetrica.

Dopo aver riportato alcuni possibili fenomeni che dann@tua questo tipo di distribuzione,
e riportata la funzione generatrice dei momenti e i primitjuanomenti sono confrontati con
guelli della normale asimmetrica.

Verranno inoltre confrontate le due distribuzioni per goaiguarda I'asimmetria, la curtosi

17
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e la pesantezza delle code. Sara poi descritto il compontandella curva al variare dei
parametri e le relative distribuzioni limite quando esgigiangono i punti limite dei rispettivi

domini.

2.1 Generazione

2.1.1 Campioni selezionati

Si riprende quanto riportato al paragrafo 113.1 ammettdadoossibilita di troncamento

latente in un qualsiasi punto del dominiowdiPer completezza si riportano tutti i passaggi.
Si supponga ché(v, z) sia la funzione di densita di una normale bivariata a media ee
varianza unitaria con correlazione pad.a

Immaginiamo di osservare un campione selezionato, oskasate gli individui che su-
perano una certa soglia (diciama-, per motivi di notazione che si chiariranno in seguito) per

guanto riguarda. La densita congiuta diventa quindi

flv,2)=4 727 = (2.1)

0 altrimenti.

Il denominatorel — ®(—7) ha la funzione di costante di normalizzazione.

Immaginiamo che sia di interesse lo studio della sola matgin Marginalizziamo dunque

rispetto av:

oo 1 oo 1 1 (0% —26vz + 22

[ e = e [ Al (T ) e
1 /+°°Lex {_1 <v2—25vz+52z2>}x
T envi—e2), Va2 =)

1 1 /22— 6222

\/ﬁe’{p{?((l—ﬁ))}dl’

- (I)(lr) 11_52¢(z) /:00 Vlz_ﬂexp{—% < Ul__5§2>2}dv.
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Effettuando la sostituzione = 2=%2 e ponenday = ——2—, ay(7) = 7v/1 + o2 otteniamo:
p e

V1-62 1—62"
fesn(z;a,7) = ﬁ(ﬁ(z)@(ao(ﬂ + az). (2.2)

Definiamo la [[2Z.2) come la densita di una distribuziom@male asimmetrica estesaon
parametro di forma e parametro di troncamentoe scriveremaZ ~ ESN («, 7). Come per
la normale asimmetrica ammettiamo variazioni di posizierseala. Siang € Rew € RT;

allora definital” = £ + wZ la densita di” sara:

e scriveremo ch&@ ~ ESN(¢,w?, a,7). Sinoti che quander = 0 ci si riconduce alla
distribuzione normale, per qualsiasi valore del parame&che, quande = 0, ci si riconduce

alla distribuzione[{112).

2.1.2 Distribuzione condizionata di unaS N,

SiaY una variabile casuale normale asimmetrica bidimensiatellépo [1.5), ossia

Y ~ SNy(€,Q, @), coné = (£1,&), & = (o, ) €

w11 w12

ol
I

w21 W22

Se osserviamo una delle marginali, dicialfo= ¥, ricaviamo la distribuzione condizionata
di Y2|Y1 =Y1. Detti:

£ =& +wnwir (1 — &),

—1
W = W22 — W21Wq1 W12,

o Fwiz/Jwniwazas

- (1+agw22.1a2)1/2 ’

T =y (y - &)
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dovew = wim per la densita condizionata risulta che:
(Y2|Y1 =y1) ~ ESN(§,w,a,T),

come mostrato in_Azzalini & Dalla Valle (1996) e successieate in_Azzalini & Capitanio

(1999).

2.2 Momenti

La funzione generatrice dei momenti & facilmente ricaeabftuttando i lemmi1]3 e 1.4.

Dopo alcuni sviluppi algebrici si ottiene I'espressione:

2
Mz(t) = ﬁexp{%}@(&—kv‘) (2.4)

per la funzione generatrice dei momenti e

Kyz(t) = —log(®(1)) + g + (o6t +7) (2.5)

per la funzione generatrice dei cumulanti, nella quale ampa funzione(y(z). Essa e le

rispettive derivate sono definite come:

Co(z) = log(®(x)),
Cm(z) = d—Co(:r) (m=1,2,...).

dz™

Derivando 1a2.b e calcolandone il valoretia= 0 otteniamo i momenti della 2.2, definiti come

E[Z] = G(7)s, (2.6)

Var [Z] = 1 + 62C(7), (2.7)
B 83¢(7)

n(Z) = (1+ 52@(7.))3/2’ (2.8)
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§4¢4 (1)

(1+ 0% (7)) o9

Ye(Z) =

dove, come per il par..5y;, 2 sono il terzo e il quarto cumulante standardizzato, noti an-
che rispettivamente come coefficente di asimmetria e dosijrefr. [Capitanio et all (2003)

pag. 131 e 142. | momenti coincidono a quelli del[pal.1.5¢casb in cui il parametre = 0.

2.3 Comportamento della densita

Nelle figurd 2.1 214, 213, si riportano alcuni grafici reladlla densital(Z.2), per mostrare in

che modo l'introduzione del parametranfluisca sulla sua forma.

A differenza del parametro di forma, che per valori opposti rispetto allbporta a cambi-
amenti speculari sulla forma della densita, il parametapmporta differenti variazioni sulla

forma della curva, a seconda che esso vari nel semiassevoegat quello positivo.

Si pensi infatti al significato del parametroper come lo si € presentato al paragrfafd 2.1.
Esso rappresenta il condizionamento al troncamento di ariabile latente correlata con la
variabile d’'interesse. Se questo condizionamento tendeca(e quindi perr — +o0), €SS0
tende ad essere trascurabile. Si veda a riguardo lafig. 2ui sono ripotati i grafici relativi
a valori positivi del parametre. Come si puo vedere, per valori crescenti del parametro la
densita tende a perdere la sua caratteristica di asimmastsmendo una formaormale

anche per valori del parametro di asimmetria elevati.

Se al contrario ci si condiziona ad osservare la variabilgeesse solo per quegli individui
che superano un certo valaatto della variabile latente (e quindi per— —o0), il condizion-
amento & molto forte, e stiamo osservando la coda della neadegiln fig.[2.2 si vede che per
valori del parametro negatiyiccoli in valore assoluto la curva mantiene una certa asimmetria
gia presente per il caso= 0 e inoltre si nota una traslazione crescente della moda.daoeo
i grafici in figurd 2.8 & evidente come per valori prossimi alitel parametraey, il decrescere di
7 fa perdere totalmente I'asimmetria alla curva continuamg@ortare una traslazione crescente

della moda. Anche per curve sensibilmente asimmetricheeaqumlle riportate nei quadranti
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Figura 2.1: Densita per alcune scelterd> 0
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bassi della figura 213, il descrescererda diminuire I'asimmetria, facendo sembrare le curve
delle normali con una determinata media dipendente datevalia- e varianza.

Questo comportamento della densita in funzione del parameisulta nella pratica prob-
lematico. Un campione proveniente da una normale asimraegstesa con un valore di
negativo, ma elevato in valore assoluto, e un campione prente da una normale con una
determinata media e varianza saranno molto simili.

Inoltre per valori dir intorno allo0 la forma della densita cambia ben poco rispetto a quel-
lo di una normale asimmetrica, potendo di fatto appros®nilavalore di~ a 0, come gia
evidenziato in Azzalini & Capitanio (1999).

Tutte queste considerazioni, che preannunciano la pratieadell’identificabilita del mod-

ello, saranno trattate nel cap. 3.

2.3.1 Asimmetria

Studiamo nel dettaglio I'asimmetria di questo modello. bamale asimmetrica ha un indice
di asimmetria che e costretto a rientrare in un campo diziari& compreso tra #-0.955 circa.

La normale asimmetrica estesa, a sua volta, permette ungrado di asimmetria che risulta
essere una funzione, non solo del parametrona anche del parametro Entrambi questi
parametri entrano infatti nell’espressione dell'indige presentata al parl_2.2. Il modello
presenta comungque un determinato campo di variazionendiitié di asimmetria, che si ha per
a — too et — —oo. ESSo € compreso approssimativamente nell'interval0.995, 1.995).
Per vedere come il parametrdanfluisce sull'indice di asimmetria si veda la flg. 2.4

Come gia evidenziato precedentemente, per valori positivil'indice di asimmetria tende
velocemente a zero, portando di fatto a una normale asinuaestesanon asimmetrica

A seconda del valore di I'asimmetria cresce per valori prossimi allodi 7, per poi de-
crescere fino ad annullarsi con una velocita minore rispettpiella evidenziata per cres-
cente. Tuttavia pett — oo 'asimmetria raggiunge e continua ad assumere il suo massim
anche per decrescente.

Nelle figurel2.5 € 216 € sempre riportato il valore dell'iredii asimmetriay;, in funzione

guesta volta dix per alcune scelte del parametroRisulta anche qui evidente che, anche per
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Figura 2.2: Densita per alcune scelterdi< 0
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Figura 2.3: Densita per alcune scelterdic 0. (Il quarto grafico riporta una scala per I'asse delle
ordinate differente)
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Y1
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Figura 2.4: Indice di asimmetrig in funzione dir per alcune scelte di

valori grandi dic, quandor é positivo I'asimmetria & confinata a variare in una prodsiraile
dello 0 da renderla di fatto trascurabile (si veda in particolarknkea punteggiata della fig.2.5
che rappresenta il campo di variazioneydiquandor = 3).

Per valori negativi e piccoli in valore assoluto i invece, vediamo come siano plausi-
bili valori dell'indice di asimmetria anche esterni alk@vallo (—0.955,0.955) della normale
asimmetrica.

Si noti inoltre la differenza tra la linea tratteggiata e l(pupunteggiata, nel secondo grafico
della figuralZ.6. La linea trattegiata indica che per= —10 per valori piccoli dia si ha

una asimmetria minore, del caso specifice= 0, ma maggiore se: cresce. Nel caso in cui



2.3. COMPORTAMENTO DELLA DENSITA 27

1.0

0.5

Y1
0.0
I

-0.5
1

-1.0

-30 -20 -10 0 10 20 30

Figura 2.5: Indice di asimmetrig in funzione dic per alcune scelte di > 0

7 = —30 (linea punteggiata), vediamo che I'assimmetria & semproraidel caso specifico

della normale asimmetrica.

2.3.2 Curtosi

Cosi come per l'indice di asimmetria, anche l'indice di osit nella normale asimmetrica
estesa, presenta un campo di variazione piu ampio rispgtiell della normale asimmetrica.
Si vedano i grafici in fig_2]7 e fi§. 2.8 rappresentanti il valassunto da, in funzione di
a e 7. Sia nei grafici della figura 2.7 che nella fig.]2.8 si nota cheaahre dir I'indice pud

assumere anche valori non ammessi nel caso particolare=di.
L'indice di curtosi ha un comportamento per — +oo simile all'indice di asimmetria

appena descritto ossia tende ad annullarsi.

2.3.3 Comportamenti limite

Studiamo analiticamente cosa succede alla densita nelicao il valore del parametro

T — $00.



28

CAPITOLO 2. LADISTRIBUZIONE NORMALE ASIMMETRICA ESTESA

Y2

-1

-2

1.2

1.0

0.2 0.4 0.6 0.8

0.0

-0.2

-30 -20

Figura 2.6: Indice di asimmetrig in funzione dic per alcune scelte di < 0
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Figura 2.8: Indice di curtosj, in funzione dir

Perr — —oo abbiamo che, per il teorema di de I'Hospital:

i 2@ Fazx) o dE)d(ao(n) +az)val 41
AT A, e
. exp{— = } Va? +Texp {—3(ao(r) + az)?}
— lim : -
(7]

= lim —1 71 ex —1 <7z—|—57'>
T s Va2 P 2 \Vieoe
1 z+ 0T
= i ,
T—1>g-loo\/1_52¢<\/1_52>

La distribuzione tende ad essere umamaledi media—dT e

dove si é postd =

(63
VaZ41®
varianzal — 62, annullando come gia osservato I'asimmetria. Anche ilalaldei momenti

perr — —oo mostra quanto appena affermato, infatti:

lim E[Z] = lim ( (1) = o0,

T——00 T——00
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lim Var[Z]=1+6" lim (a(7)

=1-42

lim y[Z] = lim 6°G3(r) = 0.

Pensando alla generazione della distribuzione, cosi carsiedl presentata al paragrafal2.1,
il tendere a—oco di 7 &€ implicato da un condizionamento molto forte all’ossesvgir individui
che superano un valore sulla coda della variabile latenteausa di cid la stessa variabile
d’interesse sara osservata sulla coda destra. Quest@iastifica lo spostamento della moda
evidenziato empiricamente dai grafici alle pag.24 k 25, edtilolizione limite con media
tendente a-oco appena dimostrata.

Perr — +oo, invece, la densita tende a quella di una normale di mgdiavarianzaw.?,

come era intuibile dai grafici a pagihal22. Infatti & evidegtte:

g (5o (59) o (5.

In questo caso il condizionamento effettuato per valoritmbhssi della marginale latente

tende ad essere di fatto trascurabile.

2.3.4 Code a confronto

Si confrontano ora le code della normale asimmetrica es@sguelle della normale asim-
metrica, calcolando il limite del rapporto delle densitdladprima sulla densita della seconda
perx — +oo. ll calcolo é stato fatto considerando> 0; i risultati sarebbero qualitativamente
analoghi se considerassinmo< 0 ma, in questo caso, dovremo scambiare il risultato valito
perr — +oo con quello perr — —cc.

Per quanto riguarda la coda destra facilmente otteniamo:

et tan) 1 afaglr) +aa)
z—+o0 2¢(x)®(ax) ©20(7) a—oo P (ax)
1
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ossia che la normale asimmetrica estesa risulta avere & destra pil 0 meno pesante di
guella della normale asimmetrica in funzione del parametrm particolare per < 0 & piu
pesante la coda della normale asimmetrica estesa mentre >p8, é vero il contrario.

Per quanto riguarda la coda sinistra, invece risulta che:

. (1)(1T)¢(a:)<1>(a0(7') + ax) B 1 - d(a(1) + ax)
T——00 2¢(z)®(ax) ~29(7) a——o0 P (o)

Utilizzando il teorema di de I'Hospital,

o a@f@eeom) tax) 1 glao(r) + ax)

200 26 () D (o) C2B(7) e (o)
= 2(;(7_) mEI-lI-loo exp {Oéo(T)OéfL’ + %QO(T)z}
= +4oo.

Il rapporto tra le densita di una normale asimmetrica estediauna normale asimmetrica per
x — —oo diverge all'infinito con la velocita dixp (o (7)ax). La coda sinistra della normale

asimmetrica estesa risulta quindi pit pesante.

2.4 Problemi di identificabilita del modello

Si é gia accennato alla possibilita di avere un modello diffiente identificabile. Prima di
analizzare come in pratica questo renda non semplici leaafmeni di inferenza, presentate nel
prossimo capitolo, si vuole far percepire concretamentssigucaratteristica del modello con
l'ausilio di un grafico. In figur& 2]9 sono state tracciate émsita di una normale asimmetrica
estesa, di una normale asimmetrica e di una normale. Si owiede tre curve siano molto
simili.

Per la curva relativa all&’S NV il valore di+ = —3 porta ad una curva ben poco asimmetrica
nonostantex = 3. Nel caso della normale asimmetrica il valore del parametéobasso e
pari solo al. Di fatto I'esigua asimmetria pud essere trascurata, eafallensita di una

normale, con valori opportunatamente scelti per media &mvaa, mostra un grafico molto
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Figura 2.9: Densita di un&sSN(0,1,3,—3) (linea continua), di unaSN(2.8,0.47,1) (linea
tratteggiata) e di una normalé(3.08, 0.38) (linea punteggiata)

simile ai precedenti. Togliendo la legenda dal grafico,tinfaarebbe molto difficile riuscire a

individuare quale curva segua una distribuzione normaiales N e qualeESN.

2.5 Caso multivariato

Siriporta la densita della distribuzione normale asimioatestesa—dimensionale che verra
utilizzata nel caso particolare= 2 nel capitolo 4 per la costruzione di regioni di tolleranza.
Definiamo normale asimmetrica estesalimensionale con vettore di posiziogematrice
di scala, vettore di asimmetria e parametra-, una una funzione d&“ in R con densita di

probabilita:
Fy:6,9Q,0,m) = ¢aly — &EQ)P(ag +aTw ™ (y = €))/D(7) (2.10)

doveay = 7(1 4+ aTQ*)/2, ¢4(y — £;Q) & la densita di una normate-dimensionale con

vettore delle medie parig&e matrice di varianz&.



Capitolo 3

Aspetti statistici

In questo capitolo verranno presentati alcuni aspetti dittere statistico-inferenziale della

distribuzione normale asimmetrica estesa.

Nel paragrafd_3l1 viene presentata la funzione di verodiamga della distribuzione e ne
viene ricavato il vettore punteggio. Nel paragriafd 3.2 gienavata la matrice di informazione
attesa di Fisher, risultato non noto in letteratura. Essacafrontata con quella della normale

asimmetrica riportata al cap. 2 e, in particolare, ne veireostrata la singolarita in. = 0.

Nel paragrafd_3]3 verra studiata la funzione di verosiraigta al fine di ottenere le stime di
massima verosimiglianza per il modello. Verra dimostrdie,accome nel caso della normale
asimmetrica, la funzione di logverosimiglinza profilo pepresenta un punto di stazionarieta
in o = 0 e simostrera inoltre che la logverosimiglianza profilo pérscarsamente informativa
in quanto a inferenza sul parametro. Verranno poi discussnametodi di massimizzazione
numerica della verosimiglianza, mostrando come in alcasi i presentino situazioni di quasi

non identificabilitadel modello.

Nel paragraf@ 34, un esperimento di simulazione similesdiguli Arellano-Valle & Azzalini

(2008) studiera il comportamento della distribuzionealstime di massima verosimiglianza.

In fine, nel paragrafg_3\5, viene discussa una parameti@@eaalternativa che ripercorre

concettualmente la parametrizzazione centrata dellaalerasimmetrica.

33
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3.1 Funzione di verosimiglianza e vettore punteggio

SiaX ~ ESN(¢,w?, a, 7). Data un’osservazionedi X, la funzione dilogverosimiglianza

risulta essere:

1

J— 2 J—
e aumia) = ~ao(r) - ploge?) — 3 (225) 4o (2] @)

Postoz = 17‘5 il calcolo delle derivate parziali porta al vettore purfieg

% [z — ai(ag + az)]

o L1122 — az¢i(ap + az) — 1]

Gilao +a2) (2 +2)
Glag + az)vVa? +1—(i(7)

Le equazioni di verosimiglianz%ﬁ(@) = 0 non hanno una soluzione esplicita. Il calcolo delle
stime di massima verosimiglianza dovra quindi essereteéfet per via numerica (cfr_3.3.2).

Esplicitiamo inoltre

Giz) = % (3.2)
G) = —(Q@z+[G@)?), (3.3)

derivata prima e seconda della funziafa¢-) introdotta a pad. 20 poiché entreranno numerose

volte nelle prossime espressioni.



3.2. MATRICE D’'INFORMAZIONE 35

3.2 Matrice d'informazione

In questo paragrafo si riportano tutti i passaggi relativcalcolo della matrice d'infor-

mazione attesa e alcune considerazioni di carattere gisaditsu di essa.

3.2.1 Calcolo della matrice d'informazione

Calcolando le derivate seconde parziali del vettore pgibegtteniamo le espressioni:

0%l 1
7@ = = (O[QCQ(O[(] +az) —1),
0%( 1 )
ow > (=22 + a1 (o + az) + &*2G(ap + az))
0%¢ 1 (70?2 +azvV1+a2
900~ w ( = (oo + az) + G + az) |,
%0 ava?+1
or T o lwtes)
0%¢ 1 5 5
e (—3z + 2021 (g + az) + (az)“Ca(a + az) + 1) )
9%¢ z Ta?
Jwda = —; <<70[2*+1 + OéZ> CQ(OZ(] + OéZ) + CI(OZ() + OéZ)> s
%0 azva? +1
e
9% TO 2 T
W = <T—|—1 + Z) C2(a0 + Oéz) + mﬁ(ao + Oéz)a
0% o
= 2 -
St (at + 2V a2 + 1) (ap + az) + mgl(ao + az),
0%
92 = (@ + 1) Ca(ag + az) — Ca(7).

Le espressioni ottenute per via algebrica sono state auate con le derivate numeriche
calcolate tramite la funzionkeessian del packagenumDeriv di R per varie combinazioni
dei parametri e di, riportando, per ogni combinazione, dei valori sostamagélte uguali. Le
differenze in valore assoluto tra i risultati ottenuti péa mumerica e tramite le espressioni
algebriche sono sempre di un ordine di grandezza inferitageecisione di calcolo impostata

nella funzionehessian e, ragionevolmente, sono quindi da attribuirsi ad error@enico.
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Prima di passare al calcolo degli elementi della matricefdfimazione attesa si introduce |l

seguente lemma:

Lemma 3.1. Sia Z una variabile casuale tale ch& ~ ESN(0,1,a,7), ¢i1(-) la funzione

definita in (3.2) g/(x) = ar + Va2 + 1z, allora:

E[f(Z)Ci (a0 +aZ)] =

doveU ~ N(0,1) e f(-) € una qualunque funzione dkain R tale per cui gli integrali coinvolti

esistano.

Dimostrazione.

¢(ao + az) " 1
Do + az) d(7)

E[f(2)Ci(a0 + aZ)] = / £

57 /¢
:<I>(17'/
/s

d(2)® (o + az)dz

¢ + az)dz

exp{ = (2% + (a0 + az) )}dz

q)lT {_—(a0+2zaao+(a +1)z )}dz

_ @(T)/]Rf(z)%exp{—%(aT—l— a2+1z)2}><
N |
_ i((?)/ﬁf(z)\/lz_ﬂexp{—% (a7 + Va2 +12) }dz

Effettuiamo una sostituzione, ponende= ¢(z). Semplici calcoli portano a:

f(z
f(z

1
Fla)g ex

E(2)G(e0+02)] = <2 [ (g7 w)ouau
2 Bl @)

O

Si riportano quindi alcuni risultati utili nel calcolo dealori attesi delle derivate parziali.
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Utilizzando il Lemma3.11 otteniamo:

E[Gi(ap +a2) = — 7L

B[Z¢1 (a0 + aZ)] = _0”521(1)1’
Enz2g(ao+-a2ﬂ::(1-ka?T%Eg§%£€§g§,
Ew%ﬂ%+a2ﬂ:—@w+a%%®gfgw
El(ao + aZ)¢1(ao + aZ)] = ;glfi

ElGa(ao +a2)] = - 51— B[Gi(ag +a2)?]

dove l'ultima espressione si ottiene utilizzando il riaidi [3.3).

Gli elementi della matrice d’informazione risultano esser

2
_E B—gg] = % (1 — a2]E[C2(OtO + aZ)])

= é (14 ’ElG (a0 + aZ)(ag + aZ)] + *E[(1 (o + aZ)?])

1
= — (1 + 527‘@(7') + aan) ,

2
- B [aiai] = % <2E[Z] — aE[¢1 (o 4+ aZ)] — o*E[Z¢(ag + az)]>
= % <25C1 (1) = 6¢1(7) + &*E[Z¢1 (o + aZ) (ap + aZ)] +

&Ewgmwuwﬁo

(3.4)

— % <5§1 (1) + a2aoE[ZC1(ozo +aZ)] + a3E[Z2C1(a0 +aZ)] +

a2a1>

- L () eV (220D

a?+1
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020
- [agaa}

_E[

0%l
o&oT

w

o® <(1 + a272)7(a2i(71))3/2> + a2a1>

1 202 +1 312 (1)
w? <5C1(T) ( a® +1 > e la;);ﬂ + a2a1>
2 _ (.2 22
% {41(7)5 (1 +2a a2(i 1+ 1)827 > +a2a1} 7 (3.5)
2 /2
% <E[§1(a0 +aZ)]+E ra +Z22+(i + 1{2(0@ +aZ) )
(a0 + 7adE [(2(ap + aZ)] + oE [Z (oo + aZ)]
w a?+1
%( 212(2 T Tad <;§1_(|_Ti +ao> —

a(aE[Z¢i(ap +aZ)] +  aBE[Z%¢i(ap + @) Z]) — aal)

i( 212(7') — ol <TC1(T) + a0> +ar?6¢y (1) —

+1 a?+1
51+ a?7?
= G(r) — aal)
5( C%Q(iz i 725274%2(2 i Tadag + at?6¢ (1) —
91+ a?7?
) m@(ﬂ — aa1>
1/a?+1—-7%a?+a?%(a® +1) —a® — a’r?
;( (1 +Oé2)3/2 Cl(T) -
Tadag — aa1>
1
<% — Tadagy — aa1> , (3.6)
2
= 2 aw i 1E[C2(Oéo + aZ)
2
_e aw + 1E[§1(a0 +aZ)(ag + aZ)] + E[¢ (g + aZ)?]

a?+1

1
= <a\/a2—|—1TC1(T) +a« a2+1a0>
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— —é (57‘(1 (1) + ava? + 1a0) ; 3.7)

2
~E [%] = % (3E[Z2] — 2aB[Z¢ (ap + aZ)] + a2aoB[Z%1 (oo + aZ)] +

SE[Z3¢ (g + aZ)] + *B[Z2%¢ (ag + aZ)?] — 1)

o’a o2 G (1
_ 5(3(1%2(@(7)%(7)2))+2527C1(T)+ 0((;2—:— 1)3/>2c1< )

(3atT + a®73) (agl—(:iﬁ + a?ay — 1
a?7(1 4 a?72) ¢ (1)
(a2 +1)

1
= = <2 + alay — 36%¢ (7)1 + 20%7¢ () +

(3ot + oz67'3)C1(7')>
(a2 + 1)2

= % (2+ oaz + ' (7 = 3)Gi(7)) , (3.8)

02/ 1 Ta2
— = Z|E[Z IN+E|(Z2 Z?
E[awaa] w( [Z¢ (oo +aZ)] + [( a2+1+a >><

Cg(ao + OZZ):| >
= % (IE [Z& (a0 + aZ)] — T2E [ZC (ag + aZ)] —
R [Z2C1(a0 +aZ)] - aogB[Z2%¢ (o + aZ)] —

?EB[Z3¢ (g + aZ)] — Tada; — aa2>

1 Gi(7) Gi(r) Gi(7) +*73Gi(7)
= ;<‘ 0T r t T T e
Gi(r) + a?7%¢ Gi(r)
aT 1(7)(a20¢+7_1) 1(7) + 042(3047' + a37-3) (Oz21+7-1)2 o

Toda; — aa2>

= é <—(fo—:_7'7212()7'2) — Tada; — aa2> , (3.9)
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-B OwoT

8%} _ a\/OiT]E[ZCQ(ao-i-OtZ)]
_ a@< aoE [Z¢i(ag + aZ)] - o [ZQCI(C“O“‘Z)]_C”)
ava? +1 G(r T
- w <a0a ag(—k)l (1—|—a2 2)%_%)
avaZ+1 (ag(t)(r? -1
- S (), e
2 T 2 T
[] = 5| (v ) o en)] - e e

= E[<T252 + 2077 + Z2> <g1(a0 +aZ)(ag + aZ) + [Ci (o + aZ)]2>] —

E [C1(ao + aZ)]

(o + 1)3/2
.
= <’7‘352 + 1)3/2> [Cl(ao + OZZ)] +
<7‘2 o+ 2672 > [Z¢i (oo + aZ)] +
<25m +7va? + > [Z%Ci(ag + aZ)] + aE[Z3¢ (ap + aZ)] +
726%a0 + 26Ta; + as
352 T 354 2.3 270’ T
= s — —2
<1(T)<75 @y T TR T T e et
97304 2 2.3
7((127—_’_&1)2 + 7362 — FTTAT) Ei; j_ %27- )> + 726%ag + 267a; + as
- o - T n 2702 n T 3762
- ! @+12 " (2412 a2+1 (a2+1)

7‘252a0 + 20Ta1 + ag

= (10)%ap + 276a1 + as, (3.11)

2
_]E[8i8€7'] = |:O£T+Z\/Oé2 a0+aZ}—5IE[C1(a0+aZ)]

_ [aT+Z\/()z27< Ci(ao + aZ)(ag + aZ) +
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Cl(ao =+ OzZ)2>:| — /& [Cl (Ot() + OéZ)]
= araE [C1(ap + aZ)] + (20°T + 7) E[Z1 (g + aZ)] +
ava?+1E [22@(0@ +aZ)| = 0E [Gi(ag + aZ)] + aTag +

vVaz+1la

= ar’((r) — (27 + 1) m-of?l(—:)l +a(l+ a272)7§21 (1)1 -
aa%(—:—-)l +atag+Va2+1ay

= arap+ Va?+1lay, (3.12)

—E[S—Z] = —(a? + DE[G(ap + aZ)] + G(r)

as+1
= (& +1)ag— (1) (3.13)

@+ 1) (B0 v ) - r6im) - G

dove le quantita, conk = 0, 1,2 sono ridefinite, per il modell& SN, in modo simile alla

(@1.13) come
ap =B [Zk <C1(T\/a2 +1+ aZ))Q] . (3.14)

Esse sono funzioni sia del parametr@he, a differenza delle analoghe quantita délla (1.13),
del quarto parametra. Il calcolo di queste quantita sara effettuato tramitegrdeione nu-

merica analogamente al case= 0.

La matrice d’infomazione attesa per una singola ossemezi@tta dalla distribuzioné (2.3)
e quindi riportata a pa@. 42.

Ogni elemento della matrice ottenuto per via algebrica & stanfrontato con I'analo-
go ottenuto tramite integrazione numerica delle derivatezipli. Si e utilizzata laroutine
integrate  di Rsia per il calcolo della matrice d’informazione numerica ger gli elementi
ay, della [3.14). Il confronto tra i risultati indica I'uguagliza delle due procedure. Si riscon-
trano tuttavia alcuni problemi numerici per il calcolo dethatrice d’informazione attesa per

valori megativi estremi di, nell'ordine diT < —15. Lintegrazione numerica degli elementi



I=

o (1+ 6%7¢i(7) + o?ag) o (Cl(T)é (%) + a2a1)

% (2 +a2ag + 07 (72 = 3)(y (T))

L (% — Tadag — aay
L (%ﬁ;iﬂ;ﬁ — Tada; — aay

(T(S)an + 276a1 + as

)
)

—% (57’(1 (1) + ava?+1 ao)

ava?+1 (a(l(r)(72—1) —a )
w (a2+1)3/2 1

atag + Va2 + 1lag
(a2 + 1)(10 — Cl (T)2

A7

IDILSILVLS 1113dSVY '€ O1011dVvD
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5e-04

---1=-1
— 1=0(SN)
=1

Det( E[info])
3e-04 4e-04

2e-04

le-04

0e+00
1

Figura 3.1: Determinante della matrice d’'informazionesdtin funzione div

della [3.14), infatti, & particolarmente instabile a cadsla presenza della del fattof(r)
al denominatore della densita del modello che entra afimd dell'integrale. In appendice é

riportato il codiceR utilizzato per il calcolo.

3.2.2 Caratteristiche della matrice d’'informazione

E facile verificare 'uguaglianza degli elementi della niwra pag42 con quelli della ma-
trice a pagl_II3 quando= 0. Tuttavia le analogie con la matrice d’informazione perddeallo
normale asimmetrica non riguardano solamente questo easogbare.

Una caratteristica comune, valida per ogne che la matrice d’infomazione tende a essere
singolare perx — 0. Si veda a riguardo il grafico in figufa_3.1 che riporta un fastiicurve
per cui ad ogni curva corrisponde una particolare scelta ith ascissa é riportato il valore del
parametrax e in ordinata il valore del determinante della matrice dimiazione calcolato in
funzione dic. | parametri¢ e w? sono fissati rispettivamentefae 1.

Come si puo vedere, il determinante della matrice tenfie@btendere din — 0. Questo
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0.00030
|

0.00020
|

Det( E[info])

0.00010
|

0.00000
|

Figura 3.2: Determinante della matrice d’'informazionesstin funzione dt

succede per qualsiasi scelta del paramettibquale influisce solamente sulla velocita con cui
il determinante si annulla.

Vediamo lo stesso tipo di grafico invertendo il ruolocdie 7. Le osservazioni di pag. B2
sui casi limite quanda — +oo, infatti, suggeriscono lo studio della matrice d’'inforricae
per questo comportamento limite del parametroln fig.[3.2, possiamo infatti vedere come
la matrice d’'informazione abbia un determinante nullo gleen — +oco e che esso decresca
molto velocemente al punto di essere di fatto aprossimabiero, anche per valori finiti a
cavallo dello0 e piccoli in valore assoluto.

Vediamo infine un grafico a curve di livello (fig._3.3) in cui iegtrminante della matrice
d’'informazione & espresso in funzione di entramla .

Sempre considerando le osservazioni di pagina 32, e iatsalgebrici del paragrafc 2.3.3,
sappiamo che quando — +oo la densita tende ad essere approssimabile a quella di una
normale , nello specific& ~ N(¢,w?) per il limite positivo e(X + §7) ~ N(0,1 — 62) per

il limite negativo. Anche la matrice d’informazione rispbdéa questo comportamento.
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Figura 3.3: Determinante della matrice d'informazionesdt Curve di livello in funzione di e 7

Vediamo il primo caso per cui — +oo. Linformazione dis?, stimatore del parametro di
scalac?, nel modello normaleV (11, %) & ricavabile calcolando il valore atteso delle derivate
parziali (cambiato di segno) della funzione di logverogiiainza; si veda ad esempio Azzalini

(2001a) pag. 81-82. Linformazione p&t risulta:
I(0?) =1/(20%).

Analogamente possiamo ricavare l'informazione gpgradice quadrata di?:

0%¢ 2
I(o) =-E [W} = 52
che e analoga all'informazione periportata nell'equazioné (3.8) della matrice d’'informaz
attesa del modell@ SN. Infatti il secondo e il terzo addendo all'interno delle gatesi della

(3.8) tendono entrambi@quandor — +oo. Analogamente succede per I'informazione rela-
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tiva al parametro di scalg pari al/w? esattamente come per il parametro di posizione della
normale. Gli elementi;, e 79; tendono &.

Analizziamo il caso in cur — —oo. Abbiamo visto a pagirfa 29 che la densita della normale
asimmetrica estesa tende a quella di D@67, 1 — 62). La matrice d’informazione di questo

2(1-52)2
facilmente sivede che I'elemenfo (B.4) della matrice tessfgtamente ﬁ La dimostrazione

modello & una matrice diagonale con ({%, %) Poichélim, . ., E[((z)] = —1,

che il secondo elemento diagonale della matrice terg&_%m e meno immediata, a causa

della presenza dell’elementg che non pud essere che calcolato algebricamente. Tuttavia,

verifiche numeriche testimoniano che I'elemeniol(3.8) wmg(ﬁg)g quandor — —oo.
Un'ultima caratteristica della matrice d'informazioneest calcolata riguarda sempre I'ele-

mento[3.8). L'addendo(72—3)(;(7) ~ —7* perr — oo. Allora poiché tutto I'elemento resti

positivo, 'addendaz,, a sua volta, deve crescere almeno tanto rapidamente goantan-

che questo fatto risulta difficoltoso da dimostrare algebriente, ma sempre tramite verifiche

numeriche risulta che il valore di, € sempre superiore o uguale a quello-ti

3.3 Stima di massima verosimiglianza

3.3.1 Peculiarita della verosimiglianza

Una prima caratteristica della funzione di verosimigliangia riscontrata nel modell§.V,
e la presenza di un punto di stazionarieta per la verosiamgé profilo pervin o« = 0.

Questa caratteristica rimane valida anche per$aV. Cosi come nel modell§ N quando
a = 0 la densita si riconduce a quella di una normale cosi sucastleger il modelldZSN.
Questo fatto e in generale le analogie tra i due modelli pantpuriguardax suggeriscono la
presenza di un punto di stazionarietanin= 0 di cui, di seguito, si riporta la dimostrazione
analitica.

Si definisce punto di stazionarieta di una funzigii@) un puntoz tale che il gradiente
V f(zo) = 0. Il gradiente della logverosimiglianza € stato riportagpaa[34. La funzione di
logverosimiglianza profilo pet & la [3.1) con al posto di, w?, 7 i valori Elamo): w?;:()) Tl

definiti come le stime di massima verosimiglianza quande 0. Le equazioni di stima per i
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parametri datdz1, - - - , z,), campione di numerosita da una distribuzione di probabilita del
tipo (2.3), sono quindi:

n

% z_; (2 — aCi(ag + az;) = 0, (3.15)

é Z: (5 — aziCi(ao + az) = 1) =0, (3.16)

Zz: <<1(ao +az) <\/a727a7+1 + z>> =0, (3.17)

mi (o + azi) —nGi(7) = 0. (3.18)
=

Quandoa = 0, I'equazione di stima(3.15) si semplifica portand@&kgzo) = g, media cam-
pionaria, mentre 1d(3.16) porta a stimargzo) = % S (y; — 9)?, varianza campionaria non
corretta. Il calcolo dir(*a:O) non é effettuabile poiché 1a(3]18) risulta identicamerggficata
per ognir. Il gradiente risulta quindi esattamente nullo pet 0, il che dimostra la presenza

di un punto di stazionarieta i = 0.

In figura[3.4 sono riportati i grafici della logverosimiglemnprofilo relativa pec di tre cam-
pioni di numerositéb00. Sulla sinistra é riportata la logverosimiglianza per subpioni di
numerosite200 mentre sulla destra per I'intero campione. | tre campionosgenerati rispet-
tivamente daun@' SN (0,1,1,—1), dauna®SN(0, 1,1,0) (e quindi di fatto un&&N (0, 1, 1))

e daunalSN(0,1,1,1). In tutti i grafici risulta evidente il punto di stazionadepera = 0
a prescindere dalla numerosita del campione. Inoltre,remsdo la scala delle ordinate, no-
tiamo, come c’era da aspettarsi, che la logverosimigliammdta maggiormente informativa

utilizzando, in fase di stima, tuttes®0 le osservazioni.

Si analizza ora la verosimiglianza profilo per il quarto paetror. Come gia sottolineato,
valori maggiori di3 e minori di—6 portano a densita che di asimmetrico hanno ben poco, e
con differenze tra loro minime. Distribuzioni con pararpetrrispettivamente pari & o a20,
presentano infatti una forma del tutto simile a quella di noemale standardizzata, mentre

valori negativi molto grandi in valore assoluto portancsdi® il parametro di posiziorge a un
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Figura 3.4: Logverosimiglianza profilo relativa perin campioni di numerosita = 500 simulati

(dall'altro verso il basso) d&SN(0,1,1,—1), ESN(0,1,1,0) e ESN(0,1,1, 1). Nei grafici di sinis-

tra la logverosimiglianza profilo & calcolata considerasdiamente le prim200 osservazioni di ogni
campione
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traslamento della curva. Valori negativi minori-d portano inoltre una instabilita numerica
della funzione® (7). Per questi motivi la massimizzazione della verosimigleaper i restanti
parametri, fissato il parametrq € stata effettuata solamente pei < 7 < 2. Nelle figurd 3.5
sono riportati alcuni dei grafici ottenibili per gli stessinapioni della figura 314.

A colpo d’occhio e immediatamente palpabile il fallimentelld stima di massima verosi-
miglianza nell'avvicinarsi al vero valore del parametrauttli grafici, nonostante provengano
da distribuzioni differenti, presentano il massimo dellava per valori dir positivi € minori
di 1.

Inoltre non é raro ottenere grafici come quelli in figurd 3.@um la stima di massima ve-
rosimiglianza € molto distante dal vero valore del parametraddirittura tendente -aco. In
particolare i grafici della figura_3.6 rappresentano la logsieniglianza profilo relativa per
calcolata per due particolari campioni di numero$ité da unaf’SN (0,1, 1,0). Questo tipo
di situazioni non & raro e si verifica abbastanza frequenteameSi é riscontrata una stima
tendente a-oo circa una volta su0 mentre quella in prossimita @iper circa un terzo delle
volte. In seguito (cfr paf._3l4) si vedranno in dettaglio sfeecaratteristiche tramite uno studio
di simulazione.

Se guardiamo i valori in ordinata, tuttavia, questa presdmgtorsione delle stime viene ridi-
mensionata da un’altra caratteristica della verosimigka la scarsa informativita. L'ascissa
dei grafici dellla fig[3.b riporta infatti la logverosimiglza relativd(é) — ¢(0) che sappiamo,
a meno della moltiplicazione péy distribuirsi asintoticamente come . Qualsiasi valore
di questa distribuzione ragionevole per verificare I'igoteher = 7 € inferiore al valore min-
imo dei grafici, il che comporta che non possiamo rifiutangottesi che il parametro valga un
qualsiasi valore dell'intervallo in esame. Tutte questesierazioni rimangono valide, come

e evidente, anche aumentando la dimensione del campione.

3.3.2 Calcolo delle stime

Come piu volte sottolineato, le equazioni di verosimigtiamon hanno una soluzione es-
plicita. Il calcolo delle stime di massima verosimiglianzieve quindi effettuato tramite

massimizzazione numerica della funzione di logverosiiaiga.
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Figura 3.5: Logverosimiglianza profilo relativa perin campioni di numerosita = 500 simulati

(dall’alto verso il basso) d&SN(0,1,1,—-1), ESN(0,1,1,0)e ESN(0,1, 1, 1). Nei grafici di sinistra

la logverosimiglianza profilo & calcolata considerand@smnte le prime00 osservazioni di ogni
campione
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Figura 3.6: Logverosimiglianza profilo perin campioni di numerosita = 500 simulati da una
ESN(0,1,1,0). Entrambi i grafici mostrano il massimo della logverosinggka in punti dello spazio
parametrico distanti dal vero valore del parametro

Per fare cio sono state create alcune funziorRRitUna massimizzazione € stata effettutata
tramite il metodoguasi-NewtorL-BFGS-B, gia presente iR (si veda Byrd et al.[ (1995)). Il

codice della funzione é riportato in appendice.

Sono state effettuate alcune prove, simulando campionpkcapdo il metodo di stima per
alcuni valori di inizializzazione dei parametri. Quelloechi nota da questo piccolo studio &
che I'algoritmo fatica ad arrivare al massimo globale e,cosda del punto di inizializzazione
dello stesso, converga a punti di minimo locale. Anche metogimulated annealingsi &
utilizzato il metodoSANN di R), portano agli stessi risultati. Per rendenre I'idea Sorig un
esempio relativo alla simulazione di un campione di numgr@)0 da undZSN (0,1, 1,0). |
risultati sono riportati nella tabella3.1.

Le righe dalla2 alla 4 della trabelld“3]1 mostrano valori molto similli delle séne della
funzione di logverosimigliaza, uguale fino alla quartaaiffecimale. Si noti come i valori
delle stime per queste righe non si avvicinino ai veri vattai parametri della distribuzione
da cui il campione é stato generato,anche nonostantedl ¢ag, ad esempio, le stime nella
seconda riga sono state ottenute inizializzando I'algmriesattamente sui veri valori della

distribuzione.

Si osservino adesso le stime riportate nella prima rigaenaote inizializzando 'algoritmo
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con il metodo dei momenti. | primi tre momenti campionari@atati trasformati nei parametri
¢, w? e o tramite le equazioni inverse alle (2.6)=(2.8) (cfr. jaB)2 7 & stato fissato . I
valore di verosimiglianza a cui converge I'algoritmo risumaggiore degli altri, anche se i
valori delle stime risultano essere ancora piu distantvdgivalori.

In [Capitanio et al.[(2003), & stato mostrato che per questdetitola stima numerica dei
parametri pud avere difficolta a convergere, anche per telewamerosita campionarie. Per
gesti motivi & stata avanzata la proposta di utilizzare lasieiglianza profilo per, la cui
massimizzazione é stata studiata per i campioni simulati.

Per completezza é stata poi effettuata anche la massintneadella logverosimiglianza
profilo pera.

La tabelld 3.1 riporta tutti i risultati relativi a questi toei di stima.

L'algoritmo di massimizzazione della logverosimigliar@afilo perr converge ad un valore
della funzione di verosimiglianza, di poco superiore a lguelggiunto dagli altri metodi. Tut-
tavia anch’esso é associato a dei valori delle stime molersii sia dai veri valori dei parametri
sia dai valori ottenuti tramite le altre procedure. La cadiseio puo essere trovata nel fatto
che, come mostrato in precedenza, la stima di massima meghisinza pefr pud essere molto
distante dal vero valore del parametro. Si noti infatti dhealore alto di7 porta la verosi-
miglianza adaggiustarela stima degli altri parametri. Nella rigadella tabella, I'alto valore
di 7, che porterebbe, fissatg a una perdita di asimmetria della distribuzione, & comgiens
dall’alto valore dia. Nell'ultima riga, invece, la traslazione della densitaseevalori negativi
dovuta al valore negativo di congiuntamente al valore negativod(il segno dia determina
il verso della traslazione) € compensata dal valoré di

In fig.[3.7 sono state tracciate le curve delle densita stineat esse risultano sostanzialmente
equivalenti e quasi sovrapponibili.

La scarsa informativita della verosimiglianza legata ahpsetror e I'estrema versatilita del
modello, che include sia il cas8/N che il caso normale per — +oo, lo rendono di fatto
poco utilizzabile. | problemi evidenziati nel corso di gieesapitolo mostrano che le stime di
massima verosimiglianza possono essere sensibilmerfeeedifi dai veri valori dei parametri,

portando tuttavia a densita pressoché equivalenti.
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Funz. obiett. Inizializz. £ w Qa T log L
1 £(0) momenti 41963 1.3745 -1.6850 -2.8215 -48.4709
2 £(0) (0,1,1,0) 0.5082 0.7738 0.0037 -0.4030 -48.7047
3 £(0) (0.5,0.6,0,0) 0.5085 0.7738 0.0045 -0.0000 -48.7047
4 0(0) (0,1,0,0) 0.5091 0.7738 0.0035 -0.0418 -48.7047
5 Cp(ry momenti 0.5214 0.7860 -15.0000 2.4783 -47.5344
6 lp(a) momenti 5.4127 15077 -1.8980 -3.4184 -48.4702

Tabella 3.1: Stime di massima verosimiglianza per vari wie¢al inizializzazioni. (Campione con
n =200daFESN(0,1,1,0))

0.6
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0.3
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0.1

0.0

Figura 3.7: Funzioni di densita con i parametri della tai@lll
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3.4 Studio numerico della distribuzione delle stime

Si e effettuato un piccolo studio di simulazione per cerctustudiare la distribuzione delle
stime di massima verosimiglianza. Nei grafici a padina 14is&riduzione empirica delle
stime per il modello normale asimmetrica presentava undeew@ bimodalita causata dalla
singolarita della matrice d’informazione attesadn= 0, caso studiato in_Rotnizsky et al.
(2000).

Sugli stessi campioni dei grafici di pagina 14 e stato adatitatmodelloE SN calcolando
le stime sia tramite massimizzazione diretta della veriggiamza, sia utilizzando la verosi-
miglianza profilo perr. | risultati per le due procedure sono riportati nelle fig8r& e[3.9,
rispettivamente per la massimizzazione contemporanequadiro parametri e per quella con
7 fissato. Le figure rappresentano i grafici di dispersione istlgrammi delle stime di massi-
ma verosimiglianza. La presenza di una buona quantitardedtii « visibilmente lontane dal
vero valore del parametro e che superano in valore asszd0tcende poco leggibile il grafico
relativo alla massimizzazione diretta della logverosimaitza a cavallo dell@. Per questo
sono stati tolti i ber1 48 campioni relativi a questi valori delle stime die i restanti sono stati

rappresentati, analogamente allaffig] 3.8, nelld fig.13.10.

Analizziamo in prima battuta i risultati relativi alla masszzazione della logverosimiglian-
za profilo perr. Gliistogrammi delle frequenze sulla diagonale della #igmostrano contem-
poraneamente per la distribuzionédjna decisa concentrazione intorno alla moda in prossim-
ita dello0, e delle code pesanti, con valori decisamente distantietal valore del parametro.
Siveda anche la fi§. 3.111. La distribuzione:dié concentrata in valori prossimi all'unita, ma
anch’essa con una coda destra visibilmente pesante. dratuma relativo alle stime di é
molto particolare. Esso infatti presenta una bimodalitawalto dello0 intorno a—1 e 2 circa
e due decisi picchi esattamente-ii5 e 5. Su1000 stime benl36 sono esattamentel5 e

264 sono pari &. L'istogramma € riproposto ingrandito nella fig. 3.11.
Infine la distribuzione empirica di (vincolata alla scansione per valori compres{+6, 4))
mostra un’evidente moda &y e un picco nell’estremo inferiore dell’intervallo, dowuprob-

abilmente a una logverosimiglianza profilo crescenterper —oo come quella riportata in
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Figura 3.8: Diagrammi di dispersione e istogrammi dell¢riiszioni empiriche delle stime di massima
verosimiglianza dd 000 campioni di numerosita00 da unakSN (0,1,1,0). La massimizzazione &
stata effettuata contemporaneamente per tutti i parametri
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Figura 3.9: Diagrammi di dispersione e istogrammi dell¢riiszioni empiriche delle stime di massima
verosimiglianza dd 000 campioni di numerosita00 da unakSN (0,1,1,0). La massimizzazione &
stata effettuata sulla logverosimiglianza profilo per
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Figura 3.10: Diagrammi di dispersione e istogrammi dellgtritiuzioni empiriche delle stime di
massima verosimiglianza come da fig]3.8. Si sono eliminat2icampioni cornla| > 150
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Figura 3.11: Distribuzione empirica della stime di massireensimiglianza. Dettaglio della fig."3.8.
Listogramma a sinistra riporta le frequenzefdiell'intervallo (—2, 2). Listogramma a destra riporta
le frequenze div

fig.[3.6.

| grafici di dispersione sottolineano quanto detto in préesza. Si riscontra infatti corre-
lazione tra il decrescere die lo spostamento del parametro di posizione, nella direziata
dal segno del parametra Le nuvole di punti dei grafici di dispersione pee w? sono simili
a quelle della fig. 113 di paf. 14 ad eccezione della presenza gunti tra le due nuvole.

Analizziamo ora i risultati relativi alla massimizzaziodeetta di tutti i quattro parametri
della logverosimiglianza. | grafici sulla diagonale reladi parametrif e w sono qualitativa-
mente simili a quelli appena analizzati. L'istogramma penvece presenta come gia detto
148 osservazioni superiori in valore assolut@@®. La presenza di forte concentrazione di
valori distorti si vedeva gia nella figura 8.9, ma solamermgevalori5 e —15.

Dalla distribuzione delle stime di massima verosimiglemossiamo evidenziare principal-

mente tre caratteristiche:

¢ le stime di massima verosimiglianza risultano spessordistai veri valori dei parametri,
il che porta a delle distribuzioni empiriche con code pdsafeggio con mode molto

distanti dal valore centrale della distribuzione;

¢ la verosimiglianza tende aabgiustarele stime degli altri parametri quando uno di essi
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risulta distante nello spazio parametrico dal vero val@iepdrametro. La correlazione
di 7 con il parametro di scalg o con il parametro di asimmetria & marcatamente

evidente;

¢ la bimodalita evidenziata per il modell®N non e evidente marginalmente mentre lo e

per le distribuzioni congiunte.

Le procedure descritte sono state ripetute sui medesimpicamaumentati dB00 unita.
Qualitativamente, i risultati relativi ai nuovi campionirdimerositeé500 sono analoghi. | grafi-
ci per i nuovi campioni, equivalenti a quelli delle paggl 53;-sono riportati per completezza

in appendice (cfr. pa@. 92), senza voler appesantire qaagitolo.

3.5 Una parametrizzazione alternativa

In |Azzalinl (1985) viene proposta una riparametrizzazig¢parametrizzazione centrata o
CP) per il modelloSN, al fine di risolvere il problema della singolarita della nzg d'in-
formazione, causa dell'inusuale distribuzione delle stidh massima verosimiglianza. Nel
paragrafd 1.6]2 si e gia discusso dei benefici che questmpaiazazione porta. Visto che il
modello ESN ripropone le problematiche del modelfaV quali la singolarita della matrice
d’'informazione ina = 0, il punto di stazionarieta della logverosimiglianza pfier« nel
punto0, la non usuale distribuzione delle stime di massima verigéiemza, nonché la scarsa
interpretabilita dei parametti, w? e o, & naturale chiedersi se una riparametrizzazione del
modello, che ricalchi quella dell&.V, possa portare gli stessi benefici.

E stata quindi studiata una forma di parametrizzazioneratnt Se da un lato la scelta dei
primi tre, dei quattro parametri, e stata fatta seguenddrdaa ben nota in letteratura, per il
guarto parametro si sono studiate alcune possibilita.

Poiché i primi tre parametri sono in corrispondenza conmptie momenti centrati, con il
loro significato di media, varianza e asimmetria, il primamgiero € stato di introdurre come
guarto parametro il quarto momento centrato noto anche @uaiee di curtosi. Nonostante la

famiglia ESN permetta variazioni dell'indice di curtosi in un intenaipiu ampio di quello
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del modelloS N, lo studio della densita in funzione dinon ha effetti univoci sulla curva della
densita e, in particolare, non sembra regolarne diretttanlencurtosi. Inoltre il passaggio
tra una parametrizzazione alla nuova avrebbe creato ndn paablemi, in quanta- compare
sempre come argomento della funziggé ) e delle sue derivate rendendone quindi difficoltosa
I'esplicitazione.

La proposta e sicuramente piu pratica e consiste nel norariptrizzare il quarto parametro.

Volendo essere piu specifici, poniamo
Y=¢(+wZ=p+02Zy (3.19)
doveZ ha una distribuzion& SN (0,1, «, 7) € siano
p=(1) = B(Z) = Gi(1)d,  02(r) = Var(Z) = 1+ 6°(a(7)

il valore atteso e la varianza della variab#le entrambi funzioni dir. DefiniamoZ,, come

fatto per la normale asimmetrica, come la standardizzazithy, ossia:

(Z = p=(7))-

0,(T)

La parametrizzazione centrafgoposta per il modell&@ SN é data dal vettoréo p (&, w?, o, 7) =

(u, 02,71, 7) le cui espressioni esplicite in funzione dei vecchi paranseno:

po= BY)=&+wm =&+ wsy(r),

02 = Var(Y) = w?o? = w2(1 + 6%(7)),
E{(Y - E(Y))*} G (7)

T T Va2 T (Lt 02G(r)32

La proprieta di equivarianza rispetto a riparametrizzaizitella stima di massima verosimi-
glianza e verificata se la riparametrizzazione € una fuezibanivoca dallo spazi® pp allo

spazio©¢p. Prima di analizzare i benefici che la parametrizzazionpgsta porta, si dimosta
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quindi questa caratteristica. Per fare cid mostriamo chsteem tutto il dominio difcp la
funzione invers#@pp(u, 02,71, 7) = (&,w?, a, 7). Le equazioni per il passaggio dallo spazio

O¢p allo spazio® pp sono calcolate come

p=E+wiGi(r) = &=p—wbCi(r) (3.20)

02 =W (14 82G(1) = wr=02/(146G(1)) (3.21)
_ S (G (e =

T EEpr TR e T
1/3

5= (m) i (3.22)
Va2 =22 )

T=T (3.23)

dove, in particolare, 1d (3.22) esplicifan funzione diy; e ¢ € la trasformazione (chiaramente

biunivoca) dia per cuia = \/%W e la [3.28), fa corrisponderea sé stesso.

La matrice d’informazione per la nuova parametrizzazionettiene sfruttando l'usuale
risultato:

Io., = ATTg, A

dovelg,,, € la matrice ricavata a pagl42/e e la matrice delle derivate dei paramefriP

rispetto ai nuovi:

1 A Az Ay
Ao 0 Ag Az Agy
0 0 0 1
dove
-
A = —4 Gi(7)

Ae — 1 o* Gr
13 = —gﬁwa
1y Co(T)Cs(1)3 = 2G(r)~Y3¢(r) G (T)

Bu = 5o G (1) 2e5(7) ’
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(1) =23 ¢(r)

A22 - Cg(T)2/3 )
2 02C2(7')
A = T L1/
N 32 ¢a(r)28
(3(7)/3 — (2/3)Ca(7)C3(7) "1 /3¢ (T)
s = I GRRR el
1 _ 1 1 —2/3)(1 -1/3
paw = Lo _ Ly HIA G
VG =721+ Go(r) (6123 =221 + ()
A _LapCAED G — P m
34 — —

2 (28 — 2P (1 4 Go(r)

Il passaggio alla nuova parametrizzazione ha, come nel llooféV, il vantaggio di elim-
inare la singolarita della matrice d'informazione attesang = 0. Tuttavia, non riparametriz-

zando il parametre, la matrice continua ad essere singolare al divergere ditque

Dal lato del calcolo delle stime di massima verosimigligriaanassimizzazione tramite la
nuova parametrizzazione per via numerica e poco fattiBi.la normale asimmetrica, infatti,
il parametroy; puo variare solamente nell'intervalle-0.995,0.995), in funzione solamente
di o tramited = a/v/a? + 1, che a sua volta deve essere minore in valore assoluto i
passaggio da una parametrizzazione all’'altra, fatta eémeezer i casi diy; che superano il
dominio e che sono sempre aggiustati, riporta valodi stmpre ammissibili, e quindi & possi-
bile il passaggio ad.. Nella normale asimmetrica estesa, invece, le cose soncopiplicate
in quanto il valore diy; varia in funzione sia div che di7. La massimizzazione numerica
della verosimiglianza per tutti i nuovi parametri porta maramente l'algoritmo a valutare la
funzione di logverosimiglianza per valori g e = incompatibili tra loro, dando inevitabili

problemi numerici (quali il calcolo di radici quadrate dimari negativi).

Utilizzando la nuova parametrizzazione sulle stime otiedalla massimizzazione della fun-
zione con la parametrizzazione diretta, abbiamo sicurtemlerantaggio di avere dei parametri
con un significato piu chiaro. Applicando inoltre la nuovagraetrizzazione alle stime ottenute
al par[3.4, la distribuzione di queste risulta decisampiiteegolare, togliendo la bimodalita e

le code pesanti. Nelle figure-3]112°e 3.13 sono riportati i grafialoghi a quelli di pad. 55=57



3.5. UNA PARAMETRIZZAZIONE ALTERNATIVA 63

adottando questa volta la parametrizzazione centrata.

Volendo ricapitolare i benefici della nuova parametrizaaei
e essa rimuove la singolarita della matricenin= 0;

e il significato dei primi tre parametri € chiaro e rapprestvitadelle caratteristiche della

densita,;
e la distribuzione delle stime di massima verosimiglianzglimia notevolmente.
Tuttavia essa presenta dei limiti quali:

¢ il quarto parametro, non venendo riparametrizzato, caatiportare con sé i problemi

di singolarita della matrice d'informazione attesa quante +oc;

e il significato del quarto parametro rimane vincolato a qudiltroncamento latente con

cui si e presentata la distribuzione al paragrafd 2.1;

¢ ladifficolta numerica di ottimizzare la logverosimigliandovuta a vincoli tra i parametri.
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Figura 3.12: Diagrammi di dispersione e istogrammi delgriiuzioni empiriche della stime di mas-
sima verosimiglianza per la parametrizzazione centratd08é campioni di numerosit200 da una
ESN(0,1,1,0). (cfr. fig.[3:8)
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Figura 3.13: Diagrammi di dispersione e istogrammi delritiuzioni empiriche della stime di mas-
sima verosimiglianza per la parametrizzazione centratd08é campioni di numerosit200 da una
ESN(0,1,1,0). (cfr. fig.[3:9)






Capitolo 4

Regioni di tolleranza per la ESN

doppia

La costruzione di regioni con assegnata probabjli&iun genere di problema con risvolti
sia dal lato teoretico che pratico, come ad esempio la costre delle regioni di tolleranza.
Seguendo le tracce|di Azzalini (2001b) e sfruttando le petgpdiscusse nei precedenti capitoli
guando il parametre — =00, si discutera un approccio per la costruzione di regioni di

tolleranza per una distribuzione normale asimmetricasasteppia.

4.1 Perlanormale e la normale asimmetrica

Si riportano, in questo paragrafo, i risultati dell’'aricali [Azzalinl (2001b). SiaZ una
variabile normalel-dimensionale con matrice di correlaziofeE noto il risultato per cui, se

¢p € il p—esimo quantile di una distribuziong, allora
Ry ={z:27Q 'z < ¢} 4.1)

e la regione con assegnata probabilitdi volume minimo.
In forza della proprieta 4 riportata a paging 7,[a¥4.1) tw# a essere una regione di

esatta probabilita anche per la normale asimmetrica, meérmo quella a volume minimo.

67
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Azzalin| (2001b) propone una regione del tipo:

Rsy ={z: f(z) > fo} (4.2)

dove f & una funzione di densita del tipdb_(IL.2) fg un opportuno valore della funzione

dipendente da, 2 e .

Poiché la forma quadraticZ” 2! Z nel caso normale puo essere ottenuta partendo dalla

funzione di densita come:

2log ¢a(z; Q) — dlog(2m) — log 92,

se sostituiamo il logaritmo della densita della normale goello della densita di una normale

asimmetrica, possiamo pensare a

Rsn = {x : 2log f(x) > —cp — dlog(2m) — log ||} (4.3)

come una regione candidata allo scopo.

Siriporta I'esperimento di simulazione presente in AzZagR001b) per cui si sono esaminati
i risultati empirici della regolal(4]13) per il cagsb= 2 per una serie di valori di probabilita,

nello specifico:

p = (0.99,0.975,0.95,0.90,0.80, 0.70, 0.50, 0.30, 0.20, 0.10, 0.05, 0.025, 0.01).

Il grafico in figura[4.1 riporta i punti, rappresentati con tlamdi, aventi come ascissa il
valore dei percentili teorici calcolati per i valori di pralilita p assegnata e, come ordinatg,
i percentili calcolati sulle probabilita empiriche di copeap ottenute dell'applicazione della

regola [4.8) a un campione di numerosit& da unaSN cona = (2,6) ew = —0.5.

Quello che si nota e che i punti giacciono su una retta péaadléa bisettrice. In altre parole,
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Cp

Figura 4.1: Quantili relativi ai valori di probabilitd ogsati contro i valori fissati, dati i parametri
a; =2,as=6ew=-0.5

sembra esserci una relazione del tipo
cg=h+c (4.4)
e quindi sembra opportuno inserire nella regblal(4.3) umite di correzioné.

Questo termine di correzione risulta essere funzione deladi asimmetria della curva,
ossia funzione div. Nella figural4.R € riportato il valore di in funzione dia* = va’Qa
per alcune scelte di e del termine di correlazione. La figural4.2 suggerisce cliesia una
funzione monotona crescentecdi mentre la figur& 413 mostra una relazione di proporzionalita
trac* e il termine(log(e/2—1))~! con rapporto-0.6373. Queste considerazioni si traducono
nell’espressione

~

h = 2log(1 + exp{—1.544/a*}). (4.5)

come funzione interpolante pér
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Figura 4.2: Valori osservati di in funzione dia* e funzione interpolante

log(exp(h/2)-1)

-10

Figura 4.3: Valori osservati di/ log(exp(h/2) — 1) in funzione dio*
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0.990 0.975 0.950 0.900 0.800 0.700 0.500 0.300 0.200 0.10@M500 0.025 0.010
0.994 0986 0.971 0940 0.881 0.819 0.698 0.583 0.528 0.4764470 0.433 0.426
0.990 0.975 0.947 0.894 0.790 0.683 0.489 0.303 0.212 0.1220790 0.058 0.045

ESRSTIS]

Tabella 4.1: Valori di probabilita fissati e osservati eon= 2, ap, = 6 ew = —0.5

Sistemando |14 (413) con I'aggiunta fdj ossia
Rgn = {x : 2log f(x) > —cp — dlog(2m) —log || + 21log(1 + exp{—1.544/a™})}, (4.6)

otteniamo una regione di probabilita assegnata per la derasammetrica che, applicata al
medesimo campione utilizzato in precedenza, mostra ddiaispiu soddisfacenti. | punti
segnati con dei triangoli della figura 4.1 sono ottenuti’dpfilicazione della regola (4.6).

Nella tabelld 4.1l sono riportati i valori delle probabilé&segnte e delle probabilita em-
piriche di copertura ottenute dalla(#.3) € dalla [4.6) 0).

4.2 Per la normale asimmetrica estesa

La costruzione di regioni di assegnata probabilita per lemate asimmetrica estesa ha
un’evidente e a prima vista insormontabile difficolta: Ze~ ESNy(&,Q2, a, 7), la relativa

forma quadratic&Zz” 2~ Z non si distribuisce come ug3 set # 0.

4.2.1 Casilimite:r — +o0

Il fatto che la forma quadratica relativa alla normale asgtnioa non si distribuisca come un
X2 limita la possibilita di identificare delle regioni di assega probabilitd. Tuttavia sappiamo
che, in almeno tre casi, questa caratteristica torna aejat@lilo specifico quanda = 0,
guandor = 0 e quandar — j:ooH. Poiché variazioni di posizione e scala lasciano invaiiato
supporto teorico, fissiamo da qui in seguito, senza perdgarnkralitas = (0,0) e 2 matrice
di covarianza con sulla diagonale principalewe all'infuori di essa.

Al paragrafd 2.3.8 si & dimostrato, nel caso scalare, chadpma — +oo la distribuzione

tende ad essere una distribuzione normale. Di fatto le derezioni del paragrafo 2.3 evi-

'si vedra che nel caso — oo bisognera considerare la forma quadraticé4n+ 67)
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denziano che questo comportamento limite sia gia riscoiterger valori finiti del parametro

grandi in valore assoluto.

Sfruttando questa caratteristica si pensa percio di apipnase la densita della normale

asimmetrica estesa con una densita di una normale. Nelbifispese
Z ~ ESN5(0,Q,a,T1),

vorremmo approssimare la distribuzioneZicon quella diZ dove

Z ~ No(pu(o, 7),%(a, 7)). 4.7)

Il vettore delle medigu(7, «), cosi come la matrice di varian2¥«, 7), avra delle espres-

sioni in funzione din e 7.

Seguendo degli sviluppi simili a quelli del paragrafo 2, &eniamo le distribuzioni limite
pert — oo nel caso bivariato. Per — +oc il calcolo risulta molto semplice e si mostra
che:

Z ~ N5(0,9) perr — +oc. (4.8)

Quandor — —o0, invece, la distribuzione limite ha un’espressione tiitbache immediata
da ricavare. Seguendo uno sviluppo simile a quello di pagap@plicando cioé una volta il

teorema di de I'Hospital, otteniamo:

lim_ (= Q)2(r(1 + aT00)"? + ) [B(r) =

(1L+0aT00)2 Tim _és(5 Q)(r(1 +a"Qa)'? +al2)/6(r).

Al contrario di quanto fatto nel caso scalare, portarerafino di un’unica funzione esponen-
ziale tutte le quantita non permette di riconoscere nedpandi espressione esplicitamente

riconducibile a una normale. Tuttavia dopo lunghi e tedizaicoli, di cui si riporano in
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appendice i passaggi principali (cfr. pagl 95), si riescettehere che:
Z + 01 ~ Ny(0,Q) perr — —oo. (4.9)
La matrice di varianza e covarianza della{4.9) & data daliessione:

1—62 60y —w
5152—&) 1—5%

ol
Il

(4.10)

doves = (1 + a’Qa) " 2a7Q, ed = (61,8)T.

Utilizzando le approssimazioni(4.8) [e (4.9), possiamdroag delle regioni di assegnata

probabilita per la normale asimmetrica estesa utilizzdadegola:
Rpsy = {x: 2log fi(x) > —c, — dlog(2m) — log [$2;]} (4.11)

dove a seconda chesia positivo 0 negativof;(-) sara la distribuzione della_(4.8) o della_(4.9)
e analogamente per la matrice di variafiza

E stato effettuato un esperimento simile a quello di Azig#001b) simulando campioni di
numerosital 0% da alcune distribuzioni normali asimmetriche, su cui éastqiplicata la regola
(4.11) per alcuni valori fissati di probabiblifarispettivamente utilizzando I'approssimazione
(4.9) per i primi due campioni e 1a(4.8) per i secondi. In[figl & nella tabella 412 si riportano i
grafici e le tabelle analoghi a quelli della fig. 4.1 e dellaffafi. Essi si riferiscono a particolari
scelte del parametrp, ma non sono tuttavia casi particolari e sono stati scedti,'/appunto,

come quattro casi tipici.

D 0.990 0.975 0.950 0.900 0.800 0.700 0.500 0.300 0.200 0.100M500 0.025 0.010
p(@ 0989 0973 0946 0893 0.790 0.687 0.489 0.292 0.193 970.00.049 0.024 0.010
p(b) 0959 0928 0.886 0.818 0.702 0.598 0.411 0.240 0.158 780.00.039 0.020 0.008
p(c) 0993 0982 0962 0.922 0.836 0.746 0549 0.339 0.228 140.10.058 0.030 0.012
p(d) 0990 0975 0950 0901 0.801 0.701 0.501 0.299 0.199 990.00.050 0.025 0.010

Tabella 4.2: Valori di probabilita osservati e fissati, dgarametric; = 2, as = 6 ew = —0.5. Ogni
riga si riferisce ai medesimi campione dei grafici dellalfigl. A/alori di7: 7 = —10 per la (a);7 = —2
per la (b),r = 1 perla (c),m = 4 per la (d)
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Figura 4.4: Quantili relativi ai valori di probabilita ogsati contro i valori fissati, dati i parametri
a1 = 2, ay = 6 ew = —0.5. Per ogni grafico é stato fatto variare il valore del parametrr = —10
perla (a);- = —2 perla (b),r = 1 perla(c),r = 4 perla (d)
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Come c’era da aspettarsi la regdla (4.11) funziona molt@ lpgrando la distribuzione nor-
male asimmetrica degenera a una normale, mentre per valerirdorno allo0 mostra dei
risultati decisamente non soddisfacenti. Siveda comeraéitg (a) e nel grafico (d) della figu-
ra[4.4, relativi a valoralti in valore assoluto del parametroi punti sono quasi perfettamente
allineati sulla bisettrice, mentre per i restanti grafidi nbn si verifica. Dai grafici € evidente
che le regole portano ad individuare regioni di probabiifferente da quella data per valori
di 7 intorno allo0. E proprio in questi casi, infatti, che la proprieta per 24iQ~1Z ~ x3 non

e valida.

4.2.2 Casi per valori finiti di 7

Nonostante la mancanza di una distribuzione di riferimgrgpla forma quadratica della
normale asimmetrica estesa per valori finitirdiliversi da0, si spera che utilizzando un ap-
proccio simile a quello di_ Azzalinl (2001b), sintetizzatella regola[(4.6), si riesca comungque
a costruire delle regioni di assegnata probabilita, maaggiustandoqualche coefficiente o

aggiungendajualche costante.

Applicando al250 campioni (facendo variare siacher) la regola[(4.B), otteniamo ancora
un comportamento simile a quello evidenziato nella norrasiemetrica, riassunto nella figura

[4.5.

Come per la normale asimmetrica osserviamo una relazidriigde
cg=h+cp

dove questa volta il termine di correziohesara una funzione sia di* che dir. In figura[4.6
si riporta il valore dik in funzione dia* per i 1250 campioni. | diversi simboli del grafico

rappresentano diversi valori di In aggiunta e stata tracciata la curva relativa alla fumzio
interpolante[(415).

A prima vista sembra che una funzione che desdriwefunzione di entrambiv e 7 non sia
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Figura 4.5: Quantili relativi ai valori di probabilita ogsati contro i valori fissati applicando la regola
(#3), per alcuni valori di-

altro che lal(4.b) moltiplicata per un coefficiente funziatie. In altre parole:

h = k(7)2log(1 + exp{—1.544/a™}). (4.12)

Per approssimark(r), & stato calcolato il rapporto tfg ;) e h(0) per ogni valore div* della

figural4.6. Per ogni € stato poi calcolato il valore di come:

1< :
h(ri) =72 Waj) (4.13)

dove! & il numero di valori din*, in questo casd = 25.

Resta da trovare una forma per una funzione ger k(7). Per fare cid si sono riportati su
un grafico (cfr. fig[4.7) i valori dk calcolati dalla[(4.113) in funzione d.

L'andamento dik non sembra particolarmente facile da interpretare trammte funzione
di 7. A riguardo si sono provati vari tipi di funzione: polinortijarigonometriche, esponen-

ziali, senza riuscire a trovare una funzione con una intagiane particolarmente accurata.



4.2. PER LANORMALE ASIMMETRICA ESTESA i

wn
R
g 3 %
R F j(’ X
o | + X <&
@ 2 % 5 3
g % ¢ v Y %
8 5 ¢ %5 8 ¥ X
¥y o= % ox ¥ o&
10 v = * & @
~ ® * o @ ® @
* e g ® ® &
* & ® X b =
¥S ® oy b4 s & @ ]
o | ] hio =]
o ¢ ® P 8 xx: - 5 ® =
[ &
< g g ® B a o a a e o
[}
2 7 g : e n [ u - " " -
B . .
1] [] ° ° :_,,'A ;f——:—f—A
o n e ,:—”‘"7‘7» . N . - -
S = P . .
B 2
S e o o o o o o 0o
© . . .
c 7 l/ ° R . . . - . . . - .
i ; o o o o o o o
L [u] [u] o o o o o [n]
°S{s"8% 8 8 38 3 8 8 8 38 3 &8 8
T T T T T
0 2 4 6 8 10
a*

Figura 4.6: Valori osservati di in funzione dia*. La linea tratteggiata rappresenta la funzione

interpolante[(4]5)
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Figura 4.7: Valori osservati dk in funzione di7. La linea tratteggiata rappresenta la funzione
interpolante[(4.14)
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Figura 4.8: Valori osservati dh in funzione dia*. Le linee continue rappresentano le funzioni

interpolanti [4.1R)

L'espressione migliore (la cui curva e stata tracciataarf@gura 4.7) € del tipo:

= 7%2(7)2 (4.14)

in modo che calcolata in = 0 siak = 1.

Utilizzando la [4.1%) possiamo tracciare in un grafico agala quello in figC46 le curve
per ognir. Siveda ariguardo la fi§.4.8. L'interpolazione sembra lauper le curve piu basse,
corrispondendi nello specifico a valori positivi del par&me, meno per valori negativi.

La regola[(4.14) funziona molto bene per valori positivirdion solo praticamente ma per
taluni aspetti anche concettualmente. Infattende ad essere nullo al tendererdi~ +oo
andando nuovamente a sottolineare il comportamento lieila densita esposto e sfruttato al
sottoparagrafo precedente.

Per valori negativi del parametrq invece, le curve relative alla (4J12) sovrastimanper
valori piccoli di* mentre lo sottostimano per valori grandicfi.

Se osserviamo i singoli addendi della(4.13) in funziona‘dinotiamo che sintetizzarli con
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Figura 4.9: Valori osservati di in funzione dia* perr = —6 (a sinistra) er = —4.43 (a destra). Le
linee tratteggiate rappresentano la media aritmetic dei

la media aritmetica non sembra opportuno. Si veda a riguarfig.[4.9 in cui la relazione tra
k e a* & chiaramente monotona crescente.
Nonostante cio si € preferito non complicare ulteriorméafenzione che dovrebbe stimare

il coefficentek da inserire nelld (4.12) lasciando quindila{4.14) invaridNella figurd 4.70 si

osservano i risultati per i medesimi campioni della[fig] 4cbsi nella tabella 413.

D 0.990 0.975 0.950 0.900 0.800 0.700 0.500 0.300 0.200 0.100M500 0.025 0.010
p(@d 0989 0973 0946 0.893 0.790 0.687 0.489 0.292 0.193 970.00.049 0.024 0.010
p(b) 0959 0928 0.886 0.818 0.702 0.598 0.411 0.240 0.158 780.00.039 0.020 0.008
p(c) 0993 0982 0.962 0.922 0.836 0.746 0549 0.339 0.228 140.10.058 0.030 0.012
p(d) 0990 0975 0950 0901 0.801 0.701 0.501 0.299 0.199 990.00.050 0.025 0.010

Tabella 4.3: Valori di probabilita osservati e fissati, dgarametric; = 2, as = 6 ew = —0.5. Ogni

riga si riferisce ai medesimi campioni dei grafici dellaffigd4valori diT: 7 = —10 perla (a);7 = —2

per la (b),r = 1 perla (c),r = 4 per la (d). Il calcolo delle probabilita empiriche di copee € stato
effettuato con 1a[(4.12)

Questo secondo approccio funziona decisamente megliettaspl precendente per valori
finiti di 7, senza arrivare tuttavia a risultati particolarmente eattulnoltre sembra funzionare

egregiamente anche per quei valorirdier cui € garantita I'approssimazione a una normale in
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Figura 4.10: Quantili relativi ai valori di probabilita aswati contro i valori fissati, dati i parametri

a1 = 2, ay = 6 ew = —0.5. Per ogni grafico é stato fatto variare il valore del parametrr = —10

perla (a);- = —2 per la (b),r = 1 per la (c),r = 4 per la (d). Il calcolo delle probabilita empiriche di
copertura e stato effettuato con[[a(4.12)
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particolare per  positivi e grandi.

Volendo trarre delle conclusioni sulla base degli studileeq@oprietad osservate e delle nu-
merose prove empiriche effettuate, possiamo affermaré&datastruzione di regioni con asseg-
nata probabilita funziona molto bene in quei casi in cui appieta secondo cld” Q17 ~ 3
e verificata. In questi casi si sono utilizzate delle regalsabe sull’approsimazione della nor-
male asimmetrica estesa alla distribuzione normale-per+oc. Si € poi visto che per valori
di 7 a cavallo dello0 ma diversi da) (valori che, come piu volte sottolineato nei precedenti
capitoli, a fini inferenziali sono piu che auspicabili) lastwzione di regole per individuare
regioni con assegnata probabilita € meno semplice. Tat#iizzando una regola che tiene

conto sia di che diT, si é rusciti ad ottenere dei risultati comunque soddisftice






Conclusioni

La distribuzione normale asimmetrica estesa €, per casireizun modello piu flessibile
della normale asimmetrica. Considerando il meccanismcederazione tramite troncamen-
to latente, essa generalizza il caso della normale asinuagiermettendo quindi maggior
flessibilita e capacita di adattamento a fenomeni empitielid’osservazione di campioni se-
lezionati. Le sue caratteristiche probabilistiche, irgl{permettono variazioni dell'indice di
asimmetria e di curtosi maggiori rispetto alla normale asétrica.

Il quarto parametro, si € visto, non porta a cambiamentiaaiisulla forma della densita al
suo variare nel semiasse negativo o in quello positivo, ciomece fanno gli altri parametri.
Si e dimostrato inoltre che per — +oo, la distribuzione degenera a una normale; in un
caso { — +oo) standardizzata e centrata (n nel secondo7{ — —oo) con una media
proporzionale a-7 e una varianza funzione del parametro di asimmeitria

Se si lavora in campo inferenziale, questa distribuziomsegmta non poche problematiche.
La matrice d’'informazione attesa risulta singolare norogmra = 0 ma anche quando
T — Fo00. Inoltre il determinante di questa é prossimo allo zero angér valori finiti di
T.

La logverosimiglianza risulta difficile da massimizzaretausuperficie irregolare e la pre-
senza di punti di massimo relativo fanno si che diversi @gomumerici, per diversi valori
di inizializzazione, diano delle stime dei parametri disitéra loro e spesso distanti dal vero
valore di ogni parametro.

La logverosimiglianza profilo per risulta molto poco informativa sul valore del parametro,

e questo porta spesso gli algoritmi numerici a non stimanoettamente. Questo &€ compensato
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dal fatto che la verosimiglianzaggiustale stime degli altri parametri portando nella pratica
a densita equivalenti, per valori diversi dei parametri.eQe@ caratteristiche evidenziano un
problema diquasinon identificabilita del modello.

Per quanto riguarda la costruzione di regioni di assegrnataapilita, il fatto che nella nor-
male asimmetrica estegadimensionale la relativa forma quadratica non goda detipreta
di distribuirsi come un? (per 7 finito e 7 # 0), rende difficoltosa la costruzione di queste
regioni. Se da un lato si & dimostrata un’efficace regola diraaione di regioni di assegna-
ta probabilitap nei casi per cur — +o0o, dall'altro si & presentata una regola che funziona

egregiamente anche per valori finiti del parametro.



Appendice A

Codice R

A.1 Calcolo della matrice d’'informazione attesa

Siriporta il codiceR implementato per il calcolo della matrica d’'informaziorntesa.

desn<-function (x, location = 0, scale = 1, shape = 0,
trunc=0, dp = NULL, log = FALSE)
{
if (lis.null(dp)) {
if (!missing(shape))
stop("You cannot set both component parameters and dp“)
location <- dp[1]
scale <- dp[2]
shape <- dp[3]
trunc <- dp[4]
}
z <- (x - location)/scale
if (log)
y <- -zeta(0,trunc) - log(scale) - z"2/2 + zeta(0,
trunc  * ( sqrt( shape”2 + 1)) + shape * Z)
else y <- (1/pnorm(trunc)) * dnorm(z) * pnorm(trunc  * (sgrt( shape”2 + 1)) +
shape * z)/scale

replace(y, scale <= 0, NaN)
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esn.Einfo<-function(dp=NULL)
{
xi<-dp[1]
omega<-dp[2]
alpha<-dp[3]
tau<-dp[4]

#calcolo numericamente le quantita ak

a0<-integrate( function(x) desn(x, 0, 1, alpha, tau) *
zeta(l, tau  *sqgrt(1+alpha™2)+alpha *X)"2, -Inf, Inf,
rel.tol = .Machine$double.eps”.5 )$value

al<-integrate( function(x) desn(x, 0, 1, alpha, tau) * Xk

zeta(l, tau  *sqrt(l+alpha”2)+alpha *X)"2, -Inf, Inf,
rel.tol = .Machine$double.eps”.5)$value

a2<-integrate( function(x) desn(x, 0, 1, alpha, tau) * X2 *
zeta(l, tau  *sqgrt(1+alpha™2)+alpha *X)"2, -Inf, Inf,

rel.tol = .Machine$double.eps”.5 )$value

delta<-alpha/sqrt(1+alpha”2)

E.z<-ze(1, tau) * delta

i11<-(1/omega’2) * (1 + (alpha™2) +a0 + (delta®2) +tau *ze(1, tau) )
i12<-(1/omega’2) * (E.z »((1 + 2 xalpha™2)/( 1 + alpha”2)) -

((alpha™3)  (taun2) =*ze(1, tau))/((1+alpha”2) * sqrt(1+alpha2))

+ (alpha”2) =*al)

i13<-(1/omega) * (ze(1, tau)/(l+alpha”2)*(3/2) - tau +alpha *delta *a0

- alpha *al)

i14<-( (-alpha * sgrt(alpha”2+1)) / omega) * a0 - delta +tau *ze(1, tau)/lomega

i22<-(1/omega’2) * (2 + (alpha”2) *a2 + delta®4 =xze(ltau) =*tau *(tau"2-3) )
i23<- (1/omega) * (-2 +alpha *tau *ze(1, tau)/((1+alpha’2)*2) -
tau *»alpha *delta *al - alpha =*a2)
i24<-((alpha  *sqrt(1+alpha”2))/omega) * (-al + ( alpha =*ze(l, tau) *(tau2-1))/
(1+alpha™2)™(3/2) )
i33<-((tau  +delta)?2) +a0 + 2xtau *delta *al + a2
i34<- alpha +tau *a0 + sqrt(1 + alpha™2) *al
i44<- (1+alpha”2) *a0 - (ze(1, tau))"2

i<-c(i11,i12,i13,i14,i12,i22,i23,i24,i13,i23,i33,i3 4,i14,i24,i34,i44)

|_dp<-matrix(i,byrow=T,ncol=4)
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aux<-list(a.int = c(a0,al,a2))
list(info.dp = |_dp, aux = aux)

}

A.2 Calcolo delle stime di massima verosimiglianza

Massimizzazione diretta di tutti i parametri

esn.mle<-function(y, dp = NULL, meth="L-BFGS-B"}{
if(is.null(dp){
mu<-mean(y)
sig<-var(y)
gammal<-sum((y - mu)*3)/(length(y) * sd(y)"3)
tau<-0

dp <- as.vector(c(cp.to.dp(c(mu,sig,gammal)),tau))

}
opt <- optim(dp, fn = esn.dev.dp, method = meth, # gr = esn.dev .gh,
lower = c(-Inf, 10 * Machine$double.eps, -Inf, -Inf),
upper = c(Inf, Inf, Inf, Inf), control = list(iter.max = 100, abs.tol = 1e-05),

y =y, trace = FALSE, hessian = FALSE)
par<-c(opt$par)
list( param = par, logL = -0.5 *  opt$value)

Massimizzazione logverosimiglianza profilo per

esn.mle.prof.t<-function(y, iter = 70, tau = seq(-6,3,len gth=70), plot=TRUE)
{
mu<-mean(y)
sig<-var(y)
gammal<-sum( (y - mu)*3) /( length(y) * sd(y)"3)
out<-NULL
dp<-as.vector(cp.to.dp(c(mu,sig,gammal)))
for(i in 1:iter)
{
opt <- optim(dp, fn = esn.dev.prof.t, method = "L-BFGS-B",
lower = c(-Inf, 10 * Machine$double.eps, -15),
upper = c(Inf, Inf, 5), control = list(iter.max = 100, abs.to | = 1e-08),
y =y, tau=tau[i], trace = FALSE, hessian = FALSE)
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if(opt$convergence==0) out<-rbind(out,c(opt$par,tau[ i],opt$value))

}

out<-data.frame(out)
names(out)<- c("xi","omega","alpha","tau","logL")
if (plot)
{
windows()
plot(out$tau,-0.5 * (out$logL-out[out$logL==min(out$logL),5]),type="I',
xlab=expression(tau), ylab="logL",
main=expression("logverosimiglianza profilo per " * tau))
abline(h=-qchisq(.95,1)/2,lty=2)

MLE<-out[out$logL==min(out$logL),]
invisible(list(param = out[out$logL==min(out$logL),1: 4] ,
logL = -0.5  * outfout$logL==min(out$logL),5] ,
tau=out$tau, proflogL=-0.5 * (out$logL-out[out$logL==min(out$logL),5])) )

Massimizzazione logverosimiglianza profilo pery

esn.mle.prof.a<-function(y, iter = 50, alpha = seq(-4,4,l ength=iter), plot=TRUE){

mu<-mean(y)

sig<-var(y)

tau<-0
par<-c(cp.to.dp(c(mu,sig,0)),tau=tau)[-3]
out<-NULL

if(cp){gammal<- seq(-0.9,0.9,length=iter)

alpha<- gammal.to.lambda(gammal)

}
for(i in 1:50)

{

opt<-optim(par, fn = esn.dev.prof.a, method = "L-BFGS-B", gr = esn.dev.gh.prof.a,
lower = c(-Inf, 10 * Machine$double.eps, -10),
upper = c(Inf, Inf, Inf), control = list(iter.max = 100, abs. tol = 1e-05),
y =y, alpha=alphali], trace = FALSE, hessian = FALSE)
out<-rbind(out,c(opt$par[1:2],alphali],opt$par[3],0 pt$value))

}

out<-data.frame(out)

names(out)<- c("xi","omega","alpha","tau","logL")
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if(plot) plot(out$alpha,-0.5 * (out$logL-out[out$logL==min(out$logL),5]),type="r,
xlab=expression(alpha), ylab="logL",

main=expression("log-verosimiglianza profilo per " * alpha))
MLE<-out[out$logL==min(out$logL),]
list(param = MLE[1:4], logL = -0.5 * MLE[5])

Massimizzazione logverosimiglianza profilo pery, 7

esn.mle.prof.at<-function(y, iter = 100, alpha = seq(-10, 10,length=iter),
tau = seq(-10,7,length=iter), plot=TRUE){
out<-matrix(NA,ncol=iter,nrow=iter)
mu<-mean(y)
sig<-var(y)
par<-c(cp.to.dp(c(mu,sig,0)))[-3]
for(i in 2:iter)

{
for(j in 1:iter)
{
dp<-c(par,tauli],alphalj])
opt<-optim(dp, fn = esn.dev.prof.at, method = "L-BFGS-B",
lower = c(-Inf, 10 * Machine$double.eps),
upper = c(Inf, Inf), control = list(iter.max = 100, abs.tol = le-05),
y =y, alpha=alpha[j], tau=tau[i], trace = FALSE, hessian = F ALSE)
outfi,jJ<- -0.5 * opt$value
}
}
out==max(out)
if(plot){
contour(tau,alpha,out, xlab=expression(tau), ylab=exp ression(alpha),
main=expression("log-verosimiglianza profilo per " * alpha * " e " x tau))
}






Appendice B

Ulteriori grafici e risultati

B.1 Distribuzione delle stime

Si riportano i grafici relativi ai commenti di palg.]59.
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Figura B.1: Diagrammi di dispersione e istogrammi delldériiszioni empiriche delle stime di massi-

ma verosimiglianza d&000 campioni di numerositd00 da unak'SN (0,1, 1,0). Le prime200 osser-

vazioni di ogni campione sono le stesse su cui si sono calcglafici in fig. [3.8. La massimizzazione
e stata effettuata contemporaneamente per tutti i parametr
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Figura B.2: Diagrammi di dispersione e istogrammi delldériiszioni empiriche delle stime di massi-

ma verosimiglianza d&000 campioni di numerositd00 da unak'SN (0,1, 1,0). Le prime200 osser-

vazioni di ogni campione sono le stesse su cui si sono calcglafici in fig. [3.9. La massimizzazione
e stata effettuata sulla logverosimiglianza profilo per
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Figura B.3: Distribuzione empirica delle stime di massineaogimiglianza come da fig.B.1. Si sono
eliminati i 152 campioni cona| > 150
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B.2 Distribuzioni limite ESNs

Si riportano i passaggi principali relativi al calcolo dniti per 7 — +oo per la densita

della normale asimmetrica estesa doppia (cfr. [Cap. 4[3#g. 7

Detta f»(z; 2, o, 7) la densita della normale assimmetrica, per» +oo, molto semplice-

mente si ha che:

lim fo(zQa,7) = lim Go(z; Q)D(7(1 + a7 Qa)/? + aT2) /®(7)

T—400
= ¢2(%Q)

Perr — —oo0, i calcoli sono decisamente piu complicati. In virtt delreroa di de I'Hospital

possiamo porre:

lim fo(z;Q,a,7) = TEIPOO@(Z; QD (r(1 + a"Qa)? + aT2) /B (1)

T—400

= (L+aT00)2 Tim_a(2;)o(r(1 +aT0a)"? +a2) /(7).

Utilizzando l'uguaglianza
1

=————-() B.1
1+ alQa)i2 " (B-1)

possiamo porre

1
i Sz eT) = (16T 0-19)1/2 -0 62z Q)d(r(1 +a’Qa) + a2) /6(7)
1

1
li —0 !
(1 - 0TQ19)1/2 == oo27rm|exp{ 2° }

2
exp{—é( (14 a"Qa)? + o z) }exp{%}

1
= TR ELE 27r|Q| 7_ll)mooexp{ A} (B.2)

N)I»i

dove

2
A = ol 4 (7‘(1 +aTQa)'/? + aTz) — 72
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= ZF0 4+ 7207 Qa + (a2)? + 210’ 2(1 + o7 Qa) /2
67015 (5T 12’ §TQ 12

1—0TQ 15 " 1—6TQ 15 ~ 1-oTQ 15
1

_ To-1 To-1,5T—1 25T 1
= 1_5TQ_15<zQ 24+ (2" Q20" Q7)) + T QTS+

= TQ L+ 72

(T 12)? + 27‘5TQ_1Z>,

tenuto conto delld (Bl1). A questo punto non & semplice iddare esplicitamente all'interno
dell’'esponenziale una qualche forma quadratica tale d& pobndursi a una normale doppia.
Per fare ci0 é infatti necessario esprimere esplicitamegte prodotto matriciale in termini

scalari.

Postod = (d1,02)7, 2 = (21, 22)7, esplicitando ogni addendo all'interno dell@a(B.3) si

ottiene:
A7l = . —1w2 (2 — 2wz 29 + 23), (B.3)
(Tatz6Tq 1) = . _1w2)2 (—236F + 2wd10927 — 0527 + 2wz1 2007+
2w21225§ — 4w?610921 29 — z%é% + 2w5152,z§—
5§z§> , (B.4)
25T = - i)? (6% — 2wd155 + 62), (B.5)
(TQ712)2 = e <Z%5% + w203 23w 6322 — 2w 8927 — 2woi 212 +
- 2w6§z122 + 201092129 + 2w2010921 29 — 2w6§zle>, (B.6)
9rsTO 1y — 1371)2(2151 — wBpzt — wh1zs + Gaza). (B.7)

Raccogliendo tutti i temini dalla_(Bl.3) alla(B.7), dopo ahi passaggi algebrici, possiamo
finalmente ricondurci a un forma quadraticazinSfruttando l'indicazione delle espressioni a
pagi29, poniamo come vettore delle medie della distrimeziomite (—d,7, —do7)7. Allora,

sviluppando la generica forma quadratica di una normalgidogi mediay = (1, p2)” €
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matrice di varianzeé8 e uguagliando i coefficenti delle potenze delle variabilieledmedie
marginali otteniamo delle espressioni per i termini dellatnce S~ che portano all’espres-

sione:
1— 5% 0109 — w

510y —w 1 — 62

ol
Il

(B.8)

Affinché la densitaf (z; o, 7) quandor — —oo possa essere scritta come densita di una nor-
male N (—d7,Q), il determinante di2 deve comparire anche elevato ald /2 allesterno
dell’'esponenziale. Riprendendo [a(B.2) e sviluppandaingjta alla destra del limite a meno

di 5= si ottiene:

1/2

1
(1 - 0TQ-15)172|]

((1 —w?) N1 = w? — 6 + 20100w — 55))

<(1 —w?2)71(1 — w? — 62 + 2669w — (5%)) (1 —w?)1/2

—1/2
= (1 —w? -6 +25152w—5§> ,

che & esattamente il determinante della matfiedevato alla—1/2.

Alla luce di cio si puo concludere che:

m  fo(z;Q,a,7) = ¢o(z + 0T Q)

li
T— 00
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