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Introduzione

Questo progetto di tesi si colloca nel settore della “teoria delle distribuzioni”, con il quale ci si
riferisce allo studio delle proprieta formali di distribuzioni di probabilita e delle loro capacita di
adattamento a descrivere in senso statistico il comportamento di fenomeni empirici. Questo te-
ma gioca un ruolo importante, trovandosi al punto di snodo tra aspetti matematico-probabilistici
e aspetti applicativi della statistica.

La normale asimmetrica estesa, (abbreviata con I’acronimo ESN, da Extented Skew-Normal),
oggetto di questo lavoro di tesi, ¢ una distribuzione di probabilita che include al suo interno,
come casi particolari, la distribuzione normale asimmetrica e quindi anche quella normale.
La normale asimmetrica (abbreviata in SN, da Skew-Normal) € un estensione della classe di
distribuzioni normali grazie al parametro o che governa I’asimmetria della distribuzione. A
sua volta la distribuzione ESN con I’aggiunta del parametro 7 generalizza la distribuzione SN.

Il fronte di maggior impatto della distribuzione SN ¢& costituito dal contesto multidimensio-
nale, dato che in questo ambito le alternative disponibili rispetto alle distribuzioni standard,
quali la normale, sono meno numerose.

Rispetto alle sopracitate distribuzioni, per le quali non mancano numerosi risultati in svariati
ambiti, per la versione ESN multidimensionale non sono noti importanti risultati inferenziali.
In particolare manca un’espressione per la matrice di informazione attesa, che riveste un’im-
portanza fondamentale nella teoria della Statistica, essa infatti gioca un ruolo di prim’ordine
nell’ambito della varianza asintotica degli stimatori di massima verosimiglianza.

Il presente progetto si innesta su questo filone di letteratura, con 1’intento di portare un con-
tributo sul fronte statistico della teoria delle distribuzioni simmetriche perturbate. Nel Capitolo
1 e 2 verranno presentate rispettivamente la distribuzione SN e quella ESN sia nel caso scalare
che in quello multidimensionale, riportando alcuni dei risultati noti in letteratura quali possibili
fenomeni generatori, il calcolo dei momenti e una parametrizzazione alternativa che risolve
alcuni dei problemi inferenziali per la normale asimmetrica.

Nel Capitolo 3 verra presentata la funzione di log—verosimiglianza della distribuzione £.S N



e ne viene ricavato il vettore punteggio. Dopo aver ottenuto la matrice di informazione osserva-
ta sara presentato un nuovo lemma, grazie al quale sara possibile sviluppare il calcolo della ma-
trice di informazione attesa di Fisher, per il caso £S5 Ns. Il comportamento della matrice verra
poi studiato e confrontato con quello della distribuzione normale asimmetrica bidimensionale
studiata da Arellano-Valle & Azzalini (2008). Verranno infine esaminate alcune peculiarita
della matrice di informazione attesa tra le quali la partizione a blocchi per alcune combinazioni
di parametri e la singolarita per « — 0 e per 7 — +o0.

In appendice viene riportato il codice R implementato per ottenere i risultati del Capitolo 3.



Capitolo 1

Le distribuzioni asimmetriche

1.1 Cenni storici

La teoria delle distribuzioni ¢ da sempre stata oggetto di studio in diversi ambiti, da quello
probabilistico a quello statistico. Tale interesse ¢ dovuto al fatto che la definizione di un model-
lo in grado di descrivere coerentemente il comportamento di un fenomeno empirico non pud
(infatti) prescindere da un accurato studio delle proprieta formali. Questo lavoro fa riferimento
ad uno specifico filone della letteratura che nel corso degli ultimi anni ha acquisito un profilo

sempre meglio delineato: la distribuzione normale asimmetrica e le sue successive estensioni.

Anche se tecnicamente la prima espressione formale della distribuzione normale asimme-
trica risale addietro nel tempo (Birnbaum, 1950), tuttavia il punto di avvio della ricerca in
questo ambito va collegato al riconoscimento del ruolo autonomo della distribuzione stessa co-
me estensione della famiglia delle distribuzioni normali, specificamente con 1’introduzione di
un parametro di regolazione dell’asimmetria (Azzalini, 1985). La costruzione della versione
multidimensionale della distribuzione normale asimmetrica (Azzalini & Dalla Valle, 1996) ha
infatti contribuito alla crescita di interesse in questo ambito di ricerca. Da qui si ¢ sviluppato
un filone di letteratura via via piu esteso e approfondito, con un grado di articolazione ampia-
mente superiore a quello inizialmente prefigurato. Un livello di estensione & costituito della
famiglia delle densita simmetriche perturbate (Azzalini, 2005; Genton & editor, 2004), le quali
si ottengono partendo da una qualunque densita simmetrica multidimensionale e applicando a
questa un fattore di ponderazione che puo essere scelto con ampio margine di manovra, doven-
do rispettare solo poche e semplici condizioni. La disponibilita di questo tipo di costruzione
ha aperto la strada verso la costruzione di classi di distribuzioni che consentono non solo la

regolazione della loro asimmetria, ma anche la curtosi e altri elementi, quali multimodalita.



Il punto di partenza degli studi moderni sulle distribuzioni asimmetriche si trova dunque nel

lavoro di Azzalini (1985), dove troviamo il seguente utile risultato.

Lemma 1.1. Sia fo una funzione di densita di probabilita unidimensionale simmetrica attorno

0, G una funzione di ripartizione tale che G' esiste simmetrica attorno a 0, allora

f(z) =2fo(2)G{az} (—o0 <2< 00) (1.1)

e una funzione di densita per ogni o € R, costante arbitraria.

Questo lemma generale garantisce la costruzione di un’intera famiglia di distribuzioni asim-
metriche a partire dalla perturbazione tramite G{«z} di una funzione di densita simmetrica fj.
La nuova famiglia di funzioni f include fy per o = 0.

Da questa idea nasce un nutrito insieme di distribuzioni asimmetriche di cui la normale

asimmetrica, che sara trattata nei prossimi paragrafi, ne ¢ il primo e il pili chiaro esempio.

1.2 La distribuzione normale asimmetrica

Definiamo ora la distribuzione di probabilita normale asimmetrica facendo riferimento al
Lemma 1.1. Siano fy = ¢ e G = & la funzione di densita e di ripartizione di una normale

strandardizzata. Se una v.c. Z ha funzione di densita

d(z; ) =2¢(2)P(az) (—o0 < z < 00) (1.2)

allora si distribuisce come una normale asimmetrica (skew-normal) con parametro di forma «
e scriveremo che Z ~ SN ().

Generalizziamo I’espressione (1.2) introducendo dei parametri di posizione e scala. Sia Z ~

SN(a), £ e ReweR". Allora, definita Y = £ + wZ, la densita di Y sara:

b= 20(L)a(alf)  (cocy<) (1.3)

w w

e scriveremo che Y ~ SN (£, w?, ).
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Proprieta

Si riportano in seguito alcune importanti proprieta enunciate in Azzalini (1985) in cui risul-

tano evidenti i legami tra la distribuzione normale e la distribuzione normale asimmetrica.
1. Se a=0allora Z ~ SN(0) ~ N(0,1);
2. se Z ~SN(a),allora-Z ~ SN(-«);
3. se a > oo ci si riconduce alla mezza normale, avente densita 2¢(z) per z > 0;
4. se Z ~ SN(a), allora Z2 ~ x?;

5. per ogni fissato « la (1.2) & fortemente unimodale, ossia log ¢(z; ) una funzione con-

cavadi z.

La distribuzione normale risulta quindi un elemento interno a questa famiglia di distribuzioni.

Per dare un’idea della forma che la curva dell’equazione (1.2) assume si veda la Figura
1.1. Nel grafico sono state inserite le curve per alcune scelte del parametro « positivo. Per
« negativi, come conseguenza della proprieta 2, avremo che il grafico della densita risulta

speculare rispetto all’asse verticale.

0.6
|

o(z. @)
0.4

0.2

4 -2 0 2 4

Figura 1.1: Funzione di densita di una SN («) per alcune scelte di «



1.3 Generazione

Un’interessante caratteristica della classe SN & che pud essere originata in diversi modi. La
densita in (1.2) ¢ stata introdotta a partire dalla densita normale standardizzata, applicando su
di essa una perturbazione che da luogo all’asimmetria. In questa sezione si vogliono descrivere

alcuni meccanismi reali che danno luogo a questo tipo di distribuzione.

1.3.1 Troncamento di una normale bidimensionale

Sia (Z,V') ~ f dove f(z,v) ¢ la funzione di densita di una normale bidimensionale con
vettore delle medie pari a (0,0)7 e matrice di varianza con diagonale unitaria e correlazione
pari a p. Si supponga di osservare un campione censurato in una delle due marginali, ossia di

osservare Z condizionata a V' > 0. La densita della variabile che osserviamo sara quindi

f(v,72) = 2f(2,0) perv s 0;

0, altrimenti.

Se marginalizziamo rispetto alla variabile z, integrando f(z,v) sul dominio di v, otteniamo
esattamente che:

AN

Vi-p?

In contesti di selezione del personale o di ammissione a scuole o enti di formazione in cui
¢ previsto un test d’ingresso di tipo attitudinale, 1’osservazione del punteggio ottenuto in test
successivi, ¢ evidentemente correlata al test d’ingresso. Questo tipo di meccanismo ben si
presta ad essere modellato pensando al troncamento di una distribuzione bivariata come quello
appena descritto. Si veda a riguardo Birnbaum (1950) e Arnold et al. (1993). In ambedue questi

lavori il livello di troncamento non ¢ perod 0, ovvero la media della componente non osservata.

1.3.2 Convoluzione di normali

Un altro meccanismo di generazione di dati aventi distribuzione normale asimmetrica pre-

sentato in Azzalini (1986).
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Lemma 1.2. Consideriamo due variabili casuali normali standard indipendenti, Yy e Y1, e

una costante 0| < 1. Se definiamo: Z = 6|Yy| + V' 1 - 62Y1, allora

oo

Questo meccanismo di generazione compare nei lavori di Weinstein (1964), Nelson (1964)

e Andél et al. (1984).

1.4 Momenti

La funzione generatrice dei momenti per una SN (£, w?, o) & facilmente ottenibile sfruttando

alcuni risultati ben noti:

Lemma 1.3 (Completamento del quadrato). Se A ¢ una matrice k x k simmetrica definita

positiva e b un vettore k x 1, allora

1 L T exp {3 (b7 A7'b)}
RkWeXp{_ﬁ(y Ay —2b y)}dyz A2 . (1.4)

dove dy sta per dy; . .. dy.

Lemma 14. Se U ~ N(0,1) e a,b € R allora:

E[®(a+bU)] = ® (m)

si veda Zacks (1981).

La funzione generatrice dei momenti per una SN (&, w?, o) & data da
w?t?
M(t) =2exp (§t+ T)@(éwt) (1.5)
dove § = a/V/1+ a? € (-1,1), e la funzione generatrice dei cumulanti:

242
K(t) =log M(t) = ¢t + % +log [28(5wt)] (1.6)



dove

Co(x) = log{2®(z)} (L.7)

e in generale

Cm(x) = Co(x) (m=1,2,...). (1.8)

Derivando la funzione generatrice dei cumulanti otteniamo:

E[Y] =€+ wps, (1.9)
Var[Y] =w?(1 - ), (1.10)
_4_7T /~Lz
N G (1.11)
/1’4
’72:2(7T_3)(1_;z)2a (112)

dove p, = \/2/_7r<5 € Y1, 72 sono il terzo e il quarto cumulante standardizzato, noti anche
rispettivamente come coefficente di asimmetria e di curtosi.

Si noti che gli indici 77 € 72 hanno un campo di variazione limitato. In particolare |y1| <
0.995 circa, mentre 0 < 72 < 0.869. Questo implica un limite della normale asimmetri-
ca nel rappresentare il comportamento a livello di asimmetria e curtosi per campioni di dati

particolarmente asimmetrici o con pronunciata curtosi.

1.5 Aspetti statistici

Mentre gli aspetti probabilistici di questo ambito generale di lavoro si sono mostrati sempre
molto favorevoli all’analisi formale, e anzi questo ¢ uno dei elementi di forza dell’approccio,
gli aspetti inferenziali hanno mostrato fin dall’inizio punti di difficolta, in quanto la funzio-
ne di verosimiglianza presenta aspetti particolari che rendono parzialmente insoddisfacenti le
procedure standard, a partire dalla stima di massima verosimiglianza.

La situazione piu semplice e anche pit studiata ¢ quella di un campione che si presume tratto

da una variabile casuale SN scalare con tre parametri: di posizione, di scala e di forma. Gia per
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questo semplice caso si incontrano aspetti anomali quali: (i) presenza sistematica di un punto di
flesso della funzione di log-verosimiglianza in corrispondenza del valore a = 0 del parametro
di forma; (ii) singolarita della matrice di informazione attesa di Fisher per o = 0. Questi
aspetti sono stati discussi da vari autori, primariamente Azzalini (1985), Liseo (1990), Pewsey
(2000) e Chiogna (2005). Per questa situazione sono state proposte soluzioni per porre rimedio
ai problemi descritti sopra. I punti critici sono stati risolti dalla cosiddetta parametrizzazione

centrata, discussa da Azzalini (1985), Azzalini & Capitanio (1999), Chiogna (2005).

1.5.1 Parametrizzazione centrata

Per ovviare ai problemi legati all’inferenza sui parametri (£,w?, ) appena menzionati,

Azzalini (1985) propone una riparametrizzazione del modello. Partendo dall’identita
Y =€ +wZ =, + 0.7 (1.13)
dove Z ha una distribuzione SN («) del tipo (1.2), e posto:
we =E(Z) = b, o2 =Var(Z)=1-u?

definiamo Zj = a% (Z - 12).

La parametrizzazione alternativa data da (z,02,71) le cui espressioni esplicite in termini
dei parametri originali sono date da 1.9, 1.10 e 1.11. Questa parametrizzazione ¢ nota in
letteratura con il nome di parametrizzazione centrata (o CP utilizzando il relativo acronimo
dalla lingua inglese) in quanto viene introdotta a partire dalla variabile centrata Zy, mentre la
parametrizzazione fin qui utilizzata ¢ chiamata parametrizzazione diretta (o DP).

L’utilizzo della parametrizzazione centrata offre sicuramente numerosi benefici. Da un lato
semantico, i nuovi parametri hanno un significato chiaro, pit intuitivo e famigliare. Come nel
modello normale, infatti, ;e o2 rappresentano esattamente la media e la varianza della di-
stribuzione, mentre il parametro 7y, rappresentando I’indice di asimmetria della distribuzione,
risulta piul logicamente collegato a questa rispetto al parametro .

Da un lato pil pratico e inferenziale, la parametrizzazione centrata elimina talune caratteri-

stiche che rendevano difficoltose le operazioni d’inferenza sulla normale asimmetrica.

9
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Anche il problema della singolarita della matrice viene risolto tramite la parametrizzazione
centrata, rendendo quindi possibile applicare gli usuali metodi dell’inferenza asintotica. Infatti
i risultati sulla distribuzione asintotica delle stime di massima verosimiglianza affermano che,

in condizioni di regolarita del problema di stima, dato un campione di numerosita n:
Vi(-9) S N(0,1(6) ™)

dove 6 in questo caso indica il vettore dei parametri 6 = (u,02,7) e dove I(6) & la matrice

d’informazione attesa per i parametri appena descritti.

1.6 La distribuzione normale asimmetrica multidimensionale

Il fronte di maggior impatto della distribuzione SN ¢ tuttavia costituito dal contesto mul-
tidimensionale, dato che in questo ambito le alternative disponibili rispetto alle distribuzioni
standard quali la normale sono meno numerose. Si capisce quindi che I’interesse della co-
munita scientifica sia scaturito solo successivamente all’introduzione della distribuzione SN
multidimensionale, da parte di Azzalini & Dalla Valle (1996). Tale interesse ¢ veramente de-
collato peraltro solo dopo il lavoro di Azzalini & Capitanio (1999) che ha introdotto una nuova
parametrizzazione pill chiara e connessa al caso scalare, tecnicamente equivalente alla prima
(Azzalini & Dalla Valle, 1996) ed evidenziando le potenzialita della nuova classe di distri-
buzioni, sia in termini di proprieta formali che come fruibilita applicativa. Successivamente
Arellano-Valle & Azzalini (2008) hanno proposto un’efficace soluzione per porre rimedio ad
alcune problematiche di tipo inferenziale, come la singolarita della matrice di informazione

attesa per « nullo.

Per introdurre la versione multidimensionale della SN ¢ utile presentare 1’estensione k—
dimensionale del Lemma 1.1, in cui si passa dalla forma lineare ax a quella pitl generale

w(z).

Lemma 1.5. Se fy ¢ una funzione di densita di probabilita k—dimensionale tale che fy(x) =

fo(=x) per x € R¥, G una funzione di ripartizione unidimensionale tale che G' esiste simme-

10
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trica attorno a 0, e w una funzione tale che w(~x) = —~w(z) per x € R¥, allora

f(z) = 2fo(x)G{w(zx)}, zeRF (1.14)

¢ una funzione di densita in R¥.

Una variabile casuale k—dimensionale Z ha distribuzione normale asimmetrica k—dimensiona-

le, se ha una funzione di densita del tipo:
f2(%90,0) =204 (2; Q) ®(a2),  zeR” (1.15)

dove ¢y (z;Q) & la densita di una variabile casuale normale k—dimensionale con vettore delle
medie nullo e matrice di correlazione €2 di rango massimo, ®(-) & la funzione di ripartizione di
una N(0,1), e o & un vettore k—dimensionale € R¥. Scriveremo che Z ~ SN (2, o). Quando

a = 0, la densita (1.15) diventa quella di una N (0, Q).

Generalizzando I’espressione (1.15) con I'introduzione dei parametri di posizione e scala,
abbiamo che

Y =¢(+wZ (1.16)

dove & = (&1,...,&:)T e w = diag(wi,...,wq), dove le componenti diagonali di w devono

essere positive. La funzione di densita di Y sara:
Fr(y:€00) =20(y - &) {a’w (=)}, yeR* (1.17)
dove
Q= ww (1.18)
¢ una matrice di covarianza k x k e

Q=w 0w (1.19)

11
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& una matrice di correlazione k x k associata a §). Scriveremo che
YNSNk(f,Q,OZ), (1.20)

per indicare che Y ha funzione di densita (1.17).

1.7 Generazione

Come il caso scalare, anche quello multidimensionale si caratterizza per le diverse possibilita

di generazione della famiglia S N.

1.7.1 Convoluzione di normali

Presa un v.c. multidimensionale Z tale che ogni sua componente si distribuisca come un
SN, allora & naturale definire la distribuzione congiunta di Z una normale asimmetrica mul-
tidimensionale. Consideriamo una v.c. k—dimensionale Y = (Y7,...,Y%)? con marginali
standardizzate, indipendenti da una v.c. Yy ~ N(0,1) :

Yo 10

~ N1+k: 07 ;
Y 0w

dove ¥ ¢ matrice di correlazione k x k. Definiamo
1 )
Zj=8iYol+ (1-6)2Y;,  j=(1,....k),
dove d; € (-1, 1). Quindi sfruttando il Lemma 1.2 risulta che

0j

_ 52
1 - 63

Zj~SN

Allora possiamo scrivere che

Z ~ SN (0,Q,a). (1.21)

12
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Per la relazione tra ¥ e Q si veda 1’appendice A di Azzalini & Capitanio (1999).

1.7.2 Metodo per condizionamento

Sia Yy una v.c. scalare e Y7 una v.c. k—dimensionale, tale che

Yo .
Y = NN1+k(O7Q)7
Y,
dove
.1t
Q = —
o Q

& matrice di correlazione k x k. Allora Z = (Y1|Yy > 0) ~ SN.(0,9Q, ).

1.8 Momenti

La funzione generatrice dei momenti per una SNy (&, (2, ) € ottenibile sfruttando alcuni
risultati ben noti, tra cui il Lemma 1.3 e la seguente estensione al caso multidimensionale del

Lemma 1.4:

Lemma 1.6. Se U ~ N (0,Q) allora:

T _ u
E[®(u+v U)] = @(—m)

per ogni u scalare e v € R¥.

Utilizzando questi risultati otteniamo la funzione generatrice dei momenti:
1
M(t) = 2exp (£Tt + §tTQt) o(6Twt),  teR”, (1.22)

dove
1

= — 0 1.23
(1+aTQa)l/? @ (123)

e Q comein 1.19.

13
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Derivando la seguente funzione generatrice dei cumulanti:

1
K(t)=tT¢+ §tTQt + (o (8T wt), (1.24)
otteniamo
E[Y] =& +wp., (1.25)
Var[Y]=Q-wp.plw, (1.26)

dove i, = \/gé & il valore atteso della v.c. Z = w™ (Y =€) ~ SNi(0,Q, ).

Gli indici di asimmetria e curtosi nel caso multidimensionale, nella versione di Mardia (1970,

1974) sono

4-m 2 MTQ_lﬂz ’
= 27 1.27
ne=(5 )(1—@9—1#2 , (127)

TH-1 2

Pz 2 e

=2(r-3)| —=——~—" 1.28
72,k (7T ) ( 1- ,UZQ_lﬂz ) ) ( )

si veda Azzalini (2005). Gli indici 71 1 € 72, hanno per costruzione un campo di variazione

limitato rispettivamente di (0, 0.9905) e (0,0.8692).

1.9 Parametrizzazione centrata

Come nel caso scalare, anche in quello multidimensionale viene proposta una parametrizza-
zione alternativa alla parametrizzazione diretta o DP (direct parametrization), per la quale la
matrice di informazione attesa risultava singolare per alcune combinazioni dei parametri. Nel-
I’articolo di Arellano-Valle & Azzalini (2008) viene presentata la parametrizzazione centrata o
CP (centred parametrization), per la quale viene dimostrata la non singolarita della matrice di
informazione attesa di Fisher. Per definire la CP introduciamo nuovamente alcune espressioni
seguendo lo schema di Azzalini & Capitanio (1999).

Definiamo la v.c. “normalizzata”

Z=w(Y -€)~SNy(0,9Q,0a)

14
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e Qe dcomein (1.19) e (1.23) rispettivamente tale che

E[Z]=00=p., Var[Z]=Q-p.pul =Q-b*66" =%, (1.29)

e
Zy=0;'(Z - p2) (1.30)
dove o, = diag(0;,1,...,0,), 1 cui termini sono la deviazione standard di ¥, tale che il j—

esimo termine di 0, ; = (1 - b25§7j)1/2, perj=(1,...,k) e b =+/2/m. Lidea di base ¢ di
seguire la rappresentazione (1.13) ma in questo caso avremmo vettori e matrici diagonali. La

CP ¢ datada (i, %, v) dove
p=E[Y]=¢+wu,, Y =Var[Y]=Q-wp.plw=wS,w

e 7 ¢ il vettore k—dimensionale ottenuto applicando la (1.11) separatamente a ciascun com-
ponente di .. Ovviamente quando k£ = 1 ci si riconduce al caso visto nel par. 1.5.1. Le
considerazioni legate ai benefici di adottare I’una o I’altra parametrizzazione sono le stesse gia
discusse nel caso unidimensionale.

Ulteriori importanti risultati ottenuti da Arellano-Valle & Azzalini (2008) sono la matrice di
informazione osservata e attesa di Fisher per entrambe le parametrizzazioni, CP e DP.

Alcune quantita espresse all’interno delle componenti della matrice di informazione attesa
possono soltanto essere ottenute numericamente, peraltro possono essere ricondotte al semplice
calcolo numerico di tre soli integrali unidimensionali; si veda per approfondimento il par. 2.4

di Arellano-Valle & Azzalini (2008).
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Capitolo 2

Le distribuzioni normali asimmetriche

estese

In questo capitolo si vuole presentare la distribuzione di probabilita normale asimmetri-
ca estesa (abbreviata con 1’acronimo dalla lingua inglese ESN, per Extended Skew-Normal),
tracciandone le caratteristiche principali sia nel caso scalare che in quello multidimensionale.

La normale asimmetrica estesa compare gia nel primo lavoro di Azzalini (1985) e viene
successivamente studiata in Azzalini & Capitanio (1999), Arnold & Beaver (2000), Capitanio
et al. (2003).

E immediato che, cosi come la normale asimmetrica & una famiglia di distribuzioni che ge-
neralizza le distribuzioni normali, cosi essa ¢ generalizzata dalla normale asimmetrica estesa.
Nel caso scalare, questa distribuzione, oltre ai tre parametri della normale asimmetrica, preve-
de un quarto parametro (che chiameremo 7) il quale quando assume il valore 0, permette di
ricondursi alla normale asimmetrica.

In particolare il quarto parametro, 7, detto parametro di troncamento, rappresenta il condi-
zionamento al troncamento di una variabile latente correlata con la variabile di interesse.

Dopo aver riportato alcuni dei fenomeni che danno origine a questo tipo di distribuzioni,
sono riportate le funzioni generatrici dei momenti e dei cumulanti, e i momenti fino al quarto

ordine.

17
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2.1 Caso scalare

Definiamo ora la distribuzione di probabilita normale asimmetrica estesa. Se una v.c. Z ha

funzione di densita
1

= B0 o(2)P(ap(7) + az) (2.1)

fesn(z;a,T)

allora si distribuisce come una normale asimmetrica estesa (extended skew-normal) con para-

metro di forma « e parametro di troncamento 7, dove ag(7) = 7V 1 + a2 e scriveremo

Z ~ESN(a,T).

Come per la normale asimmetrica ammettiamo variazioni di posizione e scala. Siano £ € R

e w € R*; allora definita Y = £ + wZ la densita di Y sara:

Frsn (yi&,w,0,7) = w;(T)qs(ywi) @ (ao(r) + ayw;f) (2.2)

e scriveremo che Y ~ ESN (&, w, o, 7). Si noti che quando « = 0 ci si riconduce alla distribu-
zione normale, per qualsiasi valore del parametro 7 e che, quando 7 = 0, ci si riconduce alla

distribuzione (1.2).

2.2 Generazione

2.2.1 Campioni selezionati

Si supponga che f(v,z) sia la funzione di densita di una normale bidimensionale a media
zero e varianza unitaria con correlazione pari a 6. Immaginiamo di osservare un campione se-
lezionato, ossia solamente gli individui che superano una certa soglia (diciamo —7) per quanto

riguarda v. La densita congiunta diventa quindi

f(v,2)

v2-T

1—@(—7’) (23)
0 altrimenti.

f(U,Z) =

18
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Marginalizziamo dunque rispetto a z integrando f (v, z) sul dominio di v otteniamo che
+oo 1 +oo 1 1 (v%-26vz + 22
,z)d —_— f _— —|——F—d
[T reaw = e [ e (Tt
1 1 f+o<> 1 1 (02—25u2+5222)
= ——expy—= x
o(r)V1-62J-7 V2m 2 (1-62)
1 1(2%-06222 d
—expy—=| ———== v
Vor P12\ -2y

1 1 too ] 1({ v-96z
- = ). ﬁp{2(—m) }d“

Effettuando la sostituzione u = =22 e ponendo « = L, oo(7) = 7V'1 + &2 otteniamo la
Vi-oz °P V1-62

funzione di densita (2.1).

2.2.2 Distribuzione condizionata di una SN,

Sia Y una variabile casuale normale asimmetrica bidimensionale del tipo (1.17), ossia

Y ~ SN3(€,Q,a), con € = (&1,&), & = (o, 02) €

~ Wil w12
Q =
w21 W22

Se osserviamo una delle marginali, diciamo Y] = y;, ricaviamo la distribuzione condizionata

di }/2|Y1 = y1. Detti:

€ =& +wanwit (y1 - &1),

-1
W = w22 —W21Wy1 W12,

a1 + w1/ o /W11wWa2

- (1+a2T@22.1042)1/2 ’

T=avon (g -6)

dove @ = wizz, per la densita condizionata risulta che:

(}/2|Y1 = yl) ~ ESN(£7W7Q7T)3

19
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come mostrato in Azzalini & Dalla Valle (1996) e successivamente estesa al caso k-dimensionale

in Azzalini & Capitanio (1999).

2.3 Momenti

La funzione generatrice dei momenti facilmente ricavabile sfruttando i Lemmi 1.3 e 1.4.

Dopo alcuni sviluppi algebrici si ottiene 1’espressione:

1 t2
My (t) = — (it 24
(1) @(T)exp{2} (5t +7) 2.4)
per la funzione generatrice dei momenti e
£2
Kz(t)=-log®(7) + ) +Co(ot+ ) 2.5)

per la funzione generatrice dei cumulanti, nella quale compare la funzione {y(z). Essa e le

rispettive derivate sono definite come:

Q) = log(®(x)), @6
Q@) = 760 = 5. @)
6l = a0 = ~(a@e+ @) 8
Cm(z) = (ig—mmco(x), (m=1,2,...). 2.9)

Si noti come ora la (2.6) differisca dalla (1.7). Derivando la (2.5) e calcolandone il valore in

t = 0 otteniamo 1 momenti della (2.1), costituiti da

E[Z] = ()9, (2.10)

Var[Z] =1+6%C(r), (2.11)
B 5%C3(7)

71(Z) = (L5 82Co(1)) 72 (2.12)
~ 844 (7)

12(Z) = A+ 060 (2.13)

20



CAPITOLO 2. LE DISTRIBUZIONI NORMALI ASIMMETRICHE ESTESE 21

dove, come per il par.1.4, 1, 2 sono il terzo e il quarto cumulante standardizzato, noti anche
rispettivamente come coefficente di asimmetria e di curtosi; cfr. Capitanio et al. (2003) pag. 131

e 142. I momenti coincidono a quelli del par. 1.4, nel caso in cui il parametro 7 = 0.

2.4 Caso multidimensionale

Si riporta la densita della distribuzione normale asimmetrica estesa k-dimensionale. Definia-
mo normale asimmetrica estesa multivariata k-dimensionale con vettore di posizione & € R” di
dimensione k x 1, matrice di scala simmetrica definita positiva €2 di dimensione k x k, o vettore

di asimmetria k x 1 e parametro scalare 7, una v.c. continua in R* avente densita di probabilita

F6.9,0,7) = ¢y - &Q)P(ap + o’ w (y - €))/2(7), yeR” (2.14)

dove ¢, (y; Q) & la funzione di densita di una N (0, Q) k-dimensionale, Q2 come in (1.18) e Q

¢ matrice di correlazione di dimensione k x k di rango massimo come in (1.19),

w:diag(QH,Qgg,...,Qkk)%, (215)
ap =7(1+a’Qa)? = /1 + a2 (2.16)

¢ uno scalare, ®(+) la funzione di ripartizione di una normale standard unidimensionale e
o? =o' Qa. (2.17)
Se una variabile aleatoria Y ha funzione di densita (2.14) scriveremo
Y ~ ESNi(§,Q,a,7). (2.18)

Si noti che quando quando 7 = 0 anche ay = 0 ci si riconduce alla distribuzione normale

asimmetrica (1.17).
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2.5 Generazione mediante meccanismo di selezione

In questo paragrafo si vuole descrivere un meccanismo che da luogo alla distribuzione nor-

male asimmetrica estesa multidimensionale. Consideriamo un vettore di v.c. normali k-dimensionale
* T WO ~ *
w :(W07W17"'7Wk) = NNk+1(OaQ )
w

dove

_ (1 o7
5 Q

¢ una matrice di correlazione a rango massimo. La funzione di densita di Z = (W|Wj + 7 > 0)

e
Dr(z: Q)P (g + ' 2)|D(7) (2.19)
dove oy & definita in (2.16), Q in (1.19) e § in (1.23). Possiamo allora scrivere che

Z ~ ESNy(Q, a, 7). (2.20)

2.6 Momenti

La funzione generatrice dei cumulanti di una v.c. Z ~ ESN (€, o, 7) & data da

K(t) = %tTQt +Co(T+07t) = Co(7). (2.21)

nella quale compare la funzione (y(z) definita in (2.6). Derivando la funzione generatrice dei
cumulanti (2.21) otteniamo:
E[Z]=K'(0) = (i(7)d, (2.22)
Var[Z] = K"(0) = Q + ((7)d07. (2.23)

22
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dove (1(z) e (2(x) sono definite in (2.7) e (2.8) rispettivamente. Le derivate m-esime della

funzione generatrice dei cumulanti di Z sono date da

A" K (1)

—-_— Y = T A .
dt;dt; .. .dt, G (7 + 071)0i05 - O, (m>2), (2.24)

grazie alla quale possiamo calcolare gli indici multidimensionali di asimmetria e di curtosi

Yk = G(7)*(6716)?, (2.25)

Yok = Ca(T) (6T T6)%. (2.26)

dove T = war{Z}~!, di Mardia (1970). Si veda I’appendice di Capitanio et al. (2003). T
momenti coincidono a quelli del par.1.8, nel caso in cui il parametro 7 = 0.
La funzione generatrice dei cumulanti di una variabile aleatoria Y, definita come in (2.18) e

quindi con funzione di densita (2.14), ¢ data da
1
Ky(t)=¢lt+ §tTQt +Co(7 + 6T wt) = Co(7), (2.27)

cfr. Capitanio et al. (2003). Derivando la funzione generatrice dei cumulanti otteniamo:

E[Y]=Ky(0) =&+ G(r)wd, (2.28)
Var[Y] = K{(0) = Q + (o (7)wdd’ w, (2.29)

dove w e ¢ sono definite rispettivamente in (2.15) e (1.23).

23






Capitolo 3

Aspetti statistici

In questo capitolo verranno presentati alcuni aspetti di carattere statistico-inferenziale della
distribuzione normale asimmetrica estesa bidimensionale. In particolare nel par. 3.1 saranno
inizialmente riepilogati brevemente i risultati ottenuti nel lavoro di Canale (2008) legati al caso
scalare per poi concentrarsi nei paragrafi successivi sui nuovi sviluppi, non noti in letteratura,
del caso multidimensionale.

Nel par. 3.2 viene presentata la funzione di log—verosimiglianza della distribuzione ESN»
e ne viene ricavato il vettore punteggio. Nel par. 3.3 viene ricavata la matrice di informa-
zione osservata e attesa di Fisher per il caso F.SNo, risultato non noto in letteratura, . Essa
sara confrontata con quella della normale asimmetrica multidimensionale SN, studiata da
Arellano-Valle & Azzalini (2008) e discussa nel cap.2, le quali risultano coincidere nel caso di
7 =0, (ovviamente a meno d’ultima riga e colonna le quali corrispondono al parametro 7).

Il calcolo della matrice di informazione attesa ¢ stato possibile grazie ad un nuovo lemma
formulato durante questo lavoro di tesi, il quale verra presentato nel par. 3.3.

Verranno esaminate alcune peculiarita della matrice di informazione attesa tra le quali la
partizione a blocchi per alcune combinazioni di parametri e verra esaminata empiricamente la

singolarita della matrice di informazione attesa per a — 0 e per 7 — +oo.
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3.1 Caso scalare

Nel lavoro di Canale (2008) si evince, che quando si lavora in campo inferenziale, la distri-
buzione di probabilita normale asimmetrica estesa nel caso scalare presenta non poche proble-
matiche. La matrice di informazione attesa risulta essere singolare non solo per o = 0 ma anche
quando 7 — +oo. Inoltre il determinante di questa ¢ prossimo allo zero anche per valori finiti
di 7. La log-verosimiglianza risulta difficile da massimizzare; la presenza di punti di massimo
relativo fanno si che diversi algoritmi numerici, per diversi valori di inizializzazione, diano
delle stime dei parametri distanti tra loro e spesso distanti dal vero valore di ogni parametro.
La log-verosimiglianza profilo per 7 risulta molto poco informativa sul valore del parametro e
questo porta spesso gli algoritmi numerici a non localizzare la stima di massima verosimiglian-
za. La verosimiglianza aggiusta le stime degli altri parametri portando nella pratica a densita
equivalenti, per valori diversi dei parametri. Queste caratteristiche evidenziano un problema di

quasi non identificabilita del modello.

Si presenta il seguente lemma introdotto da Canale (2008) e utile nel caso scalare per il

calcolo della matrice in informazione attesa.
Lemma 3.1 (Canale, 2008). Sia Z una variabile casuale tale che Z ~ ESN (0,1,c,7), (1(+)

la funzione definita in (2.7) e g(x) = at + Va? + 1z, allora

E[/(Z)¢i(a0 + aZ)] = j% E[/(s™ (V)]

dove V.~ N(0,1), ag=7V1+a?e f(-) una qualunque funzione da R in R tale per cui gli

integrali coinvolti esistano.

Questo lemma sara poi generalizzato da uno nuovo lemma valido nel caso k—dimensionale.
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3.2 Funzione di verosimiglianza e vettore punteggio

SiaY ~ ESNo(€,9Q,a,7) e 0 = (&1,82, 1, Qi2, Qo9, a1, o, 7) il vettore dei parametri.

Data una osservazione y = (y1, yg)T da Y, la funzione di log-verosimiglianza risulta essere:

(0y) = C—40(7)—%10g911—%logQQQ—%log(l—A2)+
1 [(3/1—51)2+ (3/2_52)2_QA(yl_fl)(ZJZ_gQ)]_i_

B 2(1_)‘2) Qll Q22 \/Qll \/QQQ
(y1-&1) (yz—éz))
+C0 (040+CY1 + Qo (31)
V11 V222
con
Q19
A= — 3.2)
V21100
Co(+) definita in (2.6), g come in (2.16) e ¢ costante additiva non dipendente dai parametri.
Posto
RS Y2 =&
==, 2=,
Vi V22
t = 7(1+ aTQa)1/2 + Q2] + a9ze

T™V1+a2+ a1z +azze (3.3)

g+ 121 + gze

e (1 (+) definitain (2.7), dal calcolo delle derivate parziali prime della funzione di log-verosimiglianza

(3.1) si ottengono le componenti del vettore punteggio (?—96( 0):

% _ 1 I:Zl—)\ZQ —a C (t):l

R i

ol 1 Z9 — A21 ]

— = - t

852 \/9—22 [ 1- A2 OlQCl( ) )

o 1 (z% + z% — 22129 \) A2 . z% — 22129\ =1 1 10T vonz |G
8911 N 2911 (1 —)\2)2 1—)\2 2911 1+a2 1= ! ’
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or 1 [)\ + 2129 (z% + z% - 2z1z2)\)>\] . 10T o)
= - 1 )

0o V211022 1-A2 (1_)‘2)2 \/911922\/1+0z2

14 1 2422 222 M)A\ 22221200 - 1 1 A

0 _ (21 + 23 2122 ) +2’2 212’22 3 Q1O AT +aszs | (),
8Q22 2Q22 (1 -A ) 1-A 2922 1 +a2

o _ [(oq +Ao)T . 21:| Q)

day 1+a?

ol _ |:(O¢2+)\041)T +22:| Cl(t),

Do 1+a?

0L _ JTva2a() -a).

ar

Le espressioni ottenute algebricamente sono state confrontate con le derivate numeriche cal-
colate tramite la funzione grad del package numDeriv (Gilbert, 2009) di R (R Develo-
pment Core Team, 2010) per varie combinazioni dei parametri e di y, riportando, per ogni
combinazione, dei valori uguali.

Le equazioni di verosimiglianza (?—OE (6) = 0 non hanno una soluzione esplicita. Il calcolo

delle stime di massima verosimiglianza dovra quindi essere effettuato per via numerica.

28



CAPITOLO 3. ASPETTI STATISTICI 29

3.3 La matrice di informazione osservata e attesa di Fisher

In questo paragrafo si riportano i passaggi relativi al calcolo della matrice d’informazione

osservata e attesa di Fisher e alcune considerazioni di carattere qualitativo su di essa.

3.3.1 Calcolo della matrice d’informazione

Definiti (2(+) e t come in (2.8) e (3.3) rispettivamente, calcolando le derivate parziali seconde
della funzione di log-verosimiglianza (3.1) otteniamo le espressioni delle componenti della

matrice di informazione osservata, j(#), date da

0 1 1 5
S S ) t
Ju o2~ on [1 —z ~ )]7
i = 0 = 1 [ A +aa§(t)]
2= 96106, Qg L1-a2 7 OB
. 82€ )\22 - z21 a1 OélOéQ)\T aq
—J13 = + +ar21 | G(t) + —5 (1),
061001~ (1- 220l 2037 \ 1+ o 203
e = 9% _ 2A(Azg — 21) ~ 29 ~ 04%0427' ()
H 08108012 (1-22)2Q11v/Q22  (1-22)Q11vV Q22 Q11 Qaon/1 + a2 2
o _ 825 )\(22 - 2’1/\) (651 051042)\7' + C (t)
- 06,000, (1-A2)2Q92/ 11 2922\/91 V1+a? S R
. %0 o [(al + Aag)T ]
—j16 = - - + o1 | Ga(t) - £,
6 06001 /il J/1+a? 1) \/911 ()
, 0% a1 | (e +Aag)T
— - - — t ,
Ji7 06,0003 \/W[ N 22| Ga(t)
L %0 o \/1+a*C(t)
J18 = 06,07 = \/— 2
ol 1 1
oo = = t
J22 92 0w [1 2 — a3 Ca( )]
L %0 ~ A(z1 = 22M) . a9 Q10T vonsr |G
728 08001 (1-X2)2Q11v Q22 2Q11v Q22 \ /1 + a2 B R
. %0 2A( Az — 2
s = _ (Az1 — 22) ~ 21 ~ azaqT &),

080M2  (1-22)2Q00vV 01 (1-22)Q22v Q11 Qoo /11 + 2
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_ ~ %0 Azl — 29 N o9 Q1 ONT oz | Ga(t) + a9 )
* 060802 (1- )\2)293/2 29%2 V1+a? A 29%2 e
i 82€ a9 (041 + )\ag)T
—J26 = == Ca(1),
082001 Va2 1 +a?2
. 82€ a9 |:(052 + )\041)7' ] 1
BT e Vom | iar S0 T

. o4 as/1+as
~J28 = == o Ca(t),

85267’ VQ

0% N2 —22 4221200 AN3z120 - 20227 - \222 )\4(21 + 22 — 221 290)

—Js3 = = +
o003, 22, (1-22) 02, (1-72)2 02, (1-x2)3
1 A 1 [3aiaetA  aladTA\?
+ + + - +3aq21 | Gi(t) +
202, 202 (1-)2)2 402 ( VitaZ (1+a2)3? ()
2
1 1 OONT
+ +agzr | G(t),
49%1 ( 1+a?2 )
i 9% A+ 2129 . 2022 + \23 = B2z 29 — A3 . 203(22 + 25 — 22122)) .
—J34 = =
00211019 (1 )\2)93/2 e (1- )\2)293/2 oo (1- )\2)393/2 oy
( 23T a100T )C (1) +
- 1
2082 g (1 +a2)32 2082 /Qp\/1+ a2
10T Q10T
- +a121 | G(1),
2082 ga/1+ a2 (\/1+a2 )
» B %0 B A+ 6032129 — 2)\22% - 2)\223 . 22 N 2129 N
I 0100 2011 Qoo (1 — A2)2 2011 Q05(1 - A2) Q11 Q90(1 - A2)
)\4(21 + 23— 221290) Q10T ( alag)\)C (1) +
1
Q11922(1 )‘2)3 4911922\/ 1+ Oéz 1
4 1 Oqag)\T oz alag)\T + C (t)
4011022 \ /1 + 2 s V1+a? Sl R
. 9% 1 a1 (o +aq)T QAT
~J36 = e 1| G() +
011001 2Qq1 (1+a2)¥ V1+a2

1 [ ajagAT s (A + ag)T N P,
- =tz || —F——— t+ 21| C(t),
2011 \ /1 +a2 V1+a?
= _ 82£ _ 1 ozlag/\(al)\ + 042)7' B al)\T C (t) +
BT B0m0as 204, (1+a3)3? V1+a? '
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1
~ Q1ONT fars (ag + AT 42| Gt
2041 1+a? 1+a?

* *

9% _ a1\ V1+a2 [ ajoshr
001101 20,1\/1+ a2 2001 \V/1+a2

—J38 C1( ) -

+ a121) G2(1),

o*l 1 6Az129 — 22 — 22 + 2)\2 4)\2(21 + 22— 221290)

—1 — +
M 0, T (- )00 (1-22)2001 00 (1 - A2)3011 (s

ada3T G1(t)
Q11922(1 +a?) (TCQ(t) /1= aZ)’

P A+zzm LB AR Nz - N
00120099 (1 )\2)93/2/ 1 (1 /\2)293/2 /_Qll

2
)Cl(t) +

—J45

a5 TA Q1T
(mi’éWW (1L+a2)¥2 20\ /y/Tv ol
10T Q1T
) 2Q§§2¢§12_12\/1+a2 (\/11+2a2 mm)@(t) ’
. 203(22 + 23 — 22122))
(1- 223050/
%0 _ QoT (1 ~ (g +aq)
02001 /11 + a2 1+a?

o109T (a1 + Aa2)T
+ + 21 C2(t)>
\/911922\/1+04§ \/1+Oéz

9% _ LT (1 ag(a1/\+a2)
020z \/[01105\/1+ 02
. 10T ( (g + Aap)T
VOiQny1+a2\ /1+a?

ot arag G(t)
= + t)],
207 /11029 (\/1 +a? Talt)

—J46

)Cl(t) +

—Jaz )C (t) +

1+«

+ ZQ) CQ(t),

—J48

—J55 = oL = X -2+ 2m129) n AN 2129 - 2N725 - NP2 B N (23 + 25 = 22129))
003, 03,(1-2%) 03,(1-72)2 02,(1-22)3
1 A 1 (3a1a27>\ aja3TA\?

+ + + -
203, 203,(1-X2)2 403, \ \/1+a2 (1+a2)3?

31
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N 1 Q1 AT
49%2 vV1+ Oz?r
9% 1 araoA (g +aq)T ~ QAT

89228041 - 2922 (1 + 042)3/2 \/1+ O[Z

1 alag)\T P (041 + 052/\)7' + 2 C (t)
T a0 242 - 1 2 ;
2099 1+a? V1+a?2

9% 1 a1 (A + ag)T AT
= 2\3/2 - - 22 Cl (t) +
0N2200s 2099 (1+a2)¥ 1+a?

*

1 Qa1 O9NT a1\ + 00T
S A S | [t iy PO
V1+a?

i B 9% _ Q10 ~ V1+aZ2 [ ajaght
7o 002207 2099/1 + a2 202 \\/1+a2

2
+ aQZz) G2(1),

—J56

)C1(t) +

—J57

+ a2Z2) Ga(2),

2
‘ 0%¢ T (ao\ + )% (a1 + Aag)T
- = = - t ARt A t
766 da? ( 1+a2 (1+a2)3? al V1+a? i

0%l _ AT _ (042 + /\041)((11 + )\042)7'
dondaz  \\/1+a2 (1+a2)3
(a1 + Aao)T (a2 +Aaq)T
|l ——= || —
V1+a? V1+a?

. %0 a1 + )\ a1 + \ag)T
—Jes = = 2¢i(t) + M+Z1 V1+a2(t),
0101 V1+a? 1+a?2

—J67 =

)Cl(t) +

+22)C2(t),

2
i 0% T (a1>‘ +042)2’7' (042 + )\041)’7'
_ _ _ 3 ; .
o 2% (\/1+a§ (1+a?)3/2 Gu(t) + JiraZ +22] G(1),

2
s = 2L _cerdan gy (laarda)T ) AT ),
D01 1+a? V1+a?2

*

0%

5o = (1+aD)G(t) - G(7).

—J88

Alcune parti delle espressioni algebriche sono state ottenute in prima battuta utilizzando il

programma di calcolo simbolico e numerico Maxima (Schelter et al., 2009) e poi affinate ma-
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nualmente. Le espressioni finali ottenute per via algebrica sono state confrontate con le derivate
numeriche calcolate tramite la funzione hessian del package numDeriv (Gilbert, 2009) di
R (R Development Core Team, 2010) per varie combinazioni dei parametri e di y, riportando,
per ogni combinazione, dei valori sostanzialmente uguali, nel senso che le differenze in valore
assoluto tra i risultati ottenuti per via numerica e algebricamente sono sempre inferiori all’er-

rore di calcolo impostato nella funzione hessian e sono da attribuirsi ad errore numerico.

Si introducono i seguenti lemmi ben noti in letteratura che verranno utilizzati successivamen-
te. Essi sono reperibili in varie fonti della letteratura, ad esempio (A) Azzalini (2001) pag.299,

(B) Mardia et al. (1979) pag.458, (C) Azzalini (2001) pag.309.

Lemma 3.2 (Formula di Sherman — Morrison, (A)). Sia A una matrice quadrata n x n e

b, d vettori colonna n x 1, allora:

1

-1 4T 4-1

(A+bd")yt=a"1-
Lemma 3.3 (B). Sia A una matrice quadrata n x n e b un vettore colonna n x 1, allora:
|A+bbT| = |A|(1+bT A7D). (3.5)

Lemma 3.4 (Completamento del quadrato, (C)). Se A ¢ una matrice k x k simmetrica definita

positiva e b un vettore k x 1, allora

1
Rk (27)k/2

1T 4-1
1 exp {5 (b" A7)
exp {—Q(yTAy - 2bTy)} dy = {2\A|1/2 } . (3.6)

dove dy sta per dy; . .. dy.

Prima di passare al calcolo degli elementi della matrice d’informazione attesa si presentano
e dimostrano i seguenti lemmi, non noti in letteratura, necessari per il calcolo del valore atteso

dell’informazione osservata.

Lemma 3.5. Se Z ~ ESN(0,Q, a,7) e (1(+) la funzione definita in (2.7), allora

Gi(r)

BlGi(ao +a’ 2)] = == ee

3.7
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dove ag = 7(1 +aTQa)1/2 e Q & matrice di correlazione di dimensione kx k di rango massimo.

Dimostrazione. Indichiamo con [/ il valore atteso a sinistra del segno di ugualianza in (3.7) e

aQ

Siano

per cui

“ come in (2.17). Risulta che

¢(040 + aTz) 1 B .
e Bars a7 By M (a0 aT2)ds

ﬁfm dr(z, Q)g(ag + ' z)dz
: ! = T2)? 1 r&-1
m Rk \/—2—W€XP{_§(O£0+0¢ Z) }mxexp{—§(z Q z)}dz

1 1 1 1
®(7) |0z V27 flR]k (2r)2 eXp{

A) ) -t 2)

55T+\I/: 043 aoaT _ yil iz
Qoo aal + Q71 »2oy22

% [(ao + aTz)2 + (zTQ_lz)]} dz.

O
[

[(a0+aT2)? + (2707 '2)]

z

2
(apal) (1) +(zTQ712)

= (u'B)(BTu) + (u" V)

= WT(B8T + W)u
211 212

= UT u
(221 222

= pHiont?, 4 ) Ty22,

Esplicitiamo inoltre

_ _ 1 _ _

22\-1 _ -1 T\-1 _ T
(Z ) = (Q + o ) = Q - mﬁaa Q, (38)
22| = 107 +aal] = 271+ aTQa). (3.9)
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Da qui segue che

1 1 1 { 1 11}[ 1 { L re2o 12 }
= ——————expi{——X% expi——|z" X2 -2(-X")z|;dz

Sfruttando il Lemma 3.4 otteniamo:

1 1 1 p{_lzll}eXp{%[E”(E”)1(212)T]} (3.10)

r- 1L
(1) 102 Nor 2 (222)[5
1 1 1 1 1
s e v o et e {glede (57 )
1 1 1 1
= (I)(T) 1+aTQa\/ﬂeXp{__7—2}eXp{2[a0aT(222) 1a T QTQQ]}
o) 1

- ) 1+aTQaexp{l[T(1+aTQa)a (

\/%exp{%h(az+a —at) - ra?
Gi(7)
Vit aolQa

1+ aTQa

) )
}

QaaTQ) o - T2aTQa]}

Il seguente lemma include e generalizza il caso appena presentato nel Lemma 3.5, gra-
zie al quale sara possibile il calcolo del valore atteso di ogni componente della matrice di

informazione osservata.

Lemma 3.6. Se Z ~ ESNy(0,Q,a,7) e (1(+) la funzione definita in (2.7), allora

E[h(Z)G (a0 + o’ Z2)] = B¢ (oo + o’ Z2) | E[W(U)] (3.11)

dove
U ~ Nyp(-76,Q-0667), (3.12)
5§ = (1+aT—1(za)1/290" (3.13)
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g ¢ data da (2.16), Q & matrice di correlazione di dimensione k x k di rango massimo e h(-)

una qualunque funzione da R in R tale per cui gli integrali coinvolti esistano.

Dimostrazione. Indichiamo con [ il valore atteso a sinistra del segno di ugualianza in (3.11).

Risulta che

~ dlag+alz) 1 -
I = /]R]k h(z) B(ag + aT2) B(7) o1 (2, )P (g + aTz) dz

1 11 { 1 11}/ 1 1 re22 12
———exXpi{——X h(z expi—— 2" X2z -2(-X")z|dz,
(g var T2 S )(27r)% P12l 7]
Q1

utilizzando passaggi algebrici analoghi a quelli del Lemma 3.5.

Aggiungiamo e sottraiamo a Q1 il termine $12(%22)~1(£!2)7 cosi da ottenere un integrando
formato dalla funzione /(z) moltiplicata per la funzione di densita di una v.c. normale multipla
U con vettore delle medie —(%22)"1(2'2)7 e matrice di covarianza (X%2)~! arrivando a

1 [(=2)Y: 1 { 1 11} {1 12 5222y-1 (52127 }

expi—=X" pexpi—= |2 (X )y X
1 1
h(z exp{—— 2Ty, 4 onl2, 4+ 2222 (2T }dz
S M) U EE7EE]
L)

1 1 -
N G e G bl SR R S )

Visto che nell’espressione soprastante i termini che precedono IE[A(U)] coincidono con il
risultato ottenuto nel Lemma 3.5 in (3.10) allora otteniamo che I ¢ pari al termine di destra
della (3.11).

Esplicitiamo inoltre i parametri di posizione e di scala della v.c. U dove o? & definita in

(2.17) e 6 in (3.13):

— _ 1 _ _
_(222)—1(212)T = —7 /(1+C¥TQOé) (Q_mQQOCTQ)OL
= —-/1+a?|Qa Qaaz
1 +a?2
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L0
(1+aTQa)l/?
-7

che risulta pari all’espressione specificata nell’enunciato, e inoltre

1
1+aTQa

(22H = (@ radd) = Q Qaa’Q = Q- 0667,

Verifichiamo che il Lemma 3.6 appena dimostrato generalizza e semplifica il Lemma 3.1
introdotto nel lavoro di Canale (2008), valido nel caso scalare. La semplificazione ¢ legata al
fatto che non ¢ pill necessario calcolare I’inversa di una funzione di una v.c. e poi calcolarne il
valore atteso, ora basta calcolare semplicemente il valore atteso di una funzione di una v.c. di
cui conosciamo la distribuzione. Sia Z una variabile casuale tale che Z ~ ESN;(0,1,a,7),
¢1(-) la funzione definita in (2.7), ap = 71 + a2, f(-) e h(-) funzioni da R in R tale per cui

gli integrali coinvolti esistano. Utilizzando il Lemma 3.5 per k = 1 si ha che

Blai(ap+a72)] = D

I
=
o
)
[e=)
+
Q
3

Sia

I
Q
3
+
Q

[\
+
—_
N

1l
<

9(2)

g7 (v)

Se V ~ N(0,1) e J & data da (3.13) allora

V-ar aT 1
V=g (V)= ~N|- : :
g (V) 1+o2 ( 1+ a2 1+a2)
_ 1
~ Ny (=76,Q = 667) ~ Ny [ -—2L .
U ~ Ny (-9, ) 1( 1+a271+a2)
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Quindi, se f(-) e h(-) rappresentano la stessa funzione, risulta che

E[f(V)]=E[f(g" (V)] =E[h(U)]

B[/(Z)G (a0 +02)] = %Emg*(vm - E[G(ao+a”2)] E[A(D)].

Si riportano quindi alcuni risultati utili nel calcolo dei valori attesi delle derivate parziali secon-
de della funzione di log-verosimiglianza (3.1) utilizzando la funzione generatrice dei cumulanti

(2.27) e il Lemma 3.6. Se Z ~ ESN5(0,€, «, 7) allora:

E[Zi] = G(1)& (3.14)
E[Z2] = G(7)d2 (3.15)
E[Z1Z5] = A+6162[G(7) + ()] (3.16)
E[Zf] = 1+6i[¢(r) + ()] (3.17)
E[Z3] = 1+8[G(r)+a(n)?] (3.18)

Sia U come in (3.12), chiameremo —79 il vettore k x 1 delle medie, V' la matrice di covarianza
(quadrata di ordine %k, simmetrica e definita positiva) pari a ) — 56T, X come in (3.2) e az =

o’ Qa. In particolare per k = 2 si hanno :

2 a% + oz% + 2019\,

a0 = ™/1+a2, (3.19)

Q
%
Il

le componenti del vettore delle medie

1
-761 = -T————=(a1 + a2\),
V1+a?
1
—T(52 = —T—(a2+a1)\),

V1+a?2
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e della matrice di covarianza

dove

Definiamo

V11 V12
V =
V21 V22

1+az(1-)?)
v = — =
1 1+a? ’
1+ al(l - )\2)
v = — 7
22 1+ a2
A —ajaz(1-X\?)
V12 = B} .
1+ a2

T-= oo + aTZ =Qp+ a1y + QQZQ,

la v.c. associata alla statistica (3.3) e ag come in (3.19). Allora

E[G(T)]
E[Z:¢(T)]
B[ Z:G(T)]
E[Z7¢(T)]
E[Z5¢(T)]

E[T¢(T)]
E[ZT¢(T)]
E[Z:T¢(T)]

E[¢(T)]

¢i(7)
1+ a2
Gi(7)

2

1+af

[—aoT01 + 041(725% +v11) + a2(72(5152 +v12)]

I

N

[—0407'52 + 042(7'25% + U22) + a1(725152 + ’U12):|

Gi(r)
V1+a?

I

:

—(ap - TozT(S)

- E[Cl(T)2]7

39

(3.20)

(3.21)

(3.22)

(3.23)

(3.24)

(3.25)

(3.26)

(3.27)

(3.28)

(3.29)
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E[Z16(T)] = ~[-aomd1+on (707 + vir) + as(7*010 + mﬂ% }
+a2
E[Z:¢(T)?], (3.30)
E[ZsG(T)] = —[-aorda +aa(7285 + vag) + 1 (126105 + U12)]% B
+ o
E[Z2¢1(T)?], (3.31)
E[Z%@(T)] = —[060(1111 + 725%) - a1761(725% +3v11) +
Qg7 (@51 - 52) (7262 +v11) -
V11
anTd1 -2 (7262 + 3011)]—@(7) ~B[Z3G(T)Y),  (3.32)
v11 1+a?
E[Z36(T)] = —[040(1)22 +7205) — apTo (7205 + Bugy) +
Q1T (2(52 - (51) (T25§ + 2122) -
V22
V12, 209 C1(7) 2 2
5212 (7262 + 3ug) |- B[ 22¢,(T)?], 3.33
a1 2v22(T 2 UQQ)]\/@ [ QCI( ) ] ( )
E[Z122¢(T)] = —[040(1112 +726102) + T (Z—iél ~ 62) (1262 +vy1) -

V12 V12
oz17'51v—(7'25% +3v11) + aoT (v—52 - 51) (7253 +v99) —
11 22

CVQT(SQUE(T25% + 31)22):|M - E[Z1Z2C1(T)2]. (3.34)
V22 V1+a?
Le quantita a;y, a;j € ap con j = 1,2,4 = 1,2 e p = 0,1,2 sono definite, per il modello

ESN}, come

0, = B[Z2G(T)], (3.35)
ai; = E[ZiZ;0(T)?], (3.36)

€
ao = E[¢(T)?]. (3.37)

Il calcolo di queste quantita sara effettuato tramite integrazione numerica utilizzando la funzio-
ne cuhre del package R2Cuba (Thomas Hahn & Kiéu, 2010) di R, questa funzione permette

di calcolare numericamente integrali multidimensionali.

40



CAPITOLO 3. ASPETTI STATISTICI

41

La matrice d’informazione attesa i(#) risulta essere:

111 112 113 14 115 16 117 118

192 1923 d24 %25 26 l27 198

133 134 135 136 137 138

, 144 145 46 47 148
i(0) = o

155 56 57 158

66 167 168

177 U78

188

simmetrica e semidefinita positiva, dove il triangolo inferiore ¢ completato per simmetria. I

suoi termini sono dati da:

2
112 = - ot

#r]. Ly
02| Qi l1-)2

~afB[GD)]],

1 A
_551352] V0% [1 -2

+ ala2E[C2(T)]:|v

L P | AE[Z]-E[Zi] «
R AT AR adClall
aq 041042)\7'
- 29:1’){2 (mE[Cz(T)] +0¢1E[21§2(T)]),
i = _E[ 920 ]:2A(AE[22]—E[21])+ E [Z-] .
061082 (1-22)2011v/Q22 (1-22)Q11V0
adaoT
E [¢o(T
+Q11 /i [¢2(T)],
s = E[ ial. ]:_A<E[ZQJ—E[ZJA>+
o 6518922 (1 - )\2)2922\/911
a1 Q10T
oo (m el el [2242(7’”) ’
2
e e B lever- el SO
1
+mE[C1(T)],

41

(3.38)

(3.39)

(3.40)

(3.41)

(3.42)

(3.43)
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iy = —E[ 0%¢ ]: a1 |:(a2+)\oz1)7'

E[G(T)]+E [ZQ<2<T>]] G

0610as | Vi /1+a2
2 2
i = B[ |- g gy, (.45)
02/ 1 1
iog = - [8_52] = O [1_—)\2 - 3B [Cz(T)]] ) (3.46)
2
P [ o ]:_A(E[Zl]—E[ZQ])\) .
2 0620011 (1-22)2011/ Qa0
a9 Q10T
- 2Q11\/Q_22 (\/@E [CQ(T)] + B [ZIC2(T)]) ) (347)
e = - [ % ]: 2AANE[24]-E[Z)]) E[Zi] .
8528912 (1 —)\2)2922\/911 (1—)\2)922\/911
BT prer 3.48
+922\/Q—11\/m [C2( )]7 ( . )
. _ 826 _ _)\]E [Zl] -E [ZQ] _ a9
ig5 = - [8526(222] = o /\2)29%2 29%215 [G(T)]+
a9 10T
- E T E[Z T , 3.49
207 (m [G(T)] + a2 E [Za¢a( )]) (3.49)
. _ 82£ _ (6) (051 + )\042)7'
i - E[ a&aal] _ m_m[ 20 (1)) +E[21<2<T>]], (3.50
. _ 825 Qo (042 + )\041)7'
iyp = - [852(9@2]— —922[ e E[Cz(T)]+E[ZzC2(T)]]+
1
+ \/EE [G(T)], (3.51)
. _ 825 Q2 1 +OJE
s - —E[ N 87] - VR ()], (.52
o E 0% ] N-E[Z}]|+2E[Z12:]\ ANE[Z12:]-2NE[Z}] - ¥E[Z]] .
8= 202, |~ 02, (1-22) 02, (1-22)2
1 3T A aadT\?
T, ( \/@E [G(T)] - W]E [C1(T)] +3anE [ZlCl(T)]) +
1 2 2)\2 2 2 A
I (“fj 2 Bl +olB[Zi6(T)] +2 5o [Z@(T)J) +

42
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ME[Z])+E[Z3] -2E[21Z:]\) 1 A 353
’ 0F,(1-22)3 202, 203,(1- %)% 3->3)
, [ fod4 ] N+ E[Z,25] 2)\IE)[Z12] + AE[Z3] - 5A’E [Z1Z5] - A .
iy = _
i 8Q118912 (1 )\2)93/2 /Q) 2 (1 )\2)293/2 /922
2N(E[Z]+ E[Z3] - 2E[Z1Z2] \)
- +
(1- >\2)393/2\/ Qoo
OZ%OQT/\ a10oT B[G(T)] +
- 1
2032 (1 +a2)32 20° /O /T + a2
10T 1 OONT
+ E [CQ(T)] + alE [21C2(T)]) s (3.54)
2082 ga/1+ a2 (\/1 +a2
‘ o A M+ 6XE [Z212:] - 2N E [ 27 ] - 2N E [ Z2]
T T 8009 | T 2011 (an (1 — A2)2 "
~ 2?2 _ AE[Z12]
2911922(1 - )\2) 911922(1 - )\2)
ME[Z]+E[22] - 2E (212,]0)
" 011 Qs (1 - A2)3
alag)\T ozlag)\
- 1- [C(T)] +
4911922\/14-042 ( \/1+Oz*) !
109 CM1042)\27'2 042)\7'
- E[¢(T E [ Z5¢o(T
4911922( 1+ a2 [G(T)]+ e [Z262(T)] +
A
+ 2B [200(T)] + E[2122G(T)] | (3.55)
V1+a2
i 82£ 1 OqOéQA(OéQ)\ + 041)7' 042/\7'
= -E = E[¢(T)] -
136 [891180&1] 2911 ( (1 + az)?;/? [Cl( )] /—1 N a)%
-E [21C1(T)] ) +
1 72 A+ A
+ 12 AT (0422 al)E[gg(T)] 109 7' [Z1C2(T)]
QQH 1+Oé* \/1+Oé>€
A+
AT T 17,6, (1)) + e B [ 2260 (T)] ) (3.56)
1+af
) 0% 1 arao (A + ag)T QAT
= -E =— - T
137 [89118@2] 2911 ( (1 + az)3/2 /1 N O[X_- [gl( )]
1 A2 (g + al ) A
oL (aedrH0ara) gy, GO g
2911 1+Oz* ‘/1+a*
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o (042 + 041/\)7'

V1+a?
041012)\

—E[ 0 ]
00T | 204;\/1+a?
N V1+a? ( Q10T
2011 \/@

E[G(T)] +

138

E[Z1G(T)] + a1E [Z1 Z26(T)] ),

E[G(T)]+auE [ZlCz(T)]) :

6AE [leQ] -~E[Z}]-E[Z3] +2)
+

Lo _E[ 0%t ]_ ~ 1 _
4 002, (1-22)Qq1 Q00

AINNE([Z])+E[Z3] - 2B[Z12:]2) |

(1-=22)30Q11 Q90

(TE [C(T)] -

o2adr

- 911922(1 + az)

A+ E [leg]

E[<1<T>])7

2
1+ a2

(3.57)

(3.58)

(3.59)

2ME [Z3] + AE [ Z}] - 5A’E [ Z1Z2] - A3
+

I
B 60128922 (1 )\2)93/2\/_

(1- 222032 /ayy

2B [Z}]+ E[Z3] - 2E[Z12:])) .

(1-22)3Q32 /0y

19T

B ( Q3a3TA

2032 /(1 +a2)32 2037 /1 + o2
E[G(T)] + [ZzCQ(T)]) ;

a1QeT ( Q19T

+
2052 /1 + a2 \V/1+a2

) [G(T)] +

aq (g + al)

o2 QT
o] el
92001 Q110221 + a2

)2 lam)

1+«

10T ((041 +)\042)T

\/911922\/14-04* \/1+04,(_

E[GTM)]+E [ZlCz(T)]) ;

_ 042(041)\ + 042)

; ~ —]E[ 5% ]__ 1T (
N 920z V119221 + aF

1+a?

o1anT ((ag +day)T

\/911922\/14‘(1* \/1+Oé*

2
-E Al =
001207

148

109
V1O \ \/1+a2

44

Bla(T)] ,

E[G(T)]+E [Z2C2(T)]) ;

@)

(3.60)

(3.61)

(3.62)

(3.63)
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B [ 20 ] N-E[Z3]+2E[Z1Z:])N  4ANE([Z125] - 2N’ E[Z3] - NE[Z7]
- == - +
003, 02,(1-22) 02,(1-\2)2
ME[Z)+E[Z3] -2E[Z1Z:]\) 1 A
’ 02,(1- \2)3 T202,  20%,(1- 22
1 3a1a27')\
- G(T)
49%2 ( \/ 1+ Oz,r [ ]
1 alaQ)\Z 2 a1a2/\7
403, \ 1+« 1
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ayasTA

(1+a2)3/2

E[G(T)] + 3 [ZQCl(T)]) +

E[G(T)] + E[Z5G(T)] +2

Z2C2(T)]) ; (3.64)

O N\T

N

E
E[Z2G(T)] + asE [Z1Z26(T)] ) (3.65)

E[G(T)] + [Z1¢(T)] +

+
2Q22 1+ Oé,%
ag (a1 + ag\)T

2
1+af

_E 0% _ 1 arao (A + ag)T
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QAT

V1+a?

E[G(T)] -

E[G(T)]+

i57 =

-E[Z:0(T)] ) +

ozlag)\T

V1+a?
ag(a1 A+ ag)T

— E [Z2G(T)] + aoE [ Z3¢(T)] ) (3.66)

iss - E[ i ] MO (1))

002207 | 2099\/1 + a2
. V1+a? alag)\T
202 \\/1+a?

E[G(T)] +

1 (Ozlag)\7'2(0ll)\+a2) E[Z2G(T)] +

+
2922 1+ Oz,%

E[G(T)] +aE [22C2(T)]) (3.67)

2 T o « 27_ « « 272
ios - —E[§a§]=—(m—((fi;3)lg)/g )E[@(T)] (20 gy 4

(a1 + )T

V1+a?

_ _E[ 82€ :|:_( AT _(0624-)\041)(0(14‘)\@2)7'

~E[Z7¢(T)] -2 E[Z16(T)], (3.68)
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Oadag Vi+aZ (1+a2)3/2 ) E[G(T)]+
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(a1 + A (g + Aoy )72 (a1 + Aao)T
T ea Pl RG]
- %E [216(T)] - E[Z1226(T)], (3.69)
i B 825 B a1+)\a2
R e e
- (%E [G(T)]+E [Z1C2(T)]) V1+od, (3.70)
. %0 T (X + )7 (g + Aoy ) %72
i = E[a@]( Tira (radyn )Em(T)]—Q“—agE[@(T)h
~B[Z3¢(T)] - 2%E [Z262(T)], (3.71)
) 9% a9 + A
s = _E[aazaf]:_ 21+0z£IE[Cl(T)]Jr
—(%E[@(Tmmm@n) a2, 3.7
. 9% )
i = B[ 53] -0 aBiam] . (673

Ogni elemento della matrice di informazione attesa ¢ stato confrontato con 1’analogo otte-
nuto tramite integrazione numerica. Si ¢ utilizzata la routine cuhre del package R2Cuba
(Thomas Hahn & Kiéu, 2010) di R (R Development Core Team, 2010) per il calcolo delle
componenti della matrice d’informazione attesa numerica. Il confronto tra risultati numerici e

analitici fornisce un’indicazione di correttezza di questi ultimi.

3.3.2 Peculiarita della matrice d’informazione

Sia i(v) I’informazione attesa per un generico elemento sulla diagonale principale della
matrice di informazione. Se riparametrizziamo il parametro corrispondente da v a ¥(v) con

¥(-) monotona derivabile, I’informazione attesa di Fisher si modifica secondo una semplice
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regola e cio¢ I’informazione per ¢ ¢

{0'()} iw) (3.74)
v= (1))

Nel caso scalare dell’ESN il parametro di scala € stato parametrizzato con w, nel caso bi-
dimensionale invece con £2;;, con ¢ = 1,2, dove €2;; gioca il ruolo del quadrato di w. Detto
questo, quando dal caso bidimensionale ci si riconduce a quello scalare, la riparametrizzazio-

ne del parametro di scala modifica I’'informazione attesa del caso bidimensionale nel seguente

modo:
{0/ (w)} i(w) (3.75)
wew (1))
dove
P(w) = Qi = w?, (3.76)
quindi
’ -2 1
W'} == (3.77)

Come ¢ stato gia accennato, quanto 7 = 0 ci si riconduce alla distribuzione normale asimme-
trica, e ovviamente questa caratteristica si ¢ mantenuta anche per la matrice di informazione
attesa. Fissato 7 = 0 si & verificata numericamente, per varie combinazioni degli otto parame-
tri, 'uguaglianza tra gli elementi della matrice di informazione attesa della SN, studiata da
Arellano-Valle & Azzalini (2008) e la matrice di informazione ottenuta in questo lavoro per
I’ES Ny (chiaramente a meno dell’ultima riga e colonna che si riferiscono al parametro 7).
Questo risultato fornisce una indicazione di correttezza dei procedimenti adottati e dei risultati
ottenuti. Per una stessa combinazione di parametri, si ¢ verificato numericamente come 1’in-
troduzione dell’ottavo parametro 7 = 0 porti ad un diminuzione del valore del determinante

rispetto a quello di una SNa.
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Si introduce il seguente risultato sull’indipendenza condizionata a coppie per v.c. con di-
stribuzione F.S Ny (Capitanio et al., 2003). Successivamente si vede come la matrice di infor-
mazione attesa si partiziona a blocchi per alcune combinazioni di parametri. Per vedere cio

teniamo presente il seguente risultato (Capitanio et al., 2003).

Proposizione 3.7 (Indipendenza condizionata a coppie). Se Y ~ ESN(£,Q,a, 1), allora

Y; 1 Yj| il resto delle variabili
se e solo se sono rispettate allo stesso tempo le seguenti condizioni:
(a) 29 =0
( b ) ;0 = 0

dove QY indica la (i, j)—esima componente di Q"

Se Y ~ ESN»(£,Q,a, ), per particolari configurazioni dei parametri nel caso bidimensio-

nale dalla proposizione precedente otteniamo i seguenti risultati:

quando Q19 =0, a1 =0 e 7 = 0 risulta che
fESNz (y7 55 Qa «, 7—) = fN(ylv 517 Qll) X fSN(y27 525 9227 a?)a (378)
quando Q12 =0 e 1 = 0 risulta che

fEsn, (036,92, 0,7) = fn(y1; €1, Q1) x frsn (Y2; &2, a2, aa, 7). (3.79)

Riordinando le componenti in maniera opportuna, la matrice di informazione attesa per una
normale asimmetrica estesa bidimensionale si partiziona, rispettivamente per i due casi sopra-

citati, nel seguente modo:

in(0) | 0 in(0) | 0

Z(QA) = 9 Z(GB) =
0 ‘ isn(62) 0 ‘ ipsn(03)

dove 04 = (&1,&2, Q11,Qo2,2), 0B = (&1, &2, 1, Doz, 2, 7), 61 = (&1, Q11), 02 = (&2, 22, 2)
e 03 = (2,00, 0, 7).
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Figura 3.1: Determinante della matrice d’informazione attesa in funzione di «; per tre valori di 7,
dOVCfl :fl =0,0ég =0, Qu = QQQ = 1,912 =0

Si esamineranno ora alcune caratteristiche della matrice di informazione attesa, tra le quali
verra esaminata empiricamente la singolarita della matrice di informazione attesa per « — 0 e

per 7 — +oo. Le considerazioni che seguiranno sono frutto di risultanze numeriche e grafiche.

Fissato ap = 0, la matrice di informazione attesa tende ad essere singolare per av; — 0. Si
veda a proposito la Figura 3.1 che riporta tre curve per tre diversi valori di 7: in ascissa ¢ ripor-
tato i1l valore di o1 e in ordinata il valore del determinante della matrice di informazione attesa
in funzione di oy, il resto dei parametri sono fissati come segue: ¢ = (0,0)7, Q =diag(1,1).

Il determinante della matrice tende a O al tendere di a1 a 0. Questo succede per qualsiasi
scelta del parametro 7, il quale influisce solamente sulla velocita con cui il determinante si
annulla. Se si invertissero i ruoli di «; e as I’andamento della funzione del determinante
rimarrebbe invariato.

Dalla Figura 3.1, per ae = 0, vediamo come un insieme di valori di o1 che fanno tendere il
determinante a zero siano compresi tra —2 e 2. In Figura 3.2 si ¢ scelto allora di fissare aig = -2
e ao = 2 rispettivamente, mantenendo il resto dei parametri invariati. Osserviamo come i due

rafici siano identici tra loro, infatti il segno di & non influisce sull’andamento. La nuova scelta
fi dentici tra ] fatti il d fl 1I’and to. L It
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det(i(6))

aq aq

Figura 3.2: Determinanti della matrice d’informazione attesa in funzione di «; per tre valori di 7
e due diversi valori di aig, dove & = &1 = 0,811 = Q90 =1,015=0

di valori di o fa si che il determinante non si annulli &y - 0 come in Figura 3.1, ma tenda a
Zero per o — +00.

Vediamo ora in Figura 3.3, per una diversa tripletta di 7 (-2,0,2), come il determinante
tenda ad azzerarsi per a; — 0 quando ag = 0. La stessa situazione si era verificata anche in
precedenza, in questo caso variare i valori del parametro 7 non ha portato nessun beneficio in
termini di invertibilita della matrice per o = (0,0)7.

Dalla Figura 3.5 alla 3.10 quando a» = 1, 3 e 5 il determinante tende a zero per a; — *oo.
Si evidenzia chiaramente come la matrice sia singolare solo quando il parametro di asimmetria
a = (0,0) e non lo sia per altri valori.

Questo fenomeno risulta ancora pill chiaro dalle Figure 3.11, 3.12 e 3.13, 3.14 dove per un
fissato 7, la matrice sia singolare solo quando o = (0,0)7 e al crescere di aw, il determinante
tende ad annullarsi per valori di oy — +o00 .

Osserviamo ora gli stessi tipi di grafici invertendo il ruolo di a; e 7, dove il resto dei para-
metri sono fissati come in precedenza. In Fig. 3.15 e Fig. 3.16, si vede come il determinante
della matrice d’informazione tenda ad annullarsi quando 7 — +oo e che esso decresca molto

velocemente all’aumentare di o.
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Figura 3.3: Determinante della matrice d’informazione attesa in funzione di o; per tre valori di 7,
dove {1 =81 =0,2=0,11 =022 =1,0212=0.4
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Figura 3.4: Determinante della matrice d’informazione attesa in funzione di «; per tre valori di 7,
dove {1 =81 =0,2 =0, =Q22=1,012=0.4
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Figura 3.5: Determinante della matrice d’informazione attesa in funzione di «; per tre valori di 7,
dove {1 =& =0,a2 =1, 811 =92 = 1,012 =04
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Figura 3.6: Determinante della matrice d’informazione attesa in funzione di oy per tre valori di 7,
dove {1 =61 =0,00=1,Q11 = Q92 =1, =04
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Figura 3.7: Determinante della matrice d’informazione attesa in funzione di o per tre valori di 7,
dove &1 =61 =0,00=3,Q11 =Q22=1,0Q12 =04
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Figura 3.8: Determinante della matrice d’informazione attesa in funzione di oy per tre valori di 7,
dove 51 = 51 = 0,0ZQ = 3, Qll = QQQ = 1, ng =04
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Figura 3.9: Determinante della matrice d’informazione attesa in funzione di «; per tre valori di 7,
dove §;1 =61 =0,a0=5,Q11 =Q22=1,0Q12 =04
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Figura 3.10: Determinante della matrice d’informazione attesa in funzione di o per tre valori di 7,
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Figura 3.11: Determinante della matrice d’informazione attesa in funzione di a;;
per quattro valori di ag, dove &1 =& =0, 7= -2, Q17 =Q9 =1, =04
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Figura 3.12: Determinante della matrice d’informazione attesa in funzione di a;
per quattro valori di cg, dove €1 =& =0, 7=0, Q11 = Qo0 =1,012=04
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Figura 3.13: Determinante della matrice d’informazione attesa in funzione di a;
per quattro valori di ag, dove &1 =& =0, 7=-2, Q171 =Q90=1,Q15 =04
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Figura 3.14: Determinante della matrice d’informazione attesa in funzione di a;
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Figura 3.15: Determinante della matrice d’informazione attesa in funzione di 7
per quattro valori di v, dove £ = &1 =0, Q11 = Qo5 =1,0Q15=0
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Figura 3.16: Determinante della matrice d’informazione attesa in funzione di 7
per quattro valori di v, dove £ = &1 =0, Q11 = Q95 =1,015=0.4
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Si ¢ visto in Canale (2008) che la parametrizzazione centrata per ' SN scalare, seguendo
la strada ben nota in letteratura per i primi tre parametri e scegliendo di non riparametrizzare
7, ha portato ad alcuni benefici eliminando la singolarita della matrice in & = 0 e miglioran-
do la distribuzione delle stime di massima verosimiglianza. Tuttavia la parametrizzazione, nei
termini appena descritti, presenta dei limiti, infatti il parametro 7, non essendo stato ripara-
metrizzato, porta con sé i problemi di singolarita della matrice di informazione attesa quando
T — +oo e la difficolta numerica di massimizzare la log-verosimiglianza dovuta ai vincoli tra
parametri. Sembra verosimile che un’identica riparametrizzazione per il caso multidimensio-
nale porti agli stessi benefici e limiti, quindi la ricerca di una parametrizzazione alternativa per
il parametro 7 potrebbe essere la strada corretta per risolvere dei punti critici della distribuzione

ES N multidimensionale.
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Conclusioni

Lo studio delle distribuzioni di probabilita parametriche nasce dall’esigenza di descrivere i
fenomeni fisici, biologici, economici o sociali con delle espressioni che abbiano delle comode
proprieta matematiche, una buona flessibilita di adattamento ai dati, e da ultimo, ma non meno
importante, che siano una verosimile astrazione della realta che ben rappresenti il meccanismo
generatore dei dati oggetto di studio.

Dai primi sviluppi della teoria delle distribuzioni simmetriche perturbate ¢ emerso che, se
il fronte probabilistico ben si prestava agli sviluppi formali, gli aspetti di inferenza statisti-
ca presentavano punti critici. Ben poco ¢ invece noto circa le proprieta generali della classe
delle densita simmetriche perturbate multidimensionali. Lo sviluppo di una conoscenza piu
approfondita delle proprieta di questa ampia classe ¢ importante per poter tradurre la grande
generalita della formulazione in una effettiva fruibilita operativa.

Ancora pill importante ¢ lo sviluppo di strumenti di inferenza statistica, ambito in cui sono
ben noti aspetti critici. Questi ultimi hanno avuto finora solo una risposta parziale, essenzial-
mente limitata al caso di distribuzioni scalari, e incompleta anche in questo senso.

La normale asimmetrica estesa multidimensionale, di cui si ¢ occupato questo progetto di te-
si, si classifica come una distribuzione piu flessibile, grazie al parametro 7, e con una maggiore
capacita di adattamento ai fenomeni empirici quali 1’osservazione di campioni selezionati (si
pensi al meccanismo di generazione tramite troncamento latente).

Partendo dalla funzione di densita della distribuzione ESN bidimensionale si & arrivati a svi-
luppare delle espressioni, Cap.3, per la matrice di informazione osservata. Grazie al Lemma 3.6
valido nel caso k—dimensionale, formulato in questo lavoro di tesi, ¢ stato possibile calcolare
tutte le quantita dalla (3.21) alla (3.34). La matrice di informazione attesa ottenuta rappresenta
quindi un ulteriore passo in avanti nello studio delle proprieta formali della distribuzione ESN
multidimensionale.

Fissato 7 = 0 si ¢ verificata empiricamente 1’'uguaglianza tra gli elementi della matrice di

informazione attesa della SN, studiata da Arellano-Valle & Azzalini (2008) e la matrice di
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informazione ottenuta in questo lavoro (chiaramente a meno dell’ultima riga e colonna che si
riferiscono al parametro 7). Questo risultato fornisce una indicazione di correttezza dei proce-
dimenti adottati e dei risultati ottenuti. Per una stessa combinazione di parametri, si & verificato
numericamente come 1’introduzione dell’ottavo parametro 7 = 0 porti ad un diminuzione del
valore del determinante rispetto a quello di una S Ns.

Si & visto poi come la matrice di informazione attesa di una £S N>, riordinandone le com-
ponenti in maniera opportuna, si partizioni a blocchi per alcune specifiche combinazioni di
parametri, le quali rendono indipendenti le marginali della distribuzione £'.S Ns.

In ambito inferenziale, anche la distribuzione normale asimmetrica estesa bidimensionale
presenta le medesime problematiche delle altre distribuzioni normali asimmetriche nel caso
della parametrizzazione diretta, infatti le risultanze numeriche e grafiche evidenziano la singo-
larita della matrice di informazione attesa per w — 0 e per 7 — +oo. Per le altre distribuzioni
asimmetriche tuttavia il problema della singolarita & stato risolto con la cosiddetta parametriz-
zazione centrata, la quale offre sicuramente numerosi benefici. Da un lato semantico, i nuovi
parametri hanno un significato chiaro, pill intuitivo e famigliare. Come nel modello norma-
le, infatti, i primi due parametri rappresentano esattamente il primo e il secondo momento
centrato della distribuzione, mentre il terzo parametro vy, ne rappresenta il terzo centrato e stan-
dardizzato. Dal lato pratico e inferenziale, la parametrizzazione centrata elimina i problemi
che impedivano le operazioni d’inferenza sulla normale asimmetrica.

Si ¢ visto in Canale (2008) che la parametrizzazione centrata per ' 'SN scalare, seguendo
la strada ben nota in letteratura per i primi tre parametri e scegliendo di non riparametrizzare
7, ha portato ad alcuni benefici eliminando la singolarita della matrice in v = 0 e miglioran-
do la distribuzione delle stime di massima verosimiglianza. Tuttavia la parametrizzazione, nei
termini appena descritti, presenta dei limiti, infatti il parametro 7, non essendo stato ripara-
metrizzato, porta con sé i problemi di singolarita della matrice di informazione attesa quando
T — +oo e la difficolta numerica di massimizzare la log-verosimiglianza dovuta ai vincoli tra
parametri. Sembra verosimile che un’identica riparametrizzazione per il caso multidimensio-
nale porti agli stessi benefici e limiti, quindi la ricerca di una parametrizzazione alternativa per
il parametro 7 potrebbe essere la strada corretta per risolvere dei punti critici della distribuzione

ES N multidimensionale.
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Appendice A

Codice R

A.1 Calcolo della matrice di informazione osservata

Si riporta il codice R per il calcolo della funzione di log-verosimiglianza della F.S N5 e quello
per il calcolo della matrice di informazione osservata. La funzione zeta ¢ disponibile sulla

pagina web http://azzalini.stat.unipd.it/SN/esn.R.

n
#*

log-likelihood

O — R R R R
esn.biv.l1l<-

function(dp = NULL, yl1, y2) {

# log-likelihood ESN_2

xil <- dp[1l]

xi2 <- dp[2]

Omegall <- dp[3]
Omegal2 <- dpl[4]
Omega22 <- dp[5]
alphal <- dp[6]
alpha2 <- dp[7]

tau <- dp[8]

z1l <- (yl - xil)/sqrt (Omegall)

z2 <- (y2 - xi2)/sqrt (Omega22)

lambda <- Omegal2/sqrt (Omegall * Omega22)

omegab <- matrix(c(l, lambda, lambda, 1), 2, 2)

alpha0 <- tau * sqgrt(l + (alphal”2) + (alpha2”2) + 2 % alphal x alpha2 * lambda)
t <- (alphaO + alphal x zl + alpha2 * z2)

zetaOtau <- (sn::zeta(0, tau)

zetaOt <- (sn::zeta(0, t))
11 <- -0.5 % log(Omegall) - 0.5  log(Omega22) - 0.5 % log(l - lambda”2) - (0.5/(1 -

lambda”2)) * (z172 + 22”2 - 2 * lambda » zl = z2) + zetalOt - zetaOtau

11
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e

# function esn.obs.info

#

# Description

# COMPUTES THE OBSERVED INFORMATION MATRIX FOR THE EXTENDED BIVARIATE SKEW NORMAL DISTRIBUTION
# in the DP parametrizations.

#

# Usage

# esn.obs.info(dp,yl,y2)

#

# Arguments

# dp vector of direct parameters

#

# Example

#

# info <- esn.obs.info(dp=c(0,0,1,0.6,1,2,3,1),y1=2,y2=4)
# location xil<-dp[l] xi2<-dp[2]

# scale Omegall<-dp[3] Omegal2<-dp[4] Omega22<-dp[5]

# trunc tau<-dp[8]

#
esn.obs.info<-
function(dp = NULL, y1, y2) {

#COMPUTES THE OBSERVED INFORMATION MATRIX FOR THE EXTENDED BIVARIATE SKEW

#NORMAL DISTRIBUTION in the DP parametrizations.

xil <- dp[1]
xi2 <- dp[2]

x1 <= c(xil, xi2)

Omegall <- dp[3]
Omegal2 <- dpl[4]
Omega22 <- dp[5]
Omega <- matrix(c(Omegall, Omegal2, Omegal2, Omega22), 2, 2)

alphal <- dp[6]
alpha2 <- dp[7]
alpha <- c(alphal, alpha2)

tau <- dp[8]

z1 <- (yl - xil)/sqgrt (Omegall)

z2 <- (y2 - xi2)/sqrt (Omega22)

lambda <- Omegal2/sqgrt (Omegall * Omega22)

alpha0O <- tau % sqrt(l + (alphal”2) + (alpha2”2) + 2 % alphal % alpha2 * lambda)
t <- (alpha0 + alphal % zl + alpha2 x z2)

alphastar <- (alphal”2) + (alpha2”2) + 2 % alphal % alpha2 * lambda
den <- sqgrt(l + alphastar)

zetal <- (sn::zeta(l, t))
zeta2 <- (sn::zeta(2, t))
zetaltau <- (sn::zeta(l, tau))
zeta2tau <- (sn::zeta(2, tau))

411 <- (-1/0Omegall) = ((1 - lambda”2)”~(-1) - (alphal”2) * zeta2)

jl2 <- (1/sgrt (Omegall * Omega22)) * ((lambda/ (1 - lambda”2)) + alphal % alpha2 =*
zeta2)
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313 <- (lambda * z2 - zl1)/((1 - lambda”2)"2 x (Omegall”(3/2))) + (alphal/ (2 «
Omegall” (3/2))) * ((alphal * alpha2 * lambda * tau)/den + alphal * zl) =
zeta2 + (alphal/ (2 » Omegall”(3/2)))  zetal

jl4 <- -(2 % lambda * (lambda * z2 - z1))/((l1 - lambda”2)”"2 % Omegall  sqgrt (Omega22)) -
(z2)/((1 - lambda”2) * Omegall * sqgrt(Omega22)) - (alphal”2 = alpha2 * tau)/(Omegall =

sqgrt (Omega22) * den) * zeta2

j15 <- (lambda * (22 - zl * lambda))/((1 - lambda”2)”2 * Omega22 * sqrt (Omegall)) +
(alphal/ (2 » Omega22 * sqrt (Omegall))) * ((alphal » alpha2 * lambda * tau)/den +
alpha2 % z2) * zeta2

j16 <- —(alphal/sgrt (Omegall)) * (((alphal + lambda * alpha2) = tau)/(den) +
z1) % zeta2 - (1/sgrt(Omegall)) »* zetal

j17 <- -(alphal/sqgrt (Omegall)) +* (((alpha2 + lambda = alphal) * tau)/(den) +

z2) * zeta2

j18 <- -((alphal * den)/sqrt (Omegall)) x zeta2

j22 <= (-1/Omega22) * ((1 - lambda~2)”(-1) - (alpha2”2)  zeta2)

j23 <- (lambda * (zl1 - z2 % lambda))/((1 - lambda”2)”2 * Omegall * sqgrt (Omega22)) +
(alpha2/ (2 » Omegall * sqrt (Omega22))) =+ ((alphal » alpha2 * lambda * tau)/den +
alphal % zl) x zeta2

j24 <- - (2  lambda * (lambda * z1 - z2))/((l1 - lambda”2)”"2 * Omega22 * sqgrt (Omegall)) -
(z1)/((1 - lambda”2) % Omega22 * sgrt(Omegall)) - (alpha2”2 x alphal % tau)/(Omega22 *
sqgrt (Omegall) +* den) * zeta2

j25 <= (lambda = zl1 - z2)/((1 - lambda”2)"2 % (Omega22”(3/2))) + (alpha2/(2 «
Omega22”(3/2))) * ((alphal % alpha2 % lambda % tau)/den + alpha2 * z2) »*
zeta2 + (alpha2/(2 » Omega22”(3/2))) x zetal

j26 <- -(alpha2/sqgrt (Omega22)) = (((alphal + lambda * alpha2) * tau)/(den) +

z1l) * zeta2

j27 <- -(alpha2/sqgrt (Omega22)) * (((alpha2 + lambda * alphal) * tau)/(den) +
z2) * zeta2 - (1/sgrt (Omega22)) =* zetal

j28 <- -((alpha2 * den)/sqrt (Omega22)) =* zeta2

333 <- (lambda”2 - 2172 + 2 % zl % z2 x lambda)/((Omegall”2) % (1 - lambda”2)) +
(4 % lambda”3 % zl % 22 - 2 % lambda”2 x z172 - lambda”2 % z2"2)/((Omegall”2) =
(1 - lambda”2)”~2) - (lambda”4 * (z1"2 + z2"2 - 2 * z1 % z2 % lambda))/((Omegall”2) =*
(1 - lambda”2)”"3) + 1/(2 % Omegall”2) + lambda”4/((2 % Omegall”2) * (1 -
lambda”2)~2) + (1/(4 % Omegall”2)) = ((3 » alphal * alpha2 * tau * lambda)/den -
(alphal”2 * alpha2”2 % tau = lambda”2)/den”(3) + 3 * alphal  zl) * zetal +
(1/(4  Omegall”~2)) = ((alphal x alpha2 = tau » lambda)/den + alphal * z1)"2 *

zeta2

334 <= (-1 » (lambda + zl * 2z2)/((1 - lambda”2) = (Omegall”(3/2)) * sqgrt(Omega22))) +
(2 % lambda * z1”2 + lambda * z272 - 5 % lambda®2 * zl » z2 - lambda”3)/(((1 -
lambda”2)"2) x (Omegall”(3/2)) % sqrt(Omega22)) + (2 % lambda”3 % (z1"2 +
2272 = 2 % z1 % z2 x lambda))/(((1 - lambda”2)”3) * (Omegall”(3/2)) * sqgrt(Omega22)) +
(((alphal”2) * (alpha2”2) = tau * lambda)/(2 = (Omegall”(3/2)) = sqrt (Omega22) =
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i35

337

538

j44

546

355

den”3) - (alphal =
den)) «* zetal - ((

alpha2 * tau)/((2 * Omegall”(3/2)) = sqrt (Omega22) =*

(alphal % alpha2 % tau)/(2 * (Omegall”(3/2)) =* sqrt(Omega22)

den)) = ((alphal * alpha2 x lambda % tau)/den + alphal * zl) * zeta2)

<- lambda”2 * (6 * lambda * zl * z2 - 2 % z172 — 2 % 22”2 + lambda”2)/(2 =*

Omegall * Omega22 * (1
Omegall * Omega22 (1
z2 % lambda)/ (Omegall

lambda * tau)/ (4 % Omegall % Omega22 » den)) * (1 - (alphal % alpha2 % lambda)/ (1 +

alphastar)) * zetal +
tau) /den + alphal * =zl
z2) = zeta2

<- (1/(2  Omegall)) =

- lambda”2)”"2) + (2 * z1 x z2 x lambda + lambda”2)/ (2 *
- lambda”2)) - lambda™4 * (zl1"2 + 2272 - 2 % z1 *
* Omega22 x (1 - lambda”2)”3) + ((alphal * alpha2 x

(1/(4 * Omegall % Omega22)) = ((alphal » alpha2 * lambda *
) * ((alphal * alpha2 % lambda * tau)/den + alpha2 »*

((alphal % alpha2 % lambda * (alpha2 » lambda + alphal) =

tau)/(den”(3)) - (alpha2 * lambda * tau)/(den) - zl) * zetal - (1/(2 * Omegall)

((alphal * alpha2 % lambda * tau)/den + alphal * zl) * (((alpha2 * lambda +

alphal) = tau)/den + z

<- (1/(2 * Omegall)) =

1) = zeta2

((alphal % alpha2 » lambda * (alphal % lambda + alpha2) =*

tau)/(den”(3)) - (alphal * lambda * tau)/(den)) =* zetal - (1/(2 x Omegall)) =*

((alphal * alpha2 % lambda * tau)/(den) + alphal * zl) * (((alpha2 + alphal =

lambda) * tau)/(den) +

<- —((alphal % alpha2
Omegall)) «* ((alphal *

<= (1/((1 - lambda”2)

2272 + 2 % lambda”2)/(

(z1°2 + z2"2 - 2 * zl

((alphal”2 + alpha2”2
zetal/den)

<- —(lambda + zl * z2)

z2) = zeta2

% lambda)/ (2 * Omegall x den)) =* zetal - (den/ (2 *
alpha2 » lambda * tau)/den + alphal % zl)  zeta2

* Omegall * Omega22)) + (6 % lambda x zl x z2 — z1"2 -

((1 - lambda”2)”"2) % Omegall * Omega22) - (4 » lambda”2 *
* z2 % lambda))/(((1 - lambda”2)”3) » Omegall * Omega22) +
* tau)/(Omegall » Omega22 * den”2)) =* (tau * zeta2 -

/((1 - lambda”2) * Omega22”(3/2) =* sqrt(Omegall)) +

(2 * lambda * 2272 + lambda * 2172 - 5 x lambda”2 * zl x z2 - lambda”3)/((1 -

lambda”2) "2 x Omega22”(3/2) * sqrt(Omegall)) + (2 » lambda”3 * (z1"2 +
z2"2 = 2 % z1 % z2 » lambda))/((1 - lambda”2)”"3 % Omega22”(3/2) = sqrt (Omegall)

((alphal”2 % alpha2”2
den”3) - (alphal =

* tau x lambda)/ (2 » Omega22”(3/2) * sqrt (Omegall) »*
alpha2 % tau)/(2 % Omega22”(3/2) = sqgrt (Omegall) =

den)) * zetal - ((alphal % alpha2 * tau)/(2 * Omega22”(3/2) * sqgrt(Omegall)

den)) = ((alphal % alpha2 x lambda * tau)/den + alpha2 % z2) % zeta2

<- (alpha2 * tau)/(sqgrt (Omegall * Omega22) * den) x (1 - (alphal » (alpha2

lambda + alphal))/den”
Omega22) * den) x (((a

2) * zetal + (alphal x alpha2 * tau)/(sgqrt (Omegall =
lphal + lambda % alpha2)  tau)/den + zl) * zeta2

<- (alphal % tau)/(sqgrt (Omegall x Omega22) x den) * (1 - (alpha2 % (alphal =

lambda + alpha2))/den”
Omega22)  den) * (((a

<- ((alphal * alpha2)/

<- (lambda”2 - z2"2 +
(4 x lambda”3 * zl * z
(1 - lambda”2)"2)
(1 - lambda”2)"3) + 1/
lambda®2)*2) + (1/(4 =
(alphal”2 % alpha2”2 =
(1/(4 * Omegal22”2)) =«

zeta2

2) % zetal + (alphal + alpha2 x tau)/(sqrt (Omegall =
lpha2 + lambda % alphal) = tau)/den + z2) * zeta2

sgrt (Omegall * Omega22)) =* (zetal/den + tau » zeta2)

2 % z1 % z2 % lambda)/ ((Omega22”72) * (1 - lambda”“2)) +
2 - 2 » lambda”2  z2"2 - lambda”2 x z172)/((Omega22”2) =*

- (lambda™4 * (2172 + 22”2 - 2 % z1 % z2 % lambda))/((Omega22"2)

(2 = Omega22”2) + lambda”4/((2 % Omega22”2) * (1 -
Omega22”2)) * ((3 % alphal % alpha2 * tau * lambda)/den -
tau * lambda”2)/den”(3) + 3 * alpha2 = z2) * zetal +
((alphal % alpha2 % tau * lambda)/den + alpha2 * z2)"2 =
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j56 <= (1/(2 » Omega22)) =* ((alphal * alpha2 x lambda * (alpha2 * lambda + alphal) =*
tau)/(den”(3)) - (alpha2 * lambda * tau)/(den)) =* zetal - (1/(2 x Omega22)) =*
((alphal * alpha2 % lambda * tau)/(den) + alpha2 * z2) * (((alphal + alpha2 =
lambda) * tau)/(den) + zl) % zeta2

357 <= (1/(2 % Omega22)) * ((alphal * alpha2 % lambda * (alphal » lambda + alpha2) =
tau)/(den”(3)) - (alphal * lambda * tau)/(den) - z2) * zetal - (1/(2 x Omega22)) =
((alphal * alpha2 % lambda * tau)/den + alpha2 * z2) * (((alphal % lambda +
alpha2) * tau)/den + z2) % zeta2

j58 <- —((alphal * alpha2  lambda)/ (2 % Omega22 x den)) =* zetal - (den/ (2 *
Omega22)) = ((alphal * alpha2 % lambda * tau)/den + alpha2 » z2) * zeta2

j66 <- (tau/den - (((alpha2 % lambda + alphal)”2 % tau)/den”(3))) = zetal + (((alphal +
lambda * alpha2) + tau)/den + z1)"2 * zeta2

j67 <- ((lambda * tau)/den - ((alpha2 + lambda = alphal) * (alphal + lambda *
alpha2) * tau)/den”3) % zetal + (((alphal + lambda * alpha2) = tau)/den +
z1l) % (((alpha2 + lambda = alphal) * tau)/den + z2) * zeta2

j68 <- ((alphal + lambda * alpha2)/den) % zetal + (((alphal + lambda x alpha2) *

tau) /den + zl) * den * zeta2

377 <- (tau/den - (((alphal % lambda + alpha2)”2 % tau)/den”(3))) = zetal + (((alpha2 +
lambda * alphal) « tau)/den + z2)"2 * zeta2

j78 <- ((alpha2 + lambda * alphal)/den) % zetal + (((alpha2 + lambda * alphal) =

tau) /den + z2) * den x zeta2
j88 <- den”2 % zeta2 - zetaltau

rl <- c(j11, 312, 313, 314, 315, jl6, 317, 318)
r2 <- c(jl2, 322, 323, j24, 325, 326, 327, 328)
r3 <- c(3j13, 323, 333, 334, 335, 336, 337, 338)
rd <- c(jl4, 324, 334, j44, 345, 346, 47, j48)
r5 <- c(j15, 325, 335, 345, 355, 356, 357, 358)
r6 <- c(jlé6, j26, 336, 3j46, 356, 66, 367, 68)
r7 <- c(317, 327, 337, 347, 357, 367, 377, 378)
r8 <- c(j18, 3j28, 338, j48, jS58, 368, 378, j88)

j.dp <- matrix(rbind(rl, r2, r3, r4, r5, r6, r7, r8), 8, 8)

list (obs.info.dp = j.dp)
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A.2 Calcolo della matrice di informazione attesa

Si riporta il codice R utile per il calcolo della matrice di informazione attesa. Le funzioni
dmesn e zeta sono disponibili sulla pagina web http://azzalini.stat.unipd.it/
SN/esn.R. La routine cuhre appartiene al package R2Cuba (Thomas Hahn & Kiéu, 2010)

di R (R Development Core Team, 2010).

function esn.infoMultiv

Description
COMPUTES THE EXPECTED INFORMATION MATRIX FOR THE EXTENDED BIVARIATE SKEW NORMAL DISTRIBUTION

in the DP parametrizations.

Usage

esn.infoMultiv (dp)

Arguments

dp vector of direct parameters

Example

info <- esn.infoMultiv(dp=c(0,0,1,0.6,1,2,3,1))
location xil<—dp[l] xi2<-dp[2]
scale Omegall<-dp[3] Omegal2<-dp[4] Omega22<-dp[5]

trunc tau<-dp[8]

R I R T I R I SR

esn.infoMultiv<—
function(dp = NULL) {
#COMPUTES THE EXPECTED INFORMATION MATRIX FOR THE EXTENDED BIVARIATE SKEW

#NORMAL DISTRIBUTION in the DP parametrizations.

xil <- dp[1]
xi2 <- dp[2]

xl <= c(xil, xi2)

Omegall <- dp[3]
Omegal2 <- dp[4]
Omega22 <- dp[5]
Omega <- matrix(c(Omegall, Omegal2, Omegal2, Omega22), 2, 2)

alphal <- dp[6]
alpha2 <- dp[7]
alpha <- c(alphal, alpha2)

tau <- dp[8]

lambda <- Omegal2/sqrt (Omegall x Omega22)

Omegab <- matrix(c(1l, lambda, lambda, 1), 2, 2)

alphastar <- (alphal”2) + (alpha2”2) + 2 * alphal % alpha2 * lambda
alpha0 <- tau % (sqgrt(l + alphastar)

den <- sqgrt(l + alphastar)
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zetaltau <- (sn::zeta(l, tau))

zeta2tau <- (sn::zeta (2, tau))

delta <- Omegab %+% alpha $x% (1/(sqgrt(l + t(alpha) %+% Omegab %+% alpha)))
deltal <- (alphal + lambda * alpha2)/den

delta2 <- (alpha2 + lambda * alphal)/den

v1ll <- (1 + alpha2”2 * (1 - lambda”2))/(l + alphastar
v22 <- (1 + alphal”2 * (1 - lambda”2))/(1 + alphastar
v12 <- (lambda - alphal * alpha2 % (1 - lambda”2))/(l + alphastar

E_Z <- zetaltau * delta

E_Z1 <- zetaltau x deltal

E_72 <- zetaltau « delta2

E_217Z2 <- lambda + deltal * delta2 = (zetaltau”2 + zeta2tau)
E_Z1g <- 1 + deltal”2 x (zeta2tau + zetaltau”2)

E_Z2q <- 1 + delta2”2 * (zeta2tau + zetaltau"2)

# calcolo numerico delle quantitéé a_jp, a_ij, a_0

zetalg <- function(z, xi, Omegab, alpha, tau) {
lambda <- Omegal2/sqgrt (Omegall * Omega22)
alpha0O <- tau % (sgrt(l + alphal”2 + alpha2”2 + 2 % alphal * alpha2 x lambda))
t <- (alpha0 + alphal % z[1] + alpha2 * z[2])
(sn::zeta(l, t))"2 % dmesn(z, xi = rep(0, 2), Omega = Omegab, alpha = alpha,
tau = tau)
}
a0 <- dcuhre(zetalq, rep(-5, 2), rep(5, 2), epsabs = le-10, epsrel = le-10, xi = rep(0,
2), Omegab = Omegab, alpha = alpha, tau = tau)$result

# al_l

z1_zetalqg <- function(z, xi, Omegab, alpha, tau) {
lambda <- Omegal2/sqgrt (Omegall * Omega22)
alpha0 <- tau % (sgrt(l + alphal”2 + alpha2”2 + 2 % alphal * alpha2 x lambda))
t <- (alpha0 + alphal % z[1] + alpha2 * z[2])
z[1] % (sn::zeta(l, t))"2 % dmesn(z, xi = rep(0, 2), Omega = Omegab, alpha = alpha,
tau = tau)
}
al_1 <- dcuhre(zl_zetalqg, rep(-5, 2), rep(5, 2), epsabs = le-10, epsrel = le-10,
xi = rep(0, 2), Omegab = Omegab, alpha = alpha, tau = tau)$result

# a2_1

z2_zetalqg <- function(z, xi, Omegab, alpha, tau) {
lambda <- Omegal2/sqgrt (Omegall * Omega22)
alpha0O <- tau % (sqgrt(l + alphal”2 + alpha2”2 + 2 % alphal * alpha2 x lambda))
t <- (alpha0 + alphal % z[1] + alpha2 * z[2])
z[2] % (sn::zeta(l, t))"2 % dmesn(z, xi = rep(0, 2), Omega = Omegab, alpha = alpha,
tau = tau)
}
a2_1 <- dcuhre(z2_zetalq, rep(-5, 2), rep(5, 2), epsabs = le-10, epsrel = le-10,
xi = rep(0, 2), Omegab = Omegab, alpha = alpha, tau = tau)$result

# al_2
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Zlg_zetalqg <- function(z, xi, Omegab, alpha, tau) {
lambda <- Omegal2/sgrt (Omegall * Omega22)
alpha0 <- tau % (sqgrt(l + alphal”2 + alpha2”2 + 2 x alphal * alpha2 x lambda))
t <- (alphaO + alphal % z[1l] + alpha2 * z[2])
z[1]172 % (sn::zeta(l, t))"2 % dmesn(z, xi = rep(0, 2), Omega = Omegab, alpha = alpha,
tau = tau)
}
al_2 <- dcuhre(Zlg_zetalq, rep(-5, 2), rep(5, 2), epsabs = le-10, epsrel = le-10,
xi = rep(0, 2), Omegab = Omegab, alpha = alpha, tau = tau)$result

# a2_2

Z2q_zetal <- function(z, xi, Omegab, alpha, tau) {
lambda <- Omegal2/sgrt (Omegall * Omega22)
alpha0O <- tau % (sqgrt(l + alphal”2 + alpha2”2 + 2 x alphal * alpha2 x lambda))
t <- (alphaO + alphal % z[1] + alpha2 * z[2])
z[2]172 * (sn::zeta(l, t))"2 % dmesn(z, xi = rep(0, 2), Omega = Omegab, alpha = alpha,
tau = tau)
}
a2_2 <- dcuhre(Z2q_zetal, rep(-5, 2), rep(5, 2), epsabs = le-10, epsrel = le-10,
xi = rep(0, 2), Omegab = Omegab, alpha = alpha, tau = tau)$result

# al2
7122_zetalq <- function(z, xi, Omegab, alpha, tau) {
lambda <- Omegal2/sqgrt (Omegall * Omega22)
alpha0O <- tau % (sqgrt(l + alphal”2 + alpha2”2 + 2 x alphal * alpha2 x lambda))
t <- (alphaO + alphal % z[1] + alpha2 * z[2])
z[1] % z[2] * (sn::zeta(l, t))”2 % dmesn(z, xi = rep(0, 2), Omega = Omegab,

alpha = alpha, tau = tau)

al2 <- dcuhre(zZ1Z2_zetalq, rep(-5, 2), rep(5, 2), epsabs = le-10, epsrel = le-10,
xi = rep(0, 2), Omegab = Omegab, alpha = alpha, tau = tau)$result

Ezeta_1l <- (sn::zeta(l, tau))/den

E_Z71_zetal <- -tau *» deltal = Ezeta_l

E_22_zetal <- -tau * delta2 * Ezeta_l

Ezeta_2 <- -(alpha0 - tau x t(alpha) %*% delta) x Ezeta_l - a0
E_Z1_zeta2 <- - (-alpha0 * tau » deltal + alphal * (tau”2 * deltal”2 + v1l) +

alpha2 % (tau”2 * deltal % delta2 + v12)) % Ezeta_l - al_l

E_Z2_zeta2 <- —(-alpha0 % tau * delta2 + alpha2 = (tau”2 * delta2”2 + v22) +
alphal = (tau”2 * deltal % delta2 + v12)) = Ezeta_l - a2_1

EZlg_zeta2 <- -(alpha0 * (v11l + tau”2 % deltal”2) - alphal x tau x deltal * (tau”2 «
deltal”2 + 3 * v1l) + alpha2 * tau * ((vl12/v11l) = deltal - delta2) =* (tau”2 =
deltal”2 + v1l) - alpha2 = tau x deltal » (v12/v11l) * (tau”2 x deltal”2 +

3 x vll)) = Ezeta_l - al_2

EZ2g_zeta2 <- -(alpha0 % (v22 + tau”2 x delta2”2) - alpha2 x tau x delta2 x (tau”2 «
delta2”2 + 3 * v22) + alphal * tau » ((v12/v22) * delta2 - deltal) * (tau"2 *
delta2”2 + v22) - alphal = tau x delta2 » (v12/v22) x (tau”2 x delta2”2 +

3 x v22)) = Ezeta_l - a2_2
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E_21z2_zeta2 <- -(alpha0 * (v12 + tau”2 % deltal = delta2) + alphal * tau * ((v12/v11) =

deltal - delta2)

+« (tau”2 % deltal”2 + vll) - alphal * tau * deltal = (v12/v1l) =*

(tau”2 * deltal”2 + 3 % v1l) + alpha2 x tau » ((v12/v22) * delta2 - deltal) =

(tau”2 » delta2”2 + v22) - alpha2 x tau * delta2  (v12/v22) = (tau”2 * delta2”2 +

3 % v22)) * Ezeta_l - al2

ill <- (1/Omegall) = ((1 - lambda”2)”(-1) - (alphal”2) x Ezeta_2)

il2 <- (-1/sgrt(Omegall x Omega22)) =* ((lambda/(l - lambda”2)) + alphal * alpha2 =
Ezeta_2)

i13 <- - (lambda * E_22 - E_21)/((1 - lambda”2)"2 % (Omegall”(3/2))) - (alphal/(2 *

Omegall” (3/2)))

*

(((alphal % alpha2 % lambda % tau)/den) * Ezeta_2 + alphal =

E_Z1_zeta2) - (alphal/(2 * Omegall”(3/2))) * Ezeta_l

il4 <- (2 * lambda =

(lambda = E_Z2 - E_Z1))/((1 - lambda”2)”2  Omegall * sqrt (Omega22))

(E_Z2)/((1 - lambda”2) * Omegall * sqgrt (Omega22)) + ((alphal”2 % alpha2

tau) / (Omegall  sqrt (Omega22) * den)) % Ezeta_2

115 <- —(lambda * (E_Z2 - E_Z1 * lambda))/((1 - lambda”2)”"2 x Omega22 * sqrt (Omegall)) -

(alphal/ (2 % Omega22 % sqrt(Omegall))) = (((alphal * alpha2 = lambda % tau)/den) =

Ezeta_2 + alpha2 x E_Z2_zeta2)

il6 <- (alphal/sgrt (Omegall)) = ((((alphal + lambda * alpha2) = tau)/(den)) =*

Ezeta_2 + E_Z1_zeta2) + (1/sqrt(Omegall)) = Ezeta_l

i17 <- (alphal/sqgrt (Omegall)) = ((((alpha2 + lambda * alphal) * tau)/(den)) =

Ezeta_2 + E_Z2_zeta2)

i18 <- ((alphal % den)/sqrt (Omegall)) =* Ezeta_2

i22 <- (1/Omega22) =«

((1 - lambda”2)”(-1) - (alpha2”2) * Ezeta_2)

i23 <- —(lambda * (E_Z1 - E_Z2 % lambda))/((1 - lambda”2)”2 * Omegall * sqgrt (Omega22)) -

(alpha2/ (2 % Omegall % sqrt(Omega22))) = (((alphal % alpha2 = lambda % tau)/den) =

Ezeta_2 + alphal x E_Zl_zeta2)

i24 <- (2 * lambda =

(lambda = E_Z1 - E_Z2))/((1 - lambda”2)"2 » Omega22 * sqrt (Omegall)

(E_Z1)/((1 - lambda”2) x Omega22 * sqgrt(Omegall)) + ((alpha2”2 % alphal

tau) / (Omega22 * sqgrt (Omegall) = den)) * Ezeta_2

i25 <- —(lambda * E_Z1 - E_2Z2)/((1 - lambda”2)”"2 * (Omega22”(3/2))) - (alpha2/(2 *

Omega22”(3/2)))

*

(((alphal * alpha2 % lambda * tau)/den)  Ezeta_2 + alpha2 =

E_72_zeta2) - (alpha2/(2 » Omega22”(3/2))) = Ezeta_l

i26 <- (alpha2/sqgrt (Omega22)) = ((((alphal + lambda * alpha2) * tau)/(den)) =

Ezeta_2 + E_Z1_zeta2)

i27 <- (alpha2/sqgrt (Omega22)) = ((((alpha2 + lambda * alphal) =* tau)/(den)) *

Ezeta_2 + E_Z2_zeta2) + (1/sqrt(Omega22)) * Ezeta_l

i28 <- ((alpha2 % den)/sqrt (Omega22)) =* Ezeta_2

i33 <- -(lambda”2 - E_Zlg + 2 * E_Z1Z2 » lambda)/((Omegall”2) (1 - lambda”2)) -
(4 % lambda”3 % E_Z1Z2 - 2 x lambda”2 * E_Zlg - lambda”2 % E_Z2q)/((Omegall”2) =
(1 - lambda”2)”~2) + (lambda”4 * (E_Zlg + E_Z2q - 2 % E_2122 x lambda))/((Omegall”"2)

(1 - lambda”2)"3

)

- 1/(2  Omegall”2) - lambda”4/((2 * Omegall”2) * (1 -
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lambda”2)~2) - (1/(4 % Omegall”2)) x (((3 » alphal * alpha2 % tau * lambda)/den) =*
Ezeta_l - ((alphal”2 % alpha2”2 % tau % lambda”2)/den”(3)) = Ezeta_l + 3 »*
alphal * E_Z1_zetal) - (1/(4 * Omegall”2)) » (((alphal”2 * alpha2”2 % tau”2 =

lambda”2) /den”2) * Ezeta_2 + alphal”2 * EZlqg_zeta2 + ((2 » alphal”2 x alpha2
tau * lambda)/den) * E_Z1_zeta2)

i34 <= ((lambda + E_2122)/((l - lambda"2) * (Omegall”(3/2)) * sqgrt(Omega22))) -
(2 » lambda * E_Z1lg + lambda * E_Z2g - 5 » lambda”2 * E_Z1Z2 - lambda’3)/(((1 -
lambda”2)"~2) % (Omegall”(3/2)) * sqgrt(Omega22)) - (2 % lambda”3 x (E_Zlg +
E_Z2q - 2 %= E_Z1Z2 * lambda))/(((1 - lambda”2)"3) % (Omegall”(3/2)) =* sqrt (Omega22))
(((alphal~2) = (alpha2”2) * tau * lambda)/ (2 x (Omegall”(3/2)) = sqrt(Omega22) =

den”3) - (alphal * alpha2 % tau)/((2 * Omegall”(3/2)) * sqgrt (Omega22) =
den)) = Ezeta_l + (((alphal % alpha2 % tau)/(2 * (Omegall”(3/2)) * sqrt(Omega22)
den)) % (((alphal * alpha2 % lambda * tau)/den) = Ezeta_2 + alphal * E_Z1l_zeta2))

i35 <= - (lambda”4 + 6 * lambda”3 x E_Z1Z2 - 2 % lambda”2 *» E_Z1lg - 2 * lambda’2 =x
E_Z2q)/(2 x Omegall x Omega22 * (1 - lambda”2)"2) - (lambda”2)/(2 % Omegall =
Omega22 * (1 - lambda”2)) - (lambda » E_Z1%2)/(Omegall * Omega22 x (1 - lambda”2)) +
(lambda”4 * (E_Zlg + E_Z2g - 2 = E_Z1Z2 » lambda))/(Omegall * Omega22 * (1 -

lambda”2)"~3) - ((alphal * alpha2 x lambda * tau)/(4 * Omegall % Omegal22 *
den)) % (1 - (alphal * alpha2 * lambda)/(l1 + alphastar)) * Ezeta_l - ((alphal
alpha2) /(4 * Omegall * Omega22)) =* (((alphal » alpha2 * lambda”2 * tau”2)/den”2) =«

Ezeta_2 + ((alpha2  lambda * tau)/den) * E_Z2_zeta2 + ((alphal x lambda *
tau) /den) * E_Z1_zeta2 + E_Z122_zeta?2)

i36 <= —(1/(2 % Omegall)) * (((alphal * alpha2 % lambda * (alpha2 * lambda +
alphal) * tau)/(den”(3))) = Ezeta_l - ((alpha2 » lambda * tau)/(den)) * Ezeta_l -
E_Z71_zetal) + (1/(2 » Omegall))  (((alphal % alpha2 » lambda * tau”2 x (alpha2

lambda + alphal))/den”2) = Ezeta_2 + ((alphal » alpha2 * lambda * tau)/den) =
E_Z1_zeta2 + ((alphal * (alpha2 % lambda + alphal) * tau)/den) * E_Z1l_zeta2 +

alphal = EZlg_zeta2)

i37 <= =(1/(2 % Omegall)) = ((alphal * alpha2 = lambda * (alphal % lambda + alpha2) =*
tau)/ (den” (3)) - (alphal * lambda * tau)/(den)) * Ezeta_l + (1/(2  Omegall)) =
(((alphal * alpha2 % lambda * tau”2 * (alpha2 + alphal x lambda))/(den)"2) «*
Ezeta_2 + ((alphal * alpha2 % lambda = tau)/(den)) * E_Z2_zeta2 + ((alphal =
(alpha2 + alphal x lambda) * tau)/(den)) » E_Z1_zeta2 + alphal * E_Z12Z2_zeta2)

138 <- ((alphal x alpha2 % lambda)/ (2 * Omegall % den)) * Ezeta_l + (den/(2 x
Omegall)) * (((alphal * alpha2 % lambda % tau)/den) * Ezeta_2 + alphal =
E_Z1_zeta2)

i44 <- —(1/((1 - lambda”2) * Omegall * Omega22)) - (6 % lambda * E_z1z2 - E_zlqg -
E_Z2q + 2 » lambda”2)/(((1 - lambda”2)”"2) % Omegall » Omega22) + (4 * lambda”2 =
(E_Z1g + E_Z2q - 2 % E_2122 = lambda))/(((1 - lambda”2)”"3) % Omegall x Omega22) -
((alphal”2 = alpha2”2 » tau)/(Omegall » Omega22 * den”2)) =% (tau * Ezeta_2 -
Ezeta_1l/den)

145 <- (lambda + E_Zz122)/((1 - lambda”2) * Omega22”(3/2) * sqrt(Omegall)) - (2 *

lambda * E_Z2g + lambda * E_Zlg - 5 % lambda”2 % E_Z1Z2 - lambda”3)/((1 -
lambda”2) “2 * Omega22”(3/2) = sgrt(Omegall)) - (2 * lambda”3 * (E_Zlg + E_Z2q -
2 % E_21722 * lambda))/((1 - lambda”2)"3 % Omega22”(3/2)  sqgrt(Omegall)) -
((alphal”2 % alpha2”2 % tau = lambda)/ (2 * Omega22”(3/2) =* sqrt(Omegall) =

den”3) - (alphal * alpha2 % tau)/(2 % Omega22”(3/2) * sqrt (Omegall) =

den)) % Ezeta_l + ((alphal x alpha2 » tau)/(2 * Omega22”(3/2) * sqgrt(Omegall) =
den)) = (((alphal * alpha2 * lambda % tau)/den) = Ezeta_2 + alpha2 * E_Z2_zeta2)

146 <- -(alpha2 % tau)/(sgrt(Omegall x Omega22) * den) * (1 - (alphal * (alpha2 =
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i68

lambda + alphal))/den”2) = Ezeta_l - (alphal » alpha2 * tau)/(sqrt (Omegall =
Omega22) = den) x ((((alphal + lambda % alpha2)  tau)/den) % Ezeta_2 + E_Z1l_zeta2)
<- —(alphal * tau)/(sqrt(Omegall x Omega22) x den) * (1 - (alpha2 % (alphal =
lambda + alpha2))/den”2) = Ezeta_l - ((alphal » alpha2 * tau)/(sqrt (Omegall =
Omega22)  den)) * ((((alpha2 + lambda * alphal)  tau)/den) * Ezeta_2 +
E_Z2_zeta2)

<- -((alphal % alpha2)/sqrt (Omegall * Omega22)) * (Ezeta_l/den + tau * Ezeta_2)

<- —(lambda”2 - E_Z2g + 2 * E_Z1%22 % lambda)/((Omega22”2) * (1 - lambda”2)) -

(4 % lambda”3 % E_Z1Z2 - 2 » lambda”2 » E_Z2q - lambda”2 % E_Z1lq)/((Omega22"2) =

(1 - lambda~2)"2) + (lambda”4 * (E_Zlg + E_2Z2g - 2 * E_Z1Z2 % lambda))/((Omega22"2)
(1 - lambda”2)”"3) - 1/(2 % Omega22”2) - lambda”4/((2 * Omega22”2) * (1 -
lambda”2)~2) - (1/(4 % Omega22”2)) * (((3 = alphal * alpha2 * tau % lambda)/den) =*
Ezeta_l - ((alphal”2 % alpha2”2 % tau % lambda”2)/den”(3)) % Ezeta_l + 3
alpha2 %= E_Z2_zetal) - (1/(4 % Omega22”2)) » (((alphal”2 % alpha2”2 % tau"2 =

lambda”2) /den”2) x Ezeta_2 + alpha2”2 » EZ2qg_zeta2 + ((2 % alphal » alpha2”2

tau * lambda)/den) * E_Z2_zeta2)

<= —(1/(2 » Omega22)) =

((alphal % alpha2 x lambda * (alpha2 * lambda + alphal) =

tau)/(den”(3)) - (alpha2 * lambda * tau)/(den)) * Ezeta_l + (1/(2 » Omega22)) =

(((alphal * alpha2 % lambda * tau”2 * (alphal + alpha2 x lambda))/(den)"2) »*

Ezeta_2 + ((alphal * alpha2 % lambda * tau)/(den)) * E_Z1_zeta2 + ((alpha2 =

(alphal + alpha2 * lambda)

<= —(1/(2 * Omega22)) =*

alpha2) = tau)/(den”(3)))

+« tau)/(den)) = E_Z2_zeta2 + alpha2 * E_Z1Z2_zeta2

(((alphal % alpha2 % lambda * (alphal * lambda +

* Ezeta_l - ((alphal + lambda * tau)/(den)) * Ezeta_l -

E_Z2_zetal) + (1/(2 » Omega22)) = (((alphal % alpha2 x lambda * tau”2 x (alphal =

lambda + alpha2))/den”2)
E_Z2_zeta2 + ((alpha2 =
alpha2 x EZ2q_zeta2)

* Ezeta_2

+

((alphal * alpha2 % lambda * tau)/den) =*

(alphal % lambda + alpha2) * tau)/den) * E_Z2_zeta2 +

<- ((alphal = alpha2 x lambda)/(2 * Omega22 x den)) * Ezeta_l + (den/(2 x

Omega22)) = (((alphal * alpha2 x lambda * tau)/den)  Ezeta_2 + alpha2 =

E_Z2_zeta2)

<- —(tau/den - (((alpha2 % lambda + alphal)”2 % tau)/den”(3))) * Ezeta_l -

(((alphal + lambda * alpha2)”2 x tau”2)/den”2) * Ezeta 2 - EZlq_zeta2 - ((2 =

(alphal + lambda * alpha2)

<- -((lambda * tau)/den -
alpha2) = tau)/den”3) » Ezeta_l -
lambda * alphal) * tau”2)/den”2)

tau) /den) x E_Z2_zeta2 -
E_Z71722_zeta2

* tau)/den) * E_Z1_zeta2

((alpha2 + lambda * alphal) * (alphal + lambda =
(((alphal + lambda * alpha2) * (alpha2 +
« Ezeta_2 - (((alphal + lambda * alpha2) =

(((alpha2 + lambda * alphal) * tau)/den) = E_Z1_zeta2 -

<- -((alphal + lambda = alpha2)/den) * Ezeta_l - ((((alphal + lambda * alpha2) =
tau) /den) = Ezeta_2 + E_2z1_zeta2) * den

<- —(tau/den - (((alphal * lambda + alpha2)”2 * tau)/den”(3))) * Ezeta_l -
(((alpha2 + lambda * alphal)”2 % tau”2)/den”2) x Ezeta_2 - EZ2q_zeta2 - ((2

(alpha2 + lambda * alphal)

* tau)/den) » E_Z2_zeta2

<- -((alpha2 + lambda  alphal)/den) * Ezeta_l - ((((alpha2 + lambda * alphal) =
tau) /den) * Ezeta_2 + E_Z2_zeta2) x den
<- -(1 + alphastar) =* Ezeta_2 + zeta2tau
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11 <- c(ill, i12,
12 < c(il2, i22,
13 <- c(i13, i23,
14 <- c(il4, i24,
15 <- c(il5, i25,
16 <- c(il6, i26,
17 <- c(il7, i27,
18 <- c(il8, i28,

I.dp <- matrix(rbind (11,

i13,
i23,
133,
i34,
i35,
i36,
i37,
i38,

list (info.dp = I.dp)

i14,
i24,
i34,
i44,
i45,
i46,
i47,
i48,

12,

i15,
i25,
i35,
i45,
i55,
i56,
i57,
i58,

13,

ile,
i26,
i36,
i46,
i56,
i66,
i67,
i68,

14,

15,

i17,
i27,
i37,
i47,
157,
ie7,
i77,
i78,

1le,

i1s)
i28)
i138)
i148)
158)
ie8)
178)
i88)

17, 18),

8,
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