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Sommario

Sistemi fluido-compartimentali si incontrano nei processi chimico-
industriali, metabolici, nelle abitazioni domestiche, negli impianti per
la produzione di energia idroelettrica, ecc. Per poter implementare
un buon meccanismo di controllo é necessario disporre di un model-
lo matematico efficace, ovvero di una modellazione che trovi il giusto
compromesso tra semplicitd del modello e precisione delle stime ricav-
abili in fase di simulazione. In questo testo si presentano le relazioni
fondamentali che intercorrono tra l’ingresso e 1'uscita di un sistema
fluido-dinamico a singolo compartimento. A seguire, le osservazioni
fatte per il singolo compartimento vengono estese ad un sistema a due
compartimenti accoppiati. Per questo sistema piti complesso viene
ricercata una strategia per il controllo del livello di fluido nel secondo
compartimento, assumendo come variabile d’ingresso il flusso entrante
nel primo compartimento.






1 Modello a singolo compartimento

1.1 Modellazione
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fig. 1: Modello a singolo compartimento.

Il sistema considerato nel primo capitolo di questo testo é rappresentato in
fig. 1. Una sorgente (pompa) genera un flusso @;(t) che fluisce in un serbatoio
con area di base A provocando una variazione del livello (indicato con H) del
fluido ivi presente. Il compartimento ha la possibilita di svuotarsi tramite la
valvola d’uscita V', di sezione trasversale a. La scheda tecnica della valvola
riporta un coefficiente di scarico pari a Cy. Il flusso d’uscita attraverso V é
indicato con Q,(t).

Si vuole valutare la relazione che sussiste tra ingresso del sistema Q;(t) e
l'uscita y(t) = H(t) nel tempo. Il punto di partenza per la modellizzazione é
imporre il bilancio di massa per il fluido:

Q1) ~ Quft) = AT 0



Dall’idrodinamica é nota la relazione:

Qo(t) = Caar/2gH (1) 2)

in cui g rappresenta l'accelerazione di gravita. Questa equazione regola il
flusso attraverso la valvola V.

Tralasciando la scrittura esplicita della dipendenza temporale ed operando
le dovute sostituzioni si ottiene:

o dH

e quindi, esprimendo il tutto in funzione della variazione di H nel tempo, si
ottiene il modello di stato SISO:

H=-9%/2gH +%

y=H

(4)

in cui é evidente la relazione non lineare che coinvolge la variabile di stato

H.

1.2 Linearizzazione

Per agevolarne lo studio, ¢ possibile linearizzare il sistema per piccole vari-
azioni di H attorno al livello di funzionamento desiderato Hj.

Pongo H = Hy+h, dove h rappresenta lo scostamento da Hy. Per h sufficien-
temente piccolo, la non linearita \/2¢H, viene eliminata grazie allo sviluppo
in serie di Taylor arrestato al primo ordine:

\/ZgHN\/QgHO%—,/th (5)

Sostituendo (5) nel sistema si ottiene:

h= = [ — I + %

y=nh

(6)

Ora, assumendo di disporre di un buon sistema di controllo che regoli il flusso
di @; in modo tale da mantenere il livello operativo vicino ad Hy tramite
piccole variazioni ¢;(t) di Q; = Qi + ¢;(t), é possibile pensare Hy come un
punto di equilibrio per il sistema e quindi imporre che H si annulli nel punto
di equilibrio, il che vale soltanto se:



o C
Qo _ Cat oy —0 (7)
A A
Ovvero l'ingresso Q;(t) si compone di una parte variabile ¢;(t) e di una

costante (Q;o con:
Qi = Caan/2gHy (8)

Il che conduce ad un sistema di stato lineare che descrive lo scostamento del

livello del fluido dal punto di equilibrio Hj fissato:

] Caa ]

h = -4 ;#oh + qZ (9)
y=nh

che puo essere riscritto in forma pit compatta come:

]:L = —klh + A_lqi

. (10)

Dove si ¢ posto k1 = %\%.

Oppure, ancora, si puod riformulare come modello single-input single-output
nella forma:

h+kih = A7l (11)

Dal punto di vista pratico, nella messa in funzione del sistema, dapprima si
portera a regime il livello del fluido, all'interno del serbatoio, fino all’altez-
za Hy. Raggiunto tale livello verra attivato un meccanismo di controllo per
stabilizzare H al punto di lavoro H,.

Per dare I'idea di una possibile applicazione si pensi ad un fluido che deb-
ba raggiungere una certa temperatura prima di poter essere immesso nel
processo produttivo. Il fluido dovra attraversare un serbatoio riscaldato e
permanervi per il tempo necessario a raggiungere la temperatura desiderata.
Il tempo di permanenza del fluido nel serbatoio puod essere regolato dal-
I’ampiezza a dell’apertura della valvola V' d’uscita, mentre il livello costante
del liquido viene mantenuto dal controllo in retroazione sull’ingresso.



1.3 Parametri del modello

Allo scopo di ricondurre ’analisi astratta del modello ad un problema reale,
si immagini di voler soddisfare le seguenti specifiche:

e la singola unita di fluido deve permanere per almeno 1000 secondi nel
compartimento;

e il livello operativo del fluido deve stabilizzarsi ad Hy = 1m.

Si supponga anche che la composizione fisica del modello vincoli ad utilizzare
i seguenti dati:

A = 1m?
g=9.8m/s*
Cy;=0.28

Rimangono da ricavare 'apertura a della valvola ed il flusso d’ingresso Qo
tali da soddisfare le specifiche. Imponendo Hy = 1m si ricavano i litri di
fluido (detti L ) presenti nel compartimento all’equilibrio:

L = HyA = 1000!

Osservando che all’equilibrio il flusso d’ingresso eguaglia il flusso d’uscita
ricerco il tempo medio (7},) che la singola unita di fluido trascorre all’interno
del compartimento:

T = ——|s] (12)

Ora ponendo a sistema (8) e (12) ed imponendo Hy = 1m e T,,, = 1000s
ottengo:

Hy = (Cda15022g =1m
(13)
_ L _
T, = o0 = 1000s
Da cui:
Qio = 11/s
a = 0.2823m?
Cya
ky = =4 2%0 =0.5

Risulta che per soddisfare i requisiti di 1000 secondi di permanenza e ’altezza
di 1 metro ¢ sufficiente imporre Q;0 = 11/s ed a = 0.2823m?>.
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1.4 Modi in catena aperta

Per il sistema linearizzato € possibile calcolare direttamente i modi del-
I’evoluzione libera in catena aperta. Il sistema presenta soltanto il modo
esponenziale decrescente e¥'* il che indica l’asintotica stabilita del modello,
ovvero fissato I'ingresso nullo, il sistema tende esponenzialmente a zero con
costante di tempo 1?11 Estendendo il risultato al sistema (4) non linearizzato
questo significa che, fissata correttamente la parte costante ();p dell’ingresso
Qi(t) = Qio + qi(t) e posta invece la parte variabile a zero (¢;(t) = 0), in as-
senza di errori il sistema non linearizzato tende proprio al punto di equilibrio
desiderato, di altezza H,.

1.5 Funzione di trasferimento in catena aperta

Dopo aver valutato i modi in catena aperta valutiamo le caratteristiche della
funzione di trasferimento G(s) in catena aperta:

1 1
Ak (E+1)
Si osservi che k; é una costante di valore reale, maggiore di zero; quindi an-

che dalla G(s) si puo concludere la BIBO stabilita del sistema, gia garantita
dalla convergenza dei modi dell’equazione caratteristica.

G(s) (14)

Oltre alla stabilita del sistema ¢ importante verificare ’assenza di oscillazioni
nella risposta al gradino. A tal proposito se ne riporta il grafico assumendo
come parametri quelli introdotti nella sezione precedente.



Step Response
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fig. 2: Risposta al gradino di G(s) a singolo compartimento.

L’evidente assenza di oscillazioni é garantita dall’assenza di poli complessi con
parte immaginaria diversa da zero. Si riporta in fig. 3 il diagramma di Bode
per la funzione G(s) in cui i parametri sono fissati come precedentemente
indicato. Dal diagramma si nota il classico andamento del filtro passa-basso
del primo ordine.



Bode Diagram
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fig. 3: Diagramma di Bode di G(s) a singolo compartimento.

1.6 Tempo di salita in catena aperta

Come osservato, G(s) identifica un filtro passa-basso. Per questo tipo di filtro
¢ nota la relazione tra banda passante a 3 dB (B,) e tempo di salita (¢,) in
risposta ad un ingresso a gradino:

Byt, = In(10) (15)

1.7 Limiti delapprossimazione

Nella linearizzazione del modello si sono compiute delle approssimazioni per
le quali vanno discussi i limiti di validita. Resta cioé da definire cosa si in-
tenda per piccole variazioni di h rispetto al livello Hy operativo. L’approssi-
mazione con Taylor é stata compiuta sul termine /2¢gH attorno al valore Hy.



Considerando errore di stima accettabile un massimo del 10% dal valore di
v2gH; si deve quindi risolvere, in funzione di A, la disequazione:

<0.1 (16)
in cui il fattore costante 2¢g si semplifica porgendo:
Hy+h) — (VHy + /I
(Ho + 1) 0¥ V) <01, (17)

(Ho + h)

disequazione di cui &€ doveroso tenere conto nel caso in cui il modello necessiti
di elevata accuratezza. Questa disequazione, fissato il valore di Hy, individua
i valori dello scostamento h che mantengono l’errore commesso in fase di
linearizzazione inferiore a 0.1, cioé inferiore al 10%.



2 Modello a doppio compartimento

2.1 Modellazione e linearizzazione
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fig. 4: Modello a doppio compartimento.

Dopo aver analizzato le proprieta in catena aperta del sistema a singolo com-
partimento, si vuole cercare di estendere i ragionamenti fatti ad un sistema
pit complesso. La fig. 4 rappresenta due cisterne accoppiate tramite una
valvola comune Vj, con coefficiente di scarico Cy, di sezione a; ed attraverso
la quale transita un flusso Q,(t) orientato dal compartimento di sinistra a
quello di destra. I livelli di fluido nei due compartimenti sono indicati con
H,(t) ed Hy(t), mentre area di base A ¢ uguale per entrambi. Nel primo
compartimento entra un flusso pari a Q;(t), mentre dal secondo esce un flusso
detto Q,(t) regolato dalla valvola V, con coefficiente di scarico C, e sezione
Q.

Per la conservazione della materia, omettendo le dipendenze temporali, risul-
ta:

{ Qb - Qo = AHlQ (18)

Dalla fluidodinamica sono note le relazioni:

Qv = Cyapy/29(Hy — H») (19)



Qo = C’oao \/ 29H2 (20)

che, sostituite nel modello, porgono:

Qi — Cyap\/29(Hy — Hy) = AH,

Obab 2g(H1 ) C ooV 29 AH2

Interessa studiare la presenza di punti di equilibrio nel modello e la loro for-
ma. A tal proposito si definiscono le seguenti quantita:

(21)

hi(t) + Hn
(t) - hg(t) + H02

(1) + Qo
In cui si sono indicati i parametri del modello come somma di una parte
variabile nel tempo che indica lo scostamento dall’equilibrio, pitt un valore
costante che rappresenta quello assunto all’equilibrio.
A questo punto, coerentemente con quanto fatto per il compartimento singo-
lo, & interessante identificare i valori assunti dalle parti costanti dei parametri
in un intorno del punto di equilibrio del sistema, per poi procedere ad una
linearizzazione del modello supposto a lavorare in un intorno del punto di
equilibrio stesso.
L’equilibrio presuppone che i valori di scostamento siano nulli e che si an-
nullino anche le derivate prime presenti nel modello, da cui risulta:

Qoi — Cbab\/Qg(Hm — Hp) =0
(22)

Cbab\/zg(Hm — Hyz) — Coapv/2gHpe =0

Questa particolare scrittura del modello evidenzia tutte le relazioni che in-
tercorrono, all’equilibrio, tra i parametri del modello; in particolare mostra
che la stazionarieta ¢ raggiunta quando i flussi di ingresso in ciascun com-
partimento eguagliano i flussi d’uscita da ciascun compartimento.

Ora é possibile linearizzare il modello con Taylor attorno al punto di equilibrio
e studiarne 'evoluzione per piccoli scostamenti dell’ingresso dal valore di
equilibrio. Dall’approssimazione risulta il seguente modello di stato, lineare:
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Qi — Com[y/29(Hows) + \ /i (1 — ha)] = Aly
Chanly29(Honz) + [y (s — )] — Cotto[/2gHas + \[of o) = Ak

(23)
Dove si ¢ pOStO H()lg = H()1 — H()Q.
Ma se si suppone di trovarsi in un intorno del punto di equilibrio, é possibile
sfruttare le equazioni ottenute in (22) e riscrivere il modello in funzione dei
soli scostamenti dall’equilibrio:

qi — Cbab\/m(m - h2) = Aﬁl

Cbab m(ﬁl — hg) — Coao,/ﬁhg = Ahg

Da cui si ricava un modello di stato lineare in forma pit compatta del tipo:

(24)

h:1 = ky1hy + kighy + A7l (25)
ho = karhy + kagho
ancora, definiti:
o= [
Cha
g = e 2(H01g—H02)
risultano:
kig =3
ko1 =
ki =-p
k‘gg = —(O./ + 6)
ed il sistema ¢ riscrivibile in forma matriciale come:
h.I -3 B hy Al
. — i 26
[hJ [B —(B+a) [hg I (26)

2.2 Stabilitd del modello in catena aperta

Osservando la prima matrice in (26) si nota che descrive un sistema di tipo
compartimentale, in quanto:

11



e la somma degli elementi sulle colonne é minore uguale a zero;

e gli elementi sulla diagonale sono tutti negativi, mentre quelli non diag-
onali sono positivi.

In fig. 5 é fornita una rappresentazione schematica delle relazioni tra i com-
partimenti descritti dalla matrice F. Si osserva che non sono presenti sotto-
sistemi chiusi, il che implica che in evoluzione libera il sistema convergera a
zero. QQuesto é sufficiente per concludere I’asintotica stabilita.

p

fig. 5: Sistema compartimentale descritto dalla matrice F'.

2.3 Sistema come modello ingresso uscita SISO

Ci poniamo il problema di controllare il livello Hy per mantenerlo stabile
nel punto di equilibrio in caso di oscillazioni dell’ingresso. A questo scopo
é utile riscrivere il sistema come modello ingresso uscita SISO, ricavando la
relazione esplicita che lega lo scostamento dell’ingresso ¢; a quello dell’uscita
]’LQZ

hy + (o + 2B)hy + afhy = A By (27)
Da cui é facile ricavare la funzione di trasferimento in catena aperta:
A1

Gls) = 24+ (a+20)s+ af

(28)

2.4 Caratteristiche della FDT

La funzione di trasferimento (28) descrive un sistema del secondo ordine.
[’asintotica stabilita é gia stata discussa precedentemente, ma ¢ importante
valutare se la risposta al gradino presenti oscillazioni al variare di « e 5. Dalla
teoria € nota una corrispondenza stretta tra la presenza di oscillazioni e la

12



presenza di poli complessi coniugati, di conseguenza ¢ necessario uno studio
sul discriminante della funzione quadratica in s che compare al denominatore:

A= (a+28)*—4aB =a’+4p° (29)

Cio prova che il A sara sempre maggiore di zero in quanto « e 8 sono, per
costruzione del modello, maggiori di zero. Ovvero la risposta al gradino sara
libera da oscillazioni, come é apprezzabile dalla fig. 6.

HO02

Step Response
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fig. 6: Risposta al gradino per G(s) a doppio compartimento.

2.5 Parametri del modello

Per particolarizzare ’analisi del modello mi pongo in un caso reale di inte-
resse. Si supponga di voler determinare le aperture delle valvole a; ed a, che
consentano di soddisfare i seguenti requisiti:
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H01 =1.5m

H02 =1m
A= 1m?
g=9.8m/s*
C,=0C,=0.8

Inoltre si voglia fare in modo che il tempo di permanenza nel primo compar-
timento sia pari a 77 = 1000s.

Indicando il volume in litri presente nel primo compartimento con L, risulta:

AHy = Ly (30)

Da cui é possibile ricavare il flusso d’uscita dal primo compartimento (Qop)
che va imposto per soddisfare il requisito su 77:

HOlA
T

Dove la serie di uguaglianze ¢ stata dedotta dalle (22). Sempre dalle relazioni
(22) risulta che:

= Qoi = Qop = Q[Z/S] (31)

Hy A
Cbab\/2g(Ho1 — Hyp) = Coap\/2gHp2 = ;11 (32)
1
E quindi esplicitando a, ed a;, in funzione dei parametri noti si ricava:
o = ot = 4.2352 - 10~ 'm?
(33)
ap = L = 5.9805 - 10~*m?
Tle\/2g(H01*H02)
Conseguentemente risultano:
a=75-10"4s"1
{ f=15-10"3s""1 (34)

Incidentalmente é possibile stimare anche il tempo medio di permanenza nel
secondo compartimento, che risulta pari a

HpA  H
= 220 2% T~ 666.67s (35)

Ty = =
? QOO HOI

14



3 Controllo in retroazione unitaria negativa

3.1 Scelta del controllore

In un processo industriale talvolta é necessario portare il livello di fluido in
una delle vasche ad un valore che si discosta dal livello di equilibrio. Risulta
di interesse cercare un sistema efficiente per controllare tale scostamento
fornendo in ingresso un segnale di riferimento. Una delle tecniche utilizzate
a questo scopo ¢ il controllo in retroazione unitaria negativa. Si riporta sotto
lo schema a blocchi del modello.

fig. 7: Schema a blocchi per G(s) in retroazione unitaria negativa.

Si tratta quindi di determinare il controllore C(s) adatto al sistema. La
nuova funzione di trasferimento, dal riferimento r(t) all’uscita hq(t), risulta
quindi:

_ Ha(s) _ C(s)G(s)
W) = 2 T3 0660

In cui R(s) ed Hs(s) indicano le trasformate di Laplace dei segnali 7(¢) ed
ho(t).

Nel progettare il controllore C(s) & necessario chiedersi quale sara il riferi-
mento r(t) da filtrare e quali siano le prestazioni da ricercare per il sistema.
Nel nostro caso il riferimento avra la forma di un segnale a gradino. Per il
tipo di sistema in esame, considerando le dimensioni delle vasche, puo essere
sensato porsi i seguenti obiettivi per la risposta al gradino:

(36)

(i) il tempo di salita ¢, sia inferiore a 50 secondi;

(i) la risposta sia priva di oscillazioni (ottenuta imponendo un margine di
fase my ~ 90° alla risposta in frequenza del sistema in catena aperta);

15



(iii) Perrore a regime sia nullo.

Uno dei controllori piu utilizzati a livello industriale é il controllore PID, la
cui funzione di trasferimento presenta una forma del tipo:

ki
CPID(S) = k’p + ; + k’dS (37)

3.2 Tentativo 1: sintesi di un controllore PI

Per prima cosa consideriamo il requisito (iii) di errore nullo alla risposta al
gradino. Dalla teoria ¢ noto che condizione necessaria e sufficiente per garan-
tire errore nullo a regime per la risposta al gradino é che la serie C(s)G(s)
presenti un polo nell’origine, ma a questo scopo il termine derivativo del PID
non é utile.

Basandoci su questa intuizione facciamo un primo tentativo di sintesi uti-
lizzando un controllore di tipo PI, ovvero un controllore PID con k; =
0:

1 k
Che a sua volta puo essere visto come:
1 1
Cri(s) = C"(s) (39)
con:
" kp
C"(s)=k; [ 1+ S (40)

Per avvicinare le prestazioni di W(s) = % alle (i) ed (ii) ¢ quindi

possibile intervenire soltanto sulle costanti k; e k, della C”(s). Nello specifico
lo scopo della sintesi per tentativi € quello di scegliere k, e k; al fine di ridurre
il tempo di salita (¢,) nella risposta al gradino di W (s), evitando eventuali
fenomeni oscillatori. E possibile ricondurre queste condizioni dal dominio del
tempo per W (s) al dominio della frequenza per la serie Cp;(s)G(s). Il tempo
di salita é inversamente proporzionale alla pulsazione di attraversamento (w,)
nel diagramma di Bode del modulo per Cp;(s)G(s), mentre 1'assenza di oscil-
lazioni ¢ garantita se si mantiene un un margine di fase (m,) sufficientemente
elevato nel corrispondente diagramma di Bode della fase.

Per avere un’idea generale sulle proprieta della serie C'p;(s)G(s) ne riporto
la forma di Bode, sostituendo ai parametri i valori individuati nella sezione

16



precedente:

1.3333-10° k; (3 s+ 1)

CEICE) = 211105 5 + 1)(3.2884 - 107 s + 1)

(41)

Da cui si ricavano:

Costante di Bode: Kz = 1.3333 - 103k;

Zeri: z = ’k“—l
P

Poli: py = 0, p; = 3.2884 - 1074, p, = 3.4211 - 103

Per le valutazioni necessarie alla sintesi per tentativi del controllore ¢ bene
riferirsi al grafico di fig. 8 della funzione 1G(s) che rappresenta il comporta-
mento di G(s) a cui é aggiunto il polo nell’origine introdotto dal compensatore

CPI(S).

17



Bode Diagram
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fig. 8: diagrammi di Bode di 1 G(s) a doppio compartimento.

Le prestazioni di questo sistema non soddisfano i requisiti, infatti alla pul-
sazione di attraversamento il margine di fase ¢ di —90°, questo comporta un
andamento divergente della risposta al gradino.

Stimiamo ora un valore approssimativo per w, che consenta di soddisfare il
requisito (i) su ¢,. Dalla teoria ¢ nota la relazione B, -t, ~ [n(10), che mette
in relazione la banda passante della funzione W (s) con il tempo di salita
della sua risposta al gradino, sappiamo inoltre che B, ~ w, pulsazione di at-
traversamento nel diagramma di Bode di Cp;(s)G(s). Sfruttando queste re-
lazioni é possibile avere un’indicazione approssimativa della pulsazione di at-
traversamento w, da imporre alla serie Cpr(s)G(s) per rispettare la specifica

(1):
In(10)

Wq
50s

~5-107% rad/s . (42)
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Dalla (42) é chiaro che nel diagramma di Bode di Cp;(s)G(s) dovremo cercare
di raggiungere una pulsazione di attraversamento w, superiore a 5-1072 rad /s
per garantire che ¢, stia sotto ai 50 secondi.

Dalla relazione (41) ¢ apprezzabile come la variazione dei parametri k; e k,
influenzino la costante di Bode Kp e la posizione dello zero z. L’idea é
quella di correggere I'andamento di Cp;(s)G(s) fissando lo zero z = ]lj—; a
basse frequenze in modo da alzare la fase. Contemporaneamente € neces-
sario aumentare il valore della costante di Bode portando la pulsazione di
attraversamento nel punto medio tra i due poli p; e ps dove my si avvicina a
90°.

Con queste correzioni si otterra:

107 <w, <1073 (43)

Questo non ¢ sufficiente a soddisfare la relazione (42), questo fa capire che
un controllore PI non riuscira a portare ¢, al di sotto dei 50 secondi.
Continuiamo comunque ’analisi per capire quanto sia possibile avvicinare le
prestazioni del sistema ai valori richiesti.

Il valore di KB = 1.3333-10%k; da imporre dipende dalla posizione scelta per
lo zero z = 7+. Volendo che la pulsazione di attraversamento si collochi tra
i due poli, dal diagramma di Bode di fig. 8 & possibile imporre le seguenti
condizioni:

(44)
20log(Kp) — 20log(;+) — 10 = 0

Da cui ricaviamo i valori da assegnare a k; e k, in funzione della scelta di z
tali da garantire che I'attraversamento w, stia tra i due poli, pulsazione alla
quale mgy =~ 90°:

ki =z kp
(45)
kp — 10(—2.5—[09(1.3333))

Ora resta soltanto da fissare con precisione il valore migliore per z. Per il
posizionamento dello zero viene sfruttata una proprita osservata da alcune
simulazioni, da queste si nota che ¢, migliora avvicinando il valore dello zero
a quello di p;.

Rispettando le (45) e ponendo z a frequenze inferiori a quelle di p; é sod-
disfatto il requisito (ii) sul margine di fase, per quanto riguarda il requisito
(i) su t, le prestazioni migliori si avranno aumentando quanto possibile il
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valore di z, scegliamo dunque z ~ p; ~ 10~%. Si noti che scegliere z > p;
migliorerebbe ulteriormente il tempo di salita aggiungendo pero oscillazioni
alla risposta al gradino.

Ora, soddisfatti al meglio i requisiti (ii) ed (iii) dalle (45) ricavo:

z=10"*

ki =2.37-10""

k,=2.40-10"°

Resta da stimare il ¢, raggiunto sostituendo questi valori ad W (s) = %
Fissati k; e k, come sopra, si riportano i diagrammi di Bode e Nyquist per
Cpr(s)G(s) e la risposta al gradino per W (s).

Bode Diagram

100 ———

Magnitude (dB)

-100

Phase (deg)
|

(o]

o

I

|
[y
w
&)

T

1

-180kL | | | L
10°° 107 107 107 107 10"

Frequency (rad/s)

fig. 9: diagrammi di Bode di Cp;(s)G(s) per z = 1074
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Step Response

Amplitude

0 ! ! ! ! ! ! ! ! !
0 0.5 1 15 2 2.5 3 35 4 4.5 5

Time (seconds) % 10"

fig. 10: Step response di W (s) per z = 107

Dalla fig. 10 si legge ¢, &~ 10%s un tempo inaccettabile per le applicazioni del
sistema studiato.

E lecito allora chiedersi se tollerando una sovraelongazione contenuta sia pos-
sibile migliorare ulteriormente le prestazioni. Vediamo cosa succede portando
lo zero a z = 1073, oltre il primo polo, abbassando quindi il margine di fase.
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Bode Diagram
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. 11: diagrammi di Bode di Cp;(s)G(s) per z = 1073.
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fig. 12: diagrammi di Nyquist di Cp7(s)G(s) per z = 1073.




Step Response
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fig. 13: Step response di W (s) per z = 1073.

Osservando il diagramma di Nyquist in fig. 12, Cp;(s)G(s) si sta avvicinando
al punto —1, questo appare chiaramente dalla risposta al gradino in fig. 13
nella quale compare una sovraelongazione del 20%. Concludiamo quindi che
I’utilizzo di un controllore PI non é sufficiente per un controllo efficace del
sistema.

3.3 Tentativo 2: sintesi di un controllore PID

Manteniamo invariate le prestazioni che vogliamo ottenere dalla risposta al
gradino del sistema:

(i) il tempo di salita ¢, sia inferiore a 50 secondi;

(i) la risposta sia priva di oscillazioni (ottenuta imponendo un margine di
fase m, ~ 90° alla risposta in frequenza del sistema in catena aperta);

(iii) Perrore a regime sia nullo.
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Per prima cosa riscrivo la funzione (37) di trasferimento del controllore PID
in forma fattorizzata:

Cpip(s) = @

s

Osservo che per I'analisi ¢ ancora valida la fig. 8, in cui il polo nell’origine
ora & quello aggiunto dal controllore Cp;p(s). Con riferimento allo studio
fatto alla sezione precedente relativo al controllore Cpy(s), grazie all’utiliz-
zo del controllore completo Cprp(s) abbiamo la possibilita di collocare un
ulteriore zero per migliorare le prestazioni di W(s). Con un’idea simile a
quella utilizzata nel caso del controllore PI, dalla fig. 8 si nota che, ponendo
i due zeri in bassa frequenza, la fase alle frequenze al disopra dei due poli si
porta stabilmente a —90°, quindi per qualsiasi pulsazione di attraversamento
superiore a quelle di p; e py si ha m, = 90°.
Semplifico 'analisi scegliendo per i due zeri valori coincidenti e li posiziono
in bassa frequenza, consegue che il valore di 7 = 7 = 7» dev’essere elevato,
da cui:

(14 718)(1 + 128) (46)

CPID(S) = k; (1 + 2Ts + T S2> (47)

Riassumendo, fissata la pulsazione di attraversamento al di sopra dei valori
p1 € pa, scelto un 7 sufficientemente elevato, il margine di fase soddisfera la
condizione (ii).

Rimane pero da definire il parametro che consente di portare la pulsazione di
attraversamento al di sopra dei due poli. In analogia al caso con controllore
PI, la costante k; di Cp;p(s) permette di regolare il valore della costante di
Bode della serie Cp;p(s)G(s). Aumentando il valore di k; quindi si ottiene
un aumento della pulsazione di attraversamento w, proprio come desiderato.
Dalle considerazioni fatte risulta che per 7 sufficientemente grande, aumen-
tando k; & possibile aumentare la pulsazione di attraversamento a piacere
mantenendo my = 90°. Ovvero ¢ possibile ridurre a piacere ¢, garantendo
comunque l'assenza di oscillazioni.

A questo punto, per validare i ragionamenti fatti, vanno scelti i valori da
attribuire a 7 ed a k;. Da alcune simulazioni, eseguite con il software di
calcolo Matlab, risulta ragionevole ed efficace scegliere i seguenti valori per i
parametri di controllo:

T =10%

k; = 10* (48)

da cui:
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kp:2-7'k;i
k’d:TQk‘l’

(49)

A conferma delle ipotesi, si riportano il grafico di Bode di Cprp(s)G(s) e la
risposta al gradino del modello in retroazione:

W(s) =

CPID(S)G(S)

fissando 7 = 10* e k; = 10

Phase (deg)

Magnitude (dB)

90

Bode Diagram

a 1 -+ OP]D(S)G(S)

(50)

(o]
o

~
o

[e2]
o

a
o
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180

©
o
T

_90 -
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fig. 14: diagrammi di Bode di Cp;p(s)G(s) per 7 =10 e k; = 10%.
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Step Response
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fig. 15: Risposta al gradino di W (s) per 7 = 10* e k; = 10%.

In conclusione ¢é possibile osservare dalla fig. 15 che il tempo di salita si
é ridotto a ¢, =~ 16s < 50s senza introdurre oscillazioni nella risposta al
gradino del sistema, di conseguenza le condizioni (i), (ii) ed (iii) sono state
completamente soddisfatte.
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