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INTRODUZIONE

In questa trattazione verra presentato in modo dettagliato il criterio di Leguillon che si propone di
prevedere la resistenza statica di componenti intagliati per materiali che presentano un
comportamento a rottura fragile (il materiale durante una prova di trazione dimostra un
comportamento lineare elastico fino a rottura). Il metodo e stato formulato per la previsione di
intagli con spigolo vivo (sharp-V-nothes, raggio di raccordo all’apice pari a zero) sottoposti a due
tipi di sollecitazoni, puro modo | (opening mode) e modo misto I+11 (mixed mode).

Una volta presentato tale metodo verra confrontato con il criterio del SED (Strain Energy Density),
in un primo momento verranno confrontate le ipotesi di partenza e le espressioni finali ottenute,
mentre in un secondo momento verranno confrontati i risultati ottenibili con i risultati sperimentali

presenti in letteratura.






1. Meccanica della frattura

Spesso gli elementi strutturali sono soggetti a rotture improvvise per sollecitazioni statiche inferiori
alla tenione di rottura del materiale senza che si verifichino deformazioni macroscopiche
apprezzabili.

In molti casi la rottura inizia da una discontinuita (o difetto) del materiale, anche di piccole
dimensioni, avente raggio di curvatura nullo alle estremita (frattura, cricca) che, in certe condizioni,
si propaga a velocita elevata. Difetti iniziali possono essere: microporosita, inclusioni di sostanze
estranee, profondi graffi superficiali, delaminazioni in materiali a strati.

| fattori da cui dipende il fenomeno sono: la dimensione del difetto, lo stato tensionale, le
caratteristiche del materiale, la geometria dell’elemento nelle vicinanze del difetto e la temperatura.
La propagazione dei difetti con raggio di raccordo nullo & oggetto di studio della meccanica della
frattura lineare elastica (LEFM, Linear Elastic Fracture Mechanics), che si basa sull’idealizzazione
del materiale considerato come continuo, studiato mediante la teoria dell’elasticita lineare. Inoltre il

problema viene studiato da un punto di vista macroscopico.

1.1 Stato tensionale nell’intorno del difetto

Il valore teorico della tensione ottenibile con la teoria dell’elasticita all’estremita di una
discontinuita con raggio di raccordo nullo pu0 essere derivata da quelle agente in corrispondenza di

un foro ellittico. Si consideri la lastra indefinita caricata in uniformemente in fig. 1.1.

[T T

Figura 1.1 — Piastra infinita con intaglio ellittico soggetta a trazione uniforme a monte e a valle dell’intaglio.



11 fattore di concentrazione delle tensioni ¢ dato dall’equazione (1.1), trattazione di Inglisht™), dove:

® Omax rappresenta la tensione massima all’apice dell’intaglio;
e O rappresenta la tensione costante applicata a monte e a valle dell’intaglio;
e arappresenta la lunghezza dell’intaglio;

e prappresenta il raggio di raccordo all’apice dell’intaglio.

kt=M=1+2\/% (1.1)

Oo

Per determinare la tensione all’estremita di una cricca trasversale ¢ sufficiente fare tendere p a 0: si
osserva che k; tende all’infinito. In teoria questo fenomeno dovrebbe provocare la propagazione
immediata a causa della progressiva rottura delle zone dove o>c,. Tuttavia nei materiali reali il
valore di tensione infinito non puo essere raggiunto e sperimentale si osserva che essi posono
resistere alla presenza di un difetto purcheé la tensionec, si mantenga sufficientemente bassa.

e Nei materiali duttili la zona sottoposta a tensioni piu elevate subisce lo snervamento e le
tensioni si mantengono a valori prossimi a o, (tensione di snervamento del materiale); si
verifica una ridistribuzione delle tensioni in base alla quale, nelle zone limitrofe alla cricca,
queste ultime risultano maggiori rispetto ai valori teorici, fig. 1.2;

e Nei materiali fragili si puo creare una zona con alta densita di piccole fratture nelle

vicinanze del difetto.

I

800

200

+---9-

_4—---

00 1] - ey sy pep———

mfmm——-—m g f -

[N SEEEEEEE  EEE
P S

[ S,
m

Figura 1.2— Tensioni teoriche (linea tratteggiata) e reali all’apice della frattura. r, ¢ I’estensione della zona plasticizzata.



In qualsiasi caso una relazione di verifica del tipo ko < ojim non puo essere utilizzata, proprio
perché la tensione massima calcolata teoricamente € priva di significato. In particolare perde si
significato il fattore di concentrazione delle tensioni k;.

L’andamento delle tensioni cartesiane in prossimita dell’apice di una frattura ¢ espresso dalle
relazioni di Irwin® (equazioni (1.2)), basate sulla teoria lineare elastica e scritte in coordinate polari

secondo lo schema in fig. 1.3:

2
(1- Sen—senﬁ\
O ! 2 2 L
K; 2 2 36
Oyy b = Z Z a4
Tyy T cos - 1+ sen S sen— (1.2)
xy 6 30
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2 2
Tyy =Ty =0 (1.3)
0,, = 0 oppure
02z = V(0xx + 0yy) (1.4)

in caso di, rispettivamente, tensione piana e def ormazione piana
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Figura 1.3 — Sistema di coordinate cartesiane e polari centrate sull’apice del difetto



Nelle quali K; € il fattore di intensificazione delle tensioni, un valore costante (in una piccola
porzione di materiale circa a/10) dipendente dalla geometria componente/difetto e dall’entita dello
stato tensionale in assenza della frattura.

Nel caso di lastra sottile il materiale all’apice, soggetto ad ampie deformazioni ¢ libero di contrarsi
per effetto Poisson; in questo caso si ha uno stato di tensione piano con &,; # 0. Nel caso di lastra
spessa, il materiale nelle vicinanze dell’apice, soggetto a tensioni piu basse rispetto a quello in
prossimita dell’apice stesso, si oppone alla contrazione di quest’ultimo e tende a generare uno stato
di deformazione piano con ¢,; = 0.

Le relazioni (1.2) possono essere poste nella sequente forma:

0y = \/%fij(e) (15)

Si noti che anche in queste equazioni se r tende a 0 le tensioni tendono all’infinito. Lungo la

direzione orizzontale per 8 = 0 (I’asse x) le equazioni diventano:

Oxx X 1
Oyyt = —=11 (1.6)
2nr
Txy
0,, = 0 oppure
02z = V(0xx + 0yy) (1.7)

Secondo queste espressioni la tensione normale tenderebbe a 0 per r tendente all’infinito, cosa non
vera perché essa dovrebbe tendere a op; in pratica queste relazioni provengono da una serie di
Taylor troncata i cui termini omessi devono essere particolarizzati a seconda dello stato tensionale
effettivamente agente. Tali termini sono trascurabili in vicinanza dell’apice della frattura in quanto
’effetto prevalente sullo stato tensionale & quello della singolarita, le equazioni appena descritte
(1.2—-1.7) sono valide per r/a << 1, in particolare r < a/10.



1.2 1l fattore di intensificazione delle tensioni K;

E importante notare che le tensioni espresse dalle equazioni (1.2 — 1.7) sono tutte proporzionali al
fattore di intensificazione delle tensioni, mentre i termini rimanenti descrivono solo la variazione
rispetto ar e 0. Si osserva che:
e [|’andamento delle tensioni in prossimita di un difetto ¢ indipendente dallo stato tensionale
agente e dalla geometria dell’insieme componente-difetto;

e [’entita delle tensioni dipende ed ¢ caratterizzata dal solo K.

K| rappresenta il vero indice dell’intensita della tensione nell’intorno del difetto. Esso dipende:
e dallo stato tensionale che sarebbe presente nell’intorno del difetto in assenza del medesimo;
e dalla geometria dell’insieme elemento-difetto: geometria dell’elemento, posizione e
orientazione del difetto;

e dalle dimensioni del difetto.

Si vedra nel seguito che la verifica di un componente a frattura si effettua confrontando il valore di
K, che caratterizza il campo tensionale, con il corrispondente valore critico relativo relativo al
materiale, a differenza del caso classico nel quale si confronta la tensione agente nel punto piu
sollecitato con la tensione ammissibile del materiale.

Nel caso il difetto abbia semi-ampiezza “a” molto piccola rispetto alla dimensione trasversale “b”
della piastra in cui € presente e in posizione centrale, con tensione applicata a monte e a valle del

difetto, il fattore K, puo essere dalla seguente relazione:

KI == O'OVT[a (18)
L’espressione generale del fattore di intensificazione delle tensioni in presenza di una cricca rimane

valida anche in presenza di geometrie differenti e per stati tensionali non uniformi, ma rispetto

all’espressione (1.8) viene aggiunto un termine ulteriore per tener conto di queste differenze:

K; = a ogVma (1.9

Nella quale compare il fattore “o” un fattore adimensionale che dipende dal rapporto geometrico tra

dimensione del difetto e dimensione della piastra e dipende anche dalla posizione del difetto



all’interno della piastra. In generale a parita di altre condizioni questo parametro aumenta con
I’aumentare della dimensione del difetto.

Valori di K, per vari casi pratici possono essere ottenuti mediante la teoria dell’elasticita, metodi
numerici e metodi sperimentali. Nella pratica sono disponibili diagrammi e formule empiriche del
parametro o al variare della dimensione della frattura per varie geometrie dell’elemento, tipo di
sollecitazione e posizione della frattura, cosi come accade peril fattore di concentrazione delle
tensioni k;.

La tensione op nella definizione di K, data nelle espressioni (1.8 — 1.9), € identificabile in modo
univoco solo in alcuni casi come quello di piastre soggette a trazione uniforme a monte e a valle
della frattura. In questo caso oy coincide con la tensione che si avrebbe nell’elemento integro in
corrispondenza del difetto. In presenza di stati tensionali non uniformi 1’utilizzazione della tensione
all’apice del difetto per il calcolo di K; non é pratica, in quanto essa dovrebbe essere calcolata per
ogni valore della semi-ampiezza della frattura a. Poich¢ il valore di a varia comunque al variare di
a, risulta piu semplice utilizzare come o il valore della tensione in un punto di riferimento
caratteristico dello stato tensionale in assenza di difetto (es. il valore della tensione massima negli
elementi soggetti a flessione, la pressione interna o la tensione circonferenziale al bordo interno nel
caso di cilindri in pressione, ecc...) e il valore di a opportuno. | diagrammi e le formule di o fanno
quindi riferimento al valore della tensione oo in un punto specificato che, in generale, non é quello
all’apice della frattura.

In molti casi viene fornito direttamente un valore numerico in funzione della posizione e della
dimensione della frattura che deve essere moltiplicato per la tensione o, agente nel punto del campo

tensionale specificato.

1.3 1 modi

Quanto fin qui riportato vale per carico normale al difeto cui corrisponde il cosiddetto modo |
(primo o uno) di propagazione del difetto, cioe la frattura propaga dall’apice del difetto verso
I’interno del materiale lungo la bisetrice del difetto stesso.

Esistono altre due situazioni di carico che provocano differenti modi di propagazione.

Il modo II dove un’azione tagliante tende a far scorrere 1’'una sull’altra le due facce della cricca
sempre in direzione della sua bisettrice. Per ultimo il modo III dove un’azione torcente fa ruotare
I’uno sull’altro i fianchi della cricca facendoli uscire dal piano della piastra stessa.

Per quanto riguarda la gravita dei tre modi possiamo certamente affermare che il modo |

rappresenta il tipo di sollecitazione piu critico poi in successione modo I11 e modo II.



In fig. 1.4 vengono rappresentati i tre tipi di sollecitazione.
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Figura 1.4 — Rappresentazione dei tre modi.

1.4 Tenacita a frattura K.

Come gia detto K; ¢ I’'unico indice dell’intensita della della tensione nell’intorno del difetto per cui
la verifica di resistenza viene effettuata mediante esso. In particolare si il seguente K; critico:
e K, : tenacita a frattura o valore critico del fattore di intensificazione delle tensioni o K

critico.

K. € una proprieta del materiale ottenibile sperimentalmente, indice della combinazione sforzo-
difetto che provoca la propagazione instabile di quest’ultimo, cio¢ la frattura dell’elemento. ESso €
riferito al Modo. Purtroppo questo valore non € indipendente dalla geometria del provino con cui
viene ricavato, infatti esso dipende dalla dimensione dello spessore di tale provino. Fortunatamente
questa dipendenza di annulla al raggiungimento di un determinato spessore del provino, cioé
quando lo spessore del provino ¢ sufficientemente grande da generare nell’intorno del difetto di uno
stato piano di deformazione. Quando viene raggiunto tale stato tensionale il valore del K. raggiunge
un valore minimo costante, chiamato Kjc.

La condizione di propagazione del difetto, con conseguente rottura di schianto del componente, si
ha quando K; > K¢ 0 K. Lo stato di deformazione piano risulta piu pericoloso in quanto la zona
limitrofa a quella plasticizzata e soggetta ad una tensione o, negativa che da luogo ad uno stato

tensionale piu severo che rende piu facile la propagazione dello snervamento. In conseguenza di cio



si verifica che Kcgef. piana< Kcen. piana- Naturalmente un elemento é verificato a frattura sotto
sollecitazione statica se K, < K;0 K.

Questo tipo di verifica e definito criterio di campo, in quanto viene confrontata una grandezza
caratteristica dell’intero campo tensionale con il suo valore critico, a differenza dei criteri di punto,
basati sull’utilizzazione del valore nel punto piu sollecitato.

Imponendo 1’'uguaglianza tra il valore di K, e K; e utilizzando ’eq. (1.9) ¢ possibile ottenere, per
data lunghezza della cricca, il valore critico della tensione o, viceversa, la lunghezza critica del

difetto per la tensione assegnata.

o, = e (1.10)
1/ K, \?
a, = ;( ﬁc%) (1.11)

Da notare che il valore di B¢ nella (1.11) dipende da a. per cui il risultato esatto puo essere ottenuto

in modo iterativo.

1.5 Estensione della zona plastica — raggio plastico

L’estensione della zona plasticizzata lungo 1’asse x, pari ad rp, puo essere stimata determinando, in
primo luogo, la distanza dall’apice della frattura alla quale la tensione equivalente teorica, ottenuta
con il criterio di Tresca o di von Mises, raggiunge il valore di snervamento. Lungo ’asse x le
tensioni Gxx, Oyy € Gz, date rispettivamente dalle eq. (1.6 — 1.7), risultano principali e la tensione

equivalente di Tresca nei due casi di tensione e deformazione piana € data, rispettivamente da:

K

O-e=o-xx=o-yy=\/2_W

(1.12)

K

\V2nr

(1-2v) (1.13)

O¢g = Oxx — 077 =

10



Imponendo 1’uguaglianza tra os,e0, €d esplicitando rispetto ad r si ottiene:

: K1(1—2v>]2
r,=|—/— 1.15

p [ V2Togy ( )
11 valore ottenuto, mostrato in fig. 1.2 relativamente al primo caso, non ¢ pari all’estensione della
zona plasticizzata, che risulta essere maggiore. Infatti, considerando lo spessore costante, la
differenza tra la oyy teorica (eg. (1.6)) e la tensione di snervamento da luogo ad una forza ad unita di

spessore data dalla seguente espressione:
— TIP !
AF = fo oydr —ogr',, (1.16)

Tale forza viene equilibrata da un incremento di tensione nelle zone limitrofe alla posizione r’, che
rende piu ampia la zona soggetta allo snervamento. Una valutazione approssimata pud essere
effettuata uguagliando la forza ad unita di spessore agente in tutta la zona plasticizzata in direzione
y, pari al prodotto or,, alla forza che sarebbe stata esercitata dalla tensione teorica oyy (eq. (1.6))

agente dall’apice della frattura sino a una distanza r’,

r' K;
O-srp = fO pﬁdr (1.17)

Introducendo al posto di r’p nell’estremo superiore di integrazione della eq. (1.17) le espressioni
(1.14 e 1.15), si ottengono due espressioni valide rispettivamente per i casi di stato piano di tensione

e stato piando di deformazione. Tali due espressioni possono essere sintetizzate con:

2
r, = K (1.18)

anog?

Con a =1 e a = 3, rispettivamente per i due casi citati. In fig. 1.2 € rappresentato solo il primo caso.
Dalla eq. (1.18) risulta evidente che, a parita di tensioni, la zona plasticizzata risulta piu estesa nel
caso di stato piano di tensione (lastra sottile), e questo nonostante il fatto che lo stato di

deformazione piano risulti comungue piu pericoloso.

11



1.6 Determinazione di K. tramite prova di frattura

Il valore di K. si determina portando a rottura un provino di spessore t con difetto pre-esistente.

Effettuando la prova si ottengono:

e P, che rappresenta il carico che provoca la rottura del provino;

e 0. = P./A; che rappresenta la tensione nominale che provoca la rottura;

e K¢ = o (am)*? che rappresenta il fattore critico di intensifiazione delle tensioni (ponendo il
fattore adimensionale o = 1 in quanto la cricca e centrale e di piccole dimensioni rispetto

alla larghezza della piastra).

Effettuando la prova per spessori della lastra crescenti si vede che il K. si abbassa, come mostrato in
fig. 1.5. Come visto precedentemente, in questo caso nel provino si tende ad uno stato di
deformazione piana con o,> 0 quanto piu lo spessore del provin aumenta, che al confine della zona

plasticizzata risulta essere pit oneroso. Come K critico si assume il K¢ per t tendente all’infinito.

A
Kc

Figura 1.5 — Andamento qualitativo di K. in funzione dello spessore t del provino.

Lo spessore minimo dei provini, affinche la prova avvenga in stato piano di deformazione, deve

verificare la seguente disuguaglianza derivante da un best fitting di dati sperimentali:

t>25 (K—’)z (1.19)

Osn

Le dimensioni e la geometria del provino, le modalita di esecuzione della prova e la valutazione dei
risultati sono descritte da normative italiane e internazionali, che sono state poste per uniformare e

determinare univocamente il valore esatto del K critico del materiale.

12



1.7 Prove di tenacita alla frattura

1.7.1 Tipi e proporzioni dei provini

Visto che i risultati della prova sono poco influenzati dalla forma del provino,

raccomandanodue tipi di provino, molto diversi tra loro:

1. provini a flessione (a tre e quattro punti);

2. provini C. T. (compact tension)

le norme

Entrambi i tipi sono caratterizzati da un intaglio molto acuto, che funge da innesco per unacricca di

fatica, che viene fatta crescere in condizioni controllate di carico. Quando la lunghezza della cricca

e quella desiderata il provino puo essere sottoposto alla prova.

I provini a flessione fig. 1.6 sono grossolanamente simili ai provini per prova di resilienza; ma

hanno due caratteristiche geometriche che li rendono inconfondibili:

innanzitutto la presenza

dell’intaglio acuto (mentre nei provini di resilienza é arrotondato) e soprattutto la presenzadella

cricca di fatica la cui profondita, rispetto alla faccia intagliata del provino, é indicata con a.

I provini C. T. fig. 1.7 hanno forma di parallelepipedo. Richiede meno materiale del

provino di flessione, ma € piu costoso per la necessita di lavorare i fori con precisione.

In fig. 1.8 vengono mostrati i particolari dei due intagli dei provini appena elencati.
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Figura 1.6 — Provino a flessione (tre o quattro punti).

13



25W*.005W DIA
/7 2HOLES q
3
—A 2 |
SR SO
s I
1 —
Nore 4 I
“& i sl g S
1 4 ‘
275w ; L e
+.005W 2
v 5 o/
\\.- m.‘-
AZ §
g?. . (] i ‘;é) E>
W 005 W-—— ["—B—" ,
TI'?.‘.'}WI OIOW”—'—*-"" B= 2 + 010W

Nome 14mwuwmm-wnmwmwm

NaTe 2—11-.mummmmmmnmmwﬂhmmmnwﬂwmmhmm
0.005 W.

MNore S~integral or attachable knfle edges for #Wmmhmﬂw‘uwmmﬁuﬂm

hoTe 4—For starter nowch. and fatigue crack. configuration-see Fg. 7

Figura 1.7 — Provino C.T.

—t— ’-VFATIGUE CRACK, NOTE 1 NOTE 3

W e
—é__—< N{!O
—————— A5W TO, 55w

CHEVRON NOTCH
- '.mmue CRACK, NOTE2 & 4y NOTE 5

5 {

W’

—<G- n<lf
L=
ASW TO 55w ———e f

STRAIGHT THROUGH NOTCH
rmmus CRACK,NOTE 38 4

45 W TO, 55 W]

SLOT ENDING IN DRILLED HOLE ]
(#) Startar Notches and Fatigue Cracks {b) Detail of Chevron Notch

Note 1—Far a chevron arack starter notch the fatigue crack shall emerge on NOTE 1A = C within 0,010 W
both surtaces of the specimen. Noteg 2—Cutter tip angle 90° max
MEMMMMmmmdmmMm NoTe 3—Radius at chevron natch bottem 0.010 in,
a straight-through notch shall be at least 0.025 W or C.050 in. {1.3 mm}, whichevar (.26 mm) max

| i langer.
! Nore 3—Fatigue creck extension on each surface of the spaciman from the
siress ralser tipping the hole shall be at least 0.5 D or 0.050 in. (1.3 mm),
whichover is larger.

Note 4—Crack sterter notch shall be perpendicular 1o the Specimen suraces
Bnd 1o the intended direction of crack propagation within £2¢.

MNote 5—Notoh width N nead not be less than Ve in, (1.6 mm).

Figura 1.8 — Particolari dell’intaglio nei provini di flessione e C.T.

14



1.7.2 Appoqai e afferragai

Per ridurre al minimo 1’attrito, le prove di flessione sono eseguite usando come appoggi rulli con o
senza assi fissi. | diametri dei rulli e del punzone centrale dovrebbero essere compresi tra W/2 e W.
Per le prove a trazione si usa un afferraggio a forcella chiudibile con un perno passante. Traperno e

fori occorre accoppiamento libero preciso.

1.7.3 Dimensioni dei provini

Il risultato della prova di K€ considerato valido solo se la zona plastica all’apice della cricca
siamolto piccola e se le condizioni sono prossime a quelle di deformazione piana. La mancanza di
tale

condizione e denunciata dalla configurazione obliqua delle superfici di frattura; se pero queste si
presentano ben piane e perpendicolari al carico, non ¢ detto che la condizione di deformazionepiana
sia soddisfatta.

Vari autori hanno cercato una condizione sufficiente per la validit'a della prova. I risultati diqueste
ricerche sono stati condensati nelle prescrizioni delle norme ASTM E399 e BS 5447.

Entrambeprescrivono che la lunghezza della cricca deve essere:

a>25 (’i)z (1.20)

Osn

Affinché vicino al vertice della cricca lo stato tensionale sia sufficientemente prossimo a quello
chesi avrebbe in un materiale a comportamento lineare elestico. D’altronde sono sconsigliati valori
dia/W maggiori di 0.55, perche oltre questo valore piccoli errori nella misura di a si traducono in
fortierrori di Kic. Il combinato disposto di queste due prescrizioni equivale a fissare un valore

minimodi W.

1.7.4 Formazione della cricca di fatica

La formazione della cricca di fatica, fase essenziale nella preparazione del provino, deve seguire
una ben precisa metodologia, per evitare che vi siano tensioni residue o plasticizzazioni all’apice

della cricca:
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la lunghezza della cricca per fatica non deve essere minore di 1.25 mm fermo restando il
valore di a/W;

la cricca deve essere piana, parallela al piano dell’intaglio e deve avere fronte rettilineo e
parallelo al piano dell’intaglio (sono ammesse deviazioni non superiori a 5°). Purtroppo
questa condizione puo essere accertata solo dopo la rottura del provino.

il valore di AKdurante la propagazione non deve essere minore di 0.9 Kmax. Ci0 significa
che la sollecitazione di fatica deve essere molto vicina alla condizione ‘dallo zero’ o
addiritturaalternata.

il valore di Kyaxdurante il primo stadio della propagazione della cricca puo porsi uguale a
0.75 K\.. Durante lo stadio finale, intendendo per questo gli ultimi 1.25 mm di crescita della

cricca, deve essere Kyax<0.6 Kic(secondo la norma ASTM).

Tipicamente la formazione della cricca richiede almeno 50000 cicli di carico.

1.7.5 Strumentazione

La prova di frattura fragile € condotta in maniera molto simile alla prova di trazione. Per la

misuradegli spostamenti si usa un trasduttore, che concettualmente & un estensometro, posto a

cavallo

dell’intaglio, fig. 1.9.

Il carico viene fatto aumentare gradualmente in modo che Kcresca di 30 +150 MN m

32 al minuto,

che corrisponde ad una durata della prova tra 1 e 5 minuti.

Figura 1.9 — Trasduttore di spostamento (estensometro).
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1.7.6 Interpretazione della prova

Durante la conduzione della prova si registrano istante per istante i valori del carico Q e dello
spostamento s, fino alla rottura del provino.

L’andamento del diagramma carico - spostamento puo presentare un punto di discontinuita piu o
meno accentuato al momento della propagazione instabile; il caso piu favorevole é quello del quarto
diagramma della fig. 1.10, mentre il piu dubbio e quello del primo diagramma.

Per differenziare i vari casi si traccia una retta A sul prolungamento del primo tratto rettilineo e
successivamente una seconda retta il cui coefficiente angolare sia il 95% del precedente. Come
valore Qqda usare nel calcolo di Kicsi usa I’intercetta con la seconda retta o il massimo (se c’€)
compreso tra le due rette.

La prova non ¢ valida se lo scostamento del diagramma dalla prima retta € troppo ‘dolce’ come nel
primo diagramma di fig. 1.10, in cui il segmento @i, in corrispondenza dell’ordinata 0.8Qq, €

maggiore di 1/4 del segmento g, misurato in corrispondenza di Q.

Figura 50: Principali tipi di diagrammi carico-spostamento per prove di K.

Figura 1.10 — Principali tipi di diagrammi carico-spostamento per prove di K.
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1.7.7 Calcolo di K¢

Per il calcolo di Ky, il valore di Qqsi introduce nella formula:

Y
K, = BQ—W (1.21)

In cui il valore della cedevolezza Y e dato da uno sviluppo in serie di potenze di a/W, ma piu

comodamente dalle tabelle 9 e 10, rispettivamente per i provini a flessione e C.T.

Tabella 1.1 — Valori di Y al variare di a/W per provini di flessione a tre punti

- 0.000 0.001 0.002. 0.003 0004 0008 0006 | 0.00T | 000k 0,009
0450 1 910 913 a.15 918 521 923 926 . 929 | o | 935
0360 . 9.37 940 843 | 946 , 049 952 |, 954 o 957 | og 953
0470 ¢ 988 9.69 9.72 875 1 978 | 981 : 984 ' 987 = 9% 9.93
D480 | 9.96 999 1003 | 1006 ;| 1009 | Wiz | 1015 i lo8 | 1021 ;. 10.2%
0.490 10.28 10.3 103 | 1038 | 1041 1044 | 1048 | 1051 ‘ 1054 | 1058
0500 | 1061 1085 © 1068 10m 1075 : 1078 | 1082 | 1085 | 1089 | 109
0510 1 109 oo | 1103 1107 i ;1114 1118 122 | 1125 | 1129
0520 11.33 1137 - 1140 1144~ 1148 = 1152 | ‘1156 11.60 | 1164 r 1167
0,530 1nmn 11.75 i17a 1183 © 1187 Imwer i 1ise | 1200 | 1204 12.08
0560 | 1212 1206 1220 © 1225 1230 | 12335 | 125 | 1242 | 1216 | 129
0,550 12,55 T o -

Tabella 1.2 — Valori di Y al variare di a/W per provini C.T.

i v | i
o | 0o 0001 00z 0003 0008 | 0005 | 0006 0.007 | ooon | oo
0450 5.34 8.3 838 84l 843  BA5 : 847 B850 | 852 | B4
0,460 | 857 8.59 B.B&L BEd 866 867 : a7l | 873 | AT B.78
0470 . 881 8.8 8.86 8,88 831 - 8% B3% | B8 | 900 - 903
0480 ¢ 906 9.9 8,11 014 916 : 919 § 922 ¢ 924 . 93 I 930
040 9m 935 , 93 ! e 945 | 946 | 943 | w982 | 955 04
—— i 1 ! -
0500 | 960 965 | 966 ' 989 : 972 | e | e | 98 | esm | om
0510 | 990 9.93 9.96 9% 1002 ' 1065 | 1008 1011 | 105 | 1048
0520 . 1021 1024 ° 1027 103 1034 | 1037 | 1040 | 1044 | -1047 | 1050
0530 | 1054 1057 1061 1064 1068 | 1071 | 1075 | 1078 | losz | 1085
0.5%0 10,89 1092 103 | 1100 ' 1105 | 1LO7 | 1Ll ¢ 115 | 18 | 12
0.550 112 T . o
1
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2.Teoria di Griffith: Crack theory

2.1 Approccio energetico

L’approccio utilizzato da Griffith!* nasce considerando il caso di una cricca presente in una piastra
tensionata. Egli noto che per prevedere 1’accrescimento di tale cricca risultava necessario scrivere
un bilancio energetico tra il decremento di energia potenziale (dovuto al rilascio di energia elastica
immagazzinata nella piastra e il lavoro svolto dal movimento dei carichi esterni applicati a monte e
a valle) e tra I’incremento dell’energia superficiale dovuto alla presenza della cricca. Secondo
questo bilancio una cricca puo crescere di una certa lunghezza solo se viene fornito dal sistema la
necessaria energia superficiale. Quest’energia superficiale nasce dal fatto che non ¢’¢ una situazione
di equilibrio stabile negli atomi molto vicini alle superfici libere nei solidi. Nella configurazione
mostrata in fig. 2.1 egli ipotizza che ’energia superficiale ¢ calcolata come prodotto tra 1’area
superficiale totale della cricca (2a*2*t) e I’energia superficiale specifica ys, che rappresenta
I’energia superficiale per unita di area. Egli si serve della trattazione analitica di Inglis (caso di
intaglio ellittico immerso centralmente in una piastra infinitamente grande risolto in forma chiusa)
per calcolare il decremento di energia potenziale in funzione della dimensione della cricca, che

risulta essere (1*c>*a*t)/E.

Figura 2.1 — Configurazione utilizzata per il calcolo dell’energia di frattura
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La variazione di energia potenziale del sistema appena presentato puo essere scritto nella forma

seguente:
2,2
U= U= — 2=+ 4aty, 2.1)
Dove:

e U =energia potenziale della piastra con la cricca;

e U = energia potenziale della piastra senza la cricca;
e o =tensione applicata a monte e a valle della cricca;
e a=semi-ampiezza della cricca;

e t=spessore della piastra;

e E =modulo elastico (modulo di Young);

e v = energia superficiale specifica.
Possiamo riscrivere 1’eq. (2.1) nel modo seguente:

mola’t

U= 4atys — 7 + U, (2.2)

Ora per determinare la condizione di equilibrio deriviamo la (2.2) rispetto alla semi-ampiezza della

cricca e poniamo il tutto uguale a zero, ottenendo:

ou 2molat
Pl 4ty — . = 0 (2.3)

(0Up/0a = 0, perché I’energia potenziale della piastra senza cricca non varia con la lunghezza della

cricca)

Dalla (2.3) possiamo ricavare la condizione secondo la quale si ha equilibrio quando:

(2.4)
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Per conoscere la natura di questo equilibrio occorre derivare la (2.3) una seconda volta, ottenendo:

92U 2ot

daz E

(2.5)

Dalla derivata appena calcolata notiamo come questa condizione sia sempre negativa, cio porta alla
conclusione che la condizione di equilibrio descritto dalla (2.3) sia instabile, quindi la cricca tendera

sempre a crescere. Griffith riscrisse la (2.4) in modo da rendere esplicita la tensione applicata:

(2.6)

nel caso di stato piano di tensione (stato biassiale, prodotto dall’ipotesi di trascurare la componente
di tensione lungo 1’asse z), mentre nel caso di stato piano di deformazione (stato triassiale, prodotto
dall’ipotesi di trascurare la deformazione lungo 1’asse z) otteniamo la seguente condizione

tensionale:

_ 2YsE
o= /—na(l—vz) (2.7)

Nella (2.7) compare il coefficiente di Poisson che, variando tra 0.25 < v < 0.33 nella maggior parte
dei materiali, non produce grandi differenze tra i livelli tensionali critici calcolati nelle due ipotesi:
tensione piana o deformazione piana.

La cosa molto importante da ricordare & che queste relazioni si basano su ipotesi di materiale a
comportamento elastico fino a rottura e contenente una cricca con apici molto acuti (raggio di
raccordo pari a zero). Inoltre questa teoria cosi scritta € da considerarsi necessaria, ma non
sufficiente per determinare il cedimento del materiale.

Se invece prendo in considerazioni materiali che possono plasticizzare come metalli e polimeri
devo tener conto di questo fatto perché i valori a frattura possono essere molto diversi, in quanto il
materiale riesce ad assorbire molta piu energia (dovuta alla plasticizzazione del materiale) prima
che la cricca inizi a nucleare.

Per questi materiali troviamo sperimentalmente che 1’energia di frattura ¢ di diversi ordini di
grandezza piu grande rispetto alla sola energia assorbita dal materiale per la creazione di superfici

libere.
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Orowan fu il primo ad teorizzare questo aspetto e introdusse il parametro y, (rappresenta 1’energia

di deformazione plastica). La tensione critica diventa cosi:

_ 2E(Yst+vp) _ 2Eys Yo
7= \/ ma - \/Tta (1 + ys) (2:8)

dove (come detto precedentemente) y,>> vs. Sotto queste condizioni possiamo approssimare la (2.8)

nel modo seguente:

o = ZE—YS(V—”) (2.9)

wa Vs

L’appicabilita della (2.6) e (2.7) nel descrivere il comportamento a frattura dei materiali dipende
della severita degli intagli considerati (raggio all’apice tendente a zero) e dalla dimensione del

volume plastico nella vicinanza dell’apice.

E
o, = a—”: (2.10)
a
Omax = 20q o (2.11)

L’equazione (2.10) rappresenta la tensione teorica coesiva che deve essere vinta in un materiale in
modo tale da innescare una cricca nel materiale non danneggiato, mentre la (2.11) rappresenta il
fattore di concentrazione delle tensioni (approssimato) nel caso di piastra infinita soggetta a
trazione/compressione (o5) con intaglio ellittico centrale.

Eguagliando la (2.10) e la (2.11) é possibile ottenere:

o, = L \/E_V (ﬂ) o \/ZE_V (E) 2.12)
2 a \ag ma \8ay
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Dove:
e 0, = carico applicato a monte e a valle dell’intaglio per giungere a frattura;
e E =modulo elastico;
e 3y = equilibrium atomic separations;
e v = energia superficiale specifica;
e p =raggio di raccordo agli apici;

e a=semi-ampiezza dell’intaglio.

La similitudine tra la (2.9) e le (2.11) suggerisce una correlazione tra 1’energia di plasticizzazione ¢
I’effetto di arrotondamento degli apici dell’intaglio (fenomeno dovuto proprio alla plasticizzazione
del volume di fronte all’apice). Piu y, € elevato piu riesco ad ottenere un raggio di raccordo ampio p

all’apice dell’intaglio.

Le equazioni appena scritte avranno quindi campi di applicabilita diversi:
e le (2.6) e (2.7) potranno essere applicate quando siamo in presenza di intagli con apici p <
(8/m)ap, ma non ¢ ragionevolmente plausibile che la tensione vada a zero se p—0;
e le (2.8), (2.9) e (2.12) potranno essere applicate in presenza di apici p > (8/m)ag dove i

processi plastici presenti sono molto evidenti.

Nella seguente trattazione prenderemo in considerazione solamente materiali con comportamento
lineare elastico fino a rottura sollecitati staticamente. Le equazioni (2.6) e (2.7) possono essere
applicate, come detto precedentemente, a materiali fragili ad es. vetri amorfi o ceramici per
sollecitazioni statiche; mentre per i materiali metallici esse sono valide solo se sollecitati a fatica
(prove sperimentali dimostrano che durante carichi ciclici la rottura dei componenti avviene in

modo netto senza fenomeni plastici diffusi).
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2.2Relazioni tra energia di frattura e approccio basato sui campi di tensione

In questa paragrafo si vogliono rendere note le relazioni che correlano i due aspetti: energia di
frattura e approccio basato su “campi di tensione asintotici” (Irwin, 1957-58)[2].

Partendo dalla relazione (2.6) e ponendo G = 2y :

ovma = VEG (2.13)

K = ovma = VEG (2.14)
Valida nell’ipotesi di stato piano di tensione, mentre se sono in stato piano di deformazione ottengo:

EG
K= 555 (2.15)

Queste relazioni sono state ideate calcolando 1’energia necessaria alla chiusura di una parte della
cricca precedentemente formata in un solido. Per contro se la stessa quantita di energia viene
rimossa la cricca torna ad aprirsi.

Con i parametri descritti in fig. 2.2 possiamo calcolare il lavoro compiuto per unita di area
(considero un modello 2D in quanto lo spessore € unitario e quindi non viene esplicitamente

introdotto nella relazione) per richiudere una cricca di una quantita «, che risulta essere:

G=2[" V) 1y (2.16)

a 2

Dove:
e 2 = (fuori dall’integrale) sta ad indicare che V(x) rappresenta solo il campo di spostamenti
lungo uno solo dei due lembi;
e V(x) = campo di spostamenti lungo x misurato dal lembo alla bisettrice della cricca lungo la
distanza a;

e oyV(X)/2 = energia sottesa dalla load deflection curve.
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Figura 2.2 — Diagramma che mostra una parziale chiusura di una cricca per una distanza a.

Utilizzando ’espressione di Irwin per il calcolo delle tensioni lungo la bisettrice della cricca; pongo

6 = 0 e ottengo:

o, = (2.17)

V) == /@ (2.18)

Sostituendo le espressione (2.17) e (2.18) nella (2.16) ottengo la seguente espressione:

G =2 |ax gy 2.19)

aEr 70 x

Cosi scritto G rappresenta un valore medio, G=f{1/a); mentre K varia in funzione di della lunghezza
della cricca, quindi a rigore 1’integrale scritto sopra € un’approssimazione del valore medio reale.
Tanto piu piccolo ¢ il valore di a considerato tanto migliore sara 1’approssimazione ottenuta del

valore di G, al limite se a—0 e integro ottengo i risultati seguenti:

¢ =X (2.20)
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G = %2(1 —v?) (2.21)

Rispettivamente stato piano di tensione (2.20) e stato piano di deformazione (2.21) che
rappresentano gli stessi risultati mostrati a inizio paragrafo (vedi eq. (2.14) e (2.15)).
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3. Teoria di D. Leguillon applicata a puro modo |

3.1 Resistenza o tenacita? Criterio per la nucleazione di una cricca all’apice di

un intaglio

Secondo la teoria studiata da D. Leguillon (2001)™ per determinare la condizione di cedimento di
un componente intagliato devono essere soddisfatti entrambi i criteri, sia quello basato sulla
resistenza del materiale sia quello energetico. Infatti nessuno dei due rappresenta una condizione
necessaria e sufficiente. Da un lato il criterio energetico fornisce un limite inferiore per la lunghezza
di nucleazione della cricca, mentre dall’altro lato il criterio tensionale fornisce un limite superiore
alla lunghezza della cricca. Uguagliando queste due condizioni possiamo trovare il parametro
dimensionale (lp) della cricca al momento della sua comparsa. In questa analisi non si ipotizza nulla
sui fenomeni che intercorrono tra 1=0 (componente intagliato senza cricca all’apice) e 1o (momento

nel componente ¢ presente all’apice dell’intaglio una cricca).

3.1.1 Criterio energetico

Ipotizzando di avere un provino di un materiale con comportamento elastico fino a rottura (o che
presenta fenomeni di plastici trascurabili, zona plastica di fronte all’apice della cricca molto
piccola) lo stato di equilibrio € rappresentato da una certa energia potenziale W, # 0 e energia
cinetica W= 0. Successivamente, consideriamo lo stesso provino dopo la nucleazione della cricca
all’apice o dopo I’accrescimento di una cricca preesistente. Il criterio energetico prevede di scrivere

il bilancio energetico tra i due stati appena descritti, che risulta essere:
5Wp + W, +G.65 =0 (3.2)

Dove:
e J3W, = variazione di energia potenziale;
e OWy = variazione di energia cinetica;
e S =nuova superficie creata dalla nascita o crescita della cricca;

e G =energia di frattura per unita di superficie, tenacita a frattura.
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Dalle ipotesi iniziali possiamo dire che, indubbiamente, la variazione di energia cinetica tra i due
stadi ¢ positiva (6Wx > 0); cio implica che la variazione di energia potenziale sommata alla
variazione di energia superficiale deve essere negativa. Dalle considerazioni appena scritte si arriva

alla seguente disequazione:

_ W

> 2 G, (3.2)

La (3.2) rappresenta il criterio energetico che sta alla base della Finite Fracture Mechanics espresso
in forma incrementale; se faccio tendere I’incremento di superficie (generata dalla nucleazione o

accrescimento della cricca) a zero pervengo alla forma differenziale ideata da Griffith.

3.1.2 Criterio basato sulla resistenza

Il criterio di resistenza & basato sulla tensione che porta a rottura il materiale in condizioni di
trazione (o taglio), o 0 ¢, rappresenta quindi la tensione che un materiale pud sopportare appena

prima del cedimento:

0O =2 0,0T = T, (3.3)

I due criteri appena descritti, se applicati per prevedere la nucleazione di una cricca all’apice di un
intaglio, portano ad un evidente paradosso. Il criterio energetico di Griffith non riesce a porre una
condizione perché prima che la cricca nasca non ¢’¢ superficie libera generata e quindi il valore di
G tende a zero, mentre a causa del campo asintotico delle tensioni vicino all’apice le tensioni in
quei punti sono sicuramente piu alte del valore critico che il materiale é in grado di sopportare. Per
il criterio energetico la cricca non dovrebbe formarsi perché il valore G, non potra mai essere
raggiunto, mentre per il criterio tensionale il valore di o viene raggiunto all’apice dell’intaglio per
qualsiasi carico esterno applicato (anche molto piccolo).

Queste considerazioni portano a dire che ne ’'uno ne I’altro rappresentano delle condizioni
necessarie e sufficienti per prevedere la nucleazione della cricca.

Prove sperimentali hanno dimostrato che prendendo in esame un provino liscio a trazione il
cedimento é governato dal criterio tensionale, solo quando raggiungo la tensione a rottura il provino
si rompe (mentre il criterio energetico e soddisfatto automaticamente); prendendo in considerazione
un laminato cross-ply (due lamine esterne a 0° e una lamina centrale a 90°) noto che, al variare
dello spessore della lamina centrale, cricche trasversali si formano all’interno della lamina centrale
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a deformazioni diverse. Per spessori elevati ho che le cricche si formano ad una data def.
percentuale costante (¢ = o/E) perché ¢ il criterio tensionale a dominare su quello energetico,
dall’altra parte quando lo spessore diminuisce le cricche iniziano a formarsi a def. sempre maggiori
appunto perché ora e il criterio energetico a fornire la condizione di cedimento adeguata
(Esperimenti di Parvizi et al.).

Tutto cio ci porta a dire che affiche la cricca possa nucleare o accrescere entrambi i criteri devono
essere simultaneamente soddisfatti e nella maggior parte dei casi uno sovrasta 1’altro, quindi la
nucleazione di una cricca all’apice di un intaglio ¢ un problema di tenacita a frattura del materiale e
di tensione critica.

Nel proseguo della trattazione verra formulato un criterio di previsione del cedimento basato sui

campi di tensioni asintotici.

3.2 Iniziazione di una cricca all’apice di un intaglio

Figura 3.1 — Rappresentazione di un itaglio a spigolo vivo con una cricca nucleante dal suo apice

E’ noto da studi precedenti che il campo degli spostamenti lungo 1’apice di un intaglio a spigolo

vivo in un materiale a comportamento elastico risulta essere:

U(xy,x3) = U(0,0) + krtu(o) + - (3.4)
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Dove:
® X;,X2 = coordinate cartesiane con centro posizionato sull’apice dell’intaglio;
e U(0,0) = traslazione rigida del corpo (termine irrilevante al fine della trattazione);
e 1,0 =coordinate polari centrate sull’apice dell’intaglio;
e ) = esponente di singolarita (0.5 nel caso di una cricca ® =0, 1 nel caso di provino non
intagliato ® = m);
e U(0) = funzione di forma;

e k = fattore di intensificazione delle tensioni.

Prendendo in esame il caso particolare di carico simmetrico applicato ad un componente criccato la
(3.4) diventa:

g(xlle) = Q(0,0) + klﬁﬂ(e) + oo (35)

Mentre nel caso del provino liscio (non criccato o intagliato) lo sviluppo del campo degli

spostamenti risulta essere il seguente:
U(xq,x,) = U(0,0) + Trt(6) + - (3.6)

In questo caso k; corrisponde al SIF di modo I, mentre T rappresenta la tensione uniforme che
agisce su tutta la sezione del provino sottoposto a trazione.

Il campo delle tensioni, derivante da questo campo degli spostamenti, & noto essere funzione di r*™;
cio0 porta a dire che le tensioni tenderanno all’infinito quanto piu ci si avvicina all’apice della cricca.
Per qualsiasi carico applicato ci sara una regione antistante 1’apice della cricca dove le tensioni
saranno sicuramente maggiori della resistenza a trazione del materiale (in queste zone il criterio

tensionale per il cedimento sara sempre soddisfatto).
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3.3 Lunghezza di iniziazione della cricca

A fronte di quello detto in precedenza si vuole trovare la lunghezza di nucleazione della cricca sotto
determinate condizioni geometriche e di carico.

Questa lunghezza sara determinata dal confronto tra la condizione energetica e la condizione
tensionale agente sul materiale.

Come detto all’inizio di questa trattazione il criterio energetico prevede di porre un bilancio tra la
variazione tra 1’energia potenziale e la variazione di energia provocata dalla creazione di nuove
superfici libere.

La variazione di energia potenziale prevista da D.Leguillon, 1989 risulta essere :
—8W, = k*K(w,0y)1**d + - (3.7)

Dove:
e | =lunghezza della nuova cricca creatasi;
e d = spessore del provino (elasticita piana);

o K(m,0o) = coefficiente scala che dipende dalla geometria e dalla direzione di cricca.

Applicando la condizione data dalla (3.2) ottengo:
—8W, = G.ld =>k*K(w,0)I**"! = G, (3.8)

11 fattore di intensificazione delle tensioni ¢ proporzionale al carico applicato (k=Bo,) otteniamo in

questo modo un limite inferiore alla lunghezza | ammissibile per la cricca:

2A-1 > Ge —
Pt s e (22-1>0) (3.9)

Il limite di questa condizione risiede nel fatto che la dimensione di | non puo essere infinitamente
piccola, perché il carico esterno applicato non puo essere infinitamente grande. Questa entita deve
essere in accordo con la trattazione analitica asintotica del problema e deve essere in accordo con la
grandezza strutturale del materiale.

Applicando il criterio basato sulla resistenza del materiale e assumendo che lungo la linea di frattura

(prima che essa avvenga) agisca una forza di trazione superiore alla resistenza del materiale
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possiamo formulare la seguente disequazione, che ci permette di individuare un limite superiore alla
lunghezzal .

La tensione oy agente ad una distanza 1 e direzione 6y risulta essere:

ag(l,6p) = kl*'sg(6o) + - (3.10)

0g(1,00) = 0, =>1*"1< Bas6(60) (3.11)

Oc

Dal momento che le due condizioni devono essere simultaneamente soddisfatte perché la frattura
avvenga la lunghezza ammissibile risulta dalla soluzione del sistema formato dalle due

disequazioni. Risolvendo risulta:

[ = Gc(s9(09))?
0 K(w,0q)02

(3.12)
Possiamo affermare quindi che la struttura contenente una micro cricca di lunghezza Iy € in
equilibrio nel senso che la soluzione elastica prevede 1’assenza di energia cinetica. Inoltre
prendendo in esame 1’equilibrio proposto da Griffith, la (2.5) avendo un valore sempre negativo,
determina la natura altamente instabile di questo equilibrio.

Il valore di G all’apice della nuova cricca ¢ una funzione crescente della sua stessa lunghezza e

resta sempre piu elevato del valore critico G..
G(ly) = 2AG, con (A = %) (3.13)

G(lp) viene calcolato utilizzando la (3.8) considerando piccoli incrementi 1 da lo.

Wiy (Lp+61)— Wy (L)
sl

G(ZO) - = 1im61—>oo (3.14)

W, (lo) rappresenta del provino contenente una cricca di lunghezza lo. Gli incrementi possono essere
presi piccoli quanto servono per riuscire a prevedere con maggior accuratezza possibile il valore di

G. Inoltre i due casi presi in esame precedentemente portano a due situazioni:
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e Nel caso di provino liscio (o=n => A=1) il criterio basato sulla resistenza non riesce a porre

nessun limite superiore alla lunghezza della cricca:

Ge(56(60))?

> e ol

[ > K (@,00)0,2 (3.15)
e Nel caso di provino criccato (0=0 => A=1/2) il criterio energetico non pone nessun limite

inferiore:

< Ge(s6(60))*

S (@600 (3.16)

3.4 Criterio per prevedere la nucleazione della cricca

E’ assodato che il termine rilevante per la determinazione della nucleazione di una cricca in un
materiale € il fattore di intensificazione delle tensioni k, la condizione affinché cio avvenga e
necessario che il suo valore superi quello critico del materiale k. o ki a seconda delle condizioni

geometriche del provino.
k = k.okg (3.17)

Il problema sorge nel momento in cui si voglia calcolare questo valore critico per i vari materiali in
quanto esso non varia solo tra materiale e materiale, ma varia al variare dell’angolo di apertura
dell’intaglio considerato a parita di materiale. Cio porta a dover condurre prove sperimentali per
ogni angolo di apertura specifico.

Utilizzando la trattazione precedente sulla lunghezza di nucleazione della cricca é possibile derivare
questo valore utilizzando la tenacita a frattura del materiale G. e la sua resistenza a trazione o 0

(t¢).Sostituendo il valore di Iy dell’eq. (3.12) nella (3.9) si ottiene la seguente espressione:

" 2( G, )1—/‘1( o, )2/1—1 (318)

K(w,80) s6(6o)
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La direzione di frattura 6, pu0 essere determinata dal minimo valore del secondo membro della
(3.18), che in condizioni di materiale omogeneo con proprieta di frattura isotrope (non dipendenti
dalla direzione considerata) si traduce in questa disequazione:

K(w,0.)7™s9(0.)**™t = K(w,04)  *54(8,)**71, V0, 0 < 0, < 2 — w(3.19)
Infatti se il materiale e isotropo i valori G; ¢ 6. sono costanti in tutte le direzioni considerate. Questa
disequazione impone che la direzione di frattura € determinata dalla direzione dove il k. € minimo.
Una volta noto il valore dell’angolo di iniziazione della cricca, 1’autofunzione ru(0) puo essere

normalizzato cosi:
se(6;) = 1 (3.20)
(Di solito per una cricca il valore vero sarebbe 1/72r)

In questo modo il criterio assume una forma semplificata:

1-1

G¢ 2A—1
k> (K(w,@c)) o, (3.21)

Nel caso di una cricca (A=1/2) questo criterio di coincidere con quello di Griffith, mentre se siamo
in presenza di un provino liscio (A=1) esso coincide con il criterio basato sulla resistenza.

Nel caso di un intaglio in un materiale omogeneo e isotropo caricato in modo simmetrico si puo
affermare con estrema certezza che la direzione di frattura & rappresentata dalla bisettrice di tale
intaglio (0 = @ - ®/2). In questo modo ¢ possibile definire il valore di k. in funzione di G, 6; ¢ ®

(angolo di apertura dell’intaglio):

1-2

- Ge 22-1
k= (o) O (322

Il valore del G-SIF, k, calcolato con questo metodo avra unita di misura diversa per ogni angolo
preso in considerazione, in quanto 1’angolo influisce direttamente sul valore del grado di singolarita
del problema (1-A). Per verificare la resistenza del componente occorre confrontare ogni volta il

valore predetto dal metodo con quello critico ricavato sperimentalmente (stesso angolo di apertura

o dell’intaglio).
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3.5 Espressioni asintotiche accoppiate per la soluzione del problema singolare

Nei casi di elasticita piana si € soliti considerare che all’apice dell’intaglio sia presente un difetto di
piccolissime dimensioni.

La soluzione di questo problema “perturbato” dal difetto vista da molto lontano puo essere descritta
come la soluzione del problema analitica (dove il difetto non é presente) sommata a una piccola
correzione dovuta alla presenza del difetto, che in qualche modo ne influenzera il comportamento.
Se il difetto lo chiamiamo € e la soluzione elastica a tale problema U®(X3,X7), la soluzione a tale

problema puo essere definita nel seguente modo:
UGy, x2) = U°Cry,x2) + fi(&)UH(xg, x2) + - (3.23)

Dove:
. QO(Xl,Xg) = soluzione del problema non perturbato definita nel dominio Q%

e fi(e)U'(xy,x2) = correzione dovuta alla presenza del difetto.

La funzione U® ¢ definita all’interno del dominio Q°, mentre fi(¢) — 0 quando £—0 si ritorna al
caso imperturbato, infatti anche Q° — Q° quando e—0.

Questa soluzione ¢ valida all’interno dei domini appena descritti a patto che si stia distanti
dall’apice dell’intaglio dove il difetto € presente.

L’espressione appena descritta viene chiamata “outer” o “far field”.

La soluzione analitica U%(x1,X2) assume invece 1’espressione nota:
U°(xy, %) = U°(0,0) + krtu(6) + - (3:24)

Per semplicita prendiamo in considerazione il problema con carico simmetrico, quindi possiamo
affermare che il parametro singolare dominante € reale e unico.

Per risolvere il problema in prossimita dell’apice dobbiamo utilizzare un metodo leggermente
diverso.

Per prima cosa dobbiamo deformare il dominio, normalizzando tutto rispetto alla dimensione
caratteristica del difetto €, in questo modo se facciamo tendere a zero la dimensione del difetto

otteniamo un dominio Q° illimitato e le variabili spaziali ad esso connesse diventeranno y;= xi/c.
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In questo nuovo dominio “stretched” la dimensione della perturbazione diventa automaticamente

pari a 1 e la soluzione elastica al problema risultante sara:

US(xy,x5) = Us(eyy, ey,) = Fo()V° Wy, ¥2) + FL(©V(yy,¥2) + -+ (3.25)

In questo caso Fi(g)/Fo(e) —0 quando é—0. Cio significa che se il difetto non ¢ presente si ritorna
al problema noto e gia risolto di intaglio a spigolo vivo (trattazione di Williams).

Questa espansione viene chiamata “inner” e si riferisce al “near field”, in quanto rappresenta il
comportamento del campo degli spostamenti quando si ¢ molto vicini all’apice dell’intaglio.

Per determinare le funzioni incognite V° e V* ¢ necessario ricorrere all’ipotesi secondo la quale se
entrambe le espressioni sono soluzione dello stesso problema deve esistere una regione dove si
verificano simultaneamente, quindi ci sara un’area dove entrambe le soluzioni coesistono.
Prendendo il far field mi dovrd avvicinare al difetto, mentre prendendo il near field mi dovro
allontanare da questa zona.

Utilizzando 1’espansione nota del problema non perturbato posso esplicitare le funzioni incognite:
Fo(e) = 1, Vo(y1,¥2) = U°(0,0); Fy(e) = ke? (3.26)

Mentre il comportamento di V(y1,y2)—p"u(8) quando p—oo con p=\(y1*+y,?)=r/e.

Quest’ultima funzione ¢ indipendente dai carichi applicati, ma dipende solo dalla geometria locale e
dalla forma del modo singolare che definisce la condizione all’infinito. Il carico entra in gioco solo
tramite il G-SIF espresso nella F(g).

Usando il principio di sovrapposizione degli effetti possiamo definirla nel modo seguente:

Vi, y2) = p*u®) + V(y1,y2) (3.27)

Possiamo ora affermare che il secondo termine della “inner expansion” € ben definito.
Calcoliamo la variazione di energia potenziale tra lo stato non perturbato e quello con il difetto
presente a parita di carichi esterni applicati, il teorema di Betti ci permette di formulare la seguente

espressione:

§W, ==~ [, (a(U®)nU° — o (U*)nU®)ds (3.28)
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Dove I rappresenta un qualsiasi dominio che circonda I’intaglio e che inizia e finisce sulle sue
superfici libere, mentre n rappresenta la normale a tale contorno che punta verso 1’origine del
sistema di riferimento (apice dell’intaglio).

Questo integrale puo essere calcolato in qualsiasi dei tre domini descritti precedentemente, Q° Q%o
Q™ (rappresenta il dominio illimitato derivante dalla normalizzazione rispetto alla dimensione del
difetto che poi viene fatta tendere a zero).

La variazione di energia potenziale risultante:
W, = Kk?e** + - (3.29)
(questa espressione corrisponde alla (3.7) con d=1, spessore del provino).

A sua volta il fattore K puo essere calcolato utilizzando I’integrale seguente:
_1 1),, o2 y) 1
K=-J. (e(V")np*u—o(p*u)nV)ds (3.30)

Questo fattore dipende dalla forma della perturbazione attraverso la funzione V*, ma non dipendera
dalle sue dimensioni in quanto abbiamo normalizzato tutto rispetto a €. Inoltre il suo valore non
dipende dai carichi esterni applicati, che compaiono nell’espressione (3.26) solo attraverso il G-SIF
(k). La funzione V' pud essere approssimata tramite un modello FEM e a sua volta K puo essere

calcolato utilizzando I’integrale indipendente dal percorso scelto (scritto sopra eq (3.30)).

3.6 Calcolo del fattore K(®,0.)

Fisicamente la funzione di V! & soluzione di un problema mal posto, in quanto & riferito a una
quantita di energia infinita. Il problema ¢ risolto definendo tale funzione all’interno di un dominio
illimitato e ponendo che tale funzione all’infinito deve essere pari a p"u(0). Le uguaglianze espresse
nelle (3.26 e 3.27) garantiscono 1’esistenza della soluzione.

Dal punto di vista numerico, ¢ possibile pensare di confinare tale dominio (I'*) ad una distanza
molto grande rispetto a quella della dimensione della perturbazione (piccola cricca all’apice
dell’intaglio). Tramite un modello FEM ¢ possibile calcolare la funzione y”‘(yl,yz),

approssimazione di V*, ponendo le condizioni al contorno sulla frontiera di tale dominio.
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Le condizioni da porre possono essere di due tipi:

1. Condizione di Dirichlet: V' (y;,y,) = p*u() in I (3.31)

2. Condizione di Neumann:&(V**)n® = & (plg(e)) nin rt (3.32)

n” rappresenta la normale esterna al dominio considerato.

Una volta noto il valore della funzione approssimata ¢ possibile calcolare K utilizzando I’integrale
(3.30). Usando per semplicita come cammino di integrazione il dominio I'*.

E’ importante precisare come il valore cosi calcolato di K non sia molto accurato perché é affetto da

un errore Ke. Un valore accurato puo essere ottenuto bilanciando gli errori:

K(w) =¥ (Zl(yl,yz),plz(f?)) — K (3.33)

Generalmente la condizione di Dirichlet tende a sovrastimare il valore di K, mentre quella di

Neumann a sottostimarlo.

3.7 Metodo numerico per il calcolo di K

Questo termine risulta fondamentale per 1’applicabilita del metodo sopraccitato e risulta valido per
un solo angolo wo € la sua procedura numerica di calcolo consiste negli step seguenti:

e Costruire un modello FEM di un intaglio a spigolo vivo (sharp V-notch) per calcolare gli
autovalori e autofunzioni A e U(0) per quello specifico angolo di apertura wg. Se siamo in
presenza di materiale isotropo e omogeneo questi valori sono ricavabili analiticamente
tramite la trattazione di Williams;

e Costruire un secondo modello FEM contentente 1’intaglio e una cricca di lunghezza unitaria
sull’apice dell’intaglio, il dominio cricolare di tale modello deve essere pari a 100 (deve
essere sufficientemente piu grande rispetto alla lunghezza della cricca);

e Applicare le condizioni al contorno, Dirichlet o Neumann;

e Risolvere il sistema elastico di equazioni per ottenere la soluzione V}(y1,ys);

e Sostituire tale soluzione e p*u(d) all’interno dell’integrale (3.30) e integrare lungo un
dominio circolare di qualsiasi raggio (per semplicita si puo utilizzare direttamente come
percorso di integrazione la frontiera del dominio utilizzato per definire il modello FEM);

e Ripetere gli step precedenti facendo variare I’angolo di apertura dell’intaglio che si vuole

studiare.

38



3.8 Espressione finale del criterio

Nel caso di una cricca (0 = 0) possiamo affermare che 1’energia di frattura puo essere espressa nel

modo seguente, nel caso di stato di deformazione piana:

1—v2

G, = k;.° 2m .

(3.34)

Confrontando la (3.7) con la (3.34) notiamo come K- = 2n(1-v9)/E.

A fronte di quest’ultima relazione risulta chiaro che K ¢ proporzionale a 1/E qualsiasi sia 1’angolo
di apertura dell’intaglio; inoltre ¢ stato verificato che per valori del coefficiente di Poisson tra 0.1 e
0.4 la variazione dei risultati previsionali é trascurabile.

I criterio espresso dalla (3.22) pud quindi essere riscritto nella forma seguente!®:
k>k.= y(w)E*11G.1*g, 221 (3.35)

Il primo termine dell’espressione rappresenta una funzione universale dipendente dall’angolo di

apertura dell’intaglio, mentre E” rappresenta il modulo elastico “normalizzato™:

* E
E= 2n(1-v2) (3.36)

in questo modo K risulta:

1

successivamente possiamo introdurre il parametro di tenacita a frattura definito da Irwin mediante
la (3.34) nella (3.35) ottenendo:

k >k, =y(w)k, 2 Po.2471(3.38)

| parametri necessari per la determinazione della resistenza del materiale risultano essere

sostanzialmente 4:
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1. A che in un materiale omogeneo e isotropo risulta funzione di ® secondo questa equazione:
Sin(A(Zn — w)) = Asin(w) (3.39)

2. il valore della funzione universale y(®);
3. Gg

4. o

E’ da notare che all’interno della meccanica della frattura lineare elastica i dati hanno una certa
dispersione e inaccuratezza, quindi in buona approssimazione possiamo dire che la funzione
universale y(o)=1(estendendo il valore particolare della cricca anche agli intagli con anglo di
apertura diversi).

Per completezza inseriamo il grafico, in fig. 3.2, che rappresenta la variazione della funzione

universale rispetto a o ¢ la tabella 3.1 relativa.

(}.95 T T T T T
0 30 60 90 120 150 180

o(°)

Figura 3.2 — Grafico che mostra I’andamento della funzione universale in funzione dell’angolo di apertura dell’intaglio.
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Tabella 3.1 — Valori della funzione universale in funzione dell’angolo di apertura dell’intaglio.

w(®) A ylew) w(®) A Y ()
0 0.500 1.00 20 0545 109
3 0500 1.00 95 0.553 10
10 0500 1.00 100 0563 111
15 0500 100 105 0.574 12
20 0501 1.00 110 058 114
25 0501 1.01 115 0.600 A5
30 0502 1.01 120 0.615 6
35 0503 1.01 125 0.633 A7

1
1
1
1
1
1
1
40 0504 102 130 06532 LI8
1
1
1
1
1
1
1

45 0506 102 135 0.673  1.19
30 0507 103 140 0697 120
33 0510 103 145 0,723 1.20
il 0513 104 150 0752 119
B3 0516 104 155 0784 1,19
70 0520  1.05 16D 0819 LT
75 0.525 106 165 D858 114

80 0531 Lo7 170 0901 111
83 0.537 108 175 D948 106
180 LODD 10O
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4. Metodo SED applicato a modo | puro

4.1 Teoria e ipotesi iniziali

La teoria contrapposta a quella appena presentata ¢ stata formulata da P. Lazzarin!”? e verra illustrata
nei paragrafi seguenti.
Nel caso di un intaglio a spigolo vivo la distribuzione delle tensioni (dovuta ad una condizione di

carico di puro modo 1) di fronte all’apice puo essere espressa nella forma seguente
= ArtT (6, ) (4.1
O-l] 1 j\ : )

Dove fij rappresentano le funzioni angolari studiare da Williams®® (relative al modo 1, opening

mode).

Figura 4.1 — Intaglio a spigolo vivo con rappresentati i due sistemi di riferimento cartesiano e polare centrati sull’apice.

foo 1

fi =

f:; 1+ 2+ xp:(1—24)
(1+ A)cos(1—A4,)6 cos(1+ A,)60
(3—=21)cos(1 —A)0 |+ xp1 (1 — ) |—cos(1 + 1,)0 (4.2)
(1—A4y)sen(1—1,)6 sen(1l+ 4,)6
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Mentre A; pud essere espresso in funzione del parametro di campo K;" (N-SIF di modo 1 per
componente intagliato con spigolo vivo, raggio di raccordo all’apice pari a zero). Mentre il K1¥ pud

essere calcolato tramite 1’espressione formulata da Gross — Mendelson, eq. (4.4)"),

_ K
Al - \/E (4-3)
K" = V2mlim,_o[oge(r, 0)rtM] (4.4)

Una volta noti questi parametri e possibile calcolare in forma chiusa il valore della densita di
energia di deformazione in un punto, di coordinate cilindriche (r,0), utilizzando 1’espressione di
Beltramil*”:

1 (K,")?
(e) — _ 2-1) 1
W, (r,0) ZEr >
[foo + frr” + fur” = 2v(foafor + foofur + frrfuz) + 2L + V) fro”] (4.5)

Nulla e stato detto sulla funzione f; in quanto il suo valore dipende dalla condizioni in cui viene

svolta I’analisi. Le condizioni ipotetiche di analisi sono principalmente 2:

1. deformazione piana: dove il materiale si ritrova in una condizione di deformazione biassiale

e stato tensionale triassiale

&, =0 (4.6)

che si traduce in uno stato tensionale lungo ’asse z che vale

O0z; = V(O-HQ + Urr) 4.7)

2. tensione piana: dove il materiale si trova in una condizione di stato piano di tensione e stato
triassiale di deformazione

0,, =0 (4.8)
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che si traduce in uno stato di deformazione lungo 1’asse z pari a

v
€2z = — = (099 + O-rr) (4.9)

A causa dell’alto gradiente di tensioni che si genera in prossimita dell’apice dell’intaglio si
preferisce ipotizzare che in quella regione di materiale viga una condizione di stato piano di
deformazione, in modo da non trascurare le eventuali tensioni 6., che per le ipotesi descritte sopra
anch’esse tenderanno all’infinito.

Integrando tale densita di energia in un volume finito di materiale si ottiene 1’energia totale di

deformazione generata dallo stato tensionale applicato a monte e a valle dell’intaglio.
E,© = [ w©adv (4.10)

Trattandosi pero di ipotesi di deformazione piana (il materiale non subisce deformazione lungo

I’asse z) possiamo pensare di trascurare lo spessore passando quindi da volume di controllo ad area.
E,© = [ w,@da= [ [T w, O, 0)rdrds = =21 (k,")?2R M (a11)
1 - Ja 1 - 0 -y 1 ) - E 4/11 1 C .

Dove li(y) rappresenta l’integrale dell funzioni angolari in funzione della semi ampiezza

dell’angolo solido considerato, vedi fig. 4.2.

L) = [ fao® + fir” + fur” = 2v(foofor + foofrz + Frafir) + 2(1 +V)fr07]d0 (4.12)

Figura 4.2 — Volume di controllo centrato sull’apice dell’intaglio e definizione di angolo solido.
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La dimensione dell’area su cui mediare quest’energia di deformazione totale ¢ pari a:
_ R +y _ 2
A= Cf_y rdrdf = R .y (4.13)

La densita di energia di deformazione mediata su tutta I’area di controllo viene calcolata mediante

I’espressione seguente:

2

—@ _ E© _1nwm( K"
w,© = (-5%) (4.14)

A E4ly \R ™M

Il cedimento nel materiale avverra nel momento in cui verra raggiunto un valore critico W, che
dipende direttamente dal materiale in esame. Questo valore critico per un materiale che dimostra
comportamento lineare fino a rottura (rottura fragile) pud essere valutato mediante una prova di

trazione monoassiale con provino liscio.

W, = - (4.15)

Ot ; W

h
4
€

&

Figura 4.3 — Schema di una prova di trazione con rottura fragile.

Una volta noto il valore della densita di energia critica che porta al cedimento del materiale
considerato € possibile ricavare il raggio di del volume di controllo R. utilizzando la formula sopra
descritta, eq. (4.14). Se siamo in presenza di un intaglio con 20 # 0 dovro utilizzare il valore del
Ki.” (cioé il valore critico del N-SIF che provoca il cedimento del materiale per quel dato angolo di
apertura), mentre se siamo in presenza di un angolo di apertura pari a zero I’N-SIF diventa SIF e

diventa conincidente con la tenacita a frattura del materiale K.
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1
V21l2(1-29]
= [1 L) (Ki") ] 1 (4.16)

E4lyy W,
Oppure il valore del raggio del volume di controllo pud essere espresso come suggerito da
Yosibash* (2004):

_ +)(G-8y) (ﬁ)z

41 Ot

R, (4.17)

Sostituendo il valore del raggio del volume di controllo appena presentato nell’espressione per il
calcolo della densita di energia di deformazione elastica (eq. (4.14)) ed uguagliando tale valore con
il valore critico (eg. (4.15), ottenuto tramite la prova di trazione con il provino liscio) si ottiene una
stima del valore critico dell’N-SIF. Questo valore sara funzione del materiale in esame e della

geometria considerata.

4.2 Espressione finale del