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SOMMARIO

L” ambito di studio della presente tesi ¢ la teoria classica del campo
elettromagnetico libero nella sua formulazione covariante. L'intera
fisica delle onde elettromagnetiche in assenza di sorgenti & racchiusa
nella nota Lagrangiana di campo libero : L = —%F”VFW . 1l teore-
ma di Noether per una generica teoria di campo afferma che ad ogni
simmetria continua ad un parametro dell’azione e associata una qua-
dricorrente conservata. Ad esempio la conservazione del quadrim-
pulso e del momento angolare discendono dall’invarianza del campo
elettromagnetico per 'azione del gruppo di Poincare. Il campo elet-
tromagnetico libero presenta diverse altre simmetrie con conseguenti
correnti conservate. La tesi si occcupa di una particolare legge di
conservazione scoperta nel 1964 da Daniel M. Lipkin [1]. L'esisten-
za di un tensore di rango 3 simmetico a quadridivergenza nulla fa
supporre l'esistenza di una simmetria a dieci parametri del campo
elettromagnetico libero che generi queste 10 correnti, chiamate nel-
l'articolo orginale "Zilch". In un altro articolo del 2013 T.G. Philbin
[3] dimostra 1’esistenza di una trasformazione del potenziale vetto-
re, simmetria dell’azione, la quale attraverso il teorema di Noether
genera la legge di conservazione per solo una delle componenti del
tensore di Lipkin. Lo scopo principale della tesi & stato quello di
trovare la generalizzazione covariante della trasformazione dell” ar-
ticolo di Philbin, verificare I'invarianza dell’azione del campo libero
sotto l'azione di questa trasformazione e dedurre, tramite il teorema
di Noether, il tensore di rango 3 scoperto nell’articolo originale. La
seconda parte della tesi si occupa dell'interpretazione fisica di tale ca-
rica. In anni recenti la "Zilch"e stata usata come misura della chiralita
ottica, legata al fenomeno del dicroismo circolare della luce: luce po-
larizzata circolarmente che investe un materiale chirale presenta un’
asimmetria nell’assorbimento delle due componenti, destra e sinistra,
della radizione incidente. Definito un fattore di asimmetria g viene
infine mostrata l’esistenza di soluzioni chiamate "superichirali”, ovve-
ro che presentano asimmetrie pit elevate di quelle trovate per onde
piane monocromatiche polarizzate circolarmente.
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INTRODUZIONE

La presente tesi riguarda la teoria classica del campo elettroma-
gnetico in formalismo covariante in assenza di sorgenti. In assen-
za di distribuzioni di carica le equazioni di Maxwell sono 9,,F*Y =
0 Euvpc0YFP? = 0. Le soluzioni del campo eletttromangeti-
co sono onde non dispersive, infatti ponendosi in gauge di Lorenz
0uAM =0 le equazioni del moto assumono la forma CJA* = 0, ovvero
I'equazione di d’Alambert per i quadripotenziali. Di fondamentale
importanza sono le leggi di conservazione. Per una teoria relativisti-
ca tali leggi sono espresse come quadridivergenza nulla di un qual-
che tensore. Ad esempio la conservazione del quadrimpulso viene
espressa come 0, TH"Y = 0, dove THY e il tensore energia-impulso.
Prendendo una componente, ad esempio v = 0, si ottiene I'equazione
00T = —93;T0, Ia quale, integrata nei due membri su di un volume
chiuso e limitato e usando il teorema di Gauss, data la presenza di
una divergenza spaziale, fornisce in modo ovvio la conservazione lo-
cale della quantita, in questo caso, I'energia.

Nella tesi consideriamo e analizziamo la conservazione di correnti
non standard dell’elettromagnetismo libero. In particolare facciamo
riferimento ad una legge di conservazione, scoperta da D.M. Lipkin
in un articolo del 1964 [1], di uno pseudotensore Z*VP simmetrico nei
primi due indici, il quale derivato nella sua componente p si annulla.
Si dimostra che queste 10 correnti non hanno alcuna connessione con
le famose conservazioni del quadrimpulso e del quadrimomento an-
golare; la dimostrazione della conservazione di queste nuove corren-
ti, chiamate nell’articolo originale “Zilch”, é riportata nell’appendice.
Sempre nell’appendice viene riportata la dimostrazione, presente nel-
l'articolo [2] di T.W.B. Kibble, di come il tensore della ”"Zilch” puo
essere riscritto in una forma particolare, piti semplice e per la quale
risultano pitt immediate alcune particolarita, come ad esempio 1’an-
nullarsi della sua traccia per quanto riguarda i primi due indici.

A seguito della pubblicazione di Lipkin sono state fatte numerose
ricerche sulla”Zilch”, in particolare diverse pubblicazioni (ad esem-
pio [5]) hanno cercato possibili relazioni con il teorema di Noether.
Questo importante teorema afferma che ad ogni simmetria continua
ad un parametro dell’azione e associata una legge di conservazione.
Quindi, come l'invarianza di Poincare dell” elettromagnetismo classi-
co genera, attraverso tale teorema, la conservazione del quadrimpulso
e del quadrimomento angolare, cosi & naturale supporre l’esistenza di
un qualche gruppo a 10 parametri che generi la conservazione della
Zilch. Nell’articolo [3] T.G.Philbin deduce tramite il teorema di Noe-



ther la prima componente della ”Zilch”, trovando una simmetria del
campo libero per una ben determinata trasformazione dei potenziali
¢ e A. L'approccio usato in quest’ultimo articolo € non covariante.

L’obbiettivo principale della tesi e stato cercare una generalizzazione
covariante della simmetria di Philbin, in modo che l'intero tensore di
Lipkin potesse essere dedotto in modo naturale, tramite il teorema
di Noether, da una trasformazione del quadripotenziale SA*. Dopo
aver dimostrato che la trasformazione proposta ¢ effettivamente una
simmetria e dopo aver calcolato la corrente associata, apparentemen-
te diversa da quella trovata da Lipkin, abbiamo dimostrato 1’equiva-
lenza con il tensore dell’articolo originale. Tale equivalenza e stata
trovata sommando al tensore dedotto dal teorema di Noether un al-
tro tensore, che e costruito in modo tale da avere quadridivergenza
nulla e che non contribuisce alla carica trasportata, analogamente al-
la procedura per la simmetrizzazione del tensore energia-impulso in
elettromagnetismo classico [6]. Il fatto che esista una nuova legge di
conservazione non & cosi sorprendente, dato che stiamo consideran-
do la teoria del campo non interagente. Anche nell’articolo [5] viene
dedotta la “Zilch” tramite il teorema di Noether, ma in modo diverso
dal lavoro di questa tesi, usando una procedura particolare ponen-
dosi on-shell fin dall’inizio, introducendo un nuovo quadripotenziale
CH sull'identita di Bianchi. Sempre in questo articolo Cameron mo-
stra l'esistenza di una generalizzazione di questa simmetria, quindi
una serie infinita di quantita conservate.

L'ultima parte si focalizza sull’interpretazione fisica dela quantita tro-
vata. Gia Lipkin aveva mostrato come la componente Z°°°, chiamata
“chiralita ottica”, venga trasportata da onde piane monocromatiche
polarizzate circolarmente (CPL), mentre per polarizzazioni lineari la
chiralita & nulla. Dopo aver mostrato che le onde piane polarizzate
circolarmente sono proprio gli autostati del generatore infinitesimo
della simmetria, abbiamo mostrato, facendo riferimento all’articolo
[4], che la chiralita ottica ha un ruolo fondamentale nello studio del
fenomeno del Dicroismo Circolare. Luce polarizzata che investe un
materiale chirale presenta assorbimento diverso da parte delle mo-
lecole chirali a seconda che la luce impiegata sia polarizzata in un
verso o nell’altro. La chiralita ottica si mostra essere cid che quanti-
fica il grado di asimmetria tra I’assorbimento di radiazione da parte
del mezzo chirale di un’onda elettromagnetica e della sua onda spe-
culare. La parte conclusiva mostra come le equazioni di Maxwell per-
mettano soluzioni che possiedono asimmetria chirale pitt grande di
quella trovata per le onde piane polarizzate circolararmente, soluzio-
ni chiamate superchirali. E” stata quindi studiata un tipo di soluzione
stazionaria costruita da due CPL che si propagano in direzione op-
posta, aventi stessa frequenza, parita diversa e intensita leggermente
diversa. Tale onda stazionaria presenta ai nodi un’ alta asimmetria
chirale. Molecole localizzate in tali punti presentano quindi differen-



ze nel grado di assorbimento "destro’ e “sinistro’ maggiori che in una
semplice CPL.






IL CAMPO
ELETTROMAGNETICO LIBERO

1.1 LAGRANGIANA E SIMMETRIE

Un’ onda elettromagnetica che non interagisce con la materia & so-
luzione delle equazioni di Maxwell in assenza di sorgenti, in notazio-
ne covariante abbiamo

0 F*Y =0 (1)
e l'identita di Bianchi
Euvpo0 FPT =0. (2)
Quest’ultima equazione & equivalente all'introduzione del quadripo-
tenziale A" tale che soddisfi F*Y = 0*AY —0YAH. Il lemma di Poin-
care infatti garantisce che se e soddisfatta la (2) e se lo spazio tempo
considerato soddisfa particolari condizioni topologiche (non restritti-
ve nel nostro caso), allora F*Y pud sempre essere scritto in termini
del quadripotenziale A*.
L’azione del campo &

1= Jd“x (lF”VFW> . (3)

Dal calcolo variazionale sappiamo che minimizzare 'azione, 81 = 0,
equivale ad imporre le equazioni del moto auﬁ — ai\LV =0,
ovvero la (1). Diciamo che l'azione & invariante sotto una generica
trasformazione del campo e delle coordinate spazio temporali, x*' =
XM+ oxM e AH = AM 4 5AH, se I'azione espressa nei nuovi campi e
nelle nuove coordinate ¢ equivalente all’originale.

Il teorema di Noether stabilisce che ad ogni simmetria continua ad
n parametri dell’azione, se sono soddisfatte le equazioni di Eulero-

Lagrange, corrispondono n correnti conservate.

1.2 TEOREMA DI NOETHER

Si ricorda qui il teorema di Noether nel caso speciale in cui la tra-
sformazione non lasci invariata solo I'azione, ma anche la Lagrangia-
na. Tale richiesta € meno generale e piu restrittiva. Assumeremo
inoltre che la trasformazione considerata lasci inalterata la misura
d*x’ = d*x. La simmetria studiata e spiegata nel capitolo 2 rientra in
questo caso, dato che si tratta di una simmetria interna, quindi che
non coinvolge trasformazioni dellle coordinate spazio-temporali.

5L =0 )
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Quindi, esplicitando la variazione:

oL oL
SL = 5x"du L 4+ 8Ay o 40, 0Ay——" =0
Y WA TEW

oL oL oL
0 (6xML) 4 8AL (O o Ot g A, O
wlOXEL) + AV = dugaa Ay T OBV ALy O

oL oL oL
Ou(OXxML+0Ay ———) +0dA -0
R T Ny WA YN TE R
Se imponiamo che i campi A, soddisfino le equazioni di Eulero-
Lagrange, il secondo termine tra parentesi deve annullarsi e abbiamo

percio la conservazione della quadricorrente di Noether.

)=0. (5

oL
= 5x*L +0A, ——— 6
= L BA ©)
tale che
o JH =0.

A questo punto mostriamo come non sia necessario richiedere che la
variazione della Lagrangiana sia nulla, ma richiedere che sia uguale
alla quadridivergenza di un qualche quadrivettore X*. Il fatto che
la Lagrangiana a seguito della trasformazione non rimanga invariata,
ma invariata a meno di una quadridivergenza, non fa cadere la vali-
dita del teorema.
Quindi ponendo
dL =0, X"

la (5) viene riscritta come

oL oL oL
2, (5xML) + 5A By 0 (BAy 2
R Y WL T Y WAL LT 1T W W

) = 0,X" .

Quindi portando il termine 9, X" a primo membro e imponendo
le equazioni di Eulero-Lagrange otteniamo la conservazione della

corrente: oL
H=5x*"L 4+ 80A, —— — X*

Elenchiamo ora le piti importanti simmetrie della teoria libera del-
l'elettromagnetismo.
La simmetria fondamentale e quella per il gruppo di Poincare, la
trasformazione infinitesima é:

- 1

SA, = AL (X)) — Ar(x) = Ew“BZ“E SAg  oxM =at + wH xY
dove la matrice antisimmetrica w g e il quadrivettore a* rappresenta-
no i 10 parametri infinitesimi della trasformazione e LB s — 5o Bs —
5Pnxs. Sostituendo le trasformazioni nell’espressione della corrente
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di Noether otteniamo la conservazione del tensore energia-impulso
canonico:

oL
™ = ———0YA, —"'L
(3, A,) L
e del tensore densita di momento angolare canonico:
Mook = xorp _xBruey 0L yapsp
QAT T

Un’altra simmetria particolare del campo libero ¢ la trasformazione
di scala, ovvero:

xM(x) =M AR = ATTAR(x)
dove il parametro infinitesimo & A e la corrente conservata e:
M= THYxy + Ay ORAY.

Oltre alle simmetrie considerate ne esiste un’altra, a 4 parametri, chia-
mata simmetria conforme speciale, la quale, assieme alle dilatazioni
e alle trasformazioni del gruppo di Poincare, forma un gruppo a 15
parametri chiamato gruppo conforme.

7






2 ZILCH

2.1 CONSERVAZIONE DELLA ZILCH

Nell’articolo [1] D. M. Lipkin dimostra 1’esistenza di un tensore
ZM*VP simmetrico negli indici p e v per il quale vale la legge di con-
servazione 0,Z"VP =0 .

1 1
240 = JF PO Fope TP 4 JF POV Fapet P

1 1
7 Fapd T PP + S FapdYF P 7P

1 1
—5 PG Fape P — SFY PO Fapetoo™

— %Fof’ i %FaﬁaGF"ﬁe”pU“. ®)
La dimostrazione della conservazione della corrente e riportata nel-
I'appendice. Nonostante tale conservazione discenda direttamente
dalle equazioni di Maxwell, Lipkin [1] non fornisce nessuna spie-
gazione in merito all’origine di questa legge. Inoltre si astiene dal
fornire una interpretazione fisica della carica conservata e si limita
a notare come la componente 7000 venga trasportata da onde piane
monocromatiche polarizzate circolarmente, mentre per polarizzazio-
ni lineari la carica risulta nulla.

Usando le equazioni di Maxwell e dalle definizioni:
FOO =0 FiO — Ei Fl) — _EijkBk (9)
la componente 000 del tensore vale:
7% —E.(V xE)+B-(V x B). (10)

Questa quantita, chiamata chiralita ottica, verra spiegata nel capitolo
3. Facciamo notare come le 10 quantita ZY = [ ZY%dxdydz abbiano
le dimensioni di una forza, o alternativamente quelle di un’ energia
per secondo.

2.2 SIMMETRIA

T.G. Philbin [3] nel suo articolo mostra come la trasformazione

SA =1 XA 5d =0, (11)
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simmetria della Lagrangiana di campo libero, generi attraverso il teo-
rema di Noether la prima componente della Zilch. n rappresenta il pa-
rametro infinitesimo della trasformazione. Notiamo che la trasforma-
zione € una simmetria interna poiche non abbiamo variazione nelle
coordinate spazio-temporali. Dato che la trasformazione non e espres-
sa in forma covariante, il primo obbiettivo di questa tesi e stato cerca-
re una sua generalizzazione di carattere tensoriale. Consideriamo la
trasformazione del campo:

Ay = w0, Gy« (12)

dove Gy = %EV“WFW e w*Y e la matrice dei parametri infinitesimi.
Poiche le correnti della Zilch sono 10 ci si potrebbe aspettare che tale
matrice w sia simmetrica. Non facciamo tale ipotesi e mostreremo pitt
avanti una spiegazione del perche il tensore di Lipkin e simmetrico.
Mostreremo infatti come la (12) & una simmetria anche se w"Y non &
simmetrica.

Ponendo w®® = — in (12) si ottiene

SAS — _%aogO“WFpo

e dunque se « = 0, dato che il tensore di Levi-Civita si annulla per
antisimmetria, abbiamo §A° = 8¢ = 0 e se « = k allora, dato che
(v x A)k = eklmg A, otteniamo (8A)* = n(7 x 9:A)¥, in accordo
con la (11).

Dimostriamo ora che la (12) & una simmetria dell’azione elettroma-
gnetica nel vuoto. Precisamente vogliamo mostrare che 6L si puo scri-
vere come una quadridivergenza di un genrico quadrivettore: 6L =
0 XH.

La variazione del tensore elettromagnetico é:

6F0c[5 = a(xéAB — aﬁéAo‘ = w”v(a(xauG\,B — aﬁauGy(X).

Prendendo la variazione della Lagrangiana e inserendo 1'ultima espres-
sione:

1 1

1
8L = —8(F*PFap) = —58(Fap)F*P = —SF*P (0"¥040,Gyp — w030 Gval.

Dal fatto che G4p = —Gp« € sruttando le due identita

1 1
GH = EswpUFPU Fuv = _E'SHVQGGDU

segue

1
SL = —wHVF*P9,0,Gyp = wae“m%vﬁpgewaaaﬁp“

1
- _in(ézégsg + 838N, + 85880 GyaduduF e
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1
— —Ew“VGY;\aVauFM—w”VGway\auFM. (13)

(A) (B)

Consideriamo ora il secondo termine della (13):
(B) = —w"YGyy 00 FNY =~V (GyvOaFMY) + w0, Gy OAFMY
= — W'Y, (GyvOAFNY) + "V OA (0. Gy FMY) — wHY02 0, Gy FNY
— —wm’au(nya;\F)‘y)+w”va;\(auGva>‘V)+%w“vsyyaﬁs)‘ypday\auF“BGpg
= — WM"Y, (GyvOAFNY) + wHYOA (0, Gy FMY)
+%w”V(5$5gég + 80,0389 + 83850%)9r0,F*P G

= WM"Y, (GyvOAFNY) + wHY A (8, Gy FMY)

1
—i—iw“\’avauFYAGy;\ + w"Y0r0, FMY Gy .

—(B)

Quindi in definitiva abbiamo:

1 wv % 1 [TRY % 1 wv YA
(B) =—5Ww 0. (Gy+O0AF )—l—iw 0A(0.Gy+F )—i—Zw 0v 0, FY"Gya.
Sostituendo 'ultima espressione nella (13) otteniamo:

1 nv % 1 [TRY %% 1 TR YA
6L:—§w 0u(GyvOAF )—l—iw 0A(0.Gy+F )_le 0v 0, FY"Gya.

Usando lidentita di Bianchi 9,F¥» = —0*F," —9YF*, nell'ultimo
termine:

L= LWV, (Gyn DA FM) 4 SR 0 (2, G oY)

1 1
+ @MY Gya + YDV Gy

Usando ancora l'identita di Bianchi 9,G"*Y = 0 possiamo riscrivere i
primi due termini come una quadridivergenza, mentre gli ultimi due
termini si eliminano per l’antisimmetria di G*".

1 1 1
§L = an(w”VGw\avF}‘u) + an(w”VOHGMFV)‘) — Zay(wva)\Vame‘).
Segue quindi che la variazione della Lagrangiana puo essere eguaglia-
ta alla quadridivergenza di un quadrivettore X", quadrivettore che
contribuira alla quadricorrente che cerchiamo ; riprendiamo il teore-
ma di Noether (eq. 5), ricordando che per questa simmetria éx* = 0,
abbiamo quindi:
oL oL oL

5L—3.X" = A _9 0L (5A, 2 xmy—o.
u Y(Ga, 0y T e A Y
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Imponendo le equazioni del moto, riprendendo l'espressione della
quadricorrente di Noether (eq. 6), otteniamo la conservazione della
quadricorrente associata alla simmetria:

ZWYY = FYAQHG,Y — GY VF, M (14)

0y ZMYY =9, (FY*%G,¥ — GY*dVF,") = 0. (15)

IL tensore di equazione (14) a prima vista sembra non assomigliare
al tensore di Lipkin, infatti contiene solo due termini degli 8 presenti
nella (8). Inoltre per dimostrare che la trasformazione proposta e ef-
fettivamente una simmetria del campo elettromagnetico non é stato
necessario richiedere la simmetria della matrice dei parametri infinite-

simi w"Y, e la quadricorrente non sembra affatto simmetrica rispetto
a questi due indici.

2.2.1  Verifica esplicita della conservazione della quadricorrente

Nonostante sia garantito dal teorema di Noether verifichiamo, per
consistenza, che la quadricorrente trovata & conservata se sono soddi-
sfatte le equazioni di Eulero-Lagrange e l'identita di Bianchi
(O F*Y =0e0,GH*Y =0):

Y (FyaduGh, — GyadvFA) = Fyad,dYGh, — G20V, FA,..
Usando le identita 9,,F¥» = —0*F Y —0YF}, e 9,,GY* = —0*G" —

avexu, dove la seconda ¢ valida on-shell, I'espressione precedente si
puo riscrivere come

—Fyadu0"G,Y — FyadudvGY + GyadvMFY + Gy 040 PP
= —Fy20.0"G,Y + G20, d"F .

Rinominando gli indici e sfruttando di nuovo le proprieta di antisim-
metria e le equazioni del moto conlcudiamo che:

0y ZMYY = =Y (FyaduGh, — GyadvFY,) = —0yZMYY.

Questo prova la conservazione della quadricorrente.

2.2.2 Dimostrazione dell’'equivalenza tra il tensore trovato e quello
di Lipkin

Per dimostrare 'equivalenza tra il tensore trovato tramite il teore-
ma di Noether e il tensore di Lipkin [1] abbiamo aggiunto al tensore
Z*YY, definito in (14) e per il quale vale la legge di conservazione
0, ZH"YY = 0, un termine, il quale si dimostra essere ininfluente, poi-
ché I'equazione di continuita resta valida e le cariche trasportate ri-
mangono le stesse.

E’ quindi possibile ridefinire un altro tensore [6]:

Zuvy — znvY | o pPYHY,
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dove ¢PYHY & un arbitrario tensore antisimmetrico rispetto ai pri-
mi due indici ¢PYHY = —pYPHY. Questo nuovo tensore gode delle
seguenti due proprieta:

1) 9,2y =0

quindi ridefinendo cosi il tensore, vale ancora la sua conservazione

2) 7w = JZ“VOdSX =Z",

dunque le cariche trasportate da Z*YY sono le stesse di Z*YY. Di-
mostriamo ora che con la scelta di un opportuno tensore ¢pY*V*, an-
tisimmetrico rispetto ai primi due indici, il tensore (14) puo essere
simmetrizzato. Quindi la simmetria (12) da noi trovata & una sim-
metria anche senza imporre particolari restrizioni sulla matrice dei
parametri w*Y, in questa sezione viene mostrato come la parte anti-
simmetrica di questa matrice non contribuisca alla corrente.
Ridefiniamo quindi:

o 1
Zwvy = FYAHG,Y — GY M VF M + QaA(FWGV” +GYAFYH),  (16)

¢
usando le equazioni del moto:

70y = 7MY 4 %FW"OAGV” + %GﬂamH

e aggiungendo 4 termini, la somma dei quali & identicamente nulla
7Ry — 7Y 4 L (pg,6ve 1 g a e
2 NG
+FYAYGH + FYAYG, M + GYMVFY, +GYAVEM).
—_— ~—

Utilizzando ora l'identita di Bianchi tra i termini sottolineati ottenia-
mo:

Zwyy =79 — %(F”aueﬂ +GYMMFY —F0YG,H — GYOVE, M)

Zuvy — ZYRv _ zvlwvl _ zy(ey)

Notiamo quindi che tramite questa procedura il tensore definito in
(16) riproduce (a meno di un segno arbitrario) i primi 4 termini degli
8 presenti nel tensore di Lipkin (8).

Sommiamo a quanto trovato fino ad ora un ultimo termine, chiara-
mente antisimmetrico rispetto a scambio diy e A

1 1
ON(FFHPFope Y7 4 SFYPFope VA7),

Modificando in questo modo il tensore ottenuto dal teorema di Noe-
ther abbiamo ritrovato, a meno di un segno, il tensore di Lipkin

(3).

13
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2.2.3 Lagrangiana massiva

Mostriamo ora che la simmetria trovata, sotto particolare condi-
zioni, € simmetria anche per la Lagrangiana che descrive un campo
vettoriale libero massivo:

1 1
L=— P + zmzA“Au (17)
Come visto per il campo elettromagnetico, prendiamo la variazione
di L e dimostratriamo che tale variazione ¢ uguale alla quadridiver-

genza.

SL = 6(—%F“"Fw) + %é(mzA“Au)

Dato che il primo termine é stato analizzato focalizziamo 1’attenzione

sul secondo e sotituendo la trasformazione definita in (12) otteniamo:

1 1
6(§m2AuAH) = mzw“VaHGj(XA“ = Emzwuvgvo(}\yauF)\YA(X.

Applicando l'identita di Bianchi 9*FAY = —dAFYH — 9YFHA
1 PN 1 2 v ATYH A & 1 2 v YEUA A &
E(Em AMAL) :—zm W, evaryd " FYHA —Zm W, Evaryd FHIA,

— —mzwu"e\,“;\yaAFY“A“

usando la regole di derivazione del prodotto si trova quindi:

6(%m2A“Au) =M —mPw, Y evary FYPAY) + mPw Y ey any FYHOPAX

(18)
Dimostriamo ora che l'ultimo termine dell’equazione trovata sopra
e identicamente nullo, infatti sfruttando I’antisimmetria rispetto agli
indici A « abbiamo:

2 v Ap & 2 v Ax 2 v
mw, Y evaryFYHOAY = mw Vevary FYHFYY = m7w YFYH Gy, .

Usando l'identita GYYF,, = %Zﬂ’lGM’FW\ e imponendo che la traccia

della matrice w si annulli otteniamo infine

1
mw,Yeyarny FYHOMAY = 211112(1)\,"F"’”Gw =0.

Abbiamo quindi dimostrato che:

1
6(§m2A“Au) = ax(—mzwu\’sw‘MFV“Ao‘). (19)

Applicando il teorema di Noether, facendo riferimento alle equazio-
ne (5) e alla corrente conservata nell’elettromagnetismo libero (14)
otteniamo il seguente tensore a quadridivergenza nulla:

WHYY = FYAQRG,Y — GV V" + m2eVME FAL. (20)
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2.2.4 Zilch di Kibble e generalizzazione
T.W.B Kibble [2] ha mostrato come la seguente espressione

HHYP = GMAOPF,Y — FA9PG,Y (21)
sia equivalente alla definizione di Lipkin, dove GH*¥ = JeMVPoF .
Usando l'identita GW\F;\ILL = %Q’LGMFM, della quale verra data la di-
mostrazione nell’ultima parte dell’appendice, e abbassando un indice
si ottiene:

1
HIG = GHH0pFY + GM 0, P — S G, Fak

Dall’'ultima espressione e evidente la simmetria nello scambio dei
primi due indici e che:

HY,, =0 (22)

Dal fatto che la Zilch ha traccia nulla si deduce che delle 10 quantita
conservate solo 9 sono indipendenti. Facendo uso della simmetria
appena mostrata e abbassando due indici possiamo riscrivere la (21)
come: o R

HY, ;= GM 9 Fay + Gya 0 P (23)

<~
dove N3 ,M = J(N3,M —d,NM). Scritta in questa forma & im-
mediata la conservazione della Zilch per un generico campo libero
massivo, ovvero un campo che soddisfa le equazioni:

OF%Y = —m?2F*Y (24)

OGHY = —m?GHY (25)

Consideriamo solo il primo termine della (23) e dimostriamo che la
sua quadridivergenza ¢ nulla. Si ha

o 1 1
OPHY,, = 3°(G* B Fay) = 69(—2696“7‘FM + EGMapFM)

= _%apGMaPFM + %aF’GMapFM — %DG“"FM + %GW‘DFM =0

dove gli ultimi due termini si annullano applicando le (24) e (25) e ri-
petendo la dimostrazione scambiando gli indici liberi u ev si dimostra
la conservazione della Zilch (23). Un generico campo libero ammette
infinite quantita conservate. Nel suo articolo Kibble dimostra qua-
li devono essere le condizioni affinche una generica quadricorrente
venga conservata nella teoria libera, e da una generalizzazione della
Zilch studiata in questa tesi.
Mostriamo ora brevemente questa generalizzazione:
consideriamo un generico campo reale ¢ che soddisfi 'equazione di
Klein-Gordon

(O+m?*)¢ =0. (26)

15
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Definiamo la quadricorrente:

Jo = 6%Ppap(id,10)P (27)

dove P(k, k') & polinomiale in k e k" e cerchiamo per quali condizioni
su P la quadricorrente (27) & conservata. Dato che la (27) puo sempre
essere sempre simmetrizzata e dato che le due variabili sono derivate
che agiscono a sinistra e a destra, abbiamo che:

Pp(k, k,) — Pp(k/, k). (28)
Derivando la (27) imponendo 9,]° = 0 otteniamo
0Pp = 0P Poap (K k1P + @™ Poap (kK0P HP =0

quindi in notazione piti compatta, dall’arbitrareita del campo ¢ si
trova che:
(kP +k'®)Pyup =0 (29)

Dall’equazione (26) sappiamo che k* = k’? = m?. Una condizio-

ne sufficiente, quindi, affinche (29) risulti verificata ¢ che P,4p sia
<>

proporzionale a k, — k/,

o, OVVero 0. Introducendo un cambio di
variabile:

(k—k") q==(k+k')

N =

p:

~ N —

Possiamo scrivere le (28) e (29) come:

PD(_P/ q) = PD(P/ q)

q°Py(p,q) =0

Per chiarire i concetti, mostriamo 1’esempio di un campo scalare ¢.
In tal caso P e un polinomio pari nella variabile p:
si possono quindi avere correnti conservate nella forma:

(30)

Senza seguire il ragionamento generale di Kibble mostriamo diretta-
mente 'esistenza di una generalizzazione della (23) e ne dimostriamo
la conservazione. Consideriamo quindi una generica quadricorrente
del tipo:

>\<—> <> < <>
EY]'YZ-»YnV =G"*"0 p0vyy 0y, 0y, Fav (31)

ed esplicitando la derivata rispetto a p abbiamo

1 <~

o <~ 1 o
IngYz...VnV - _EapGMaw avz---avnFM"‘iGM Oy; 0y, 0y, 0pFay.
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Quindi, calcolando la quadridivergenza, dalle usuali regole di deriva-
zione e poi applicando le relazioni (24) e (25) otteniamo:

1 >

" PL}\<—> > > 1 H?\H <~
PY1Y2-YnY — *EDG Oy 0y, Oy, Py +§G Oy; 0y, 0y, HFAy

0°]
1 \e 9 > 1 A\ 9 >
—50pG* 0y, 0,...0,0°Fay + 0P G 0y, 0y,..0y,0pFay = 0.






CHIRALITA OTTICA

3.1 APPLICAZIONE ALLE ONDE PIANE

Focalizziamo 1’attenzione sul significato fisico delle quantita deriva-
te nel capitolo 2. In particolare prendiamo in considerazione la prima
componente della Zilch, che verra chiamata Chiralita Ottica.

La Chiralita Ottica ha la forma:

C:ZOOO:%E-(VXE)+%B~(VXB). (32)

La chiralitd , a differenza delle altre quanita conservate, é pari per
inversione temporale e dispari sotto inversione degli assi.

Symmetry under mirror reflection

+ -
Optical chirality
= Energy T
r S T oy
=—15E-(VXE)+ —B-(VxB) c 0
] U=1{5E-E+lB-B} 2 Ho S5 -
o [}]
2 H 2>
® 2
EQ
[ 5 E E
9 | Angular momentum Linear momentum u>;’=
u —
S J=ggpx(ExB) p=gExB

Figura 1: Paritd e inversione temporale. Proviene da Enhanced Enantio-
selectivity in Excitation of Chiral Molecules by Superchiral Light
with Yigiao Tang and Adam E. Cohen

Consideriamo un’onda piana monocromatica che si propaga lungo
l'asse z.
Ey = Edetlmettkz) L e
0 i(—wt+k
E, = Eyel( wttkz) L ¢ c (33)

Il campo magnetico e fissato univocamente dalla relazione
cB =2 x E . Per una tale soluzione del campo elettromagnetico, la
Chiralita Ottica mediata nel tempo vale

(C) = 2LwEJEY" — HWEQ*EY. (34)

Facciamo ora una considerazione importante. Considerando onde

. . .1 EQ R TP
polarizzate linearmente, per cui quindi £5 € reale, la chiralita ¢ nulla,
Yy
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mentre per onde polarizzate circolarmente, quindi con EQ = i+ ES,
vale:

C* = 2Hw(HEJEY HHEJES") = Fawll,
dove U = 2((E9)? + (Eg)z) e la densita di energia dell’'onda elettro-
magnetica.
La Chiralita Ottica, nulla per onde polarizzate linearmente, & pro-
porzionale quindi all’energia trasportata dall’'onda e assume valori
opposti nel caso di onde polarizzate circolarmente in un senso e
nell’altro.

3.1.1  Autostati della Zilch

Un approccio alternativo per studiare il significato della Chiralita
(32) consiste nell’analizzare la simmetria ad essa associata. Questa
e la trasformazione (11) trovata da Philbin per la prima componente
della Zilch. Dato che questo ¢ il generatore infinitesimo del gruppo
associato alla quantita conservata, i suoi autostati hanno autovalori
che rappresentano la quantita conservata trasportata dall’autostato.
Il generatore della simmetria della Chiralita Ottica & 0+ \7 x agen-
te sul potenziale vettore A. Consideriamo quindi l'equazione agli
autovalori in trasformata di Fourier

X X

\V4 XA(T,(U) = aA(T/w) (35)
dove x e l'autostato.
Poniamoci nella Gauge in cui ¢ = 0. I campi elettrici e magnetici
sono: N N N _

E(r, w) = 1wA(r, w) v XA(r,w) = B(r, w).

Prendendo il rotore a destra e sinistra della (35) e usando le relazioni
appena riportate otteniamo:

v XB(r,w) = —iEE(r, w). (36)

Confrontando la (36) con le equazioni di Mawell otteniamo che 1’au-
tovalore x deve soddisfare la seguente relazione:

2

w
—
X . (37)
e poiche dalla (35) segue immediatamente che B(r, w) = —i%ﬁ(r, w)

otteniamo infine che gli autostati sono dati da
i~
B(r,w) = :FEF—(T/(U)- (38)

La (38) e proprio la relazione che devono soddisfare le onde piane
polarizzate circolarmente, e queste ultime sono proprio autostati di
autovalori dati dall’eq. (37). Notiamo che gli autovalori sono degene-
ri, dato che solo la frequenza e non la direzione dell’onda determina
"autostato.
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3.2 LEGAME TRA CHIRALITA OTTICA E DICROISMO
CIRCOLARE

Un oggetto chirale e qualcosa di non sovrapponibile alla sua im-
magine speculare. Molte molecole in natura presentano questa carat-
teristica, come anche le stesse onde piane polarizzate circolarmente,
che chiameremo in brevita CPL. Molecole chirali presentano diverse

Figura 2: Molecola Chirale. Proviene da http://astrobiology.berkeley.
edu/Marsl1l0l/definitions.htm/.

sezioni d'urto a seconda se illuminate con luce polarizzata antioraria
o oraria. Questo fenomeno si chiama Dicrosimo Circolare (CD). Si
dimostra che la Chiralita Ottica (32) controlla il grado di asimmetria
chirale nell’eccitazione di una piccola molecola chirale.

Restringiamo la nostra analisi ad un materiale che presenta carattere
chirale isotropo. Un” onda elettromagnetica monocromatica che inve-
ste una molecola chirale genera un momento di dipolo elettrico p e
un momento di dipolo magnetico m dati da:

P = &E—iGB (39)

m =XB +1iGE (40)
Quantita che presentano la ~ sono complesse. Chiaramente conside-
riamo dipoli complessi per generalita ma le quantita fisiche saranno
la parte reale. Queste due relazioni sono caratteristiche del materia-
le in questione. « & la polarizzabilita elettrica, X & la suscettibilita
magnetica e G ¢ la polarizzabilita isotropica mista di dipolo elettro-
magnetico. Consideriamo ora campi elettromagnetici monocromati-

ci generici, tenendo conto che sotto una trasformazione di parita il
campo elettrico cambia segno, il campo magnetico no:

E(t) = £Eoe Tt B(t) = Boe ¢t (41)

Definiamo la grandezza :

AT =<E-p+B.-m> (42)


http://astrobiology.berkeley.edu/Mars101/definitions.htm/
http://astrobiology.berkeley.edu/Mars101/definitions.htm/
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ovvero 1" eccitazione della molecola nell’'unita di tempo della da parte
di una generica onda (41). Sostituiamo nella (42) le espressioni dei
momenti di dipolo elettrico e magnetico (39) e (40)

w

+
A 2

(E2Im(&) + B2Im(Y) + %Im(é)(ﬁv* B—B*-EF). (43
Calcoliamo ora la Chiralita (32), la quale, usando le equazioni di
Maxwell, diviene:

€0 . %) .
= —"E-B+—-B-E
¢ 2 + 2

e usando le espressione dei campi (41) otteniamo:
EOW .~ =~
C=——2-Im(E* B). (44)

Sostituendo l'ultima espressione trovata nella (43), ricordando che la
densita di energia,mediata in un periodo, associata al campo elettri-
co vale Ug = Z—OEZ e infine trascurando il termine relativo a x (&
trascurabile per la maggior parte delle molecole) si trova che

2 _ ~
AT = = (wUeIm(&) F CIm(G)).
0
A questo punto definiamo il fattore di asimmetria come

AT —A~

A A 4s)

g=2

e usando l'espressione di A* trovata precedentemente otteniamo:

(46)

Questo fattore quantifica il grado di asimmetria che si crea nell’assor-
bimento di molecole chirali da parte di una generica onda monocro-
matica e la sua onda speculare. Tale fattore si ¢ dimostrato dipendere
direttamente da Im(G), grandezza legata in modo diretto al carattere
chirale del materiale, e dalla chiralita della luce.

Per un’onda piana la chiralita vale, usando le convenzioni usate in
questo capitolo, C = izul)icE , dove c e la velocita della luce e il se-
gno positivo & per onde polarizzate sinistre. Si trova che il fattore di
asimmetria in questo caso speciale vale

_4Im(G)
Im(x)c’

g:

Mostriamo ora l'esistenza di soluzioni delle equazioni di Maxwell
che presentano asimmetria chirale pit grande di quella trovata per le

onde piane monocromatiche, ‘L%‘ > sz Una soluzione con questa
proprieta viene detta superchirale.
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E’ possibile costruire un’onda stazionaria, formata da due CPL pro-
paganti in senso opposto lungo 1'asse z, con stessa frequenza, pari-
ta opposta e ampiezza leggermente differente, che presenta ai nodi
asimmetrie chirali elevate.

Esprimiamo 1’onda piana incidente come

= & cos(wt —kz) + Essin(wt — kz)

e dato che & polarizzata circolarmente abbiamo che &;-&, = 0 e
’E} ‘ = |&,| = E. Chiamiamo E; I’'ampiezza del campo elettrico della
prima onda ed E; 'ampiezza dell’altra. La densita di energia media

vale: ¢
Ug = ?O(E% +E3 — 2cos(2kz)) (47)

mentre la chiralita in questo caso non presenta alcuna dipendenza
dalla coordinata z:

wWEp

C=—2(E3—EJ). (48)

. .. .| C 2w
Dato che crechiamo soluzioni per le quali ‘H—E‘ > =2, nei punti di
minima energia abbiamo la massima asimmetria chirale, ovvero ai
nodi. In questi punti I'energia vale Ug = 5 (Eq — E»)? 1l fattore di

asimmetria in questi punti vale:

41m((§) E; +Ez

Imax = m(&)c Ey — (49)

Value relative to CPL

0 02 04 06 08 1
z (wavelengths)

Figura 3: Asimmetria chirale per I'onda stazionaria. Proviene da ”"Optical
Chirality and Its Interaction with Matter Yigiao Tang and Adam
E. Cohen”

Questa configurazione e piuttosto semplice da realizzare. Se utiliz-
ziamo come specchio un materiale riflettente imperfetto, facendo inci-
dere su di esso una CPL polarizzata, I'onda riflessa & proprio un’altra

23
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CPL con parita inversa, stessa frequenza e intensita leggermente infe-
riore. Le molecole, per misurare gli effetti superchirali, devono essere
localizzate in uno strato molto sottile . Ad esempio per E; = 0.98E; e
A = 355nm abbiamo che le regioni dove ﬁ > 1 hanno uno spesso-
re di 1Inm. Misurare sperimentalmente I’assorbimento in campioni
cosl fini non e realistico. Si preferisce infatti utilizzare la fluorescenza
come misura molto pit1 sensibile del rating di eccitazione.

Abbiamo quindi mostrato che la corrente da noi considerata in questa
tesi ammette un’interpretazione fisica rilevante, sebbene essa sia solo
una delle infinite quantita conservate ammesse nell’elettromagneti-
smo libero. La quantita conservata nel tempo e la chiralita ottica, ed
¢ stato dimostrato come questa grandezza giochi un ruolo fondamen-
tale nel valutare I'asimmetria di assorbimento che si crea se si con-
siderano materiali e radiazione chirali nel fenomeno del dicroismo
circolare.



A APPENDICE

A1 DIMOSTRAZIONE DELLA CONSERVAZIONE DEL-
LA ZILCH
1 1
0pZHYP =3[ F PO Fape P + S F 0 Fopet 7P
1 1
+ZF“,36”F0"5"°°‘5 + 4 Fap QVF MePoxp

1 1
— 5P POeFape P — SFY PO FapeP ™

1 1
_EFocﬁ aGFHB gvpoox EFaﬁaGFVBEppc(X)

Svolgendo la derivata del prodotto, usando le equazioni di Maxwell
e l'identita di Bianchi per i primi 4 termini, e negli ultimi 4 sfrut-
tando il fatto che coppie di indici simmetrici contratti con indici
antisimmetrici si annullano otteniamo:

1 1

= 1FoP 000" Fope P + TF POV 0P Fopet 7P
1 HE Vo.poxf 1 VE H.pOxf

+Fap0p0"Fo eP %P 4 1 Fop0, 0 Flte

1 1
—EapFHBaGF“ﬁ VPO — EavaﬁagF(xB ghPoc

1 1
—ZapFaﬁacFuﬁevpm— ZapFo(BaGFVBEHPUOC

Rinominando gli indici e sfruttando l’antisimmetria del tensore di
Levi-Civita abbiamo che il quinto termine e I'opposto del settimo, e
che il sesto e 1'opposto dell’ottavo; rimangono quindi solo i primi
quattro termini. Abbiamo quindi:

4apzuvp — [gud(gpvsvod\ﬁ + QVBEPOO\Y)
+gVo(gPY e AP 4 ghP PR, 050, Fap (50)
Ora facciamo uso della seguente identita:
gPYeVOAB _ gPAVaYR _ Ve AYaB | gBpAYay 4 qap AYVE —
Questa identita segue subito dal fatto che il membro di sinistra & com-

pletamente antisimmetrico in tutti e 5 gli indici, e quindi deve annul-
larsi dato che siamo in 4 dimensioni. Contraendo 1"'ultima espressione
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con 0,F4p, sfruttando le varie antisimmetrie e rinominando gli indici
otteniamo

(gpysvchB o gp)\evcxy(i )apFocB — ng Epa}\yaBFpoc _zskyowgﬁpap]:(xﬁ
Utilizzando le equazioni di Maxwell, derivando entrambi i membri
per o e contraendo a destra e a sinistra per Fp, abbiamo

1
gm’za“""}‘ﬁa(,apl:ong;\y = igvﬁsp“M’FMaUaBFpa

aggiungendo a destra e a sinistra il termine g¥VPeP*MFy,030,Fpq €
manipolando il termine di destra otteniamo infine
97V eV MG FapFay + 9V PPN Fr, 0300 o

1
= Egvﬁap“}‘yhy [0pFup +0aFpp + aFpal

A questo punto la quantita tra parentesi quadre si annulla per 1'identi-
ta di Bianchi e il termine di sinistra & quindi nullo e questa equazione
(assieme alla stessa equazione ma scambiando gli indici liberi p e v)
inserita nella (50) da la conservazione della Zilch.

A.2 DIMOSTRAZIONE DELL'EQUIVALENZA TRA IL TEN-
SORE DI KIBBLE E QUELLO DI LIPKIN

Ricordiamo il tensore definito in [2] da Kibble, gia menzionato nel
capitolo 2 (eq. 21) :

HMYP = GM9PF,Y — F*19PG,Y.

Ora mostriamo 1’equivalenza tra il tensore definito sopra e il tensore
di Lipkin (8).
Dalla definizione del tensore di Kibble segue immediatamente che:

Hsp - ng = GHA(apF?\V - avFAp) - Fu}\(apG?\v - avGAp)/

utilizzando le equazioni di Maxwell nella loro forma ciclica, ovvero
0pGav +02Gyp +0vGpa = 0e dpFay +0aFyp + 0y Fpp = 0, otteniamo

HE, —Zh, = =G 0xFyp + F* 0, Gy,

Usando ancora le equazioni di Maxwell e l'identita di Bianchi segue
che

HE — Zb, = 0A(G* Fyp — F* Gy p).
Ora riscriviamo il membro di destra di quest’ultima equazione in

termini del tensore energia-impulso

1
T, = F*Fyp — Zék}FV}‘FM
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Quindi, e possibile verificare che

GHAFVP _ FHA Gvp = %(_i_gvuvpﬂy _ gvuva?\y _ &V"}‘”Tvy + ng\quy),

percio

HHYP _ ZHVe — a}\[l(+£vuva7\ —gYHVPTA _ YPARTV | YVAUTP ).
2 Y Y Y Y

Simmetrizziamo ora i due membri di questa equazione negli indici

u ev, sfruttando la simmetria H*VP = HVHP e risistemando i termini
otteniamo:

—_

1
HMYe — i(zpw +ZPVH) + Eax(ew’um +eYAPYTH ) (51)
Sostituendo il tensore H di Kibble (21) ed esplicitando il tensore
energia-impulso si trova che la (51) € proprio la definizione del tenso-

re di Lipkin (8).
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