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Introduzione

Le iperstrutture algebriche rappresentano una naturale generalizzazione delle clas-
siche strutture algebriche. Se in una classica struttura algebrica la composizione di
due elementi ¢ un elemento, in una iperstruttura la composizione di due elementi é
un insieme. Prima di trattare le iperstrutture, si deve innanzitutto definire cos’é una
iperoperazione: un’iperoperazione € un’operazione che a due elementi di un insieme
non vuoto H associa un sottoinsieme non vuoto di H. Un’iperstruttura ¢ quindi data
da un insieme non vuoto H e da una o piu iperoperazioni.

In questa tesi abbiamo studiato alcune iperstrutture algebriche, confrontandole con
le rispettive strutture dell’algebra classica; abbiamo poi esaminato diversi importan-
ti risultati di algebra commutativa e geometria algebrica e li abbiamo riformulati in
termini di iperstrutture algebriche. In seguito abbiamo analizzato lo spettro di un
iperanello con le relative proprieta e infine abbiamo evidenziato, tramite alcuni esem-
pi, l'esistenza di un legame tra iperstrutture algebriche, in particolare I'ipercampo
tropicale T, e la geometria tropicale, branca della geometria algebrica che ha riscosso
notevole interesse negli ultimi anni.

In particolare, nel primo capitolo abbiamo riportato alcune definizioni e risultati di
algebra commutativa e geometria algebrica classica confrontandoli successivamente

con i corrispettivi nel caso “iper”. Ad esempio, abbiamo considerato le definizioni di
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gruppo, anello, campo e ideale; la costruzione dell’anello quoziente e il procedimento
di localizzazione; il teorema degli zeri di Hilbert e la definizione di spettro primo di
un anello. Alla fine del primo capitolo abbiamo, inoltre, richiamato alcune nozioni
basilari riguardanti la teoria delle categorie, che ci serviranno nel capitolo successivo.
Nel secondo capitolo abbiamo introdotto ed esaminato alcune definizioni di base delle
iperstrutture. In particolare, ci siamo occupati di ipergruppi canonici, iperanelli di
Krasner e di ipercampi, fornendo esempi e analizzando alcune loro proprieta e metten-
do in evidenza le analogie con il caso classico. Abbiamo, infatti, mostrato che alcuni
risultati di Algebra Commutativa e di Geometria Algebrica possono essere riformula-
ti in termini di iperanelli. Successivamente, abbiamo trattato lo spettro primo di un
iperanello, anch’esso definito riformulando la nozione di spettro di un anello, descritta
nel capitolo precedente, e abbiamo mostrato che, come nel caso classico, l'iperspettro
¢ dotato della topologia di Zariski. Inoltre, abbiamo riportato un importante risultato
di A. Connes e P. Consani riguardante la caratterizzazione dell’'usuale spettro primo
di un anello R come l'insieme degli omomorfismi di iperanelli R — K, dove R é dotato
della naturale struttura di iperanello indotta dalla sua struttura di anello e K indica
I'ipercampo di Krasner. Dopo aver esplicitato le nozioni di cono simmetrico, positivo
e totale, abbiamo mostrato che esiste un omeomorfismo tra lo spettro primo di un
anello e lo spettro di un iperanello. Alla fine del secondo capitolo, abbiamo riportato
alcuni cenni storici riguardanti la nascita e lo sviluppo della Teoria delle iperstrutture
algebriche.

Nell’ultimo capitolo, richiamando la definizione di ipercampo tropicale T := RU {co}
e di valutazione p-adica, abbiamo mostrato il legame tra varieta classiche e varieta
tropicali mediante alcuni esempi. Infatti, abbiamo mostrato che la tropicalizzazione

di varieta affini mediante la valutazione p-adica ha una naturale interpretazione in
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termini di ipercampi, piu precisamente, se = é definito da un polinomio p(x) a coeffi-
cienti interi, la sua tropicalizzazione ¢ il luogo degli “iperzeri” di p(x) visto ora come

un polinomio sull’ipercampo tropicale T.




Capitolo 1

Nozioni di Algebra

In questa sezione si vogliono elencare alcune costruzioni e alcuni risultati di Al-
gebra e di Algebra Commutativa, che saranno generalizzati nel prossimo capitolo
ad iperstrutture, dove la somma ¢ una multifunzione. Alla fine di questo capitolo

verranno poi esplicitati alcuni risultati della teoria delle categorie.

1.1 Gruppi e Anelli

Definizione 1.1.1. Un gruppo ¢é un insieme G dotato di un’operazione * tale che

ognuno dei seguenti assiomi sia soddisfatto:
1. ASSOCIATIVITA ax (bxc) = (axb)*xc Va,b,c€ G,

2. ESISTENZA DELL'ELEMENTO NEUTRO Esiste un elemento e € G tale che

axe=exa=a Vaé€dG,

3. ESISTENZA DELL'INVERSO Va € G esiste un elemento b € G tale che ax b =

bxa=e.

Definizione 1.1.2. Un gruppo G si dice abeliano se 'operazione di cui ¢ dotato il

gruppo é commutativa, ossia axb=bxa Va,b € G.
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Teorema 1.1.1. Si assuma che G con 'operazione x sia un gruppo.

1. L’elemento neutro di G € unico; ossta se e ed f sono elementi di G tali che:

exa=axe=a YaeGefxa=axf=a Vaée€Gallorae=Ff.

2. Ogni elemento di un gruppo ha un unico inverso; ossia se a,x ey sono elementi

di G, e e l’elemento neutro di G, eaxr=xxa=eeaxy=y*xa=¢e
allora x = y.

Dimostrazione. 1. Assumendo che e ed f soddisfino cio che é stato asserito, allora
e x a = a per ciascuna a € G e quindi, e x f = f. In modo analogo, prendendo

a=ecinaxf=a,sitrovaex f=e. Quindi f =ex*x f =e e quindi e = f.

2. Con a,x e y come sopra, si pud scrivere:

r = xxe (e é I'identita)
zx(axy) perché (axy=e)
(x*a)*y (associativita)

e*y (perché x x a = e)
=y (perché e é l'identita)

]

Definizione 1.1.3. La cardinalita dell’insieme soggiacente il gruppo ¢ detto ordine
del gruppo e si denota con |G|. Un gruppo é detto finito o infinito se il suo ordine ¢&

finito o infinito.

Definizione 1.1.4. Un semigruppo é un insieme M con un’operazione binaria
tale che:

ax(bxc)=(axb)xc Va,b,c€e M

Seaxb=bxa VYa,be M, M si dice semigruppo commutativo.
Se esiste un unico elemento e € M tale che mxe=exm=m Vm € M, allora M

¢ detto monoide.
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Osservazione 1.1.1. Un gruppo é un monoide in cui ogni elemento ammette inverso.

Definizione 1.1.5. Un anello A é un insieme con due operazioni binarie, che chia-

meremo addizione e moltiplicazione e indicheremo con + e -, tali che:

1. A é un gruppo abeliano rispetto all’addizione (sicché A possiede un elemento

neutro, denotato con 0, e ogni elemento 2z € A ha un opposto, —x).

2. La moltiplicazione é associativa (xy)z = z(yz) e distributiva rispetto all’addi-

zione x(y + z) = xy + xz, (y+ 2)x =yzx + zx.

Se inoltre vale xy = yr Vz,y € A diremo che I'anello ¢ commutativo.

Se l'anello possiede un elemento unita (denotato con 1), ossia
d1 €A tale che z1l=1x=uxVx €A,

diremo che A é un anello con unita. Se esiste I’elemento unita, allora é unico.

Abbiamo per brevita scritto sopra ((xy)z = x(yz) al posto di (z-y)-z=z-(y-2),
e cosi faremo d’ora in poi.
Notazione: Con il termine “anello” si indichera d'ora in poi un anello commutativo

con unita, ossia un anello che soddisti gli assiomi da (1) a (4) indicati sopra.

Ricordiamo i seguenti fatti elementari sugli anelli:
Teorema 1.1.2. Sia R un anello e siano a,b,c € R.

1. L’elemento nullo di R é unico.

2. Ogni elemento di R ha un unico opposto.

3. Sea+b=a+c, allora b= c.
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4. Seb+a=c+a, allora b= c.

5. 0a = a0 = 0.

9. alb—c)=ab—ac e (a—Db)c=ac—bc.

10. Se m e n sono interi, allora (m + n)a = ma +na, m(a+b) = ma+ mb, e

m(na) = (mn)a.

Definizione 1.1.6. Se A ¢ un anello commutativo, allora a # 0 € A si dice divisore

dello zero se esiste b € A, b # 0 tale che ab = 0.
Esempio 1.1.1. In A =7Z/6Z, 2 e 3 sono divisori dello zero.

Definizione 1.1.7. Un anello commutativo si dice dominio di integrita se non ha

divisori dello zero.

FEsempio 1.1.2. L’anello degli interi Z ¢ un dominio di integrita e cosi anche ogni

campo.

Definizione 1.1.8. Un anello si dice anello di divisione o corpo se i suoi elementi

non nulli formano un gruppo rispetto alla moltiplicazione.

Osservazione 1.1.2. L’inverso di un elemento a rispetto alla moltiplicazione sara

indicato con a~ .
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Definizione 1.1.9. Un dominio di integrita si dice essere di caratteristica 0 se la
relazione ma = 0, dove a # 0 é un elemento di D e m ¢ intero, sussiste solo nel caso

m = 0.

Esempio 1.1.3. L’anello degli interi ha caratteristica 0 e cosi pure il campo dei numeri

razionali.

Definizione 1.1.10. Un dominio di integrita si dice di caratteristica finita se esiste

un intero positivo m tale che ma = 0 per ogni a € D.

Osservazione 1.1.3. Se D ha caratteristica finita, si puo definire la caratteristica di
D come il piu piccolo intero positivo p tale che pa = 0 per ogni a € D e si dimostra

che p é un numero primo.

Definizione 1.1.11. Un omomorifismo di anelli commutativi con unita ¢é

un’applicazione f di un anello A in un anello B tale che:

1. flx+y)= f(x)+ f(y) siccheé f & un omomorfismo di gruppi abeliani,

Ossia f conserva ’addizione, la moltiplicazione e I’elemento unita.

Definizione 1.1.12. Se f : R — R’ ¢ un omomorfismo di anelli, si definisce nucleo
di f l'insieme degli elementi a € R tali che f(a) = 0, dove 0 ¢ I'elemento nullo di R’

e lo si indica con I(f) o Kerf.

Definizione 1.1.13. Un omomorfismo di R in R’ si dice isomorfismo se ¢ biiettivo

e in tal caso diremo che R e R’ sono isomorfi.

10
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Definizione 1.1.14. Un sottoinsieme S di un anello A é un sottoanello di A, se
S & un sottogruppo additivo di A chiuso rispetto alla moltiplicazione e contenente

I'identita 14.

Osservazione 1.1.4. 1. Se f: A — B, g: B — (' sono omomorfismi di anelli,

allora tale é la loro composizione go f: A — C.

2. Se S & un sottoanello di A, allora I'inclusione € un omomorfismo iniettivo.

1.2 Ideal

Definizione 1.2.1. Sia R un anello commutativo con unitd. Un sottoinsieme a di R

si dice ideale di R se:
1. a é sottogruppo additivo di R.
2. 7 € R,a € a implicano ra € a.

Osservazione 1.2.1. Dato un ideale a in un anello R, sia R/a I'insieme delle classi
laterali di a in R, ottenuto considerando a come sottogruppo additivo di R. L’insieme
R/a consta delle classi laterali a + a, con a € R e si pud dimostrare che R/a ¢ un

gruppo rispetto all’addizione:
(a+a) + (b+a)=(a+0b)+a.

Inoltre R/a é dotato della struttura di anello definendo (a+a) (b+a) = ab+a. Sinota
che questa definizione non dipende dai rappresentanti scelti, ossia se a +a = a’ + a

cona=d +a;eb+a=0+aconb="b+ ay, allora:

(a+a)(b+a)=ab+a=(ad+a)t/ +a)+a=dV +a=(a+a) +a).

11
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Inoltre si verifica che R/a é un anello commutativo, detto anello quoziente. Infatti,
(a+a)(b+a)=ab+a=ba+a= (b+a)(a+a).

Infine 1 + a é 'elemento unita di R/a.
L’applicazione f : R — R/a data da f(a) = a+ a, per ogni a € R, ¢ un omomorfismo

di anelli, il cui nucleo é proprio a.

Osservazione 1.2.2. e Se a e b sono ideali in un anello A, la somma di due ideali
a + b é definita come l'insieme di tutti gli elementi di A che si possono scrivere
nella forma x 4+ y, dove © € a e y € b. Esso ¢ il piu piccolo ideale contenente a

eb.
e L’intersezione di una qualsiasi famiglia (a);c; di ideali é ancora un ideale.

e Il prodotto di due ideali a e b in A ¢ I'ideale indicato con ab e generato da tutti
i prodotti zy, dove x € a e y € b. Esso consiste di tutte le somme finite ), z;y;

dove x; €aey; €0.
e l'unione a U b di ideali non ¢ in generale un ideale.

Proposizione 1.2.1. Se ¢ : R — A é un omomorfismo di anelli, e J C A é un ideale
di A, allora p='(J) = {z € R|p(z) € J} ¢ un ideale in R. In particolare il nucleo di

o, I(p) = o 1(0) & un ideale di R.
Dimostrazione. Dato che J ¢ un sottogruppo, lo stesso ¢ ¢ '(J). Inoltre per ogni

r € Reperyec o (J)siavra o(zy) = o(z)e(y) € J poiché o(y) € J. O

Osservazione 1.2.3. Esiste una corrispondenza biunivoca, che conserva ’ordina-

mento, tra gli ideali b di A che contengono a e gli ideali b di A/a data da b =
¢~ (b).

12
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Riassumiamo quanto fin qui visto.

Proposizione 1.2.2. Siano R e R' anelli e f un omomorfismo di R su R’ di nucleo I.
Allora R’ ¢ isomorfo a R/I. Inoltre, esiste una corrispondenza biunivoca tra l'insieme

degli ideali di R’ e linsieme degli ideali di R che contengono I.

1.2.1 Ideali primi e ideali massimali

Definizione 1.2.2. Un ideale p # (1) di R si dice primo, se zy € p implica = € p

oppure y € p.

Definizione 1.2.3. Un ideale m # (1) di R si dice massimale, se non esiste alcun

ideale proprio a di R tale che m ; a.
Si dimostra che:

p ¢ primo <= R/p ¢ un dominio di integrita.
m ¢ massimale <= R/m ¢ un campo.

L’ideale nullo ¢ primo <= R ¢ dominio di integrita.

Osservazione 1.2.4. Un ideale massimale é primo ma in generale non vale il vice-
versa.

Ad esempio (0) in R[z]| & primo ma non massimale.

Discende come applicazione del Lemma di Zorn che ogni anello A # 0 possiede
almeno un ideale massimale e di conseguenza ogni ideale proprio di A ¢ contenuto
in un ideale massimale di A. In particolare, ogni elemento non invertibile di A ¢

contenuto in un ideale massimale.

13



Capitolo 1: Nozioni di Algebra

1.3 Campi
Definizione 1.3.1. Un campo ¢ un anello commutativo A in cui 1 # 0 ed ogni
elemento non nullo ¢ invertibile. Essi sono particolari domini di integrita.

campi C domini d’integritd C anelli commutativi C anelli

Proposizione 1.3.1. Sia A un anello non nullo. Allora le sequenti condizioni sono

equivalenti:

1. A ¢ un campo;
2. gli unici ideali di A sono 0 e (1);
3. ogni omomorfismo non nullo di anelli A — B é iniettivo.

Dimostrazione. 1) = 2) Sia a # 0 un ideale di A. Allora a contiene un elemento
non nullo z; poiché z é invertibile, si ha a O (z) = (1), da cui a = (1).

2) = 3) Sia ¢: A — B un omomorfismo di anelli. Allora Ker(¢) ¢ un ideale
# (1) in A, sicché Ker(¢) =0, dunque ¢ ¢ iniettivo.

3) = 1) Sia z un elemento non invertibile di A. Allora (z) # (1), dunque
B = A/(z) non ¢é l'anello nullo. Sia ¢ : A — B 'omomorfismo naturale di A su B,

con nucleo (z). Per ipotesi, ¢ ¢ iniettivo, dunque (x) = 0, da cui z = 0. O

Proposizione 1.3.2. Siano R un anello e m C R un ideale proprio. Le segquenti

condizioni sono equivalenti:

1. m ¢ massimale;

2. R/m ¢ un campo.

Definizione 1.3.2. Un sottoinsieme K di un campo F si dice sottocampo di F' se

K ¢ un campo rispetto alle operazioni indotte da F'.

14
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1.4 Teoremi degli zeri di Hilbert

Si suppone in questa sezione che K sia un campo algebricamente chiuso, ossia un
campo in cui ogni polinomio f € Klz] di grado maggiore di 0 ha un radice in K.
Si consideri inoltre A’ lo spazio affine n-dimensionale su K. Indicheremo con K|z]

I’anello dei polinomi nelle indeterminate 1, ..., x,.

Definizione 1.4.1. Se I C K|z] ¢ un ideale, 'insieme algebrico affine associato
ad [ ¢
Z(I) = {P cA™: f(P)=0 Vfe J}.

Osservazione 1.4.1. Se I C K[z ¢ un ideale allora,

Z(I):{PeA%:f(P):O erl}:ﬂZ(f)

fel

Inoltre, se I ¢ ideale generato dai polinomi g, ... g, € Klz], si ha

Z()=(2(f)=2(a.- -, 9:}) = ﬂZ(gi)-

fel

Teorema 1.4.1 (degli zeri di Hilbert forma debole). Sia I C K[x] un ideale. Allora

I ¢ proprio <— Z(I) # 0.

Dimostrazione. Se [ = Kz], I = (1) = Z(I)=Z(1) = 0.
Sia I C K|[z] un ideale proprio. Sia m O [ ideale massimale in K[z] che contiene I.
E noto che m ¢ del tipo (v; — ay,z3 — as, ..., T, — a,), con a; € K. Dunque I’anello

. N K[g] . . . . .
quoziente ¢ —=. Sia ¢ la proiezione che associa a; a w;:

15
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La mappa 1 esiste perché I C m e ¢ € un omomorfismo suriettivo di anelli. Se f € I,
allora ¢(f) = f(ai,...,a,) = 0 da cui segue che (ai,...,a,) € Z(f) Vf e l. Quindi
(al»"'aan) € (I) 3& @

Definizione 1.4.2. Sia I un ideale in K[z], si definisce radicale di I l'insieme
VI={feKz]|f"el IneN}
Si dimostra che ¢ un ideale in K|z] e che I C VI ma in generale [ # V.
Definizione 1.4.3. Se I é un ideale, si definisce:
IZ(I):={f e K[z]|f(P)=0 VP e Z(I)}
Osservazione 1.4.2. 1. ZZ(I) D I.
2. Se I e J sono ideali tali che I C J, allora ZZ(I) CZZ(J).

3. Sia I ideale in K[z]. Vale Z(I) = Z(V/1).
L’inclusione C & banale.
Dimostriamo ora I'inclusione opposta. Prendiamo P € Z(I) e g € v/I allora si
ha ¢ € I, 3m > 0, ossia g(P)™ = (¢")(P) = 0, che implica g(P) = 0, ossia

P € Z(g) e per I'arbitrarieta di g si ha che g € Z(V/1).

Teorema 1.4.2 (degli zeri di Hilbert forma forte). Sia I C K[xq,...,x,] un ideale.
Allora:
IZ(1) =1

Il risultato sopra dice che se f é un polinomio che si annulla in tutti i punti di

Z(I) allora una qualche potenza di f appartiene a I.

16
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Dimostrazione. Grazie al punto 3 dell’Osservazione 1.4.2 si ha Z(I) = Z(+/I) da cui
si ricava

IZ(I)=1Z(V1) 2 V1.

Per I'inclusione opposta, prendiamo un generico 0 # h € ZZ(I), si deve dimostrare
che h € VI, ossia h'™ € I per un qualche m € N. Si consideri 'anello K[z, ..., 2y, y]

dove abbiamo aggiunto I'indeterminata y. Risulta
heKlxy,...,vn,] CKlzy,... T yl;
consideriamo inoltre il suo ideale J generato da I e dal polinomio 1 — hy.
J = (1,1~ hy) C K[z, y]

Dal teorema degli zeri di Hilbert in forma debole discende che J = Klz,y]. Infat-
ti, come vediamo sotto, si ha, Z(I) = (. Se cosi non fosse, esisterebbe (@,b) =
(ai,...a,,b) € K" che annulla tutti gli elementi di I e 1 — hy. Ma (1 — hy) calco-
lato in (a,b) da: 1 — h(a) -b =1 +# 0. Pertanto Z(J) = 0 e dunque J = K|z,y]. In
particolare posso scrivere 1 = q(x, y)(1—hy)+> 7, ¢i(x, y)ri(z,y) con (r1,...,r,) € I

e q,...qs € Klz,y]. Si costruisca ora 'omomorfismo di anelli:

Y Klz,y] = K(x)

ponendo Y(x;) = z; e Y(y) =

K[zq,...,x,). In particolare

Con K(z) si indica il campo delle frazioni di

=

n

¥(1) = w(z gi(z, y)ri(x) +q(z,y)(1 — hy)) =1 =

=1

= q(z, 1/h) (L= h-1/h) + Y qi(z, 1/h)ri().

i=1

17
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Dall’'uguaglianza sopra, si ricava

1= Z ¢i(z, 1/h)r;(z)

e potendo scrivere

_ qi(z)
qi(z, 1/h) = 0=

per opportuni ¢;(z) € K|z], si ottiene:

= T

" Gilz) " Gi(m)ri(z)

1 = ) — EAC AN

2 T (i) Z hm
i=1 =1

dove Gi(z) € K]a].

In particolare

W=D a(z)riz) €1

da cui segue che h € V/T. O

1.5 Anelli di frazioni

In questa sezione descriveremo la formazione degli anelli di frazioni e il proce-
dimento di localizzazione ad essa associato. Il procedimento con cui si costruisce il
campo dei numeri razionali Q a partire dall’anello degli interi Z, si puo estendere a un

qualsiasi dominio di integrita B e, con opportune restrizioni, ad un anello arbitrario.

Definizione 1.5.1. Sia A un anello commutativo con unita. Un sottoinsieme mol-
tiplicativamente chiuso di A, o una parte moltiplicativa di A é un sottoinsieme

S di A tale che 1 € S e S é chiuso rispetto alla moltiplicazione.

Fissata una parte moltiplicativa S C A, si definisce una relazione = sull’insieme

A x S ponendo:
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(a,s) = (b,t) <= (at —bs)u =0 per qualche u € S.

La relazione = ¢ chiaramente rifliessiva e simmetrica e si pud dimostrare che é anche
transitiva, infatti se (a,s) = (b,t) e (b,t) = (¢, u), allora esistono v,w € S tali che
(at —bs)v =0 e (bu — ct)w = 0. Moltiplicando la prima per uw e la seconda per sv e
sommando, si ottiene (au—cs)tvw = 0. Poiché S ¢ chiuso rispetto alla moltiplicazione,
si ha tvw € S, da cui (a,s) = (¢,u). Dunque = ¢ una relazione di equivalenza e
2 0 [(a,s)] denota la classe di equivalenza di (a,s). Inoltre si indichera con S™'A
I'insieme delle classi di equivalenza. Si definiscono poi su S™'A una addizione e una

moltiplicazione allo scopo di dotarlo di una struttura di un anello. Si pone:

a+b_(at+bs)
st st
a b_ab
s t st

e si dimostra che sono ben definite.
Proposizione 1.5.1. S7'A ¢ un anello commutativo con unita.

Dimostrazione. Siano a,c,e € A e b,d, f € S. Si deve verificare che S™'A soddisfa

tutti gli assiomi di un anello commutativo con unita:

1. Si deve verificare che S™'A ¢ un gruppo abeliano rispetto alla +:
(i) + ¢ associativa, infatti: (% + ﬁ) +& = (%Zcb) +& = %‘gf@(b@ -

df+cbfrebd | adf bftebd \ fted | .
b () o (245 )—%+(Cd;)—%+<§+% 7

SIS
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(iii) esiste I'inverso di [(a,b)] detto opposto, ed & [(—a,b)]. Infatti: § 4+ 3% =

ab+(—adb) 0 R
5 — b con b € S,

A iat i i [e.c).e _—a e __ae __a c__a [c, e].
2. - @ associativa, infatti: (b d) F=bd F=bdf —b A b (d f>,

- ¢ distributiva rispetto all’addizione:

_ cf+ed \ __ a(cf+ed) _ acftaed __ _
s (545) =5 () ool —tge i _ece s

3. Vale la proprieta commutativa della moltiplicazione @ ¢ - & = ¢ . ¢ infatti
a,c_a _ca__c a.
b d bd _db _d b’
4. Possiede un elemento unita [(1,1)], infatti: % -} =1 =14 =2
m
Osservazione 1.5.1. ¢ Dato un anello A e una sua parte moltiplicativa S esiste

un omomorfismo “canonico” di anelli f: A — S~'A definito ponendo f(z) = %,

che pero non ¢é iniettivo in generale. Ad esempio se 0 # a € A é divisore dello

zero, ossia ab=0con b #0, e S = {a",n > 0} allora f(b) =2 =2 =20=0.

o Se A & un dominio di integrita e S = A\ {0}, allora S™'A ¢ il campo delle

frazioni di A.

L’anello S7'A ¢ chiamato anello delle frazioni di A rispetto a S. La seguente

proposizione descrive una sua proprietd universale:

Proposizione 1.5.2. Sia S una parte moltiplicativa di A e sia g : A — B un omo-
morfismo di anelli tale che g(s) & invertibile in B per ogni s € S. Allora esiste un

unico omomorfismo di anelli h : ST'A — B tale che g=ho f.

Dimostrazione. (i) Unicita. Se h soddisfa le condizioni richieste, allora h($) =

hf(a) = g(a) Ya € A. Dunque se s € S, h(1) = h((£)™) = h($)™ = g(s)™*
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e quindi si ha h(2) = h(%) per h(:) = g(a)g(s)™"; dunque h ¢ univocamente

determinato da g.

(ii) Esistenza. Si ponga h(%) = g(a)g(s)~'. Da qui risultera che h ¢ sicuramente

un omomorfismo di anelli purché sia ben definito. Si supponga ¢ = ‘;—:, allo-

ra esiste un elemento ¢ € S tale che (as’ — a’s)t = 0 da cui si ha (g(a)g(s’) —
g(a")g(s))g(t) = 0. Dato che g(t) ¢ invertibile in B, si ha g(a)g(s)™' = g(a’)g(s')~".
[

Osservazione 1.5.2. L’anello S™'A e 'omomorfismo f : A — S™!A possiedono le

seguenti proprieta:
1. s€S = f(s) é invertibile in S™'A4;
2. f(a) =0 = as =0 per qualche s € S;

3. Ogni elemento di S7*A ¢ della forma f(a)f(s)™! per qualche a € A e qualche

s€S.
Inoltre, se I e J sono ideali di A, allora:
1. ST I+ J)=8"1T+51J;
2. STYIJ) = (ST (S7));
3. S7HINJ)=S"InS.
1.5.1 Localizzazione

Sia p un ideale primo di A. Allora S = A \ p é una parte moltiplicativa e si

scrivera A, al posto di S7*A. Gli elementi ¢ con a € p formano un ideale m in A,.

»|Q

o

Se IZ’ ¢ m, allora b ¢ p, sicché b € S e quindi 7 ¢ invertibile in A,. Da qui segue che se
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a ¢ un ideale in A, e a € m, allora a contiene un elemento invertibile che &, in realta,
'intero anello. Quindi m ¢ 'unico ideale massimale in Ay; e pertanto, A, ¢ un anello
locale.

Il procedimento di passaggio da A ad A, prende il nome di localizzazione.

Se invece consideriamo un elemento f € A che non sia nilpotente e poniamo S =

{f",n >0}, ST'A verra indicato con Ay.

Esempio 1.5.1. Sia A = Z e p = (p) con p numero primo. Allora A, é I'insieme di
tutti i numeri razionali °* dove n non ¢ divisibile per p. Se f € Z e f # 0, allora Ay
é l'insieme di tutti i numeri razionali che si possono scrivere con denominatore una
potenza di f.

Ad esempio % = % € Zy con f = 6.

Si puo dimostrare che se p é un ideale primo di A, gli ideali primi dell’anello locale

Ay sono in corrispondenza biunivoca con gli ideali primi di A contenuti in p.

1.6 Spettro primo di un anello

In questa sezione:

e con anello si intenderd un anello commutativo con unita;

e ogni omomorfismo di anelli f: A — B mandera l'unita di A nell’'unita di B;
e gli ideali primi si intenderanno sempre propri;

e grazie al Lemma di Zorn ogni anello non nullo possiedera ideali massimali e ogni

ideale massimale sara primo;

e dato un anello R e I C R un ideale, indicheremo con V(1) I'insieme di tutti gli

ideali primi in R che contengono I.

22



Capitolo 1: Nozioni di Algebra

Si vuole definire lo spettro primo di un anello per poter associare ad un anello

arbitrario A un oggetto geometrico che generalizzi la costruzione di varieta affini.

Definizione 1.6.1. ([11] p41) Sia A un anello,

Spec A:={p C A; p ideale primo proprio}

Si vuole dotare Spec A della struttura di spazio topologico. Per ogni sottoinsieme

M C Asia V(M) un insieme degli ideali primi di A che contengono ).

Notazione: Se x € un punto di Spec A, scriveremo spesso p,. invece di x quando

pensiamo a x come a un ideale primo di A.
Osservazione 1.6.1. (Cfr. [11])
e Se a é l'ideale generato da M, allora V(M) =V (a).

e Per ogni f € A si scrivera V(f) al posto di V({f}) e sara l'insieme degli ideali
primi z tali che f diventa 0 in A/x (scriveremo anche f(z) = 0). Si definisce

poi il dominio di f come il complementare di V(f) in Spec A,

D(f) = Spec A~ V() = {x € Spec A|f(x) # 0}.

Osservazione 1.6.2. Chiaramente si ha D(0) = 0, D(1) = Spec A e, in generale si

ha D(u) = Spec A per ogni u € A invertibile. Sia p un ideale primo e siano f,g € A,

siha fg ¢ pseesolose f¢&peg¢pedunquesi ha D(f)ND(g) = D(fg).

Prima di enunciare il seguente lemma, si richiamano le definizioni di radicale e di
insieme degli zeri di un sottoinsieme E di un anello A. Sia a = (£) C A l'ideale

generato da E in A, allora il radicale di a o di F é:
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VE =+va={feA:f"eaper qualche n € N},

mentre I'insieme degli zeri di E:
V(a)=V(E)={x € SpecA : f(x) =0Vf e E} ={x € Spec A: E Cp,}

Lemma 1.6.1. Si considerino sottoinsiemi E, E' e una famiglia di sottoinsiemi

(E))ier di un anello A. Allora:
1. V(0) = Spec A, V(1) =10;
2. ECE = V(E)2V(E);

8. V(Uier B)) = V(2 ici(B1) = N V(ED);

4. V(EE")=V(E)UV(E') dove EE' ={ff:f€E,f € E'};

Dimostrazione. 1) e 2) sono ovvie.

3) L’insieme V (|, ; E;) consiste di tutti i punti z € SpecA tali che | J,.; F; C p,, dove

iel iel
p, indica l'ideale corrispondente a = su A, quindi F; C p, per ogni i € I, e percid
coincide con (;,c; V(E;). L'insieme |J,.; E; ¢ contenuto in p, per qualche x € SpecA
se e solo se l'ideale ., (E;) generato da |J,.; F; ¢ contenuto in p,. Si nota poi che
V(U,er Ei) coincide con V (3, (E;)).

4) Sia x € SpecA tale che x ¢ V(E) e v ¢ V(E'). Allorasiha E ¢ p, e E' € p,
e ci sono elementi f € F e f' € E' tali che f, f' ¢ p,. Essendo p, un ideale primo,
anche ff" & p, e percido © ¢ V(EE'), pertanto V(EE') C V(E)UV (E’). Per mostrare

'inclusione inversa, si prenda x € V(E), ossia £ C p,. Avremo FE' C p, e percid

x € V(EE"). Questo prova che V(E) C V(EE') e analogamente, V(E') C V(EE").
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5) B verificata poiché E C p, ¢ equivalente a VE C p,, dato che p, ¢ un ideale

primo. O

Le proprieta elencate nel lemma precedente indicano che I'insieme di sottoinsiemi
di Spec A, del tipo V(a), pud essere visto come I'insieme dei chiusi di una topologia

su Spec A.

Definizione 1.6.2. Sia A un anello. L’insieme Spec A di tutti gli ideali primi di A
con la topologia in cui i chiusi sono gli insiemi V' (a), al variare di a tra gli ideali di
A, ¢é detto spettro primo di A o semplicemente spettro di A. La topologia cosi

definita é detta topologia di Zariski su Spec A.

Lemma 1.6.2. Sia A un anello e X = Spec A il suo spettro. Esiste un’unica topologia
su X, la topologia di Zariski, in cui gli insiems chiusi sono costituits dai sottoinsiems
del tipo V(E) C X per qualche sottoinsieme E C A. Inoltre, ogni sottoinsieme di X
¢ unione di insiemi del tipo D(f). In particolare D(f) forma una base della topologia

div Zariski su X.

Osserviamo che gli insiemi del tipo D(f) sono sottoinsiemi aperti di X.

Dimostrazione. Le affermazioni 1), 3) e 4) del Lemma 1.6.1 dimostrano le caratteri-
stiche principali degli insiemi chiusi di una topologia. Gli insiemi D(f) per funzioni
f € A sono aperti e sono i complementari degli insiemi V(f). Grazie al punto 4) del
Lemma 1.6.1 si ha V(,c; Ei) = iy V(£;) per cui I'unione finita di insiemi V (E)
¢ ancora contenuta in X. Infine, un sottoinsieme aperto arbitrario U C X = Spec A
¢ il complementare di un insieme chiuso del tipo V(E) per qualche £ C A. Inoltre
V(E) = Ner V(f) e quindi, U = U D(f), ossia ogni sottoinsieme aperto in X ¢
unione di sottoinsiemi D(f). Dunque D(f) forma una base della topologia di Zariski

su X. 0
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Esempio 1.6.1. Se K é un campo, allora i suoi unici ideali sono quelli banali. Dunque

Spec K ¢ costituito dal singoletto {(0)}.

Proposizione 1.6.1. Un omomorfismo di anelli ¢ : R — A determina una mappa

continua:
¢ : Spec A — Spec R
q — ¢ '(q)

In altre parole, Spec ¢ un funtore controvariante dalla categoria degli anelli com-

mutative con unita a quella degli spazi topologici.

Dimostrazione. La mappa ¢' é ben definita. Se I C R ¢ un ideale,

()71 (V(I)) = {q € SpecAl¢*(q) € V(I)}
{a € SpecA|I C ¢7(q)}
= {q € SpecAlo(I) € q}
= V(1))

Quindi ¢* é continua.

]

Generalizzando la nozione di ZV (1) enunciata nella sezione 1.4, si consideri ora
lo spettro X = SpecA di un anello arbitrario A, si vuole associare a un sottoinsieme

Y C X l'ideale:

IV)={feA:fep, WeYi=_p,

yey
di tutti gli elementi in A che si annullano in Y. Si osservi poi che f € p, implica

Z({y}) = py per ogni y € X.

Proposizione 1.6.2. Sia A un anello.

o Siano Y CY' C Spec A due sottoinsiemi. Allora I(Y) 2 I(Y").

o I(Uier Yi) = Nier 1(Y;) per ogni famiglia (Y;)ie; di sottoinsiemi in Spec A.
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1.7 Cenni di teoria delle categorie

La teoria delle categorie nasce con l'osservazione che alcune proprieta sono comuni
a strutture matematiche di natura molto diversa. Nel contesto delle categorie, si
possono discutere in modo naturale proprieta generali di strutture come i gruppi, gli
anelli, gli insiemi o gli spazi topologici insieme alle loro rispettive trasformazioni, ossia

gli omomorfismi, le funzioni o le mappe continue.
Definizione 1.7.1. Una categoria C consiste di tre dati:
1. una classe di oggetti obj(C);
2. un insieme di morfismi Home(A, B) per ogni coppia ordinata (A, B) di oggetti
in 0bj(C);
3. una composizione Home(A, B) X Home(B,C) — Home(A, C) denotata con:

(fs9) = af
per ogni terna ordinata A, B, C' di oggetti in 0bj(C);
che soddisfano i seguenti assiomi:
1. gli insiemi Hom sono a due a due disgiunti; ossia, ogni f € Hom¢(A, B) ha un

unico dominio A e un unico codominio B;

2. per ogni oggetto A, ¢’é un morfismo identita 14 € Home(A, A) taleche f 14 = f

elp f=f Vfe€ Home(A, B);

3. la composizione é associativa: datiimorfismi f € Home(A, B), g € Home(B, C)
e h € Home(C, D), allora
hyf) = (hg)f
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Notazione: D'ora in poi siscrivera f: A— Bo A 1 Bal posto di f € Home(A, B).

Esempio 1.7.1. Gli insiems formano una categoria, indicata usualmente con Sets. Gli
oggetti di questa categoria sono gli insiemi, i morfismi Home(A, B) sono le funzioni

f:A— B ela composizione é I'usuale composizione di funzioni.

Esempio 1.7.2. 1 grupp: formano una categoria, indicata con Groups: gli oggetts
sono i gruppi, i morfisms sono gli omomorfismi di gruppi e la composizione ¢ 'usuale
composizione. Anche i gruppi abeliani formano una categoria: gli oggetti sono i gruppi

abeliani, i morfismi sono gli omomorfismi e la composizione é 'usuale composizione.

Esempio 1.7.3. Gli anelli formano una categoria, indicata con Rings: gli oggetti
sono gli anelli, i morfismi sono gli omomorfismi di anelli e la composizione é 'usuale

composizione

Definizione 1.7.2. Una categoria S ¢ una sottocategoria di una categoria C se:

0bj(S) € 0bj(C);

Homg(A, B) C Home(A, B) per ogni A, B € 0bj(S);

se f € Homgs(A, B) eg € Homg(B, (), allora la composizione gf € Homg(A, C')

é uguale alla composizione gf € Home(A, C);

se A € obj(S), allora l'identita 14 € Homgs(A, A) ¢ uguale all’identita 1, €

Home(A, A)

Una sottocategoria S di C é una sottocategoria piena se, per ogni A, B € 0bj(S)

si ha Homgs(A, B) = Home(A, B).

Esempio 1.7.4. T gruppi abeliani sono una sottocategoria piena della categoria gruppi.

Si definisce ora la nozione di omomorfismi tra categorie, ossia i funtori.
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Definizione 1.7.3. Se C e D sono categorie, allora un funtore covariante 7' : C — D

¢ il dato di:

1. un T(A) € obj(D) per ogni A € 0bj(C);

2. un morfismo T'(f) : T(A) — T(A") in D per ogni f: A — A" in C;
che soddisfano i seguenti assiomi:

i) se A Iy A% A" sono morfismi in C, allora T'(A) T, T(A) M), T(A”) in D
soddisfano:

T(gf) =T(9)T(f);
ii) T'(14) = Lp(a) per ogni A € obj(C).

FEsempio 1.7.5. Se C & una categoria, allora il funtore identita 1c : C — C ¢ definito

ponendo 1¢(A) = A per ogni oggetto A e 1¢(f) = f per ogni morfismo f.

Definizione 1.7.4. Siano C e D due categorie, un funtore controvariante 7 : C —

D, é il dato di:

1. un T(C) € 0bj(D) per ogni C € 0bj(C);

2. un morfismo 7'(f) : T(C'") — T(C) in D per ogni f : C — C" in C;
che soddisfi i seguenti assiomi:

i) se C' I, ¢ % ¢ sono morfismi in C, allora e 2, (") ), T(C) in D
soddisfano:

T(gf) =T(N)T(9);

ii) T'(14) = 1p(a) per ogni A € obj(C).
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Osservazione 1.7.1. Se B,C e D sono categoriee ' : B — Ce G : C — D sono
funtori, allora si indica con GF : B — D il funtore che risulta dalla composizione del
funtore F' e del funtore G, ossia GF(A) = G(F(A)) e GF(f) = G(F(f)) per ogni
A € Obj(B) e f morfismo in B. Infatti si ha:

GF(lA) = G(lF(A)) = 1GF(A) con A € Obj(B)

GF(fg) = G(F(f)F(g9)) = GF(f)GF(g)

Si osservi che GF ¢é covariante se entrambi i funtori sono simultaneamente co- o
controvarianti. Se uno dei due funtori ¢ covariante e ’altro & controvariante, allora

G F & controvariante.

Esempio 1.7.6. Ide : C — C denota il funtore con le mappe identita come mappe

identificative. Ide ¢ un funtore covariante. Infatti per funtori F' e G si ha:
Ich:F e G]dC:G

Esempio 1.7.7. Un altro esempio di funtore covariante ¢& il funtore “dimenticanza”,
che semplicemente “dimentica” alcune o tutte le strutture di un oggetto algebrico. Il
funtore forgetful U: Groups — Sets assegna ad ogni gruppo G l'insieme UG dei
suoi elementi (“dimenticando” la struttura di gruppo) e assegna ad ogni morfismo

f: G — G’ di gruppi la stessa funzione f, vista come funzione tra insiemi.

Esempio 1.7.8. Dato un qualsiasi anello, lo spettro primo di un anello, Spec ¢ un

funtore controvariante dalla categoria degli anelli alla categoria degli spazi affini.
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Spec : Rings —— Spazi affini

A SpecA
B SpecB
C SpecC'

Definizione 1.7.5. Se C é una categoria, si definisce la sua categoria opposta C? la
categoria tale che 0bj(C?) = 0bj(C) e Homeor(A, B) = Home(B, A). Si indicheranno
con f? i morfismi in C?, dove f & un morfismo in C. La composizione in C? ¢

l'opposta di quella in C ossia g°? f? = (fg)°P.

E noto che un funtore controvariante C — D corrisponde a un funtore covariante

Cc? —D.

Definizione 1.7.6. Un morfismo f : A — B in una categoria C ¢ un isomorfismo

se esiste un morfismo g : B — A in C con

9f=1a e fg=1p
Il morfismo g € detto I'inverso di f.

Esempio 1.7.9. T morfismi identitd in una categoria sono sempre isomorfismi.
Nella categoria Sets, gli isomorfismi sono biiezioni.
Nella categoria Groups e nella categoria Rings, gli isomorfismi sono isomorfismi nel

senso usuale di gruppi (rispettivamente di anelli).
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Iperstrutture algebriche

In questa sezione si vogliono esplicitare le definizioni e i maggiori risultati riguar-

danti le iperstrutture.
Definizione 2.0.1. Una iperoperazione su un insieme non vuoto H ¢é una funzione:
B:HxH — PH)
(z,y) — xHBy
dove P(H)* & l'insieme dei sottoinsiemi non vuoti di H.

Un’iperoperazione associa ad ogni coppia (z,y) € H x H un sottoinsieme non

vuoto di H denotato con x Hy € P(H)*, non necessariamente un singoletto.

Definizione 2.0.2. Una iperstruttura ¢ un insieme non vuoto H dotato di una o

piu iperoperazioni.

Osservazione 2.0.1. Data una iperoperazione su H # (), definiamo per ogni coppia

A, B C H di sottoinsiemi non vuoti:

ABB:= |J (a+b).

a€AbeB
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Nel seguito, la notazione (z By) B z indichera AH {z} con A := x B y; inoltre dati
x,y € H quando xHy = {z}, si scrivera zHy = z per semplicita di notazione. Grazie
a questa notazione, dati un sottoinsieme A C H e un elemento a € H con a B A si

intendera {a} B A.

2.1 Iperanelli e ipergruppi

Definizione 2.1.1. Un ipergruppo canonico (H,H) é una coppia in cui H é un

insieme non vuoto dotato di una iperoperazione H che gode delle seguenti proprieta:
1. B é commutativa: tHy=yHx Vr,ye H.
2. B ¢ associativa: (¢Hy)Bz=aB((yHz) Vz,y,z€ H.
3. Esiste I'elemento neutro: 30y € H tale che Oy HBx =2 =280y Vo e H.
4. Esiste un unico inverso: Vo € H dly € H t.c. 0 € z B y; si scrivera y = —x.
5. Reversibilita: r e yHz <— ze€ex—y Vr,y,z€ H.

In letteratura esistono definizioni pit generali di ipergruppi ma noi ci occuperemo

solo di quelli canonici e per brevita li chiameremo semplicemente “pergruppi”.

Esempio 2.1.1. Sull’insieme {0, 1}, si definisce 'operazione H data dalle formule:
0B0={0}, 0B1={1}=180, 181=/{01}

Questo é un ipergruppo, dato che soddisfa le condizioni della Definizione 3.1.1. Questo
¢ I'unico ipergruppo di due elementi, che non provenga da un gruppo. Infatti le prime

tre condizioni sono fissate dell’essere ipergruppo. Resta da decidere 18 1:

o se vale {0} proviene da un gruppo,
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o se vale {0,1} & I’'esempio dato,
o se vale {1} salta l’esistenza dell’inverso.

Osservazione 2.1.1. Ad ogni gruppo abeliano (G, +¢) resta associato un ipergruppo

canonico ponendo

B:GxG— PG)
(z,y) = {z +c y}

Definizione 2.1.2. Un iperanello commutativo di Krasner ¢ un insieme non

vuoto R tale che:
1. (R,H) ¢ un ipergruppo con elemento neutro indicato con 0;

2. (R,-,1) ¢ un monoide commutativo, nel senso usuale, e sono soddisfatte le

seguenti condizioni:

(a) B e - sono compatibili, ossia Vz,y,z € R valgono z(y B z) = zyBzz e
(xBy)z =2xzHBy:z.
(b) 0 ¢ un elemento “che assorbe” ossia Vo € Rvalez-0=0=0-z.
(c) 0#1.
Si noti che in (a) stiamo usando la notazione xR = {zxa,a € R} per ogni R €
P(R)*.

Conseguenze 2.1.1. Dalla definizione di iperanello di Krasner si pud dedurre che:
l. =(-a)=a VYa€R.

2. 0 ¢ l'unico elemento t.c. Ya € R c’é un elemento —a € R con la proprieta

0€at(—a).
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3. —=0=0.
4. —(aBb) = —-aB—-b Va,be R.
5. —A=(-1)A={—ala € A}

Osservazione 2.1.2. e Ad ogni anello commutativo con unita (R, +g,-g) posso

associare un iperanello di Krasner ponendo:
B:RxR—PR)"
(z,y) = {z +ry}
e tenendo - come moltiplicazione.
e Vi sono nozioni pitt generali di iperanello che perd noi non considereremo.

e Vi sono inoltre iperanelli di Krasner non commutativi che perd noi non consi-

dereremo.

Definizione 2.1.3. Un iperanello di Krasner R ¢ detto iperdominio se ab = {0}

implicaa=00b=0.

FEsempio 2.1.2. Sia R := {0, 1,2} con liperoperazione e la moltiplicazione date nelle

seguenti tabelle:

B] 0] 1] 2 “ToT1]2
0 | {0}y [ {1} | {2} 0[0[0]0
1 {1y [ {1} R 1[0]1]2
2 [ {2} | R [ {2} 022

Allora (R,H,-) & un iperanello di Krasner e anzi un iperdominio.

Esempio 2.1.3. Sia (G, *) un gruppo abeliano finito con m elementi, m > 3, si definisca

un’iperaddizione H e una moltiplicazione - su H = G U {0} date da:
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aB0=0Ha={a} per ogni a € H;

aBa = {a,0} per ogni a € G}

aBb=0bHa=H\{a,b} per ogni a,b € G, a # b;

a-0=0 per ogni a,b € H,;
e a-b=axbperogniabeqdG:
Allora (H,H,-) é un iperanello di Krasner.

Osservazione 2.1.3. In generale, in un iperanello non é soddisfatta la proprieta

distributiva doppia. Ossia, la seguente identita
(aBb)(cEBd) =acH ad B bcHB bd

in generale non ¢ soddisfatta. Invece, 'identita
(aBb)(cBd) CacBadBbcHbd

resta verificata. Infatti per ogni elemento x € (cHd) la distributivita mi da (aBb)x =
ar B bz, e si ha (aBb)(cBd) = U,cumag (@ B0z = U,cma(az B bz). Ma d’altra

parte,
acBHadBbcBbd = (acB ad) B (bc B bd) = a(cBd) Bb(cBd) DO ax H bx
per ogni x € (cH d) e quindi:

acBbcB adB bd D U (ax B bx) = (aBb)(cHA).
x€(cHd)

Definizione 2.1.4. Siano (Ry,H;, 1) e (Rg, Hs, -2) iperanelli.

Un’applicazione ¢ : Ry — Ry ¢ detta omomorfismo di iperanelli se:
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1. ¢ & un omomorfismo di ipergruppi, ossia

p(laly b) C pla)By p(b) Va,be Ry e ¢(0)=0

2. ¢ & un omomorfismo di monoidi rispetto alla moltiplicazione, ossia

plab)=p(a)2eb) VYa,be Ry e ¢(1)=1

Definizione 2.1.5. Sia R un iperanello. Con estensione di un iperanello R
si intende un iperanello L tale che ci sia un omomorfismo iniettivo ¢ : R — L di
iperanelli. Un sottoiperanello H di R ¢ un sottoinsieme di R tale che H sia esso
stesso un iperanello con addizione e moltiplicazione indotte da quelle di R, ossia

aBgb=(aBrb)NHea-gb=a-rb.

Osservazione 2.1.4. In generale, se H ¢ un sotto-iperanello di un iperanello R,

Va,b € H si avra (a By b) C (aBr D).

Definizione 2.1.6. Sia ¢ : Ry — R un omomorfismo da un iperanello R; in un altro
iperanello Ry. Allora 'insieme {z € R;|¢(z) = 0} & detto nucleo di ¢ e si denota con

Kerg. L'insieme {¢(z)|x € Ry} é detto invece immagine di ¢ e si denota con Imao.

Osservazione 2.1.5. Si devono trattare con cautela le estensioni di un iperanello R
quando 'omomorfismo iniettivo di anelli non sia stretto. Infatti, si avra (a Bg b) C

(a B b) per a,b € R, ma in generale non varra 1'uguaglianza.

Esempio 2.1.4. In questo esempio si vuole mostrare una via alternativa di costruire
un iperanello attraverso 'algebra commutativa classica.

Sia A un anello commutativo con unita e indichiamo con A* il gruppo delle unita

A* :={a € A|Fb € A tale che ab = 1}.
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Sia G un sottogruppo moltiplicativo di A*, ossia A/G = {aG|a € A}. Si noti che G

agisce su A tramite I'operazione

GxA—= A

(9,a) — ag.

Fissato a € A, indichiamo con aG = {ag, g € G} e la chiameremo orbita di a in A.
Indicheremo inoltre con A/G l'insieme delle orbite. Esso ha una naturale struttura

di iperanello ponendo:

e Moltiplicazione:

m:A/Gx A/G— A/G

(G, yG) — zyG Vz,y € A.

e Iperaddizione:

M:A/G x AJG — P(A/G)*

(G, yG) — {qGlq = xt + ys per qualche t,s € G} Vz,y € A.

Allora A/G ¢ un iperanello detto iperanello quoziente.

Esempio 2.1.5. Sia A = Z/6Z. 11 gruppo delle unita é:

A% = {1,5)

e dunque l'insieme delle orbite é

AJG = {0G, 1G, 2G, 3G?.

A/G ¢é un iperanello di Krasner con la moltiplicazione m e l'iperaddizione B definite

nell’ Esempio 2.1.4, che qui sotto esplicitiamo:
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m | 0G [ 1G | 2G | 3G

0G [ 0G | 0G | 0G | 0G

1G | 0G | 1G | 2G| 3G

2G | 0G | 2G [ 4G | 0G

3G | 0G | 3G | 0G | 3G
& 0G 1G 2G 3G
0G| 0G {(1G,5G} 2G, 4G} 3G
1G | {1G,5G} | {2G,4G} | {1G,3G,5G} | {2G, 4G}
2G [ {2G,4GY | {1G,3G,5G} | {2G,4G} | {1G,5G}
3G | (3G} (2G, 4G} {1G,5G} 0G

2.2 Ipercampi

Come per ipergruppi e iperanelli, la nozione di ipercampo ¢ 'immediata generaliz-

zazione della nozione di campo.

Definizione 2.2.1. Sia (R, H, -) un iperanello (di Krasner). Se (R\{0}, ) ¢ un gruppo

abeliano, allora (R,H,-,0,1) si dice ipercampo.

Esempio 2.2.1. Sia K := {0, 1} con l'iperoperazione e la moltiplicazione data da:

B 0 1 0]1
0 {0y | {1} 0]0
1 [ {1} [ {0, 1} 101

Allora K é un ipercampo ed & chiamato ipercampo di Krasner.

FEsempio 2.2.2. Sia S := {—1,0,1} dotato di un’iperoperazione e una moltiplicazione,

entrambe commutative:

S —1 0 1 S [=1T0] 1
—1 —1 —1|{-1,0,1} —1 1 [0|-1
0 —1 1 0] 0 0[]0
1 [{—1,0,1} | 1 1 1 [—1]0] 1
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Allora S & un ipercampo, detto ipercampo dei segni in quanto l'iperoperazione definita

sopra segue la regola dei segni.

Esempio 2.2.3. Sia TR := (R, 47, -); dove I'insieme soggiacente é I'insieme dei numeri

reali e la moltiplicazione é la solita moltiplicazione tra numeri reali. L’iperaddizione

¢ data da:
{} se |z > [y
se |z| <
Ity = {v} |z <yl
{z} ser =y

[—|z], |z|] ,un intervallo chiuso, se z =1y

TR é un ipercampo, detto ipercampo di Viro.

Esempio 2.2.4. Sia T := R U {oo} l'insieme dei numeri reali unito al simbolo di oco.
La moltiplicazione - ¢ I'usuale addizione tra numeri reali tale per cui a - (00) = 0.

L’iperaddizione H ¢ data da:

o min{z,y} sez #vy
€T =
Y [z,+00] sex =y

T é chiamato ipercampo tropicale.

Esempio 2.2.5. Grazie alla Definizione 2.1.6, si nota che TR é un’estensione dall’i-

percampo S.

Proposizione 2.2.1. In ogni estensione di iperanelli R dell’ipercampo di Krasner K

siha x Bz ={0,2} Vo € R e inoltre
ac€aBb < be{0,a}

In particolare, non ci sono estensioni dell’ipercampo K di cardinalita 3 o 4.

Dimostrazione. Dato che 1H 1 = {0,1} si ha x Bz = {0,2} grazie alla proprieta

distributiva. Si assuma che a € aHb in R. Allora, se a B a = {0,a} si ha —a = a e,
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grazie alla condizione di reversibilita nella definizione di ipergruppo, sihab € a—a =
{0,a}. Al contrario, se b € {0,a} segue che a € a Bb = {a,a + b}.

Se F' é un’estensione dell’ipercampo K di cardinalitd maggiore di 2, allora F' contiene
un elemento o ¢ {0,1}. Se la cardinalita fosse 3, avrei F' = {0, 1, a} e il sottoinsieme
1 8 a non potrebbe contenere 0 (dato che 1 ¢ 1'unico opposto di 1), o 1 o « grazie
alla prima parte di questa proposizione. Infatti, se 1 € 1 B « allora o € {0,1} e se
a € 1BHa allora 1 € {0,a}. Se F fosse un’estensione dell’ipercampo K di cardinalita
4, scriviamolo come F = {0,£1,£,&3} con & = 1. Dalla prima parte di questa
proposizione, sappiamo che ciascun &; coincide con il proprio opposto e che la somma
& B &, per j # k deve contenere il terzo elemento non nullo § di F' e non contiene
ne &;, né &. Inoltre non puo contenere 0 perché & non ¢ I'opposto di &, ma questo
contraddice 1’associativita dell’iperaddizione per Y &;. Infatti per {i,7, h} = {1,2,3},

avrei (§;HE;)BE, = {6} BE, = {0,8,}, mentre §H(HE) = EH{GH={0,§}. O
2.3 Iperideali

Definizione 2.3.1. Sia R un iperanello.

e Un sottoinsieme non vuoto I di R si dice iperideale se valgono le seguenti

condizioni:

1. Ya,b € I, si hacheaHBHDbC I.
2. Vre Reaelsihacherael.

3. Va € I si ha che —a € 1.

e Un iperideale I C R si dice primo se [ soddisfa la seguente proprieta:

Sexyel, allora ze€loyel, Vryel.
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e Un iperideale I C R si dice massimale se I soddisfa la seguente proprieta:

se J C R ¢ un iperideale di R che contiene [ , allora I = J.

Osservazione 2.3.1. © Si osserva che se ¢ : Ry — Ry é un omomorfismo di

iperanelli, allora Ker¢ é un iperideale di R;.

© Si osservi poi se R é un anello e indichiamo con la stessa lettera I'iperanello

associato, allora I C R ¢é un ideale primo se e solo se I ¢ un iperideale primo.
Definizione 2.3.2. Siano A e B due sottoinsiemi non vuoti di un iperanello R.

1. La somma A H B é I'ipersomma definita nella Definizione 2.0.1

AHB B = {z|r € aBbper qualche a € A;b € B} = U a B b.

a€A,beB

2. Tl prodotto AB é definito da:

AB = {zx|z € Za,—bi a; € A,b; € Bn € Z"}.
i=1

Se A e B sono iperideali di R, allora AH B e AB sono ancora iperideali di R.

Osservazione 2.3.2. Un iperideale proprio M di R, ossia tale che M # R, é un
iperideale massimale di R se gli unici iperideali di R che contengono M sono M stesso

e R.

Definizione 2.3.3. Sia X un sottoinsieme di un iperanello R. Sia A; = {A;|i € I}
la famiglia di tutti gli iperideali in R che contengono X. Allora [),.; A; é detto
iperideale generato da X. Questo iperideale di denota con < X >; se X =

{x1,x9,...,2,}, allora iperideale < X > si denotera con < z1, s, ... 1T, >.
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Osservazione 2.3.3. Esiste una corrispondenza biunivoca che conserva 1’ordinamen-

to tra gli iperideali s di R che contengono t e gli iperideali 5 di R/t data da s = ¢~1(5),

dove ¢ é la mappa di proiezione da R in R/t.

Proposizione 2.3.1. Sia R un iperanello.

1. Sia I un iperideale proprio di R. Allora, esiste un iperideale massimale m tale

che I C m.

2. Ogni iperideale massimale m é primo.

Dimostrazione. 1. Per prima cosa, dobbiamo dimostrare che ogni iperanello pos-

siede almeno un iperideale massimale e per farlo si vuole utilizzare il Lemma di
Zorn. Sia A I'insieme di tutti gli iperideali diversi da (1) in R. A é non vuoto
dato che (0) € A. Ora si ordina A rispetto all’inclusione per poi mostrare che
ogni catena in A possiede un maggiorante in A. Sia (m,) una catena di ideali
in A, per ogni coppia di indici « e [, assumiamo senza perdere di generalita
(my) C (mg). Sia poi m = J, m,; m é un ideale e 1 ¢ m dato che 1 ¢ m, per
ogni a. Percio m € A e m é un maggiorante della catena da cui segue che A
possiede un elemento massimale.

Successivamente, consideriamo I C R un iperideale proprio di R, per dimostra-
re che esiste un iperideale massimale m tale per cui I C m, si applica quanto
affermato prima all’iperanello R/I, che sicuramente ¢ non nullo poiché I C R.
Grazie all’Osservazione 2.3.3, si ha che la controimmagine di ogni ogni ideale
massimale m in R/I rispetto alla proiezione R — R/I ¢ un ideale massimale in

R contenente 1.

. Siano x,y € R elementi tali che zy € m e x ¢ m. Allora l'insieme m B zR =

U{a B bla € m,;b € xR} é un iperideale di R contenente sia m che 2R, ma
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diverso da m perché si ha x € mBzR e x ¢ m. Quindi mB xR = R e dunque
si conclude che 1 € mBE xR. Pertanto 1 € aHxr per qualchea e mer € R. In
particolare si ottiene y € y(aBar) =yaByrr CmBm C m. Quindi y € m.

]

2.4 Teorema degli zeri di Hilbert

In questa sezione R indichera sempre un iperanello e V(1) I'insieme degli iperideali

primi di R contenenti un iperideale [.

Lemma 2.4.1. Sia [ C R un iperideale. Allora il sequente insieme:
VI :={r € R|3n € N tale che ™ € I}

é un iperideale.

Dimostrazione. Sicuramente 0 € v/1.

Sia a € V1, ossia a™ € I per qualche n € N e sia € R. Dato che I & un iperideale, si
ha r"a™ = (ra)™ € I. Da cui segue che ra € VT; dunque la proprieta 3 & soddisfatta.
Chiaramente, (—a)™ potrebbe essere o a™ 0 —a". Ma, sia a™ sia —a™ sono in [, da cui
segue che —a € V/I: dunque /I soddisfa la 2.

Infine siano a,b € VI, ossia a”, b™ € I per opportuni n,m € Z*. Allora per
[ > (n+m) si ha che (a @b C (,i)akbl_k C I, dove Y é da intendersi come
ipersomma e cosl la moltiplicazione per (li) Questo implica che (a Bb) C VI;
quindi sono soddisfatte le tre condizioni della definizione di iperideale, percid VI ¢ un

iperideale. O
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Lemma 2.4.2 (Nullstellensatz). Sia R un iperanello e sia I un iperideale di R.

Allora:
Vi= () »

pev(I)
Dimostrazione. Iniziamo dimostrando I'inclusione VI C ﬂpev(l) p. Si supponga che
a € VI, alloraa™ € I C p per ognip € V(I). Dato che p ¢ un iperideale primo, segue
che a € p; quindi, VI C p per ogni p € V(I).
Viceversa, si supponga che f € ﬂpev(])p e si supponga per assurdo che f ¢ V.

Questo implicherebbe che:
S:={1,f, .. nI=0

Sia X I'insieme degli iperideali J di R tali che SNJ =0e I C J. Allora X # (), in
quanto I € X. Y € non vuoto e lo si ordina rispetto all’inclusione; grazie al Lemma
di Zorn, 3 ha un elemento massimale q. Infatti, data una catena (q,) di iperideali in
%; g =, 9a € ancora un iperideale tale che SNg=0e l Cq. Dunqueqe X e qé
un maggiorante della catena (q,), pertanto si puo concludere che 3 ha un elemento

massimale q. Resta da dimostrare che g ¢ primo. Dato un x € R il seguente insieme:
qB2R:=| J{aBblacq, becaR}

é un iperideale in quanto somma di due iperideali e ¢ é primo grazie alla Proposizione
2.3.1 poiché q ¢ massimale.

Se x,y ¢ qallora q ¢ contenuto propriamente negli iperideali gz R e qHyR. Pertanto,
qgHzR,qB yR ¢ X per la massimalita di q in 3. Da cui segue che f" € qHzR e
f™ e qByR per qualche n, m € N. In altre parole, f* € a; Bzry, f™ € as Hyry per

qualche ay,as € q e r1,ry € R. Percio si ha:

frm e (ay B ar)(ay Byrs) C ayag B ayyre B agrry Baoyriry C @B zyR
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Questo implica che zy ¢ q perché se xy € q allora f"™ € q, ma si ¢ assunto che
ft¢ q VI eN. Segue che q ¢ un iperideale primo contenente I tale che SNq = (). Ma
questo ¢ impossibile se si prende f € ﬂpEV(I) p in quanto (p C q. E questo conclude

la dimostrazione. O

Proposizione 2.4.1. Se I e J sono iperideali di R, le sequenti condizioni sono

equivalenti:
L V() S V();
2. JC VI eVJCVI

Dimostrazione. 1) = 2) ogni iperideale primo di R, contenente I contiene anche

J, percio J C /T e JCVI.

2) — 1) Sia p € V(I) un ideale, allora p D /I per il Lemma 2.4.2, da cui p D J

epeV(J).

2.5 Iperanello delle frazioni

Definizione 2.5.1. (Cf. [21]) Un sottoinsieme S di un iperanello R si dice parte

moltiplicativa <= le SeVz,yec S xzyeS.

Sia S un sottoinsieme moltiplicativo di un iperanello R con 0 ¢ S. Vogliamo
costruire I'iperanello delle frazioni S~'R in modo analogo a quanto fatto per gli anelli
usuali.

Si consideri la seguente relazione in R x S

(h,s) ~ (B',s') <= Tz € S t.c. zhs' = xh's
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Questa ¢ una relazione di equivalenza. Si indichera con S™'R I'insieme (R x S/ ~) di
classi di equivalenza. Denotiamo con % o [(r, s)] la classe di equivalenza di (r, s) € RxS
sotto la relazione di equivalenza definita sopra. Dunque S™'R ¢é 'insieme di tutte le
classi di equivalenza. Lo dotiamo ora di una struttura di iperanello.

In (R x S/ ~) si puo definire un’ipersomma e un prodotto.

L’ipersomma ¢ data data:
[(h,s)] B [(k,t)] = [(ht B ks, st)] = {[(y,st)] : y € ht B ks}

e il prodotto ¢ dato da:

[(h, 8)] - (K, 1)] = [(hk, st)]

Osservazione 2.5.1. Le due operazioni appena esplicitate sono ben definite; infatti

se:

(h,s) ~ (h',s") allora 3z € S t.c. xhs' = xh's

(k,t) ~ (K, ') allora Jw € S t.c. wkt' = wk't

Percio, V[(y/, s't")] € [(W',s)] B [(K,t')] esiste [(y, st)] € [(h, s)]B[(k, )] t.c. [(y,st)] =
[(v/, s't)]. Infatti:

(v/,s't)] € [(W,s)) B[k, V) = ¢ € M'BEKs = y'st € Wt'stBEs'st =
Rs(tt') B k't(ss’) = zwy'st € (ht Bks)zws't! = Jy € ht Bks : zwsty =
rws'ty = (y,st) ~ (v,s't") essendo zw € S. L’ipersomma é quindi ben

definita, e in modo analogo si dimostra che il prodotto ¢ ben definito.

Proposizione 2.5.1. (S™'R. [, ) ¢ un iperanello commutativo con unita, detto ipe-

ranello delle frazioni rispetto a S.
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Dimostrazione. Si deve dimostrare che (S™'R,H, ) soddisfi tutte le proprieta della

definizione di iperanello commutativo:

1.

=~

H é associativa, ossia

(1, ) 88 [k, )]) B, )] = (. )] 8B ([(R. )] B [(k, )]

Infatti:

(Lh, ) & [(k,0))) B, w)] = (bt 8B ks, sD)] 8 ()] = {[(v5)] : y € ht B
s} 810, 0] = Uyentans (0 50] 8 10G,0)]) = Uyepazge{ [(0,t0] + 0 € htu B
ws h = Uyperagye ([(h: )] B [(w, tu)]) = [(h, )] B {[(w,tu)] : w € kudjt} =
()] B8 (1(k, 1) 8 [, w)])

La proprieta commutativa di H segue dalle analoghe proprieta di H e - in R.

[(0,w)] con w € S & 'elemento unita dell'ipersomma in S~ R.

V[(h,s)] € ST'R 3 [(—h,s)] € S7'R t.c. —[(h,5)] = [(—h, s)].

Ay s)] € (BB [(G,u)] = [k 0] € [(hs)] = [(j,w)] infatti: [(h,s)] €

(k)] B [(,u)] = hetjBku e s=tu = kueh—tj = ku®€

hu —tju = [(ku?, tu?)] € [(hu, tju, tu®)] = [(h, tu)] — [(j, u)].

Le proprieta associativa e commutativa del prodotto in S™'R seguono dalle

analoghe proprieta in R.
o ([(h,sﬂ = [(m)}) G = {Ky,st)] G oy e htaaks} -
{[(yj, stu)] : y € ht B k‘s} ;
o [(hy )] [Gy )] B (k. )] [ w)] = (b s B [(k, tu)] = {Kw, sta?)] s w €

hjtu B k:jsu} = {[(v, stu)] : v € hjt B k;js}
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8. ST'R ¢ unitario con [(1,1)] elemento unita.
[l

Osservazione 2.5.2. Se [(h,s)] € ST'R con h € S, allora [(h,s)] € ST'Re [(s,h)] =
[(h, $)] 7"

Proposizione 2.5.2. (Cfr. [21] p77) La mappa di localizzazione i3,

i%:R%S_lR

h—[(h,1)] = %

¢ un omomorfismo di iperanelli. Inolire Ker(i%) = {0} <= S non ha divisori dello
zero. Percio, se R ¢ un iperdominio di integrita e S = R\ {0}, S™'R ¢ un ipercampo,
detto ipercampo delle frazioni di R e iz (R) ¢ un subiperanello di SR isomorfo

a R.
Definizione 2.5.2. Se I é un iperideale,

ST = {2 ciel,seSt=ip(l)
S~ ¢ detta estensione di [ in S™'R.

Si noti che - € S~I non implica per forza che r € I, in quanto ¢ possibile che
S=Zcona€leré¢l.

S S

Lemma 2.5.1. Sia S un sottoinsieme moltiplicativo di un iperanello R. Se I e J

sono ideali di R, allora:
1. STH (I8 J)=5"'rmsty;

2. SNIJ) = (SI)(S~1J);
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8. STYInJ)y=S"1tInsJ.

Lemma 2.5.2. Sia I un iperideale di un iperanello R, allora SN I # () se e solo se

S—[ = SR,
Proposizione 2.5.3. Sia R un iperanello e S un sottoinsieme moltiplicativo di R.
1. Per un iperideale I di R, il sequente insieme:
S = {é iel,seS}
¢ un iperideale di ST'R.

2. Sep & un iperideale primo di R tale che SNp =0, allora S~p & un iperideale

primo di ST'R.

3. Se S = R\ p per qualche iperideale primo p di R, allora S = R\ p ¢ un
sottoinsieme moltiplicativo di R e ST'R ha un unico iperideale massimale dato
da S~ 1p.

L’iperanello delle frazioni S™'R ¢ chiamato localizzazione di R in p e si denota
con R,. Se I & un iperideale di R, allora Uiperideale S™'I in R, si denota con

I,.
Teorema 2.5.1. Sia [ un iperideale primo in un iperanello R.

1. C’¢ una corrispondenza biunivoca tra linsieme degli iperideali primi di R che

sono contenuti in I e linsieme degli iperideali primi di R, data da Q — Qy;

2. L’iperideale I, in R, é l'unico iperideale massimale di R,.

20



Capitolo 2:  Iperstrutture algebriche

2.6 Spettro primo di un iperanello

Definizione 2.6.1. Sia R un iperanello. Si denota con Spec R, lo spettro primo
di un iperanello, ossia 'insieme degli iperideali primi di R.

Si puo dotare Spec R di una topologia, come nel caso classico. Avremo che
un sottoinsieme A C Spec R ¢é chiuso <= A = V/(I) per qualche iperideale I di R

dove V(I) = {J € Spec R|I C J}. Infatti € := {V(I), I iperideale di J} soddi-
sfa tutti gli assiomi per essere la famiglia di insiemi chiusi per una topologia, det-
ta topologia di Zariski su Spec R. Infine, o/ := {A(I) : I iperideale di R} con
A(I) = Spec R\ V(I) ¢ la famiglia degli insiemi aperti nello spazio topologico
(Spec R,%).

Mostriamo le due proprieta relative all’unione e all’intersezione dei chiusi.
Proposizione 2.6.1. Sia R un iperanello e poniamo X = Spec R.
1. Sia {I)\} en una famiglia di iperideali di R. Allora si avra:

V) =Vi<|JL>)

AEA AEA
dove < |Jyep In > € il pit piccolo iperideale contenente |,y Ix.

2. Siano I e I' iperideali di R, allora:
V((IHuvI)y=v(Inlr).
Dimostrazione. 1) J € (,ea V(Un) <= VA€ A: Je V() < VAeA: I, C

J = Uwaah €J = <Uaah >CJ = J € V(< Ujep In >). Quindi

ﬂAeA V(]/\> €¢.
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2) SiaJ eVHUV({') = JeVIl)oJeV{I') = ICJol' CJ =
INI'CJ = JeV({INI).

Viceversa, se J € V(INI)allora INI"C J. Sial € J, yel e xzel\J
Allora zy € I NI’ che implica zy € J con = ¢ J. Essendo J iperideale primo di R,

si ottiene y € J. Dal fatto che y & un generico elemento di I’ deduco I’ C J, ossia

JeV(I). 0

Osservazione 2.6.1. Si ha V(R) = () in quanto gli elementi di Spec R sono tutti
contenuti propriamente in R. D’altra parte, ogni iperideale primo di R contiene

l'iperideale nullo, e dunque V' ({0}) = Spec R.

FEsempio 2.6.1. Dato un anello A, lo spettro di un anello A, Spec A, coincide con lo

spettro dell’iperanello associato all’anello A.

Proposizione 2.6.2. Vx € R si consideri l'insieme
Bz)=A(<z>)={JeSpecR:<x>Z J} ={J € SpecR: x ¢ J}.

La famiglia 8 = {B(x) : © € R} é una base per la topologia di Zariski di Spec B.

Dimostrazione. Ogni B(x) € 28 ¢ aperto per costruzione. Inoltre VA(I) € o e

VJ € A(I), 3B(z) € B t.c. J € B(x)e B(x) C A(I). Infatti J € A(I) = I ¢

J = drel,x ¢ J = J e B(zx). Inoltre B(x) C A(I), infatti se L € B(x)

allora « ¢ L da cui I ¢ L e dunque segue che L € A(I). O

Osservazione 2.6.2. Se R e R’ sono due iperanelli commutativie f: R — R’ & un

omomorfismo di iperanelli, si ha che f~1(J') € Spec R V.J' € Spec R'.

Proposizione 2.6.3. Le mappe R — Spec R, f — Spec [ dove Spec f(J') =
f~YJ') VJ' € Spec R, definiscono un funtore controvariante dalla categoria degli

wperanelli, alla categoria degli spazi topologici.
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Dimostrazione. Si deve verificare che Spec f é una mappa continua rispetto alla

topologia di Zariski. Per ogni chiuso V(I) € € si ha:

(Spec £)~H(V(I))

{J € Spec R : f~YJ) eV}
= {J €8SpecR : f~YJ)DI}

= {J € SpecR : f(I)C J}

= V(1)

allora Spec f~*(V(I)) ¢ un insieme chiuso in Spec R’ O

Diamo ora una importante caratterizzazione dello spettro di un iperanello come

descritto in un articolo di A. Connes e P.Consani.

Teorema 2.6.1. Sia R un iperanello e K Uipercampo di Krasner {0,1} dell’esempio

3.2.1. Allora la mappa:

¢:Spec R — Hom(R,K), pr o
definita da:
Pp(r) = 0 Ve ep

wp(xz) = 1 Ve & p
determina una naturale biezione di insiems.

Dimostrazione. L’applicazione ¢, : R — K ¢ moltiplicativa dato che il complementare
diun qualsiasi ideale primo p in R ¢ un insieme moltiplicativo. Inoltre ¢, & compatibile
con l'iperaddizione. Dato che I'ipersomma di iperideali ¢ ancora contenuta in un
iperideale, 'opposto di un iperideale ¢ a sua volta un ideale e grazie alla condizione
di reversibilita data dalla definizione di ipergruppo, la mappa ¢ é ben definita. Per
definire 'inversa di ¢, assegniamo all’omomorfismo di iperanelli p € Hom(R, K) il suo

nucleo, che ¢ un ideale primo di R. Pertanto Kerp determina univocamente p. O]
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Descriviamo ora gli elementi dell’insieme Hom(R,S), dove S & l'ipercampo dei
segni descritto nell’ Esempio 2.2.2. Iniziamo richiamando le definizioni di ordine

totale, di cono positivo e, cono simmetrico in R.

Definizione 2.6.2. Un ordine totale, <, ¢ una relazione binaria su un insieme Y

che gode di quattro proprieta, dati z,y,2z € Y
1. é riflessiva, z < ;
2. ¢ antisimmetrica,sez <yey <z allorar =y
3. é transitiva,sex <yey < z alloraz < 2
4. ¢ totale,sex <yey < .
Un insieme dotato di un ordine totale si dice insieme totalmente ordinato.

Osservazione 2.6.3. Le condizioni 1)-3) definiscono un ordine parziale e se in ag-
giunta a 1)-3) ¢ verificata anche 4) allora I'ordine ¢ totale.

La relazione < é un ordine totale sugli insiemi N, Z o Q.

Definizione 2.6.3. Un cono positivo su un anello A é un sottoinsieme P di A tale

che:

3.0¢P.

Un cono totale positivo su A ¢ un cono P su A tale per cui valgano le condizioni

1)-3) e inoltre
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4. PU{0}U-P = A.

Definizione 2.6.4. Sia A un anello. Un cono simmetrico P in A é un sottoinsieme

P C A tale che:
1.0¢ P, P+PCP, PPCP, (ossiaé un cono positivo);
2. P°+ P¢C P¢ dove P¢é il complementare di P in A;
3.aeP e abe P = be P;
4. P— P = A.

Osservazione 2.6.4. Si puo notare che ogni cono simmetrico é positivo e ogni cono

totale é simmetrico.

Esempio 2.6.2. Se R = R allora P = R.y ¢ un cono simmetrico ed é pure totale.
Inoltre se R = 7Z (oppure R = Q) , allora P = Z~q (rispettivamente R = Q) ¢ un

cono simmetrico ed é anche totale.

FEsempio 2.6.3. Sia C il campo dei numeri complessi e sia P il cono positivo su C
che consiste di tutti i numeri reali che sono positivi con I'ordine usuale sul campo dei
numeri reali R. Allora P non ¢ un cono simmetrico poiché, per esempio, 1 +i ¢ P e

1—i¢ Pma (1+1i)+ (1 —14) € P. Dunque contraddice la condizione 2.

Esempio 2.6.4. Si consideri R = R[z]. Allora un cono simmetrico ¢ dato da P =

{polinomi del tipo a,z™ + a,_12" ' + -+ + ag con a, > 0} che & pure totale.

Esempio 2.6.5. Consideriamo ora un esempio di cono simmetrico ma non totale.
In R[z], prendiamo P = {polinomi con termine noto positivo} = {polinomi del tipo a,x"+

12" Y4 .. .ay con ay > 0}. Restano verificate:

e P+PCP
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o ( gé P.
Sia inoltre
P = {polinomi con termine noto < 0} = {a,2" + a,_ 12" ' +...a9 con ay < 0},

—P = {polinomi con termine noto < 0} = {a,2" + a,_12" " +...ay con ag < 0}.
E verificata inoltre

° P—P:R[QZ}

ma P U—P U {0} & R[z] infatti mancano nell’'unione ad esempio z, 2% 2%, ...

Ora enunciamo un risultato riguardante i coni totali che sara utile per dimostrare

la proposizione successiva.

Teorema 2.6.2. Sia R un anello. Se () ¢ un ideale primo in R eT' ¢ un cono totale
su R/Q, allora S = {r € R|r+ Q € T} ¢ un cono simmetrico su R. Viceversa, se
S’ & un cono simmetrico su R e @ ={r € R,r ¢ S, —r ¢ S'}, allora Q' & un ideale

primo in R e Uimmagine di S" in R/Q" & un cono totale su A/Q'.

Per la dimostrazione si veda ([14])

La proposizione che segue mostra che la nozione di cono simmetrico in un anello é
equivalente a quella di un elemento di Hom(R,S). Se R ¢ un anello ed S é un ipera-
nello, si sta indicando con R pure l'iperanello associato ad R e Hom é da intendersi

nella categoria degli iperanelli.

Proposizione 2.6.4. 1. Un omomorfismo di un anello R nell’iperanello S é de-
terminato dal suo nucleo p € Spec R e da un ordine totale nel campo delle

frazioni dal dominio d’integrita R/p.
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2. Un omomorfismo da un anello R nell’iperanello S é determinato da un cono

simmetrico di R.

Dimostrazione. Sia p € Hom(R,S). Consideriamo la mappa del valore assoluto 7 :
S - K, w(z) = |z[. 7 ¢ un omomorfismo di anelli, pertanto anche 7 o p é un
omomorfismo di anelli. Quindi il nucleo di p, Ker(p), ¢ un ideale primo p C R per
quanto visto nella dimostrazione del Teorema 2.6.1. Inoltre la mappa p si fattorizza
attraverso il quoziente R/p che ¢ un dominio d’integrita. Sia F' il campo delle frazioni

di R/p. Osserviamo che gli elementi di F' sono frazioni §, con a,b € R/p, e p(b) # 0

mentre p(a) = 0seesolosea = 0. Sihap(0) =0, p(1) =1e p(—1) = —1 dal momento

a

che 0 € p(1)+p(—1). Si prenda come P C F 'insieme delle frazioni della forma z = §

con p(a) = p(b) # 0. Questo sottoinsieme di F' & ben definito, infatti § = § significa

ad = be da cui segue che p(c) = p(d) # 0. Inoltre P ¢ stabile rispetto all’addizione:

presi ¢ e $in P, se ¢ = 0 0 a = 0, & banale. Siano ora p(a) # 0 e p(c) # 0. Si

noti che § = =¢ e dunque possiamo assumere p(a) = p(b) = 1 e analogamente per

£ Ora &+ £ = 9D o gj ha p(d) = 1, percid p(ad + bc) = p(cd) = p(c). In questo

modo abbiamo provato P + P C P. Analogamente si mostra che P - P C P. Inoltre

dato x € F'e v # 0, si prenda z = § allora, o € P, ossia p(a) = p(b) # 0 oppure

=t = —7 € P,ossia —x € P. Quindi F’ ¢ un campo ordinato, con ordine totale > tale
per cui il cono positivo dell’ordine sia P = {z € F| 2 > 0} e p ¢ una composizione
di un morfismo canonico R — F' con la mappa F' — F/F ~ S. Viceversa, se viene
dato un ordine al campo di frazioni del dominio di integritd R/p, si puo utilizzare la
naturale identificazione F//F ~ S per ottenere il morfismo p.

2) segue da 1) e dal Teorema 2.6.2 riguardante i coni totali. Infatti, dato un cono

simmetrico P C R, le seguente formula definisce un elemento p € Hom(R, S):
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1, sexr € P
plx) =4 -1, sex e —P

0, altrimenti

Inoltre, se p € Hom(R,S) allora P = p~!(1) & un cono simmetrico e si nota poi
che Kerp(z) é un ideale primo per quanto affermato nell’ Osservazione 3.3.1. Dunque

p € Hom(R,S) ¢ determinato dal cono simmetrico P. O

Dall’ Osservazione 2.3.1 sappiamo che se R é un anello, allora c¢’¢ una biiezione, in
realtd un omeomorfismo, tra il suo spettro primo e l'iperspettro. Vediamo ora come

quozientare per unita non alteri 'iperspettro.

Lemma 2.6.1. Sia A un anello commutativo, G C A* un sottogruppo moltiplicativo
con A* = {a € A| 3b € A tale che ab = 1} e sia A/G Uiperanello quoziente. Allora,
X = Spec A e Y = Spec (A/G) sono omeomorfi dove entrambi sono dotati della

topologia di Zariski.

Dimostrazione. Se G = {1} non c’¢ nulla da dimostrare.

Assumiamo |G| > 2 e definiamo 'applicazione

~:X —= Y

q — q:={aGloecq}
Questa applicazione é ben definita, infatti si ha

aG =G <= a=puconuecGCA"

— o, feqon,f¢q,

percio q € univocamente determinato da q. Inoltre q ¢ un iperideale, infatti 0G € q;

se aG € q allora (—a)G = —(aG) € q e inoltre se per rG € A/G e aG € q, poiché
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(rG)(aG) = raG e ra € q, si ha che (rG)(aG) € q. Supponiamo poi aG, bG € q.
Osserviamo che aG,bG € ¢ <= a,b € q poiché¢ G C A* e q ¢ un ideale primo.
Percio se zG € aG + bG, possiamo assumere che z = at + bh per qualche t,h € G e
a,b € q, da cui segue che z € q, quindi zG € q. Abbiamo quindi dimostrato che q ¢
un iperideale.

Ora dimostriamo che ¢ un iperideale primo. Supponiamo che (aG)(bG) = (abG) € q
e aG ¢ q. Questo implica che ab € q e au ¢ q per ogni u € G, quindi a ¢ q. Poiché q
¢ primo, questo implica che b € q e bG € 4.

Ora mostriamo che 'applicazione ~ & continua. Chiamiamo ¢ := ~ per semplicita
di notazione. Ci basta mostrare che ¢~'(D(fG)) ¢ aperto, dove D(fG) & aperto in
Y per definizione della topologia di Zariski. Si ha che ¢~ (D(fG)) = D(f). Infatti,
se q € D(f), allora ¢(q) = q non puo contenere fG per definizione. Quindi, D(f) C
¢ 1 (D(fG)). Per I'inclusione consideriamo p € ¢ (D(fQG)), ossia p(p) € D(fG).
Poiché ¢(p) = p = {aG| a € p} e fG ¢ p, segue che f ¢ p e dunque p € D(f).
Quindi ¢~ (D(fG)) € D(f).

Ora costruiamo 1'inversa dell’applicazione ¢ = ~. La proiezione canonica 7 : A —

A/G, che é un’applicazione tra insiemi, induce la seguente mappa:

VY = X

p = 7 '(p).

Osserviamo che 1) ¢ continua poiché ¢ ~1(D(f)) = D(fG). Abbiamo affermato che
@ e 1 sono una l'inversa dell’altra e poiché sono entrambe continue basta dimostrare
che ¢ ¢ biiettiva e che vale ¢ o 1) = idy.

Per prima cosa mostriamo che ¢ & iniettiva. Poniamo ¢(q) = ¢ (p) per q,p € X. Per

x € qsi hay € p tali che xG = yG da cui segue che x = yg per qualche g € G, quindi
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x € p. Dato che vale la simmetria, si ha p = gq.
Per mostrare la suriettivita di ¢, prendiamo un elemento o € Spec (A/G). Conside-

riamo aG come il sottoinsieme aG := {ag| g € G} C A e definiamo p := aG.

aGep
Ora dobbiamo dimostrare che p é un ideale primo di A; innanzitutto 0 € p. Inoltre,
a €p <= a € aG per qualche aG € p, dunque, pera € per € A, si ha aG € wp
e rG € A/G. Segue da (rG)(aG) = (raG) € p che ra € p. Se a,b € p, allora
aGG,bG € p. Questo implica che aGHOG C @ e quindi a+b C p. Questo dimostra che
p ¢ un ideale che non puo essere A poiché implicherebbe 1 € pe 1G € wpma p € A/G.
Osserviamo poi che p é primo poiché per ab € p e a ¢ p si ha (aG)(bG) € p e aG ¢ .
Questo implica che bG € @, quindi b € p. Ovviamente, si ha ¢(p) = p. Questo
mostra che ¢ ¢é suriettiva infatti si ha p = ¢(p). Percio si ha p(p) = pop(p) =pe

di conseguenza @ oY = idy.

2.7 Alcuni cenni storici

La teoria riguardante le iperstrutture ebbe inizio nel 1934 quando il matematico
francese F. Marty, durante l'ottavo congresso dei matematici scandinavi tenutosi a
Stoccolma, diede la prima nozione di ipergruppo (Cf.[16]) e ne illustro alcune applica-
zioni per lo studio di gruppi non commutativi, funzioni algebriche e frazioni razionali.
Intorno agli anni Quaranta del secolo scorso, furono studiati in Francia, in USA, in
Russia, in Italia e in Giappone gli aspetti generici di questa teoria, i collegamenti
con i gruppi classici e le applicazioni in geometria, da illustri matematici come M.
Krasner, M. Kuntzmann, H. S. Wall, A. Vikhrov e Y. Utumi. La teoria progredi
molto negli anni Settanta quando l'area di ricerca si allargo considerevolmente: in

Francia M. Krasner, M. Koskas e Y. Sureau iniziarono a studiare i sottoipergruppi e
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in particolare M. Krasner introdusse una specifica classe di iperanelli in [15], presento
quelli che ora sono detti iperanelli di Krasner insieme agli iperanelli quoziente e agli
ipercampi. Dopo M. Krasner, D. Stratigopoulos si occupo nella tesi di dottorato, in se-
guito pubblicata in [22], degli iperanelli artiniani, e J. Mittas approfondi gli iperanelli
di Krasner. Successivamente T. Vougiouklis e M. De Salvo studiarono gli iperanelli
generici in |25] e infine R. Procesi e R. Rota introdussero la nozione di iperanelli
moltiplicativi in [20] e in [19]. Gli iperanelli furono inoltre il punto di partenza per
lo studio degli ipermoduli, analizzati da matematici come P. Corsini, C. G. Massou-
ros e altri ancora. Sempre negli anni Settanta in Grecia, J. Mittas e i suoi studenti,
oltre agli iperanelli di Krasner, approfondirono il concetto di ipergruppo canonico e
iperreticolo in [18]; inoltre Ch. Massouros ottenne importanti risultati riguardo gli
ipercampi e altre iperstutture ed alcune importanti applicazioni agli automi in [17].
Una figura che diede un contributo essenziale nello studio degli ipergruppi, in parti-
colare ipergruppi regolari e ipergruppi completi, fu P. Corsini, matematico italiano,
che insieme al suo gruppo di ricerca ottenne molteplici risultati anche riguardo agli
omomorfismi di gruppi e alle applicazioni nel calcolo combinatorio e in geometria.
Egli scrisse uno dei primi testi dedicati agli ipergruppi “Prolegomena of hypergroup
theory”([6]) e fu seguito poi da T. Vougiouklis con “ Hyperstructures and their repre-
sentations”(|26]).

In America le iperstrutture furono approfondite negli USA e in Canada specialmente
da R. Roth che si servi degli ipergruppi canonici per risolvere alcuni problemi riguar-
danti la teoria dei gruppi finiti.

Le iperstrutture hanno molteplici applicazioni alla geometria, alle relazioni binarie,
alla crittografia, all’intelligenza artificiale, alla probabilita e a molte altre. Tra le ul-

time applicazioni presentate vi é quella alla geometria tropicale che presentiamo nel

61



Capitolo 2:  Iperstrutture algebriche

prossimo capitolo della tesi.
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Capitolo 3

Applicazioni alla geometria tropicale

In questa sezione vogliamo mostrare un’applicazione della teoria degli iperanelli
alla geometria tropicale; quest’ultima ¢ una branca della geometria algebrica che si
¢ molto sviluppata negli ultimi anni per le sue molteplici applicazioni. La geometria
tropicale pud essere pensata come una geometria algebrica costruita sul cosiddetto
“semianello tropicale”, ossia I'insieme R U {oo} dotato di una moltiplicazione - ed una
iperaddizione H. Molteplici lavori hanno mostrato come sia possibile introdurre i
corrispettivi tropicali di molte costruzioni classiche e che queste godono di proprieta
simili, per questo la geometria tropicale é talvolta utilizzata per risolvere problemi di
geometria algebrica classica sul campo dei numeri complessi e reali. Tramite alcuni
esempi, daremo un’idea della relazione tra varieta classiche e quelle tropicali tramite
I'interpretazione della tropicalizzazione di varieta affini in termini di zeri di polinomi a
coefficienti nell’ipercampo tropicale. Iniziamo introducendo la nozione di valutazione

p-adica che sara alla base del processo di tropicalizzazione.

3.1 Valutazione p-adica

Sia p un numero primo fissato.
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Definizione 3.1.1. Si dice valutazione p-adica una funzione
v, 1 Q — ZU{o0}

sul campo dei numeri razionali definita da

a

.. . . a
v (—) =71 con a,bnumeri interi non nulli e 7= p"

a/
Y dove @, b sono coprimi con p.

b

Si fissa v,(0) = co. La valutazione p-adica soddisfa le seguenti:
L vp(zy) = vp(z) + vp(y);
2. vp(r 4+ y) = min{v,(z),v,(y)} e vale 'uguaglianza se v,(x) # v,(y).

Osservazione 3.1.1. Data una valutazione p-adica v, grazie alle proprieta 1 e 2 di

vy, si ha:

4. vy(x +y) = vy(x) se v,(x) > vy(y). Infatti v,(x) = v,(z +y — y) = min{v,(x +
y),v,(y)}. Poiché v,(x +y) = v,(x) e v,(xz) > v,(y) per ipotesi, si ha che

min{vy(z +y), v,(y)} = vp(x +y) e quindi vy(z + y) = vy(2).

Definizione 3.1.2. Si dice norma p-adica || ||, la norma definita da ||z||, = p~»®),

con ||0]|, = 0. La norma p-adica soddisfa le seguenti proprieta:

L lzylly = (I, [yl

2. |z +yllp < mazgilz(lp, lyll,}-
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Osservazione 3.1.2. Segue dalla definizione di norma p-adica che
o |lz]l, = 0 e vale 0 se e solo se z = 0;
ol =l = llll;
oz +yllp < llellp + lyllp;
o |lz|l, < 1 implica che ||1 + ||, < 1.

Esempio 3.1.1. Sia p = 3,
v3(135) = 3 poiché 135 = 33 - 51

1135]|5 = 373 = L.

3.2 Esempi

Richiamiamo il concetto di ipercampo tropicale T, definito nell’ Esempio 3.2.4:
I'ipercampo tropicale T = RU{co} ¢ definito come 'insieme dei numeri reali unito
al simbolo di co.Esso ¢ dotato di due operazioni: una moltiplicazione -, che coincide
con l'addizione tra due numeri reali, e inoltre vale a - o0 = oo e un’iperaddizione H

definita da:
rHy = {min{x,y} se x #y

[z,+00]  sex=y.
In generale si ha:
o Op = 00;

o Ip = Op;

e —a=a,seacR.
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Si puod notare che in T il ruolo dell’elemento neutro per la H ¢ svolto da oo, il ruolo
dell’unita per la - é svolto da 0 € R.

Per gli esempi che andremo a trattare ci serve anche estendere la valutazione p-adica
v, : Q = Z U {oo}, definita nella sezione precedente alla chiusura algebrica di Q,
Q. Indicheremo sempre con v, anche questa estensione Q — QU {cc} e manterra le
proprieta elencate nella Definizione 4.1.1.

A titolo di esempio, se z € Q soddisfa 2" = a con a € Q allora v,(z) = Lv,(a).

A partire dagli zeri (a,b) € Q" di un polinomio f € Z[x,y] considereremo
trop(a,b) = (vy(a),v,(b)) € T?
e successivamente prenderemo

T = {trop(a,b)| (a,b) € Vg(f)}
'insieme delle coppie (v,(a),v,(b)) al variare di (a,b) € @2 tra gli zeri del polinomio
f.
Definizione 3.2.1. Si dira tropicalizzazione la chiusura di .7 in R2,

Essa sara I'unione di semirette di R? e di segmenti contenenti infiniti punti di .7
e aventi estremi in 7. Sia poi f = ), ~ai;z'y’ € Z[z,y] un polinomio a coefficienti

interi. Il polinomio f puod essere visto come una funzione
f:TxT — P(T)
(a, b) —> BE‘Z']‘ (aij . ai . b‘])

dove - indica il prodotto in T e dunque la scrittura B;;(a;; - ' - ) sta ad indicare in

realta 'iperaddizione H al variare di i e j di (a;; + ta + jb).
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Trattandosi di iperaddizione, affermare che (a,b) € T x T ¢ uno zero di f significa che
Or € f(a,b), ma O = oo, e quindi oo € f(a,b). Affinché poi co appartenga a f(a,b),
almeno due degli addendi a;; + ia + jb devono coincidere; in questo modo se si svolge

'ipersomma B;;(a;; + ia + jb) si otterranno delle semirette.

Negli esempi a seguire mostreremo che il luogo degli zeri di f in T imponendo
oo = 0p € f(a,b) con (a,b) € T x T descrive figure che sono le stesse, a meno di

traslazione, di quelle trovate tramite la valutazione p-adica degli zeri del polinomio
f€Zx,y]in @2.
Esempio 3.2.1. Sia f = 23 — ¢%
Allora f ¢é la funzione
f:TxT — P(T)
(a,b) +— 3aH2b.

Affinché (a, b) € T? sia uno zero di f, si deve verificare co € 3afH2b e questo accade se

e solo se 3a = 2b, ossia b = %a, quindi (a, b) appartengono alla retta disegnata in figura:

Y 3a=2b
20 |
10 |
—15 =10 -5 5 10 15
~10 |
—920 |

Analizzando la controparte tropicale, se (a,b) € @2 ¢ uno zero di f : a® — y?,

allora si ha a® = b* e applicando la valutazione p-adica, si ha 3v,(a) = 2v,(b). Se
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consideriamo trop(a,b) = (v,(a),v,(b)) troviamo lo stesso sottoinsieme del piano:

20 |

10 ¢

3up(a) = 2up(b)

_15 —10 -5

—10 t

—20 +

10 15

Esempio 3.2.2. Sia f =z +y+ 1.

Possiamo vedere f come una funzione

F:TxT — P(T)

(a,b) — aHBOEL.

Affinché (a,b) € T? sia uno zero di f, si deve verificare co € a H b H 1, ossia deve

valere una delle seguenti condizioni:
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10”y; a—b<l1
' b=1<a
5 —a=1<D
-8 —6 —4 — 2 6
'¢ _5”

Ora analizziamo la controparte tropicale.

Se (a,b) € Q" ¢ uno zero di fix4+y+1 € Zx,y], allora si ha a+b+1 = 0.

Consideriamo trop(a,b) = (vy(a),v,(b)), dove vy(a) = v,(b+ 1) e pud assumere il

valore v,(b) se questo ¢ < 0, 0 se v,(b) > 0 e valori arbitrari se v,(b) = v,(1) = 0.

Quindi dobbiamo studiare v,(a),v,(b) e v,(1) = 0, quindi osserviamo che si possono

presentare solo i seguenti casi:
(i) vp(a) = vp(b) < vp(1) = 0;
(i) vp(b) = vp(1) = 0 < vy(a);

(i) vy(a) = vp(1) = 0 < ().

La tropicalizzazione di f risulta quindi data da:
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10 Ty

4 6 8

Si puo osservare quindi che a meno di traslazioni, rappresentano lo stesso sottoinsieme

del piano.

Per osservare figure piil strutturate, inseriamo alcuni coefficienti a f. Si dovra

porre attenzione al valore di p nella valutazione p-adica delle soluzioni.

Esempio 3.2.3. Sia f = 3z + 4y®> + 1.

Possiamo vedere f come una funzione

F:TxT — P(T)

(a,b) — 3+aB4+20ME1.

Affinché (a,b) € T? sia uno zero di f, si deve verificare co € 3+ a4 + 2bH 1, ossia

deve valere una delle seguenti condizioni:

(i) 34+a=4+20<1;
(i) 4+2b=1<3+a;
(iii) 3+a=1<4+2b.

ossia:
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, Y 3+a=4+20<1
D4 —44+2b=1<3+a
' —34+a=1<4+2b
2,,
-8 —6 —4 2 2 4 6
—2 1 o
41

Ora analizziamo la controparte tropicale nel caso in cui p # 2, 3.
Se (a,b) € @2 ¢ uno zero di f : 3z + 4y* + 1 € Z[z,y|, allora si ha 3a + 46> + 1 = 0.
Consideriamo trop(a,b) = (vy(a),v,(b)), con p # 2,3 e quindi dobbiamo studiare
Up(3) 4+ vp(a), vp(4) + 2v,(b) € v,(1), ma v,(3), v,(4) e vy(1) sono tutti nulli, e quindi
analizziamo:
(1) vp(a) = 2v,(b) < vp(1) = 0;

(ii) 2v,(b) = vp(1) = 0 < vy(a);

(iii) wvp(a) = vy(1) = 0 < 2u,(b).

La tropicalizzazione di f risulta quindi data da:

6" vp(a) = 20,(b) <0
—20,(b) = 0 < v,(a)
41 —vp(a) = 0 < 2u,(b)
2 1
I - xw
—6 —4 -2 2 4 8
_2 s
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Si puo osservare quindi che a meno di traslazioni, rappresentano lo stesso sottoin-
sieme del piano.

Se invece consideriamo:

o p=2.
Dobbiamo studiare v,(3) + v,(a),v,(4) + 2v,(b) e v,(1), ma v,(4) = 2 mentre

vp(3) e vy(1) sono nulli, e quindi dovremmo analizzare:

(i) 20,(8) +2 = 0,(1) = 0 < vy(a);

(iii) vp(a) = v,(1) = 0 < 2v,(b) + 2.

ossia il sottoinsieme del piano ¢ il seguente:

617 vp(a) = 2u,(b) +2 <0
—20,(b) +2 =0 < v,(a)
41 | —u,(a) =0 < 2v,(b) +2
2 1
Il Il Il Il Il Il x\
6 -4 -2 |92 4 4.8
_2 1
_4 1

Si nota quindi che origine delle semirette si é spostata dal punto (0,0) al punto

(0, -1).

o p=3.
Dobbiamo sempre studiare v,(3) 4+ vy(a), v,(4) + 2v,(b) € v,(1), ma v,(3) =1

mentre v,(4) e v,(1) sono nulli, e quindi dovremmo analizzare:
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(i) vpa) + 1 =2u,(b) < vp(1) = 0;
(i) 20p(b) = vy(1) = 0 < wp(a) + 1;

(iii) 14 vy(a) = v,(1) =0 < 20,(b).

ossia il sottoinsieme del piano ¢ il seguente:

6|7 vp(a) +1=2v,(b) <0
—2u,(b) =0 < vy(a) + 1
1t uyla) = 0 20,(0)

8 —6 —4 -2 2 4 6

Si nota che 'origine delle semirette si é spostata al punto (—1,0).

Esempio 3.2.4. Sia f = x — 2y* — 3xy.

Possiamo vedere f come una funzione

f:TxT — P(T)

(a,b) — aB2+20B3+a+0b.

Affinché (a,b) € T? sia uno zero di f, si deve verificare co € a B2 +2bH3 +a + b

ossia devono valere le seguenti condizioni:
(i) a=2+2b<3+a+1b
(i) a=3+a+b< 2+ 2

(iii) 2+20=3+a+b<a.

73



Capitolo 3:  Applicazioni alla geometria tropicale

ossia (a,b) appartengono al sottoinsieme disegnato in figura:

10 -8 —6 -4 -2 |2 4

N —a=2+20<3+a+b
4 —a=3+a+b<2+2b
24+2b=34a+b<a

Analizzando la controparte tropicale, se (a,b) € @2 ¢unozerodi f : x—2y*—3xy €
Z[z,y], allora si ha a—2b*—3ab = 0. Consideriamo trop(a,b) = (v,(a), v,(b)), e quindi
dobbiamo studiare v,(a),v,(2) + 2v,(b) € v,(3) + vy(a) + v,(b), con p # 2,3 quindi

v,(2) e v,(3) sono entrambi nulli, e dunque analizziamo i casi:
(1) vp(a) = 2vp(b) < vp(a) + v, (b);
(i) vp(a) = vp(a) + vy(b) < 2vp(b);
(1) 20,() = vy(@) + 1y(b) < y(0).

La tropicalizzazione di f risulta quindi data da:
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—vp(a) = 20,(b) < vy(a) + vp(b)
Y —vp(a) = vy(a) + v,(b) < 2u,(b)
2 /,»’ 20,(b) = vp(a) + v,(b) < vp(a)
-6 —4 —:2 2 4 %
_9 |
4}

Anche in questo caso l'origine delle semirette risulta traslata nel punto (0,0). Si
nota infine che a meno di traslazioni, troviamo lo stesso sottoinsieme del piano. Se
nella valutazione p-adica della parte tropicale consideriamo p = 2 o p = 3, troviamo

ancora, a meno di traslazioni, lo stesso sottoinsieme del piano.

o Sia p = 2.
Dobbiamo studiare v,(a), v,(2) 4+ 2v,(b) e v,(3) + v,(a) + v,(b), ma v,(2) = 1
mentre v,(3) é nullo, e quindi dovremmo analizzare:
(1) vp(a) = 2v,(0) + 1 < vp(a) + v,(b);
(i) vp(a) = vp(a) + vy(b) < 20p(b) +1;

(iii) v,(a) + v,(b) = 1+ 20,(b) < v,(a).

ossia il sottoinsieme del piano ¢ il seguente:
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—up(a) = 20p(b) + 1 < vp(a) + vp(b)
’ ) — o ) S o) 4 1
2+ /,—" vp(a) + vy(b) =1+ 20,(b) < vy(a)
AP > 1 o
oMt
4

Si nota quindi che l'origine delle semirette si ¢ spostata dal punto (0, 0) al punto

(1,0).

o Sia p =3.

Dobbiamo sempre studiare v,(a), v,(2) +2v,(b) e v,(3) + vy(a) + v,(b), ma

v,(3) = 1 mentre v,(2) é nullo, e quindi dovremmo analizzare:
(i) vp(a) = 2v,(0) < 1+ vy(a) + v,(b);
(i) vpla) =1+ vy(a) + vy(b) < 20y(b);

(i) 2vp(b) =1+ vp(a) + vp(b) < vp(a).

ossia il sottoinsieme del piano ¢ il seguente:

76



Capitolo 3:  Applicazioni alla geometria tropicale

—vp(a) = 2u,(b) < 1+ vp(a) + vy(D)
21y —vp(a) = 1+ vp(a) + vy(b) < 2v,(D)
,/'" 20p(b) =1+ vy(a) + vy(b) < vp(a)
-8 __%_6_ -4 - 2 “‘
—9
—4 t
—6 |

Possiamo dedurre che il sottoinsieme del piano ¢ lo stesso a meno di traslazioni.

Con il seguente esempio mostriamo che la situazione in realtd ¢ piu complicata:
non sempre ¢ possibile notare che il sottoinsieme del piano resta lo stesso a meno di
traslazioni. In alcuni casi si osserva che le pendenze delle semirette che descrivono la
tropicalizzazione sono le stesse ma. il sottoinsieme del piano non ¢é lo stesso a meno di

traslazioni.

Esempio 3.2.5. Sia f = 2> + oy +y + 2.

Possiamo vedere f come una funzione

f:TxT — P(T)

(a,b) — 2aHBa+bBHOB2.

Affinché (a,b) € T? sia uno zero di f, si deve verificare co € 2a B a + bH b H 2, ossia

deve valere una delle seguenti condizioni:

a+b<b
a+b<2

b<a+b
(i) 20=b o { *
b<2

(i) 2a=a+0b e {
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2 < b
(iii) 20 =2 e ot
2<b
b<2
(iv) a+b=0b e “
b<?2
22
(v) a+b=2 e ¢
2<b
2<2
(vi) b=2 e ¢
2<a+b
ossia:
(1)
— (i)
y — (i)
; (iv)
51 1 — (vi)
-6 -4 -2 2 4 6

_5%
|

Ora analizziamo la controparte tropicale nel caso in cui p # 2.
Se (a,b) € Q" ¢ uno zero di [+ ay+y+2 € Zx,yl, allora si ha a®> +ab+b+2 =
0. Consideriamo trop(a,b) = (v,(a),v,(b)), con p # 2 e quindi dobbiamo studiare

2v,(a), vy(a) + vp(b), v,(b) e v,y(2), ma v,(2) & nullo, e quindi analizziamo:

(i) 2vp(a) = vp(a) +uvy(b) e {
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. B Up(b < 2Up(a>
(iv) vp(@) +0p(0) = wy(b) e {vpaa) <0
- 0< 2Up(a)
(v) vp(a) +up(b) =0 e {o < ()
. _o o Jo<2u(
(vi) v,(b) =0 {O < vp(a) + v,(D)

6 S

Y (i)

41 — (iii)

(iv)

2 — (vi)

; . . - . - x
—6 —4 =2 2 4 6

_2 1
_4 1
=1

Si puo osservare quindi che le semirette mantengono le stesse pendenze e 1'origine
di tutte le semirette é ora nel punto (0,0).
Se invece consideriamo p = 2.
Dobbiamo studiare 2v,(a), vy(a) +v,(b), v,(b) € v,(2), ma v,(2) = 1, e quindi dovremo

analizzare:

p(b)
1

NN

vp(@) + vp(D)

(i) 2vp(a) = vy(a) +vy(b) e {Up(a) + v, (D)
< vp(a) + vp(b)
<
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) B . 1 < 2vy(a)
(vi) vy(b) =1 {1 < vp(a) + v,()

ossia il sottoinsieme del piano é il seguente:

Z:J (('i'))

al — (i)

(iv)

| | | ‘ --- — (vi)
6 -4 -2 2 4 6

_5%
|

Osserviamo quindi che le pendenze di tutte le semirette restano inalterate, c¢’é
una similitudine tra i sottoinsiemi del piano che perd non sono gli stessi a meno di

traslazioni. Si nota che l'origine delle semirette y = 1, z = 1/2 e y = 2z nel tratto

€ [0,1/2], ¢ traslata nel punto (1/2,1).
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