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1 Introduzione

La Teoria della Relativita Generale € ritenuta una dei pilastri fondamentali della fisica moderna ed e tutt’oggi
considerata la teoria standard della gravita [1].

Ancora invariate dall’originale formulazione che Einstein comunico alla Prussian Academy of Sciences nel
novembre del 1915, le equazioni di campo della Relativita Generale hanno profondamente rivoluzionato la cono-
scenza del cosmo nel corso di quest’ultimo secolo: esse governano la dinamica dell’Universo, predicono l'esistenza
di buchi neri descrivendone le proprieta, esprimono la propagazione di onde gravitazionali e delineano i processi di
formazione di tutte le strutture cosmiche nell’Universo, dalle stelle e i pianeti fino agli ammassi e i super-ammassi
di galassie.

Sebbene la teoria di Einstein abbia ricevuto sin da subito numerose conferme sperimentali da test osservativi
compiuti sulla Terra e nel Sistema Solare, negli ultimi trent’anni lo studio di soluzioni cosmologiche opportuna-
mente riproducenti dinamiche gravitazionali a grandi scale, tra cui I'odierna espansione accelerata dell’Universo,
ha condotto la Teoria della Relativita Generale a richiedere tuttavia una innaturale abbondanza nell’Universo,
circa del 96%, di ignoti contributi di materia ed energia oscure che ha motivato la comunita scientifica, in par-
ticolare nell’'ultimo decennio, a ritenere che la Teoria della Relativita Generale possa non essere la teoria della
gravita pitt adatta a descrivere I'Universo a grandi scale [2].

Poiché nella teoria di Einstein il campo gravitazionale e descritto dal singolo tensore metrico, alla base di una
sua possibile estensione a grandi scale risiede la liberta di includere ulteriori campi fondamentali a partire da
quest’ultima. In tal contesto la scelta piu semplice ricade nelle ben note teorie gravitazionali scalari-tensoriali in
cui al tensore metrico viene aggiunto un singolo campo scalare' la cui dinamica viene pesantemente soppressa da
adeguati meccanismi di screening nelle scale dell’ordine del Sistema Solare, dove la Relativita Generale ¢ la teoria
sperimentata [3].

Le teorie gravitazionali scalari-tensoriali sono tra le pitt consolidate e studiate teorie di gravita modificata [1]
sia per la loro intuitiva formulazione covariante che per la relativamente semplice struttura delle loro equazioni
di campo scalari e tensoriali, ottenibili in tutta generalita dalla variazione di opportuni funzionali d’azione del
tensore metrico, del campo scalare e delle loro rispettive derivate.

Un fortissimo vincolo nello spazio delle possibili teorie scalari tensoriali definibili in tal maniera & imposto
dal Teorema di Ostrogradski [4]. Esso afferma che teorie scalari-tensoriali definite a partire da una densita di
Lagrangiana non degenere? contenente derivate temporali di secondo o superior ordine nei campi sono condotte
inevitabilmente alla presenza di una instabilita campistica nota come ghost di Ostrogradski®.

Condizione sufficiente ad evitare I'insorgere di tale instabilita ¢ restringere il dominio di indagine a teorie
localmente Lorentz-covarianti in uno spazio tempo 4-dimensionale che, come la Relativita Generale, possiedono
manifestamente equazioni di campo del secondo ordine. Il Teorema di Horndeski [5], proposto nel 1974 ma riva-
lutato in tempi piu recenti nell’ambito di teorie gravitazionali, determina la piu generale teoria scalare-tensoriale
localmente Lorentz-covariante in uno spazio tempo 4-dimensionale la cui variazione produce equazioni di campo
scalari e tensoriali del secondo ordine. Introdotto il campo scalare ¢, la teoria di Horndeski & descrivibile da una
densita di Lagrangiana Ly = Log + L3y + Lag + L5y con

Lon = Ga2(9, X)
£3H = G3(¢,X)V,LV“¢ (1.1)
Lag = Ga(¢, X)R — 2G4 x (6, X)[ (V. V"$)? = V'V ¢V, V., 0]

Lsi = Gs(¢, X) G V'V ¢+ 1G5 x (6, X)[(V,.V"6)? = 3V, VP V'V G V.V + 2V, V6 VIV $ V'V, 0]

dove V e la derivata covariante 4-dimensionale, X = V¢ V#¢ e dove {G;}i=2,... 5 sono cinque arbitrarie funzioni
dipendenti dalla combinazione cinetica X e dal campo scalare ¢. La virgola a pedice denota 1’operazione di
derivazione. I tensori R ed G,,, sono rispettivamente lo Scalare di curvatura e il Tensore di Finstein 4-dimensionali.
Grazie alla sua generalita, la Lagrangiana di Horndeski ingloba al suo interno una enorme varieta di teorie

1 E’ comunque possibile considerare in tutta generalitd anche campi vettoriali o campi tensoriali di rango superiore: quel che conta

& che la dinamica introdotta da tali campi aggiuntivi sia soppressa nelle scale dell’ordine del Sistema Solare.

2 Una teoria & degenere se, dopo opportune ridefinizioni dei campi fondamentali al fine di eliminare i contributi derivativi di ordine
superiore, la matrice cinetica contenente i coefficienti dei termini cinetici cosi ottenuti non & invertibile.

3 Non & scopo del presente elaborato indagare e descrivere approfonditamente la natura di tale instabilita. Basti tuttavia sapere che
teorie non degeneri possiedono in generale equazioni di campo con derivate di ordine superiore al secondo nei campi e dunque in
generale richiederebbero pitl condizioni iniziali di quelle associate ad un ordinario sistema fisico. In formulazione Hamiltoniana tale
fatto si traduce naturalmente in una corrispondente densita di Hamiltoniana energeticamente non limitata inferiormente poiché
linearmente dipendente da un momento coniugato (il lettore interessato & rimandato all’appendice A per una semplice giustificazione
di quest’ultimo fatto).
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gravitazionali scalari-tensoriali [6] permettendo dunque uno studio sistematico delle loro proprieta. Nonostante
nella teoria (1.1) siano presenti derivate seconde del campo scalare, essa realizza ugualmente equazioni di campo
del secondo ordine grazie ad una fine cancellazione dei contributi di ordine superiore indotta dalla struttura
anti-simmetrica con cui esse compaiono nelle corrispondenti equazioni di campo®. La teoria di Horndeski si &
dimostrata consistente con le predizioni della Relativita Generale su piccole scale grazie all’opportuna introduzione
di meccanismi di screening alla Vainshtein [7][8]. Numerosi studi sia in contesto astrofisico che cosmologico [9] ne
hanno indagato le fondamentali manifestazioni a grandi scale cosmologiche. Lavori preliminari focalizzati sullo
studio delle nuove proprieta caratterizzanti i meccanismi di lente gravitazionale attivi in vicinanza di stelle e
ammassi estesi [11] e le recentissime misure del satellite Planck [12] sul Fondo Cosmico di Microonde (CMB)
hanno testato I'ampio spettro di indagine della Teoria di Horndeski fornendo esplicitamente dei limiti teorici e
osservativi sui parametri liberi della teoria.

Sebbene molte siano state sin da subito le perplessita in merito alla possibilita di giustificare in termini
fisicamente fondamentali I'interpretazione della teoria di Horndeski (1.1) come naturale teoria fisica della gravita,
I’abbondanza di riscontri sperimentali ottenuti ha motivato una spinta verso la ricerca di ulteriori generalizzazioni
di quest’ultima.

In tempi relativamente recenti si & capito che richiedere equazioni di campo manifestamente del secondo ordine
non sia una condizione obbligatoria per evitare 'insorgere del ghost di Ostrogradski: se la teoria presenta vincoli
“nascosti” anche equazioni di campo di ordine superiore contrariamente alle apparenze possono essere riformulate,
ad esempio previo una ridefinizione dei campi, in termini di una struttura del secondo ordine rimuovendo il grado
di liberta indesiderato. Prendendo dunque spunto da tale considerazione, la moderna teoria beyond Horndeski
[13][14][15] introduce una aggiuntiva densitd di Lagrangiana Lpg = Laprr + Lsprr, somma dei due nuovi termini®

Layi = Fa(g, X) "’ 5 €717 ¢uabsdom (1.2)
Lspi = F5(¢, X)€" €7 § G0 by bos

dove €977 ¢ il tensore completamente anti-simmetrico di Levi Civita e dove Fy ed F5 sono due arbitrarie funzioni
in X e ¢. In questo caso la struttura del secondo ordine delle equazioni di campo ¢ indotta dalla presenza di un
vincolo primario che, introdotto in ambiente Hamiltoniano, rimuove l'instabilita di Ostrogradski [16]. Studi piu
approfonditi hanno dimostrato che la somma Ly = L+ Ly definente la teoria Horndeski+beyond Horndeski
non estende la gia teoria di Horndeski: l'interferenza di termini beyond Horndeski con termini di Horndeski di
ordine differente” non permette pil I’esistenza del vincolo primario necessario ad evitare l'insorgere del ghost di
Ostrogradski, la somma di termini beyond Horndeski con termini di Horndeski dello stesso ordine & ri-mappabile
in Horndeski tramite una opportuna trasformazione disforme generalizzata del tensore metrico [17][18][19]

G = guv +T(8, X) A, Ay (1.3)

dove I' € una arbitraria funzione in X ed ¢. La situazione emergente ¢ dunque che la teoria beyond Horndeski sia
una teoria del tutto autoconsistente ma isolata: se combinata con Horndeski dello stesso ordine torna ad essere
Horndeski, altrimenti propaga ghost [20]. Nel contesto della teoria beyond Horndeski studi relativamente recenti
si sono focalizzati sulle nuove proprieta caratterizzanti i meccanismi di lente gravitazionale attivi in vicinanza di
stelle e ammassi estesi [21], altri hanno evidenziato la “rottura” del meccanismo di screening alla Vainshtein su
piccole scale all’interno di stelle e ammassi di materia [23][22], altri ancora hanno esteso le dinamiche di tale rottura
indagando le possibili modificazioni indotte alle equazioni di equilibrio atte a descrivere le proprieta strutturali di
stelle ed oggetti compatti [24][25].

Le teorie di Horndesky e beyond Horndeski sono solo un caso particolare della piu estesa e complessa famiglia
delle teorie scalari-tensoriali definite a partire da densita di Lagrangiana contenenti al pit contrazioni cubiche
nelle derivate seconde nel campo scalare. Risulta dunque naturale chiedersi se esse siano le uniche teorie de-
generi, dunque stabili sotto il teorema di Ostrogradski, presenti in tale famiglia e, in caso di risposta negativa,
quali possano essere le fondamentali implicazioni cosmologiche ed astrofisiche indotte dalle nuove teorie degeneri
introdotte.

A tale scopo, la prima parte del presente elaborato si occupera di ripercorrere dettagliatamente la deduzione
sistematica delle condizioni di degenerazione a cui devono obbedire i parametri liberi di teorie gravitazionali
scalari-tensoriali quadratiche di ordine superiore (QqHOST) [26]. Esse rappresentano la pilt generale famiglia di
teorie scalari-tensoriali descritte da una densita di Lagrangiana dipendente al piu quadraticamente dalle derivate
covarianti seconde del campo scalare. Tali teorie saranno formalmente definite nella Sezione 2, dove tra l’altro sara
ricavata in tutta generalita 'espressione della matrice cinetica nell’ambito del formalismo ADM(3+1) covariante
[28].

Si noti che Lo non contiene derivate covarianti seconde in ¢ mentre L3, L45 € L5 contengono rispettivamente termini lineari,
quadratici e cubici in esse.

Una semplice tecnica per evidenziare operativamente ’avvenire di tale cancellazione consiste nel ridurre il teorema di Horndeski al
caso unidimensionale e calcolare in tale assunzione le equazioni di Eulero-Lagrange per il campo scalare.

Si noti che la notazione ¢ consistente con la presenza di termini quadratici e cubici nelle densita di Lagrangiana

Un esempio di combinazione di termini beyond Horndeski con termini di Horndeski di ordine differente &€ L4 + L5, mentre dello
stesso ordine € L4 + Lapy



Pagina 9 1 Introduzione

Le teorie degeneri ottenute dall’imposizione di non invertibilita della corrispondente matrice cinetica prendono
il nome di teorie gravitazionali scalari-tensoriali quadratiche di ordine superiore degeneri ((DHOST) e risultano
classificate nella Sezione 3 in opportune classi degeneri. Oltre ai termini quadratici £4 7 ed L£445, si vedra che
nelle classi degeneri sono contenute nuove teorie scalari-tensoriali prive di ghost e non deducibili da modelli gia
noti attraverso trasformazioni disformi generalizzate del tipo (1.3) [27].

L’obiettivo principale del presente lavoro & concentrato nella Sezione 4 dove ci si preoccupera di ottenere
per la prima volta, alla luce di quanto discusso precedentemente, le piut generali equazioni di campo covarianti
scalari e tensoriali associate ad una arbitraria teoria qDHOST simmetrica per la trasformazione ¢ — ¢ + cost
del campo scalare. Tali risultati sono poi stati specializzati alla sottoclasse ¥ = Ia* per ottenere infine le
equazioni di campo, sia esatte che perturbate nel limite di campo debole attorno ad uno spazio-tempo di De
Sitter, per descrivere la dinamica gravitazionale scalare e tensoriale in vicinanza di una struttura cosmica statica
e sfericamente simmetrica®.

I’ Appendice A fornira al lettore interessato una intuitiva giustificazione sull’utilizzo delle condizioni di degene-
razione per evitare 1'insorgere dell’instabilita campistica di Ostrogradski in una teoria scalare-tensoriale di ordine
superiore nelle derivate temporali dei campi fondamentali. Infine le Appendici B e C esibiranno gli svolgimenti
cruciali per comprendere completamente i passaggi intermedi di calcoli non completamente sviluppati nelle sezioni
principali dell’elaborato.

Sebbene formale nel suo svolgimento, il presente lavoro vuole essere fortemente sensibile alle fondamentali
interconnessioni fenomenologiche che ne hanno giustificato e guidato lo sviluppo sin dalle sue origini [9][25]. La
trattazione introduttiva alle teorie qHOST e delle teorie gDHOST nelle Sezioni 2 e 3 e nell’Appendice A & stata
ispirata ad un recente lavoro del 2016 [26]. La Sezione 3 presenta invece un calcolo del tutto originale che riotterra
come possibile caso limite i risultati di [25].

8 Tali risultati potranno poi essere estesi anche allo studio di oggetti di interesse astrofisico come stelle ed oggetti compatti






2 Teorie gravitazionali scalari-tensoriali quadratiche di ordine supe-
riore (qHOST)

Dopo una breve introduzione al formalismo preliminarmente adottato nel corso dell’elaborato, il presente capitolo
si occupera di definire teorie gravitazionali scalari-tensoriali quadratiche di ordine superiore (qHOST) come le
pill generali teorie scalari-tensoriali della gravita contenenti combinazioni quadratiche nelle derivate covarianti
seconde del campo scalare. Esse includono, oltre alla Relativita Generale, il termine quadratico L4, i appartenente
alla teoria di Horndeski (1.1) ed il termine quadratico Ly, descritto dalla teoria beyond Horndeski (1.2), casi
dunque particolari di teorie degeneri stabili sotto il teorema di Ostrogradski contenuti nelle gHOST. Nell’ambito
del formalismo ADM(3+1) covariante [28] si otterra in tutta generalita la matrice cinetica associata ad una teoria
qHOST [26] dalle cui proprieta di non invertibilita si potranno ricavare le opportune condizioni di degenerazione
necessarie a capire se (1.1) e (1.2) sono le uniche teorie stabili contenute nelle gHOST.

2.1 Formalismo introduttivo

Si consideri uno spazio-tempo 4-dimensionale A/ localmente rappresentato da un sistema di coordinate z# =
(2°,2") e la cui geometria sia descritta dal tensore metrico g,, con segnatura (—,+,+,+) definente 1'elemento
di linea ds? = gudatdz” in esso. Gli indici Greci (g, v, ..., @, B, ...) assumeranno d’ora in avanti valori da 0 a 3
mentre gli indici Latini (i, j, ..., m, n,...) assumeranno valori da 1 a 3; indici ripetuti si considereranno sommati.
D’ora in avanti risultera inoltre conveniente lavorare con opportune unita di misura tali da rendere la velocita
della luce ¢ = 1. A partire da g, si introducano i coeflicienti della connessione di Levi-Civita 4-dimensionale

(4)F50 = (4)ng = %guc(apgw + 0vgpo — O gup) (2.1)

dove g"” ¢ il tensore metrico inverso tale che g,,97" = &), con d,; la delta di Kronecker 4-dimensionale, e dove 9,
denota la derivata parziale rispetto alla coordinata spazio-temporale x#. L’apice che d’ora in avanti comparira a
sinistra )T segnalera la quadridimensionalita dell’oggetto e servira ad evitare possibili ambiguita notazionali che
compariranno nel corso della trattazione. Assegnato un arbitrario tensore T' di rango (m,n) in N, si definisca in
tutta generalita derivata covariante 4-dimensionale di T il tensore VT di rango (m + 1,n) avente componenti

OV, T = 0, T8 H{ OTR TG e T T - { T, TS e DT, TR (22)
Si noti che assegnato uno scalare ¢ vale V,p = 0,¢ e che V,g,, = 0, ovvero la metrica & preservata grazie
alla natura simmetrica degli indici bassi nella connessione di Levi-Civita. Sempre a partire da quest’ultima si
introducano le componenti del tensore di curvatura di Rienmann 4-dimensionale®

(4)RP(WD = au(4)]_"50 _ ay(‘l)l"za + (4)FZA (4)1_‘1)/\0 _ (4)F£A (4)1"2(I (2.3)

che, opportunamente contratte, permettono a loro volta di definire i coefficienti del ben noto tensore di Ricci
4-dimensionale e ’espressione dello scalare di curvatura 4-dimensionale che, come tale, risulta indipendente dal
sistema di coordinate scelto:

(4)R0V — (4)Ryo' = (4)RPJPV (4)R = gUV (4)Ro'u (2_4)
Collezionati all’interno del tensore di Einstein 4-dimensionale

DG =PGo = YRy — Lgu PR (2.5)
essi soddisfano l'identita di Bianchi contratta

(4)VH (4)GMV -0 (2.6)

La dinamica classica indotta da una teoria scalare-tensoriale nel campo ¢ e nel tensore metrico g,, descritta
da un funzionale d’azione S e formalmente prescritta in tutta generalita dalle ben note Equazioni di Eulero-
Lagrange scalari e tensoriali ottenute dalla variazione totale § = d4 + d4 del funzionale d’azione §5 = 0 rispetto
ai campi fondamentali ¢ e g,,. In particolare, per una teoria scalare-tensoriale descritta in uno spazio-tempo
4-dimensionale da un funzionale d’azione definito a partire da una densita di Lagrangiana £ contenente al piu
derivate del secondo ordine di ¢ e g, vale

5 5 5 wv 000 O < 8bap 3

— StV
7 S dg = dg + dg

bs =00 Sgrv 5gH Sda 591 Bap

+ 5%% 56 (27)

9 Non verranno qui riportate le proprietd di simmetria del tensore di curvatura di Rienmann. Per maggiori dettagli si consulti la
fonte proposta a fine sottosezione
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dove ¢, =V, ¢ e ¢ = V,¢. L'equazione di Eulero-Lagrange per il campo scalare ha espressione'”

= Ve + V.V =0 (2.8)
"

Si invita il lettore interessato a consultare [31] per una piltt approfondita analisi di quanto velocemente introdotto
nella presente sottosezione riepilogativa.

2.2 Definizione di una teoria gravitazionale gHOST

Sia ¢ campo scalare definito nello spazio-tempo 4-dimensionale N e si indichino convenzionalmente con ¢, = V¢
la sua derivata covariante prima e ¢,, = V,,¢ la sua derivata covariante seconda come specificate in (2.2).
Introdotta la combinazione cinetical® X = ¢,¢* = g"“¢,¢,, si definiscono teorie scalari-tensoriali quadratiche
di ordine superiore, spesso indicate con I'acronimo qHOST dall’inglese “quadratic High Order Scalar Tensor
Theories”, le famiglie di teorie scalari-tensoriali per il campo scalare ¢ ed il tensore metrico g,, la cui dinamica
¢ descritta da un funzionale d’azione [26] S, del tipo

S, = /d4ﬂc\/7—g[,q (2.9)
dove la densita di Lagrangiana totale £, ha espressione £, = L4 + L4 con

Ly=f(X,6) YR (2.10)

Lo =C"" $uydpe (2.11)

La densita di Lagrangiana L, ¢ la pill generale combinazione quadratica nelle derivate covarianti seconde del

campo scalare ¢ ed il tensore C**? dipende esclusivamente da g,,,, ¢, ¢,. Si noti che @R & lo scalare di Ricci
4-dimensionale introdotto in (2.4) e che f & una arbitraria funzione di ¢ ed X. Il simbolo g denota il determinante
del tensore metrico g, .

Senza perdere alcuna generalita, e utile sottolineare il fatto che i risultati della presente analisi risulteranno
validi anche se nella definizione (2.9) si includono contributi aggiuntivi al piu lineari in ¢,,,,, ovvero del tipo

Ly =P(¢, X) + Q1 X)g" duv + Qa2(¢, X)¢" P ¢” (2.12)

dove P, Q1 e Q2 sono arbitrarie funzioni di ¢ ed X. La giustificazione di tale affermazione sara evidente in seguito.
Poiché la contrazione di tensori simmetrici con tensori anti-simmetrici genera termini nulli, il tensore C*"*?
contribuisce ad L4 con le medesime simmetrie di indici presenti nella struttura di ¢, ¢,s. Essendo ¢, = ¢y, €
dunque lecito richiede che'?

CHVPT — OVIPT _ CIRVOP _ (PO HY (213)

Senza perdere alcuna generalita, ¢ possibile dimostrare che la piu generale espressione di C***? soddisfacente le
simmetrie di indici richieste da (2.13) possiede un numero finito di termini ed ha espressione

1 1
O = San(g9" + ¢"7g") + az g™ g" + Sas(@"¢"9” + 677 g™ )+ (2.14)
1 vo v o o VvV v O 4 o
+ 70a(@ 079" + ¢"¢7g" + 87679 + ¢7679"7) + a5 897670
con «y cinque arbitrarie funzioni di ¢ ed X. Inserendo la parametrizzazione (2.14) in (2.11) e sfruttando le

contrazioni con il tensore metrico per opportunamente alzare e abbassare gli indici, & possibile riscrivere (2.11) in
termini di cinque densita di lagrangiana elementari £

5
Lo=) arly (2.15)
I=1

quadratiche nelle derivate seconde del campo scalare ed aventi rispettivamente espressioni

L1 =" b (2.16)
Ly =¢",0",
L3 =" " P’ (2.17)

10 La deduzione di tale espressione verra proposta nella Sezione 4.3
11 Spesso il letteratura & possibile incontrare varianti di tal definizione del tipo X = —pu¢t oppure X = 7%¢>u¢)“
2 Dalla definizione (2.2) & evidente che sfruttando le proprieta di commutazione delle derivate parziali e la simmetria di indici di re,
si abbia ¢y = Ougy —I'(, ¢ = Ovdy — '], ¢o = ¢vyu da cui facilmente
DPuvPpo = Pvpdpo — CHVPT = CVH:PT
PuvPpo = Puvdop — CHYPT = CHIP
¢uu¢po‘ = (bpo'(z)/,u/ — CHVPo — POV
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La=¢"0"0,vp

Ls = ¢H¢U¢p¢a¢uu¢pa
L’analisi proposta nelle successive sezioni sfruttera la struttura compatta di £4 proposta in (2.11). Tuttavia la
decomposizione (2.15) sara utile per l'identificazione in qHOST di teorie note, in particolare Ly g di Horndeski
(1.1) ed L4 pm beyond Horndeski (1.2), e per il calcolo esplicito delle equazioni di campo per il modello studiato
nella Sezione 4. In particolare, I’equazione di campo per il campo scalare ¢ ottenibile da L4 con ’espressione
(2.8) sara formalmente!?

o . SCHV-Po SCHYPo
20V, Wy, (C pe r;bpa) - Wy, <T¢W¢M) + T%u%v =0 (2.20)

2.2.1 Casi particolari: Relativita Generale, L, i di Horndeski ed L,y di beyond Horndeski

La costruzione di una teoria generalizzante la visione di un modello pregresso contempla intrinsecamente la possi-
bilita di stabilire principi unificatori che accomunino sotto una medesima interpretazione 1’espressione di modelli
elementari precedentemente noti. Di fondamentale importanza risulta quindi verificare sotto quali condizioni tale
teoria riduca il proprio dominio alla struttura di quest’ultimi.

Sia Z = (a1, @z, a3, a4, as, f) una collezione ordinata delle funzioni oy ed f introdotte in (2.14) ed (2.10).
Oltre alla ben nota azione di Einstein-Hilbert per la Relativita Generale [31]

Sg/a = f/d4a:\/—g @R (2.21)

banalmente ottenibile imponendo Zg,z = (0,0,0,0,0, f) con f costante, la teoria (2.9) include come casi parti-
colari la Teoria Ly g di Horndeski [5] e la Teoria L4 i Beyond Horndeski [13][14], rispettivamente descritte dalle
densita di Lagrangiana
Lan = Ga(¢, X)R™W —2Gu x (6, X)[8,"6," — ¢"" byu] (2.22)
Layn = Fa(¢, X) "5 €7 pudadusdon (2.23)

dove G4 ed F} sono arbitrarie funzioni di ¢ ed X, dove €,,,,, rappresenta il tensore completamente anti-simmetrico
di Levi-Civita e dove il pedice che compare in G4 x indica ed indichera d’ora in avanti la derivata della funzione
coinvolta rispetto ad X. Distribuendo il termine tra parentesi della (2.22) si noti che

Lumg = Gi RY —2Gux[4, 0" — 6" du] (2.24)
= G4 R™W — 2G4 x 0, 0," +2Ca x " by
=G4 R™W —2Gy x Lo +2Ga x L1
da cui, per confronto con la (2.15) e la (2.10), si ottiene
Zun = (2Ga.x, —2G4.x,0,0,0,G4) (2.25)

Alla stessa maniera, ricordando la definizione X = ¢,¢* e la relazione per lo sviluppo del tensore completa-
mente anti-simmetrico di Levi-Civita in termini di delta di Kronecker 4-dimensionalil4, 1'espressione (2.23) &
semplificabile in
Lapr = F1 "5 €77 $uadupdon (2.26)
= _F, (5#0(5'/551)7 _ gregPB sy _ gresnB sey + §resPB 51y + SPaSHB Y 6P05V/35H’Y)¢H¢a¢yﬁ¢pﬂ/

13 A partire dalle equazioni di Eulero-Lagrange (2.8)

oL oL oL
0=—-Wy,~ 4+ Wy, Wy, (2.18)
8¢ "6 : Sup
SCHVPT SCHVPT
= T¢uu¢pa - (4)va ( 5¢ ¢uu¢po’) + (4)vo¢ (4>V,8 (20#V7p05565¢po’)
S§CHvspo SCHvspo B
= T¢uu¢pg - (4)VQ ( - ¢)W/¢po) + 2(4)Va (4)V3 (C Bip ¢pg) (2.19)

14 In uno spazio metrico n-dimensionale la contrazione di p indici in una coppia di tensori completamente anti-simmetrici di Levi
Civita & esprimibile come opportuna combinazione di delta di Kronecker n-dimensionali secondo la relazione [31]

g

g t oMl
ght-Ha™1 pgul...uqaln.ap :p! q!(fl) 61/14..1/{1

H1---Hq
Oy

vy corrisponde alla delta di

dove ¢ = n — p, t corrisponde al numero di autovalori negativi presenti nella metrica e dove
Kronecker n-dimensionale generalizzata

(k1 ”5#q]

H1oflg
6V1...Vq = 5[u1 . vq)

La notazione [u1, ..., fiq] indica la selezione di sole combinazioni anti-simmetriche negli indici raccolti.
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= —F10%0ad’ 30", + F16"0ad" by + Fi 0" ¢ 130", — F16" 0" 6, $py — Fa ¢’ 870" 36py + Fa " 670”3
= —F1 (¢°0a)8" 507, + Fi ($"0a)d" by + 2F1 0" ¢ $5,0", — 2F1 876" 6., b
= —Fys XLo+F4s XL +2F4L3 —2F4 L4

da cui risulta facile riconoscere

Z4bH = (F4 X, —F4 X, 2F4,—2F4,0,0) (2.27)
Si noti infine che (2.9) riproduce inoltre la teoria L4p + L4pr di Horndeski e beyond Horndeski selezionando
ZaH44bH = Z4H + ZapH = (2G4,X + Fu X, 2G4, x — Fy X,2F,, —2F4,0, G4) (2.28)

2.2.2 Riformulazione equivalente di una teoria gravitazionale qgHOST
Si introduca la ridefinizione di campo ¢, = A,,. La densita di Lagrangiana (2.11) sara allora riscrivibile
Lo=CM"P" D7, A, DV, A, + A (¢, — Ay) (2.29)

dove A\ ¢ il moltiplicatore di Lagrange vincolante il campo A,, ad essere la derivata covariante prima del campo
scalare ¢. Le equazioni di campo della teoria (2.29) saranno dunque ottenibili dalle equazioni di Eulero-Lagrange
associate rispettivamente al campo ¢ al campo A, e al campo A\ 15,

oCHP?
o <4>VMAV (4)va£r =0

sCHee

€

(4)v&XX _
2@y (Cae,po ““V,,Aa) _ Dy,4, DV, A, + X =0 (2.30)
d)é = AE

Eseguendo la derivata covariante della seconda equazione del sistema (2.30), sostituendo al termine (4)V5)\5 il
corrispondente termine presente nella prima equazione ed imponendo la terza uguaglianza si avra:

0= 20y, Wy, (Cae,pa ““VPAU) _ (g, (505::’” Wy, 4, (4)V,,Aa) L@y e
_ oy, Wy, (Cae,pu <4>VPAU) _ g, (M Wy, 4, “”VPAU) N 60;‘£ Wy, 4,0y, 4,
_ gy, iy, (Cae,pa “”V,@a) _ (g, <% @y, (4)%%) n % WY, 6 DV, b,
=2V T, (057 0,) = O (2 by ) + 2 b

che, uguale alla (2.20), dimostra I’equivalenza tra la formulazione (2.11) e la formulazione (2.29). La stessa
dimostrazione puo essere fatta a partire dalle equazioni dai campo tensoriali associate alla variazione dell’azione
rispetto al tensore metrico. Per semplicita di calcolo si € comunque deciso di riportare solamente I’esempio delle
equazioni di campo associate allo scalare ¢ poiché quanto dedotto ha validita del tutto generale.

2.3 Matrice cinetica associata ad una teoria gravitazionale qgHOST

La presente sottosezione si focalizzera sulla deduzione della matrice cinetica M, associata alla teoria gHOST (2.9),
ossia all’'ottenimento della matrice contenente i coefficienti cinetici espressi da termini quadratici nelle derivate
temporali prime della campo scalare ¢ e del tensore metrico g,,,,. Al fine di riuscire a separare le derivate temporali
da quelle spaziali, la procedura standard [26] prevede 'utilizzo del formalismo ADM(3+1) [31] sviluppato da
Arnowitt, Deser e Misner nell’ambito della formulazione Hamiltoniana della Relativita Generale'® [28].

15 Dalle equazioni di Eulero-Lagrange segue infatti che per ¢:

L, ocC sCH-P
0=Wy, =t _ 220 _ Wy, (arse) - &
6pa 69 (o) 4

mentre per Ay:

nv,po
(4)V;LAD (4)VpAo' =@y 2> = %

(4)V[J.Al/ (4)VpA0'

c 5L
0= Ve S vy T A
= v, (20m 7556, DV, A, ) - ‘SC;;M v, 4, DV, A, +A°
=20y, (coor Wy, 4,) - 56:;::;M Wv,A, DV, A, 4+ A°
poi per A\
0=y, Lo 0o e A) = gt A

6((4)Va)\e) SAE

16 A differenza dell’ordinario formalismo ADM(3+1), i risultati proposti nel presente elaborato saranno ottenuti senza la specificazione
di alcun sistema di coordinate e per 'appunto si parlera di formalismo ADM(3+41) covariante. Si utilizzera la notazione astratta
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2.3.1 Formalismo ADM(3+1) covariante

Si supponga che lo spazio-tempo 4-dimensionale N sia foliato in una famiglia di ipersuperfici 3-dimensionali ¥,
di tipo spazio e si consideri il vettore unitario di tipo tempo n® ortogonale a ¥; in ogni suo punto e soddisfacente
la normalizzazione

nen® = —1 (2.31)
Una tale costruzione introduce in maniera del tutto naturale un il tensore metrico per le ipersuperfici >

Rab = Gab + Manp (2.32)
che assieme ad n® definisce gli operatori di proiezione temporale e spaziale'”

b= —nant R = 8% 4+ nen® (2.33)
Assegnato dunque un generico vettore A, esso risulta univocamente decomponibile

A, = AL+ A, (2.34)
nei due corrispondenti contributi di tipo tempo, con componente A, = n®A,, e di tipo spazio

A; = TsAb = —(nbAb)na = —A.n, A, = hZAb (2.35)

rispetto al foliamento specificato!®. Si introduca il vettore t* definente la direzione del flusso temporale associato
alla coordinata temporale ¢ che stabilisce il foliamento dello spazio-tempo nelle ipersuperfici ;. Esso risulta
sempre decomponibile

t* = Nn® + N* (2.36)
con N denominata “lapse function” ed N® chiamato “shift vector” ortogonale ad n®
naN® =0 (2.37)

e permette di definire la derivata temporale, d’ora in avanti denotata con il punto, per ogni contributo della
decomposizione (2.35) come

A, ="V, A, Aw = W0 Lo(Ay) = BE (t° DV A, + A, DVyt) (2.38)

con Lt(Ab) la derivata di Lie di flb nella direzione di t*. Si definiscano infine la derivata spaziale covariante
3-dimensionale associata al tensore metrico hyp

v, A, =hihi Vv A, (2.39)
l’accelerazione
ap =n° DV, (2.40)

9

ed il tensore simmetrico'® corrispondente alla curvatura estrinseca

1 /.
Ku = hih] OVena = o (hab —®OY,N, — (3>VbNa) (2.41)

a indici latini a,b, ... per sottolineate il fatto che si sta lavorando con tensori decomposti in componenti di tipo tempo e di tipo
spazio e non con componenti di tipo tempo e di tipo spazio.
17 La natura proiettiva di 72 ed Al & facilmente dimostrabile in quanto per la normalizzazione (2.31)

(12 = 778 = (—nan®)(—nen®) = na (n°ne)n® = —nen® = 78
(h?)? = hShb = (8% + nan®) (6% + nen®) = 656% + nan®l + 6<nenb + na(n®ne)n’ = 6% + nan® + nan®

b

— nanb = 62 + nanb = hl,;

here = —(88 + nan®)npn® = —(82npn® + nanbnyn®) = —(nen® — nen) =0
hz +7-f; = 62 + nan® — ngn? = 5Z

18 Infatti richiamando la proprieta di completezza degli operatori (2.33) si ha

Aa =085Ap = (R +70)Ay = A% 4+ A,y
19 Per dimostrare la simmetria degli indici della curvatura estrinseca si inizi ricordando che per annullarsi di contrazioni di tensori
simmetrici con tensori anti-simmetrici vale che
0= hihi DV g = LrShI{ D Veng — DVanc} = 1{rShI B Veng — hEAE D Vgnc}
da cui la simmetria
RERE DV eng = KSR DV gne
che inserita in (2.41) dopo aver scambiato la posizione delle metriche spaziali e riniminati gli indici contratti fornisce il risultato

Kpa = hsh? DVeng = hh DV eng = hShi DV ne = hihi D Veng = Kqy
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dove in termini di notazione astratta (V. ¢ la derivata covariante 4-dimensionale (2.2). Sinoti che le contrazioni

hing =0 hoh§ = he (2.42)
si osservi che la proiezione spaziale A® soddisfa?!

hEA® = A° An. =0 (2.43)

e si consideri che un qualunque termine??

n®DVun. =0 A DTn, =0 (2.44)

Si noti infine che per quanto riguarda la curvatura estrinseca??

naKab =0 AaKab = AaKab (245)

mente per quanto riguarda I’accelerazione®*

nqa® =0 (2.46)

In possesso di del formalismo ADM(3+1) covariante e delle principali relazioni notevoli, si & ora pronti ad affron-
tare il calcolo esplicito della matrice cinetica M,. Essendo somma di un contributo scalare e di un contributo
gravitazionale, la teoria (2.9) generera contributi ad M, sia da (2.11) e che da (2.10)

2.3.2 Contributo scalare alla matrice cinetica

Si consideri in termini di notazione astratta la derivata YV, A, presente nella riformulazione (2.29) della densita
di Lagrangiana scalare L4. Poiché adoperando le definizioni (2.33) vale la riformulazione di due delta di Kronecker
in termini dei proiettori

-2 d - d d d o\ g od d d d d S
hohy +homy + Tohy + Tams = (0g +nan®) (6 + nen®) — (8 + nan®)nen® — nen®(8y + nen”) + nen’nen
d d d d d d d d d
=805 + 05npn” +nendy + nannen® — donpn” — nannpn” — nendy — nan“nen® + nennpn

=56 (2.47)
¢ possibile riscrivere (4)VaAb come:

Wg,4, =668 Dv.A, (2.48)
= (hﬁhg + RSt + TShi + T(fde) Wy, Ay
= hohi OVeAa+hom! Ve As+7ohy Ve +rim DVeAq
=hehe DV, Ay — hnen® BV, Aq — nenhi PV.Ag + nannent Pv.Ay
= [hghf,l (4)V6Ad] + [— hén? (4)VCAd]nb + [— n°hi (4)V6Ad]na + [ncnd (4)V6Ad] NaNb

dove nel penultimo passaggio si sono utilizzate le definizioni (2.33) e nell’ultimo passaggio si sono opportunamente
raccolti i termini ottenuti che, selezionati individualmente, possono essere ulteriormente semplificati.

20 Sostituendo le definizioni (2.33) e sfruttando la normalizzazione (2.31) si ha infatti
hgnd = (516)1 + nbnd)nd = 5§lnd - nb(ndnd) =np—np =0
REhS = (88 + nan®) (65 + npn®) = 6268 + 62nyn® + nanloS + nannpn® = 65 + nen® = hS
21 Adoperando quanto ottenuto nella (2.42) unitamente ai contributo spaziale (2.35) si ha
heA® = he(hfA®) = (hEhg) AP = hg AP = A°
A®ne = (R§AP)ne = (hfne)AY =0
22 Impiegando la normalizzazione (2.31), la regola di Leibniz rinominando gli indici contratti fornisce
0=V, (nnc) = (MDVanne +n(DVane) = 20 (D Vane)
da cui. Conseguentemente, dai contributi (2.35) si ha
Ai (4)Vdne = A.n° <4)Vdne) =0
23 Ricordando la definizione (2.41) e sfruttando (2.42) si ha
nKap = n(hChE MV eng) = (n®hS)hE DVeng =0
A"Kay = (A + A" Koy = AZK gy + A" Ko = —Awn® Ko, + A Ko = A%K gy

dove nell’ultimo caso si & la decomposizione (2.34) e le componenti (2.35) e la relazione appena dedotta n®K,, = 0
24 Impiegando la normalizzazione (2.31), la regola di Leibniz rinominando gli indici contratti fornisce

0=n° (4)VC(71) =n° (4)Vc(n“na) = 2nyn° (4)Vcna = 2n4a”
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Sfruttando le definizioni (2.39) e (2.41) la quantita hShg 1)V, A, & ottenibile dal rimaneggiamento di

OV, Ay — AuKap = hihi DV Ay — AhShE DV ong (2.49)
= hohy (WV Ay — A, WVeny)
= hohi { WV.Ag — [ DV(Ang) —na PVAL}
= hhif (WVeda + DVAG) + hihing DV A,
= hihi V. A4
dove nella terza riga si & adoperata la regola di Leibniz OV (Aing) = (DV.A)ng + A.(PVeng), nella quarta

la prima definizione di (2.35) mentre nell’ultima si ¢ impiegata la prima relazione (2.42) unitamente alla (2.34).
Analogamente, la contrazione —hg Ne (4)VdAe ¢ deducibile dalla manipolazione di

KpeA® — OV, A, = b (VVane)Ae — PV, A, (2.50)
= hi (WVan)A® — PV, A,
= hi (WVane)(A° — A%) — Py, A,
= hi (DVan)A® — b (VVan)AS — PV, A,
= i [DVa(Ane) — ne DVaA] — b (DVane)AS — OV, A,
= hi WV 4(ANe) — ki ne WV4A° — b (VVan)AS — PV, A,
= VA, — hi ne Wva4° - Ovy4,
= —hfn. MvaA°
dove, oltre alla definizione (2.41) nel primo passaggio e la relazione (2.43) nel secondo, si & utilizzata la decom-
posizione (2.34) nel terzo, la regola di Leibniz V4(A%n,) = (YV449)n, + A¢(DV4n,) nel quinto e la seconda
relazione (2.44) nel settimo. Infine il termine n°n® WV, A, ¢ riprodotto a partire da

%[A* _N° (3)VCA*—NAcaC] - % [t“ @y, A, -~ N°®v.A, — NACaC] (2.51)
— % [(Nna + NPV, A4, - NPV, A, — NA(n" (4)Vbnc)]
=n* DV,A4, — 0’ (VA + % [N“ @y, A, — N° <3>VCA*]

= (1) n* DV, A, — " (DVyn)A, + % [N“h; @y, A, — N° <3>VCA*]
= —nnen® DV, A, —n*[ DV, (n°A.) — n° WV, 4] + % [N“(é; +nan®) PV, A, — N° (3)VCA*]
= —nnen® DV, A, +nbn® DV, A, + L [N“ ®v,A, — N° (3)VCA*]

N
= —nnen® WV,A, +n’n® Vv, A,

I
3
i3}
3
e
®
<
S
|
S
<
Q
3
o
N
*
_l’_
=
<
5
3
N
hS
Ml

A seguito della sostituzione (2.38) della derivata temporale presente alla prima riga, nel secondo passaggio della
(2.51) si ¢ usata la definizione di accelerazione (2.40) e la decomposizione (2.36) per sostituire t*. Nel quarto
passaggio la definizione (2.39) ha permesso di eliminare la derivata 4-dimensionale nel termine tra parentesi
quadre. Allo step successivo, quinta linea, 1'utilizzo della normalizzazione (2.31), della regola di Leibniz per il
termine centrale contenente YV, (n°4d,) = (YVyn)A. + n¢ WV, A, e della definizione (2.33) ha permesso di
semplificare molti termini nel sesto e settimo passaggio grazie alla (2.37) ed (2.43). Infine riapplicando la regola
di Leibniz DV, (n.A,) = (WVene) A, + Bng(VaA,), la (2.44) e la (2.35) rispettivamente alla nona, decima ed
undicesima riga si ¢ giunti al risultato proposto nella dodicesima linea utilizzando (2.34).
Dall’inserimento delle relazioni (2.49) (2.50) (2.51) nell’espressione (2.48) si ottiene dunque

(4)VaAb = [(S)VaAb - A*Kab] + [KbcAc - (S)VbA*i| Ng + [KacAc - (S)VaA*] np + % |:A* - NC (S)V(,A* - NAcaC:| NaNb

= {%A*nanb — AuKap + Ky Ang + KacAcnb} + {(S)VaAb —2n3, VA, — % [NC GV A+ NACaC] nanb}
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= (4)Va,Ab|' + (4)VaAb|>< (2.52)

con definite
Wy, 4| = %A*nanb A Koy + Ko A + Koo Ans (2.53)
DV, 4|, = OV, Ay 20, DVyAL - % [N Ve, + Ndea| nane (2.54)

La notazione (a ... e) indica la selezione di sole combinazioni simmetriche negli indici raccolti. La derivata cova-
riante 4-dimensionale (4)VaAb|_ raccoglie i contributi dell’espressione (2.52) nelle derivate temporali prime?> A,

ed hab mentre nella derivata covariante 4-dimensionale (4)VaAb‘ . Sono collocati tutti gli altri termini. Impiegando

la definizione (2.41), e sfruttando le simmetrie contenute in essa, ¢ formalmente possibile riformulare i termini
presenti in (2.53). Infatti innanzitutto

AuKay = Achihi DVong (2.55)
= ALRERERGR] DV eng
= Auhihf (heh§ DV ena)
= Ahohi Kep
= Ah{ohf Koy

dove nel secondo passaggio si & utilizzata la (2.42) nell'ultimo passaggio si & utilizzato il risultato®S hflhg Kep =
?ahbf)Ke #. Analogamente al caso precedente si utilizzino la (2.41) ed (2.42) rispettivamente al primo e secondo
passaggio si ottiene

KoeAng + KacAny = (h{hE DVane) Ana + (h3he DV ane) Ay (2.58)

= hphIhE (DVane) Ang + hohRE (D ane) An,
= hy [h2hE DV an.] Ang + bl [hERE DV an.] Any
= h KreAng + B Kyre Ay,
= (hyA°na + hi A®ny) Koe
= (W7 A0 + B A Ko
— 2hEZAC>na)Km

dove alla quarta riga si ¢ utilizzata nuovamente la (2.41) per inglobare i termini e dove nella sesta linea si

impiegata la relazione®” hgflcnaKm = hl(fflc)naKm.
Dall’inserimento delle relazioni (2.59) e (2.60) nell’espressione (2.53) si giunge all’espressione

<4)VaAb‘_ = %A*nanb — A Ko + KbCACTLa —+ KacAcnb (2.61)
1 H c c
= {Nnanb} A* + { - A*h<ahf> + 2hEbAd)na)}ch
= A A + ASGKeq (2.62)

con definite rispettivamente

1 c c c A
Aab = 7 talth A = —A*h(ahg) + 2hEbAd)na) (2.63)

25 Si noti che le derivate temporali izab sono implicitamente contenute nella definizione (2.41) di curvatura estrinseca. D’ora in avanti
la curvatura estrinseca K,; sara dunque rappresentativa delle derivate temporali prime del tensore metrico tridimensionale hgy
26 Essendo che per simmetria di indici (si ricordi che dalle definizioni sia hqp, Kqp sono simmetrici) e della struttura vale

hehi Kep = hihgK e = hihd K e (2.56)
segue dunque che
hehi Kep = 3 (heh] + heh) Koy = 5 (hehi +h§hl) Koy = h{ bl Keg (2.57)

27 Essendo che per simmetria di indici (si ricordi che dalle definizioni sia hq,p Kgp sono simmetrici) e della struttura vale
REA°K e = h§AT Ko = h§ AT Kye (2.59)
segue dunque che

Wy AnaKre = L (R A® + Wy A naKre = B\ A0 Kpe (2.60)
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Sebbene il risultato (2.61) sia compatto e chiaramente simmetrico nella sua notazione, al fine di svolgere calcoli
espliciti risultera tuttavia pitt conveniente utilizzare la forma non compatta (2.53). A partire da essa si definisca
infatti la densita di Lagrangiana cinetica associata ai contributi scalari (¢) della teoria (2.9)

c

k:ln

Cabcd{(4)v Ab‘ 4)v Ad|} (264)

= Cdb@d (%nanbA* - A*Kab + nal(bcAAC + anacAC> (%nendA* - A*Ked + neK(ifAf + ndKefAf)

1 .
- {mcab’mnanbncnd} A2

+ 2{ Oab CdA*nanb 4+ = |:Cab edAc Cab,ceﬁd] nanbne} A'*ch

+ {Cab,chi _ Q[Ceb,cha + Cae,cd/lb] Ane + [Ceb,fdAaAc + o0ebef jo 4d + Cae,cfAbAd} nenf}Kachd

= .A(q})Az + 2 BE’g)A*K{:d + K:?;)LdKachd

dove in notazione astratta C°*¢? rappresenta il tensore (2.14) e dove nel penultimo passaggio i termini all’interno

delle parentesi graffe definiscono ordinatamente il coefficiente cinetico del settore scalare Ay, il coefficiente

cinetico del settore di mizing B (®) ed il coefficiente cinetico del settore metrico IC‘(I(Z)Cd associati al contributo

scalare (o)

1
Ay = ﬁCab D anpneng (2.65)

B(¢) = 7*Cab CdA*nanb 4+ — |:Cab edAc Cab,ceAd] NNy Ne

’Czl,(z)cd Cab,chz _ Q[Ceb,cha + Cae,chb:| A*ne + [Ceb,fdAaAc + ZCeb,canAd + Cae,cfAbAd] neny

Ottenere le rappresentazioni esplicite dei coefficienti cinetici (2.65) risulta assai macchinoso poiché richiede la
valutazione delle numerose combinazioni con cui il tensore C®°? appare contrarsi con il vettore n,. Il calcolo
esplicito di quest’ultime ¢ fornito in Appendice (B.1) da cui infine si ricavano le parametrizzazioni

A(¢) |:051 + ag — (043 =+ 044)A + 045A4:| (266)

N2
cd cd 2  jc ad
Bg) = Bloyh™ + Blp A°A
abyed __ 1 a(cy d)b 2 aby cd 3 cd ja A4b ab jc pd 4 b(c 4d) pa c(a 4b) 4d 5 ja g4b jc pd
K™ = Ry h® W™ + k()RR + Gig) (RCATA” + W ACAY) + Jwi(y) [P AV A" + RO AV AT] k() A® AT ACA

con il coefficiente cinetico di mixing parametrizzato dai parametri

A

Blo) = 5x (a3 + 20 — 25 A7)

A
(202 — 15 4%) By = o

e con il coefficiente cinetico del settore metrico parametrizzato dai parametri
Kip) = a1 A Kig) = Al (2.67)
H?(b) = 7Q5Ai K?(b) = -2
m?¢> =asA% — ay

funzioni delle arbitrarie o, ..., a5 introdotte in (2.14). Il lettore interessato alla deduzione precisa delle espressioni
(2.67) e rimandato all’Appendice (B.2).

2.3.3 Contributo gravitazionale alla matrice cinetica

Nei termini della notazione astratta introdotta nell’ambito del formalismo ADM(341) covariante [28] , lo studio
per l'individuazione dei termini con cui la Lagrangiana gravitazionale (2.10) £ contribuisce alla matrice cinetica
M, della teoria S inizia con I'utilizzo della ben nota decomposizione del tensore di curvatura 4-dimensionale?®

WR= KK - K>+ ®R-2Wv,[a" — Kn"] (2.68)

dove K = K2 corrisponde alla traccia della curvatura estrinseca (2.41), )R & 1o scalare di curvatura tridimen-
sionale [31] e dove a® rappresenta 'accelerazione (2.40). Inserendo la (2.68) nella definizione (2.10):

Ly = f(4>R (2.69)
= f[KaK® = K*+ ®R] —2f WV, [a* — Kn®]

28 11 lettore interessato alla dimostrazione completa di (2.68) & rimandato alla pagina 73 di [31]. Il risultato proposto & ottenibile
ponendo € = —1 nella formula 17.73 di tale riferimento bibliografico
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— [ KK — K>+ OR] = 2DV, [f (a® — Kn")] +2(a® — Kn®) 'V, f

= [ [KaK*” — K*+ OR] +2(a® — Kn*)Vaf + DV0"

= f[KaK® — K>+ ®R] +2(a" — Kn®) (fx WVaX + fo DVa0)

= f[KaK*” — K>+ @R] +4fx (a® — Kn") A" DV, Ay + 2f4(a® — Kn) A,

= f[KaK® — K>+ OR] +4fx (a® — Kn*) A" { OV, A| + DVaAy| }+2fs(a" — Kn")Aq

= {f (KK — K2) +4fx(a® — Kn*)A*® vaAb\_} + @R+ 4afx(a" — Kn") A" WV, Ay|  +2fs(a" — Kn®) A,

Alla terza riga della (2.69) si & definita w* = —2f (a“ - Kn“) ed alla quarta si e calcolata la derivata YV o=
Fx OV, X+f, PV ,6 con alla quinta riga la sostituzione DV, X = DV, (4 4,) = 24" @DV, 4, essendo DV ¢ =
A, per la definizione ( ). I contributi D7, w ed WV, sono stati poi eliminati poiché L, ¢ definita a meno di
divergenze totali. Infine alla sesta riga si ¢ introdotta la decomposizione (2.52)

Dall’espressione (2.69) ottenuta, si definisca la densita di Lagrangiana cinetica associata ai contributi gravita-
zionali (g) della teoria (2.9) come

LY = f(KapK™ — K?) +4fx (a® — Kn*) A" DV, 4| (2.70)

kin —

Impiegando la definizione (2.41), e sfruttando le simmetrie contenute in essa, ¢ formalmente possibile riformulare
i termini presenti in (2.70). Infatti

Koo K® = hihi WV eng hen @ven’ (2.71)
= hI'he, hithe WV eng hEhIR2RG ven’
= h'h (b DV ena) hehd (hehG Dven')
= W' hy Ky 2R KT
= h'hiy Knn h*R"" K
= (ha" W) (Bt b)) Ko K g
= KR K Kgr
dove alla seconda e alla penultima riga si & utilizzata la relazione (2.42). Inoltre dalla traccia K = K¢ = h* K,
K?=K°KS = hKoph®“Keq = h®h Ky Kea (2.72)
Dunque il primo termine tra parentesi graffe nella (2.70) diventa
F(EaK® — K?) = f(hh " KepKgn — B " Kep Kgn) (2.73)
= f(hRYUR Koy Kon — R W Koy Kg,)
= {f(R°URT — MY K K g

con alla seconda linea sfruttata I'uguaglianza®® h°9h/" K ; K, = h*OhMI K, K},,. Analogamente per il secondo
termine si usi la (2.61) per poi ottenere

1
Afx (a*—Kn®)A* WV, A,| = 4fx (a® — BT Keyn®) A {N

Angny — AcKay + KpeAna + Kacflcnb} (2.74)
=4fx {%A*Abaananb — A*AbaaKab + Kbcfchbaana + KaCAcAbaanb +

—%A*A”hef Kern®nany + AcA°h Ko pn® Koy — Kpe AAh T Ko pn®ng — Koo A°A°hST Kefnanb}
=Afx {fA*AbaaKab + Ko A°A%a®ny + %A*Abhef Keopnp + Ky A°APhT K, f}
=4fx {%A*AbhefKefnb + KbcACAbhefKef}
=2 {%fXA*hef} A*Kef + {4thefflg/1h} KefKgn

=9 {%fXA*hef} AKep + {Qfx (e A9 A" 4 po" A< A7) } KofKon

29 Essendo che per simmetria di indici (si ricordi che dalle definizioni sia hq,p Kgp sono simmetrici) e della struttura vale
RIW Koy Kygp = hMRIT K p Ky = RPRIT K K gy,
segue dunque che
hIRINK s Kgp = RN Ko p Koy = 3 (R°9RM + h9h" K p Ky = ORI K s Ky

Si ricordi che la notazione (a ... e) indica la selezione di sole combinazioni simmetriche negli indici raccolti
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dove nel terzo passaggio I’espressione & stata semplificata usando la prima relazione (2.45), la (2.46) e la normaliz-
zazione (2.31), dove nel quarto passaggio si sono eliminati i termini in a® in quanto®® K, A¢A’an, = A, AaK .
Nel quinto passaggio si ¢ impiegata la seconda relazione (2.45) con la definizione (2.35) di A, mentre nel sesto ed
ultimo passaggio il fatto che per pura simmetria di indici hef/lgflhKengh = hghAeAfKengh. Si inseriscano i ri-
sultati (2.73) (2.74) cosi ottenuti nella densita di Lagrangiana cinetica (2.70) associata ai contributi gravitazionali
(9)

L(g)

kin

= f (Ko K* — K?) + 4fx (a® — Kn") A" WV, 4| (2.75)

- {f(he(ghh)f — heT oty }Kengh +2 {%fXA*hef} AuKep + {QfX (e A9 A" 4 h9" A° A7) } KepKgn

—2 {%fXA*hef} Ak + { S (0BT = B0 25 (hTATAY 4 1" ACAT) K Kogn
=2B ARy + K" Kep Kon (2.76)

dove nel penultimo passaggio i termini all’interno delle parentesi graffe definiscono ordinatamente il coefficiente
cinetico del settore scalare Ag), il coefficiente cinetico del settore di mizing Bfg) ed il coefficiente cinetico del

settore metrico IC(G;)’Cd associati al contributo gravitazionale (g)

B = fXA*hef = Biph"’ (2.77)
K:g;‘),gh _ f(he(ghh)f _ hefhgh) + 2f (h,EngAh + hghAeAf) (278)

o h R 4 Rk BT R 4 LRl (R A9 AP 4 p" A A°)
con il coefficiente cinetico di mixing parametrizzato dai parametri
1 _ 2
Bl = xAs (2.79)

e con il coefficiente cinetico del settore metrico parametrizzato dai parametri

1 —
Kig =f
Kigy = —f (2.80)
Ii?g) = 4fX

2.3.4 Espressione esplicita della matrice cinetica

Le espressioni (2.64) ed (2.75), rispettivamente corrispondenti alla densita di Lagrangiana cinetica associata ai
contributi scalari (¢) e alla densitd di Lagrangiana cinetica associata ai contributi gravitazionali (g) della teoria
(2.9), cooperano alla definizione della densita di Lagrangiana cinetica totale

Lk:in = L(d)) +L(9)

kin kin

= Ay AL +2{B) + Big) }As Kea + {K{5™ + K{gy™ } Kap Kea

= AA? + 2B A Keog + KKy Kea

(2.81)

dove nel penultimo passaggio i termini all’interno delle parentesi graffe definiscono ordinatamente il coefficiente
cinetico del settore scalare totale

A=Ay = ! [Oq +az — (a3 + a4)A3 + asAi] (2.82)

N2
il coefficiente cinetico del settore di mixing totale

B = B + B{g) = {Bla) + g }h + Bls A°A" = 'A% + 2 A° AT (2.83)
ed il coefficiente cinetico del settore metrico totale

,Cab ,ed Kab cd ’Ct(z;),cd (284)

30 Impiegando la definizione (2.41), le componenti (2.35) e le proprieta (2.42) si ottiene facilmente
KaCACAbaanb = (KGCAC)(Abnb)aa
= (hehf{ DVens hS A™) Ara®
=hehf, DVeny A™ A a®
= KagmA™Axa®
= A, A% K,
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a(cy d)b aby cd cd ja 4b ab jc 4d
= {Klg) + rlg) Jh" "+ {Kly) + 1l Jh™h + F{Rls) + iy } (A A A" 4 h*PA°AT)
T ik [HCAD A% 1 1@ 4D A9 4 o3, A2 A de A
— tha(chd)b + thathd + %,{3 (hchaAb + habAcAd) + %K,Al I:hb(cAd)Aa +hc(aAb)Ad:| + HSAaAbACAd

rispettivamente parametrizzate dai parametri totalizzanti i contributi

A
Bl = ,3(1¢) + 5(19) = ﬁ(%‘? — a3z A2 + 4fx) (2.85)
A*
B* = 5(2¢) = —ﬁ(as + 2a4 — 2o¢5Az)
k= n%@ + /{(lg) = A2+ f (2.86)
K= (g + (g = a2 AL — f
K= Ii?@ + H?g) = —a3A? +4fx (2.87)
4_ 4 _
R = I{(¢) = —2&1

5 5 2
K= Kig) = asAL —aq

Sia Sym(3) lo spazio 6-dimensionale delle matrici (3 x 3) simmetriche S = {Sqb}1<(ap)<3 in R* con naturale
prodotto scalare

(U, V) = Uaph*Vegh™ (2.88)
A"Aa
1Al
ortonormale®?, si definiscano in R? le seguenti 6 matrici (3 x 3) UZ simmetriche e costituenti una base ortonormale
B 5ym(3) Per Sym(3):

con U,V € Sym(3). Introdotti due vettori unitari u® ed v® che formino in R3 assieme ad3! 2% = una base

Usp = zazp Usy = % (tavs + upva)
Uap = 75 (hat — 2az) Uy = 5 (uazs + upza) (2.89)
U = %(uaub - vavb) Ué, = %(vazb + vbza)

Definendo per i coefficienti (2.83) B°? ed (2.84) K¢ rispettivamente la forma bilineare

K: (U V) € Sym(3) x Sym(3) — K(U,V) = UL K4 V,4 € R (2.90)
e la forma lineare

B:VeSym(3) — B(V)=B"V.a eR (2.91)

la matrice (6 x 6) associata a K e la matrice (6 x 1) associata a B rispetto alla base B g, (3) saranno:

H = {x” = UL KU, (2.92)
1<(Z,7)<6

B = {937- = BchZ;i}

1<7Z<6

11 lettore interessato & rimandato all’Appendice (B.3) per la visione in termini matriciali delle componenti esplicite
di B ed # e delle tecniche di calcolo esplicite utilizzabili per ottenere tale risultato. Se conseguentemente si
decompone pure

Kau = R7U% (2.93)

e si introduce il vettore

X = (Xl)ogfga = ( 2; > (2.94)
¢ possibile riscrivere la (2.81) come
Liin = AA? + 2B A Keq + KV K b K e (2.95)
= AAZ + 2B A R-UL + KO Rz UL R 7 U,
= AA2 + 2(BUL) Az + (UL K U R Ry
= AA2 + 2B AR+ R Ry
=x"Mx (2.96)

31 Gj & simbolicamente indicata la norma di A come ||A|| = VA2 = v/ A2 A, = \/hav A, A,

32 Si impone dunque che u%u, = V%, = 2%, = 1 e che UV, = u%2q = V2% =0
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dove nel secondo passaggio si & utilizzata la decomposizione (2.93), nel penultimo passaggio si sono utilizzate le
relazioni (2.92) e dove nell’ultimo passaggio si ¢ finalmente introdotta la matrice cinetica sella teoria (2.9)

A %I)

1J —
My = (Mq )OS(I’J)SG = ( B  TI

(2.97)
Si ricordi che il coefficiente dal settore scalare A & definito dall’espressione (2.82). Le espressioni in rappresenta-
zione matriciale dei coefficienti 7 ed .# 27 sono le espressioni (B.19). Quest’ultime sono esposte in funzione dei
coefficienti (2.85) ed (2.86) con le arbitrarie funzioni ayq, ..., a5 introdotte in (2.14).






3 Teorie gravitazionali scalari-tensoriali quadratiche di ordine supe-
riore degeneri (qQDHOST)

Alla base della stabilita di una teoria scalare-tensoriale di ordine superiore rispetto al Teorema di Ostrogradski [4]
risiede il concetto di degenerazione derivante dal limite di non invertibilita della corrispondente matrice cinetica
[26]. Una semplice giustificazione di tale affermazione ¢ fornita in Appendice A. Nel presente capitolo si dedur-
ranno esplicitamente dall’espressione (2.97) le condizioni di degenerazione per una teoria qHOST del tipo (2.9).
Le teorie degeneri cosi ottenute prendono il nome di teorie gravitazionali scalari-tensoriali quadratiche di ordine
superiore degeneri (QDHOST) e saranno classificate in opportune classi di degenerazione contenenti come caso
particolare le strutture £4 g ed L4,m definite rispettivamente nelle espressioni (1.1) e (1.2). L’emergere di tale
complessa nuova organizzazione di teorie degeneri e legata alla maggior generalita del concetto di degenerazione
sulla richiesta di equazioni del moto del secondo ordine.

3.1 Condizioni di degenerazione
Introducendo il mapping tra coefficienti cinetici e variabili dinamiche
(A, B K AL, Kop) < (a, b, kij, Q, ¢°) (3.1)

si noti che i termini associati alla Lagrangiana cinetica (2.81) della teoria (2.9) sono del tutto analoghi®® a
quelli della Lagrangiana cinetica (A.4) della teoria®* (A.1) proposta in Appendice A. Si osservi pure I'evidente
corrispondenza delle matrici cinetiche (A.11) (2.97) . Alla luce di tali analogie® sara dunque naturale estendere i
risultati e le considerazioni discusse nell’Appendice A in merito alla possibilita di evitare I'insorgere di un ghost di
Ostrograndski in una teoria scalare-tensoriale di ordine superiore per ottenere, in analogia alla (A.20), la relazione

det(My) = det(#) {A - (%*I)IJ@IQ@J} = det(%){Do(X) + D1(X)A? + Dy (X)Ajt}
dove computando le espressioni (2.82) ed (B.19) nei termini presenti tra parentesi graffe si & ottenuto

Do(X) = —4(a1 + a2) [X f(201 + Xau +4fx) — 2f* — 8X° f%] (3.2)

D1 (X) =4 [X2041(Oé1 + 3042) — 2f2 — 4Xfa2] aq + 4X2f(a1 + Ot2)045 + SXOé? (33)
—4(f +4X fx —6Xaz)ai — 16(f 4+ 5X fx)aras +4X (3f — 4X fx)aias
— X?faj +32fx(f +2X fx)as — 16f fxar — 8f(f — X fx)os + 48f fx

Da(X) =4[2f% + 4X faz — X a1(a1 + 3a2)] as + 4a} + 4(2a2 — Xas — 4fx)ai (3.4)

+ 3X2a1a§ — 4Xf0[§ + 8(f + Xfx)a1a3 — 32fxo41042 =+ 16f)2(051 + 32f)2(012 — 16ffxa3

Si ricordi che X = ¢,¢* e che f,a, ..., a5 sono i parametri liberi della teoria (2.9), dipendenti da X e dal campo
scalare ¢. Supponendo £ invertibile, la condizione di degenerazione det(M,) = 0 ¢ soddisfatta se

Do(X) + D1(X)A2 + Da(X)AL =0 (3.5)
ovvero se per ogni A,

Do(X) =Dy (X) = Dy(X) =0 (3.6)

3.2 Classi degeneri e corrispondenti parametri liberi

Si definiscano Teorie scalari-tensoriali quadratiche di ordine superiore degeneri, spesso indicate con ’acronimo
gqDHOST dall’inglese “quadratic Degenerate High Order Scalar Tensor theories”, le famiglie di teorie scalari-
tensoriali per il campo scalare ¢ ed il tensore metrico g,, la cui dinamica ¢ descritta da un funzionale d’azione
(2.9) ed i cui parametri liberi sono vincolati dalle relazioni (3.6) [26] la cui validita, in analogia a quanto mostrato
in Appendice A, le rende prive di ghost.

33 a meno di un fattore numerico %

34 Gj osservi inoltre che in entrambi casi & stata inoltre adottata una ridefinizione dei campi fondamentali Aq = (YV,¢ +— Q = ¢

35 La validita di quanto affermato nella presente unita & rigorosamente verificato [16]. Richiedendo perd tale verifica una dettagliata
conoscenza di numerosi fondamenti di analisi Lagrangiana ed Hamiltoniana non oggetto della presente trattazione, l’analogia

proposta € uno strumento sufficiente al fine di comprendere gli obiettivi posti dal presente elaborato



Teorie degeneri di tipo I [al +a2=0, f# 0]

Classe Ia (a2, as, f) [ f + Xaz #0]

] = —az
_ 16X0d +4(3f + 16X fx)a} + (16X fx — 12X fasaz — X2 fad + 16fx (3f + 4X fx)az + 8f(X fx — f)as + 481 f%
= 8(f + Xaw)?

(4fx 4 202 + Xaz) (—203 4+ 3X azas — 4fxaz + 4fas)
8(f + Xaz)?

Classe Ib (a4, s, f) [ f+ Xaz = 0]

Q4

a5 =

oml
as = %{f—QXfX}

Teorie degeneri di tipo IT [ X f(201 + Xau +4fx) —2f> —8X*f%x =0, f #0]

Classe IIa (a1, 02,f) [ f— Xo1 #0]

as = X%f{ —Af(f = X fx) = 2X(f — 2X fx)on + 4X(=2f +3X fx) }

as = Xif{ﬁ —2f X fx +4X2f% —Xfal}
as = %{4 (7 = 8fX fx +2X7 f3) + (3X = 8X [ fx +6X° f{)an +2X (2 — 3X fx) 0z }
Classe IIb (a2, a3, f) [ f— Xa1 =0]
as = 4fX{2f7X - %
e = BXOX[xf = 2 = 4X2 [R)az + XJ(8X fx + Xo0g — 4f)as + 4(X fxcf* = 2X° 5 + 2X2 /5 f ~ %)

AX3f(f + Xaz)

Teorie degeneri di tipo III [ f = 0]

Classe ITla (a1, a2, as) [oel + 3az # 0]

2
4 = ——Q1

X

o — 404% + 8aiae — 41z X + 3a§X2
0 4X2(011 =+ 3&2)

Classe IIIb (as, o, as) [al + 3as = 0]

3
o = 5Xa3
X
gy = ——
2 2043

Classe IIlc (Ocz, asg, g, 065) [Otl = 0]
Tabella 1: Classi degeneri nelle teorie gDHOST

A partire dalla condizione Dy(X) = 0, la piu semplice delle tre proposte in (3.6), risultano definite tre differenti
tipologie degeneri (LILIII) distinte per le diverse condizioni di annullamento dell’espressione. Risolvendo successi-
vamente le equazioni D1(X) = 0 e Dy(X) = 0 imponendo le condizioni di ciascuna tipologie degenere rimarranno
definite delle classi degeneri. Annotando convenzionalmente i parametri liberi di ogni classe con le parentesi tonde
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in grassetto er. (az,as, f) e i vincoli che le caratterizzano con le parentesi quadre ex. [a; +as =0, f # O},
le tipologie e le classi di teorie degeneri cosi ottenibili sono riassumibili in Tabella 1. Le classi degeneri Ib, Ic,
Ib non verranno ulteriormente studiate poiché presentano un settore metrico ¢ degenere. Infatti, i vincoli (tra
parentesi quadre) che le caratterizzano possono annullarne completamente o una riga o una colonna. In Tabella
2 sono riportate alcune sottoclassi notevoli. La sottoclasse IaNIIla nasce dall’intersezione della classe Ia con la
classe ITla. In tale sottoclasse & contenuta la teoria Lgppy definita in (2.23) con a1/X = a3/2 = Fy. Tra tutte
le tipologie di teorie degeneri, si considerino ora quelle che rimangono degeneri anche quando il settore metrico
¢ non dinamico. In questo limite le condizioni di degenerazione risultano imposte dal solo settore scalare A = 0
che seleziona una sottoclasse di Ia chiamata Iax poiché oy + as = 0. In tale sottoclasse & contenuto L4z + Lapy
ponendo f =Gy, a1 =g = 2G4 x + XFy ed a3 = —oy = 2F}.

Sottoclasse IaNIIla (a1, as) Sottoclasse Iax (a1, f)
a2 = —O1 Qa2 = —O1
-2 oM
Oy = Xa1 a3 = X
as = (20(1—X0¢3)(20¢1—|—3Xa3) a __2%
° 8X2a, TX
a5 = 0

Tabella 2: Sottoclassi degeneri nelle teorie gDHOST






4 Strutture cosmiche statiche e sfericamente simmetriche in teorie
gravitazionali qgDHOST

Dopo gli studi preliminari compiuti nelle sezioni precedenti, si intende sviluppare un modello che a partire da
minime assunzioni fondamentali ci permetta di stabilire, ed in un certo senso “pianificare” per futuri sviluppi,
un’indagine sistematica delle possibili implicazioni in particolar modo cosmologiche, ma anche astrofisiche, in-
trodotte dall’utilizzo delle nuove classi di teorie scalari-tensoriali quadratiche di ordine superiore degeneri come
teorie della gravita alternative alla Relativita Generale. L’obiettivo del seguente capitolo sara investigare le pro-
prieta delle teorie gravitazionali gDHOST deducendo esplicitamente le loro equazioni di campo scalari e tensoriali
e analizzando con esse la dinamica gravitazionale in vicinanza di una struttura cosmica statica e sfericamente
simmetrica. Tali risultati saranno poi utilizzati per ottenere le equazioni di campo perturbate, nel limite di
campo debole, attorno ad uno spazio-tempo di De Sitter. In particolare, alla luce di questo primo studio, si e
preferito privilegiare la classe degenere pit semplice, la Ia*, a cui tra ’altro appartengono come caso limite i
risultati ottenuti in [25]. Si intende sottolineare 1'originalita e 'importanza dell’analisi che verra svolta in quanto
archetipo per una ulteriore estensione dei ben noti studi sulle nuove proprieta caratterizzanti i meccanismi di lente
gravitazionale attivi in vicinanza di stelle e ammassi estesi [11][21], sulla “rottura” del meccanismo di screening
alla Vainshtein su piccole scale all’interno di stelle e ammassi di materia [23][22] e sulle possibili modificazioni
indotte alle equazioni di equilibrio atte a descrivere le proprieta strutturali di stelle ed oggetti compatti [24].

4.1 Modello semplificato di teorie gravitazionali gDHOST degeneri

Mantenendo contatto con la definizione (2.9), si consideri il caso teorie scalari-tensoriali quadratiche, di ordine
superiore descritte da un funzionale d’azione S del tipo

S = /d‘lx\/fgc (4.1)
dove la densita di Lagrangiana totale £ ha espressione £L = L, + Ly + L4 + L, con

Le=nR (4.2)

L= i CiLlr (4.3)

L= I(:IX — kA) (4.4)

I coefficienti n, €, k, sono delle costanti, A & la costante cosmologica, R = R ¢ 1o scalare di Ricci 4-dimensionale
introdotto in (2.4) ed il simbolo g denota il determinante del tensore metrico g,,. Le {; = (;(X) sono cinque
arbitrarie funzioni dipendenti esclusivamente dalla combinazione cinetica X = ¢,¢" in cui come al solito, in
notazione compatta

¢ =Vudp=0u0 (4.5)
¢#V = VHVquS = au¢u - FZV¢0' = 8uau¢ - FZuaad) (4'6)
dove I'7,, = (4)FZV sono i coefficienti della connessione di Levi-Civita 4-dimensionale (2.1) e dove V & operatore
di derivazione covariante introdotto in (2.2). La materia contribuisce alla Lagrangiana totale tramite £, mentre

le lagrangiane elementari £ costituiscono 'insieme delle possibili contrazioni quadratiche delle derivate covarianti
seconde del campo scalare ¢ che, opportunamente manipolate dalla definizione (2.16), hanno espressione

L1=¢" buv = 6""9" bpoPuv (4.7)
Ly =¢" 18" v = g"" 9" buvdpo
Ly =0"0"0und” p = 9" 9" 97 G brboo
La=¢"8"0u by = §"7 9" 9" bo by rrdy
Ls = ¢" 9" ¢’ buvdor = ¢4 979" Pabrrdsdudps b
Si noti che la teoria (4.1) non dipende esplicitamente da ¢ ed ¢ invariante per trasformazioni ¢ — ¢’ = ¢ + ¢ con

¢ costante. Si osservi infine che tale teoria & un sottocaso della (2.9) in cui f =0, af = (1, P = ¢ X — kA ed
@1 = Q2 = 0: cio ci giustifichera ad estendere quanto discusso nei precedenti paragrafi anche al presente modello.
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4.2 Relazioni variazionali introduttive

Il primo passo della nostra analisi si soffermera sulla deduzione delle equazioni del moto covarianti scalari-tensoriali
ottenibili in tutta generalita dalla teoria (4.1) previo Principio Variazionale. Al fine di facilitarne la computazione,
nella seguente sottosezione si applichera il formalismo variazionale introdotto in (2.7) per ottenere la variazione di
alcune strutture notevoli nel campo scalare ¢ e nel tensore metrico g,,,, che torneranno utili in seguito. Identificata

la, variazione del determinante metrico 36 0g9 = 99" 03, il calcolo della sua radice risulta facilmente ottenibile
— 149 _ 1gg"0gum _ 1 — . _ 1 v
WIS S T Ty ey 2V 99 09 = m5V 9wty (4.8)
dove nell’ultimo passaggio si & usata la relazione®” 9" 89 = —9,u,09"". Dalla definizione (2.1) la variazione della
connessione di Levi-Civita 4-dimensionale sara
0 F;LV - 5 { lgo-e aeguu + 8#961/ + aug,u,e)} (49)

= 1697 (—0egyv + Opgev + Ougue) + 397 (—0c8gun + 0u0gey + O 0gpc)
=1(- g”g”égﬂ) (—Ocguv + Opger + &gue) + 197 (=069 + 0u6ger + Oubguc)
=—g"" {397 (—0cguv + Ougev + 0vgue) } 0gxr + 297 (—0e6guv + 0u6ger + 9u0gpue £ 2T, 5ger)
= —g”rw 8gnr + 297 (= 0c89u1 + 0udgey + Oy (sgHe —217,6ger) + 97T}, 0ger
7 (—0ebguw + 8H§geu + 0u0gue — 20}, 6ger £ 17, 6970 £ 17, 6gur)
g“ {= (069 — 76970 — T0,09ur) + (8u0ger — Thc0grs — U7 0ger) + (000gue — 17,097c — [10gur) b
97 (=Vedguv + Vidgew + Vidgue)

N N w\»—t

Nel secondo passaggio si & usata la regola di Leibniz, nel terzo passaggio si ¢ impiegata la relazione3® 0Guw =
—9up9rvo09”?, nel quinto la definizione (2.1) mentre nell’ultimo si & utilizzata la definizione di derivata covariante
(2.2). Poiché 64¢,, = 0, vale inoltre che rispetto alla metrica

39X = 6(pud") = 0(9" Pudv) = Purdg"” (4.10)

OgPuv = dg (6H¢V - FZV¢”)
= au59¢v - (59FZu)¢a - FZV(59¢U)
= —¢o0,'7, (4.11)
= —0o {197 (=Vebguv + Vubger + Vubgue) }
= =10 (—Vedguw + Viubgew + Vidguc)

dove alla quarta riga della (4.11) si ¢ usata ancora una volta la (2.1). Definito il tensore di Ricci 4-dimensionale
(2.3), la sua variazione & valutabile a partire da (4.9) e piu precisamente:

Sy Ryw = 4R 10 (4.12)
=4, (akrfw — 9T\ +T9,Th — rgyrgk)
= O\6gT — D8 Tx + (85T 5)Ton + T (6,Tax) — (65T, )Tiix — Ta (8,T70)
- (aﬂsgrﬁy FTX0,0%, — T5,0,T0, — Fg‘uagrﬁa) (a - Fmgr?m)
= Vad,Ih, — VudgTha
da cui lo scalare di curvatura, per la definizione (2.4)

69 =04 (9" Ruv) (4.13)
= (6guy)RlJ«V + guu(nguu
— Ry 09" + g™ (vxagr,iu - vyagrﬁx)
= Ruu 69" + { s (98,T0) = Vo (90,000 ) }
= R, 69" + Vi {g””(SgFf}V — gM(SgFZV}

dove nella (4.12) si & utilizzata la definizione (2.2) per riassorbire i termini presenti nel penultimo passaggio e
dove nella penultima riga della (4.13) si ¢ usata la preservazione della metrica V,g,, = 0. Dal punto di vista
delle variazioni rispetto al campo scalare ¢, saranno inoltre utili le variazioni

8¢ 6X 5X
oCr = 5X 56 0y = CI’XE

dpX = 5¢>(¢u¢u) = 5¢(9‘W¢u¢u) = gwj((sd)u v + Qi) = 2guy¢u5¢u = 2(1)”5@5# (4.15)

om (4.14)

36 Una dimostrazione dettagliata di tale risultato si pud trovare in [31]
37 Si ricordi 0 = §(6,) = 8(g" gup) = 69" guv + g*¥Sgur da cui gH¥ gy = —guudgh?
38 Si ricordi 0 = §(65) = §(g"° gor) = 69" gor + gH7 890
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4.3 Equazione di campo scalare

Si ricordi che il pedice , X indica ed indichera d’ora in avanti la derivata della funzione coinvolta rispetto ad X.
Considerando l'operatore d,4 definito in (2.7), la variazione del funzionale d’azione (4.1) rispetto al campo scalare
¢ sara

58 :5¢/d4m¢fgc (4.16)
:/d4x\/jg5¢£
/d“xf {—&;w@&;sM i 6%»}
e (i o] n s, [ ] s
= [ v {50 i 5 59] Vo 00+ 900 } - Vg 09] + Vg 06
o ([l e e [ e ]
/d“xf{ u;é+vuv#%}6¢

= /d“x\/fgm [£] 8¢

dove alla quarta e quinta uguaglianza si sono svolte le due integrazioni per parti necessarie alla commutazione
dei termini variazionali ¢, e 6¢,, in d¢ , dove la penultima riga segue dalla trasformazione dell’integrale di
volume contenente la divergenza totale in un integrale di superficie poi eliminato per opportune condizioni di
annullamento al contorno e dove nell’'ultima uguaglianza si & definito il tensore di Fulero-Lagrange associato alla
variazione scalare d¢
6L oL oL
Eylfll=——-Vuy—+V,V,— 4.17
¢[ ] 5¢ H(S(Zsu I §¢V# ( )
Come si notera la (4.17) presenta la medesima espressione proposta in (2.8). Imponendo la stazionarieta del
funzionale d’azione d4S = 0 per ogni valore di d¢, I'equazione di campo scalare sara dunque

E4[L] =0 (4.18)

Sommando i contributi (4.2), la densita di Lagrangiana totale della teoria (4.1) puo essere espressa come
5
EZC1£1+nR+eX7nA+Lm (4.19)

e ci si soffermi un momento nel notare che non tutti i termini in essa contribuiranno alla dinamica definita
nell’espressione (4.17), in particolare solo L4 = (7L; ed €X genereranno contributi non nulli. Si sostituisca
dunque nel tensore di Eulero-Lagrange (4.17) la definizione (4.19) che, non dipendendo da ¢, ci permette di
semplificarne ’espressione essendo la corrispondente derivata funzionale nulla:

5L L 5L oL\ "
E4L] = ”5% —+ vuvym =V, { 56, + V. 6%#} =VuJ (4.20)
dove si e introdotta la corrente scalare totale
oL 5L
‘J‘ : [ —
J 6% + V. 5¢UH (4.21)

(5 5
=50 {Zglc,+ex} v,(ww{z&ﬁ,ﬂx}

5
:—{Z(Cz,x§¢ EI-I—C,qu;I) 6¢#}+Zvy (Q;di;)

I=1

5 oL 0L

7%%72%}( Li+C ¢I V(Cfacpu[u)}
5

__em Z{

5

= —2ep* — Z {2@3”{1 xLr+ CI —2¢up " (1 x —— 0L _ ¢V 0L }
=

(r, XiEI +(r ggl 2000 Cr,x

L1 0Ly }
—_ vu
50 Y 5

5¢ Opup o
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5

oL oL oL
S A G R Coiat )

I=1

5
= —2e¢" — Z Jy
=1

Nella terza uguaglianza della (4.21) si & sfruttata la variazione nulla di X rispetto ad ¢, Nella quinta riga, oltre
alla regola di Leibniz si ¢ impiegata 1’espressione® V,(; = 2 Cr,x $upu@! mentre nella sesta la relazione (4.15) per
poi introdurre nell’ultimo passaggio la corrente associata alla Lagrangiana I-esima della definizione (4.7)

0Ly 0Ly 0Lr
T - w o P — i "
Jr=a (5% V., 5%“) +2¢,x (¢ Lr— duvpd 5%“) = Y + ¢ x3f (4.22)
decomposta in termini dei tensori
0L 0L ( 0L )
n=---=-v., SW=2(¢"Lr — b, 4.23
I 6¢,u 6(;511” I ¢ I ¢ P¢ 6(]51/” ( )

collezionanti rispettivamente i contributi di J}* proporzionali a ¢; ed ¢ x. Si vede ora che le espressioni (4.23)
sono il risultato di opportune combinazioni tra derivate ¢,,,4,, derivate funzionali 6L;/d¢, 6L;/0¢,, e derivate
miste V,0L7/dp,., delle quali sara necessario, prima di tutto, fornire 'espressione esplicita. Tale computazione
risulta lievemente macchinosa e dispersiva al fine di raggiungere gli obiettivi delineati nella presente sottosezione. Il
lettore interessato € rimandato all’Appendice C.1 per la deduzione esplicita di tali oggetti e la completa esecuzione
della loro manipolazione nelle strutture (4.23), da cui infine si ottiene,

I = —2¢, "

s = —207,

IS = ¢ ¢! Lo° p — 207" dup — ¢V D" 1y — 0" L8" p — ¢ 0L ",

Iy = ¢" " bup — "¢ 18"y — "L 7", — 0" P " o — ¢ P Pup — ¢ "G o

5 = 2¢"¢°¢7¢" vdpo — 20" 0" " hupd” o — 4" "6 b " po — 20" ¢" 8 " Pupo

= 2¢“¢”p¢yp — 20", Pt o (4.24)
Ty =2¢"¢" 8", — 497" 18",
Eg = _2¢V¢p¢a¢M vPpo
EZL = —2¢"¢"¢7 " vPpo
N5 = =209 0" 9" ¢ par Ppo
Si noti 'evidente struttura di ordine superiore delle equazioni del moto emersa dalla comparsa di termini nelle
derivate covarianti terze ¢, = V,V,Vs0

4.4 Equazioni di campo tensoriali

Viene a questo punto spontaneo chiedersi quale sia la struttura delle equazioni di campo tensoriali. Si consideri
per 'appunto I'operatore variazionale 0, definito in (2.7). La variazione del funzionale d’azione (4.1) rispetto ala

metrica g"” sara dunque
8,8 = 5g/d4xw/jg£ (4.25)

99v/—9

= [ d'zv/= { g L+90 E}

/ I\ Vg !

5 — 5 5

- /d4:r /=g {g\ﬁv_gg (ZQLI +nR+eX — RA+[:m> + 6, (ZQLI +nR+eX — RA+[:m> }

=1 =1

5 — 5 5
- /d%; /=g {iﬁv—gg <Z CiLr+nR+eX — KA+ c) + D 86(CLr) + 10y R + €5 X + 5g£m}
I=1 I=1

5
= Y + Y + Vi) + Y
I=1

39 Ricordando la definizione X = ¢Hp, e sfruttando la simmetria degli indici contratti:

Vil =C,x VX =1, x Vi (dpd") = Cr,x (Voo o + 0uViudr) = (1 x (Popd? + dpd ') =241 x pvpdt

}
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dove nella seconda uguaglianza si & usata la regola di Leibniz, nella terza si & inserita ’espressione della densita
di Lagrangiana totale (4.19) e dove nell’ultimo passaggio, per praticita di calcolo, si ¢ decomposto il risultato

nella somma di quattro contributi 251)21 Y(Il)7 Y(2),Y(3), Y(4) che ora verranno studiati separatamente. Si consideri

prima di tutto l'integrale Y(Il), definito come

Vi = /d4m\/jg {@QLI + ag(gfcl)} (4.26)

V=g
1 v
= /d4$\/*g {**gwég“ Crlr+ 59(C151)}
/d4a:v ( W/CI['I) dgh” +Y(1 1)
Nella seconda riga della (4.26) si ¢ utilizzata la variazione del determinante metrico (4.8) mentre nella terza ed
ultima riga si sono opportunamente compattati i termini della finzione integranda introducendo, nuovamente per
praticita di calcolo, I'integrale

i, = / /g6, (CiLr)
/ A/~ (8,1 L1 + C1 64L)

(4.27)

oL oL oL v
d4x1ﬁ{§1,x 5,X L1+ (1 (&715% sl ! S + o 2RV )}
4 pv 1 L[ 5LI pv
d TV =g C1,x Gupudg” L1+ (1 **¢ (=Vedgas + Vadges + Vgdgae) (17— 5us dpap + 37

/d4frv {¢u¢u€1 xLr +CI }5 "+ Y

Nel secondo passaggio dello svolgimento ottenuto dalla definizione (4.27) si ¢ utilizzata la regola di Leibniz per
decomporre 04(CrLr) = 04¢r L1 + (1 gLy, nel terzo passaggio si € usato il fatto che 0,¢; = (7 x ;X e si e
impiegata la definizione (2.7) per espandere 6,£;. Al quinto passaggio, oltre al fatto che d;,¢ = 0, si sono inserite
le espressioni (4.10) ed (4.11) e nell’ultima riga si ¢ definito l'integrale

0L

6% (4.28)

1
Vi = 5 [ dov=g0" (-Vedgus + Vadgs + Vidgnd) G gy

)o] o]

= —%/d4x\/jg{ “(Vebgap) G Qf +¢ (Va‘s-‘kﬁ)cf ¢ 0" (Vadgac) &r %ﬁ}
[ de <_ R T M;aﬁﬁ;) G Ve
e o [ o e )] (o e
T e i ) e
T2 /d V=gV {(¢ 6¢>Qg - 6¢>55 - ;qu:) Q} (—gangs69"")
= / d'zy/=gV. {5 G (gaugﬁuqf ﬁ ‘gﬁ”‘z’”@ e ;af )}5 :

= /d4x\/jg {Qafw + C[,Xﬂiu} agh”

L’integrale Y(Iu) ¢ stato ulteriormente semplificato. Dopo aver distribuito i termini nella seconda uguaglianza

della (4.28), nel terzo passaggio si sono rinominati gli indici contratti nel primo e secondo termine (per la precisione
rispettivamente « <+ € ed 8 <> €) per poter poi raccogliere V.0gns a fattore comune. Alla quarta uguaglianza si
¢ effettuata una integrazione per parti pre poi eliminare il termine di superficie al quinto passaggio. Impiegando
infine il fatto che dgag = —gapgs 09", si giunge all’espressione finale proposta nell’ultima riga e decomposta in
termini dei tensori

1 . oL 5L1 L1
ah, = gve (gwg[w Mif — 9By 5des — Gaptdu 5 %e) (4.29)

1 5L 5L; 5L; 5L; L1
5 {ga,u,gﬁu [ )5¢a5 ¢ v ¢ :| - gﬁu |:(v ¢H) ¢ ()bll« ¢ ﬁ:| - gau |:(V€¢V)5¢ae ¢V 6¢ae:| }
1 Lr e OL; 5L SL1 5L 8L
-1 { Genr [qss Lk veé%ﬁ] —gp [qﬁm +¢uve%} ~ o {%w L6V J%J }

I _ 1 V (5,61

v = 5 < 5¢ gﬁuqﬁum — JoauPv 5¢a5) (4~30)
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o 5[»[ 5[,[
= ¢ ¢€o‘ ( l/d) S Ja ¢V )
¢ —98vPu 36 Jop e
collezionanti rispettivamente i contributi di Y(Iu) proporzionali a (; ed (r x. Al secondo passaggio dello svol-

gimento (4.29) si ¢ applicata la derivata V. al termine tra parentesi e si ¢ introdotta la notazione compatta
Vep = ¢ nell’ultimo passaggio. Nell’espressione (4.30) si € introdotta la relazione V,(; = 2(r x¢,,.0", gia
giustificate nell’ambito della deduzione dell’equazione di campo scalare. Utilizzando le e espressioni associate alla
variazione delle singole densita di Lagrangiana L£; (4.7) operata rispetto al campo ¢, ottenute nell’Appendice
C.1, le espressioni esplicite di al[w e ﬁ[w sono proposte in Appendice C.3. Collezionando i risultati ottenuti (4.27)
(4.28) nella (4.26) si ottiene dunque

Y = */d%\/ ( gwﬁzﬁz) 59" + Y1 (4.31)

— - [d'ov=g ( gwcz&) g + [ d'ev=g (mmczxﬁzm : W>6 Y

/d zv/—g ( gWCIEI> 5g"" + /d zv/—g (¢M¢VCI xLr+ C15 W) 5g"" + /d zv/—g (Czaw + (1, Xﬁw) e

6L; v
/d4I\/ { g‘u,yCIEI + (Zsp()bVCI XEfI + CI(; v + CIO{/JJ/ + C[ Xﬂ,u,u} 69”

= /d4$\/jg{CI (afw - 29,uu (;SE ) +CIX (/Buu +¢)M¢V‘C1))}

E/d‘lmy/ng,i ogh

dove in ultima riga, una volta raggruppati opportunamente i termini risultanti, si & introdotto il tensore

1 0L =
W_cf( O = 59w Lr + 50 ’)+<zx(ﬂw+¢m£z)) = AL + xS (4.32)

decomposto in termini dei tensori

0Ly

(Sg"“' E;Il,u = 6;{1/ + ¢H¢VLI (433)

1
A,uu = a;ILu - gguuﬁl +

collezionanti rispettivamente i contributi di H fw proporzionali a (; ed (r x. Utilizzando ’espressioni associata
alla variazione delle singole densita di Lagrangiana L (4 7) operata rispetto al tensore metrico g"” ottenute
nell’Appendice C.1 assieme alle espressioni esplicite di a L€ ﬁ ., broposte in Appendice C.3, si dimostra che

A;lw = (z’;w(bp p T ¢p¢puv - ¢u¢p pv — v’ pp %guu(ﬁpaqﬁpo

Al = 59w 087 0+ 9t p” 0 — budn " p— dudu”

Ay = =30ubv8” 07 o + 918" b0 " po + 3918”876  baps — 300 B 0 + 5000 Dupd” o — 3’ by T dpo
- %¢u¢p¢a¢umf - %gi)uqbp(ﬁypqﬁ” o ¢u¢p¢u H¢pa - %¢u¢p¢a¢upa

Ay = =ubv 8" bpo — 0ubr 0 07 op — 398 b0 " Bpo + 6" dupdo

ALy = 30,6° "8 puatdpe — budud” 8’ bapd” o — 60" 6" Puadpo
= 20u606° 0" ba. " Gpr — budvd” 67 bapo — 59ur$ ¢ 8" bapdpo

Huu = 209" puvdpo — 20u8°Pp " Pro — 2000 b1 Ppo + Pubud” Ppo (4.34)
=20,00"0"0apd” ¢ — 20,0 $1pd” 6 — 2008"Dupd” o + Pudrd’ 107 o
w = 9ur®” 9 9" 67 Gapdpr — 040”8’ D buadpr — $u0" ¢ ¢ Puadio
S = —udv 0”0 ba " Ppo
B = ~$udu 8”6 8" bapdpo
Il lettore interessato € rimandato sempre all’Appendice C.3 per una completa esposizione del calcolo per ottenere

quest’ultime espressioni proposte. Si consideri ora il secondo integrale della decomposizione (4.25), dalla cui
definizione & possibile applicare ulteriori semplificazioni dei termini. Infatti

Yo = /d4x\/—g {% V9 (mR — kA) + négR} (4.35)
F
= [[atev=g {~Jousa R = k) + 1 Ry 55 4 9 (75505 - 5,1 ) ] |

/ d*zv/—g { [ﬂgw(nR kA) + nRW} 3g* + 1V (g“”5gfﬁu - g‘“%l“,”w)}
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= [ dov=a{~ jouu - n) + B | i
1 1 ™
/d z/— { <R,w — igWR) + §I€Ag,w} 6g"
— /d4m\/—g {n Guv + %KAQMV} 5g"”

A partire dalla definizione (4.35), alla seconda riga si sono introdotte a le variazioni del determinante metrico
(4.8) e dello scalare di curvatura (4.13). Nel terzultimo passaggio si ¢ eliminato il termine di superficie mentre
nell’ultimo si ¢ identificata la struttura del Tensore di Einstein 4-dimensionale definito in (2.5). La manipolazione
del terzo addendo della decomposizione (4.25) risulta facilmente eseguibile utilizzando le variazioni (4.8) ed (4.10)

Y3 =/d4ac —ge {5%?9)(%9)(} (4.36)

/d zy/—ge {—fgwég“”X +¢u¢u69;w:|

~ [dev=g { (aww%XgW)}ég“"

La stessa cosa puo essere detta per il quarto ed ultimo integrale

Y E/d zv/—g (\/\/:g.c m) (4.37)

- /d%\/fg{% (,J‘Z_igtsg (ﬁ@))}w

= /d4a:\/—g {—%TMU} 6"

dove si e introdotta la ben nota definizione del Tensore Energia-Momento.

.. 2 8y (V=9Lm) (138

VeI

Collezionando i risultati (4.31), (4.35), (4.36) ed (4.37) nella definizione (4.25), si ottiene finalmente che la
variazione del funzionale d’azione (4.1) rispetto ala metrica g"*” sara dunque

5
5,8 = ZY(II) + Yo +Ys) + Yo (4.39)

I=1

5
1 1 1 v
= /d4x\/ ) {ZH;{V +nGuw + §“A9Lw +e (¢u¢u - ng;W> - QTHV} dg*

I=1

L/ d4x\/jg{ [ (MV— ng) P>

I=1

+ 27] Guu + HAgulz - Tuu} 69””

1
= 5 /d4l'\/ —g {ZHMV + 277 G,uu + K/Ag,uu - Tuu}égulj
= %/d4x\/—gEg[£} 5g"

dove alla penultima riga si € introdotto il tensore
1 5
Hy = 56(2%% - Xglw) +> ], (4.40)
I=1

e dove nell’ultima uguaglianza si & definito il tensore di Eulero-Lagrange associato alla variazione tensoriale §g”.
Ey[Lluw =2Huw + 20 Guw + 6AGu — Tyw (4.41)

Imponendo la stazionarieta del funzionale d’azione 6,5 = 0 per ogni valore di dg"”, I'’equazione di campo scalare
sara dunque

Eg[L]w =0 (4.42)
ovvero

2H[JJJ + 277 G/,UJ + K/Aguu = T,u,u (443)
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4.5 Equazioni di campo scalari-tensoriali degeneri

Introdotto I'indice di classe® ¢ = {Ia, Ila, Illa, Ia N Illa, la*} rappresentativo delle relazioni tra coefficienti (7
indotte dalle condizioni di degenerazione in Tabella 1 e Tabella 2, nelle approssimazioni adottate i coefficienti (;
hanno espressioni come quelle esposte nell’ Appendice C.4, dove tra I’altro vengono anche proposte rappresentazioni
delle loro derivate. Le Equazioni di campo scalari e tensoriali degeneri associate alla classe & ottenute in (4.18)
ed (4.42) saranno dunque

{E:f[c] =0

(4.44)
E;g (L] =0

dove a partire dalle espressioni (4.20) ed (4.41) si sono definiti gli operatori di Eulero-Lagrange di classe ¢
Ef (L] =V, JL Ef L)y = 2H,S, + 210G — kAGu — Ty (4.45)

espressi in termini della corrente J% e del tensore simmetrico H:f;, di classe €

5 5
< 1 P
Th = 2" =3 Tty Y, = Se(20u60 = Xgu) + > HE (4.46)
I=1 I=1

introdotti rispettivamente dalle espressioni (4.21) ed (4.40) e dipendenti a loro volta delle correnti J/., e dai tensori
simmetrici H l{f di classe € associati alle singole densita di Lagrangiana Lj

{J;tg = (P + P st

16 N ¢ =I (4.47)
H,uu = CI A[JJ/ +CI,XE/,UJ

introdotti rispettivamente dalle espressioni (4.22) e (4.32). Siricordi che G, ¢ il Tensore di Einstein 4-dimensionale
definito in (2.5) e che T}, ¢ il Tensore Energia-Momento definito in (4.38). I tensori II}, ¥4, A/Iw e Xi,, possiedono
espressioni esplicite fornite da (4.24) ed (4.34).

4.6 Strutture cosmiche statiche e sfericamente simmetriche nella sottoclasse dege-
nere ¢ = la*

Per le equazioni di campo scalari-tensoriali proposte in (4.44) si considerino soluzioni cosmologiche nel vuoto, ossia
in assenza dei contributi di materia aggiuntivi alla presenza di una costante cosmologica A, del tipo De Sitter
che espresse nelle coordinate di Friedmannn-Lemaitre-Robertson- Walker(FLRW) (7, p, 6, ) siano parametrizzate
dall’elemento di linea

ds® = guydatdzs” = —dr? + "7 (dp® + p*d3) (4.48)
e dal profilo del campo scalare
¢(1) = vot (4.49)
dove vy € una costante non nulla, dove 7 rappresenta la coordinata temporale, H rappresenta il Parametro di
Hubble costante e dove dQ3 = df? + sin?(0)dp? & I'elemento di angolo solido tridimensionale. Il profilo (4.49)
¢ ispirato all’usuale parametrizzazione di background adottata in contesto di Ejffective Field Theory [29] per la
trattazione di tematiche affini a quelle della presente sezione. A partire dalla definizione (4.48) si calcolino le
componenti della connessione di Levi-Civita 4-dimensionale I'j,, in base alla definizione (2.1) e a partire da esse si
esplicitino da un lato i coefficienti del Tensore di Ricci (2.3) Ry, , dello Scalare di Curvatura (2.4) R, del Tensore
di Finstein (2.5) G, 4-dimensionali e dall’altro le componenti, definite dall’operazione di derivazione covariante
4-dimensionale (2.2), di ¢, = V.0, ¢ = V., Vo0 € ¢, = V.V, V,0. 1l lettore interessato ad una visione
esplicita di tali risultati & rimandato alle espressioni in all’Appendice C.5. Dunque, a partire da tali oggetti le
equazioni di campo scalare e tensoriali (4.44) saranno:
JL =0
. (4.50)
Eg [LLW =0

con % indice di classe!. Le espressioni esplicite delle componenti JZ, E;g [£], definite in (4.45) ed associate all’e-

lemento di linea (4.48) sono fornite in Appendice C.5.1. Poiché di nostro interesse, si riportano le rappresentazioni
degli operatori di Eulero-Lagrange scalari e tensoriali per la sottoclasse ¢ =Ia*:

Jhax = 2(— 6H G x¢* + 6H*C1 + €) ¢
ES L), = 12H%C x¢" — 18H?1¢% — 6Hn + kA — €¢)? (4.51)
BL), = —6HC1d” — 6Hn + 8H(1 x3°) — SHG 6 + KA + ¢

40 Le classi Ib, IIb, IIIb, IIlc non verranno trattate poiché presentano settore metrico degenere
41 Si inizi calcolando il determinante metrico dalla definizione (4.48)

g=detgu, = 32 sin% ¢



Pagina 37 4 Strutture cosmiche statiche e sfericamente simmetriche in teorie gravitazionali qDHOST

con Ey[L)P, = E,4[L]%, = E4[L]?,. 1l punto ~ ad apice indica la derivazione rispetto alla coordinata temporale

7 mentre i doppi indici greci nelle espressioni sono componenti dunque non vanno intesi sommati. Si ottengano
le equazioni di campo scalare e tensoriali impiegando tali espressioni nella (4.44) e si imponga il profilo delle
soluzioni scalari proposto in (4.49)i:

—6H?¢1 xvg +6H?¢ +¢=0

12H?C1 xvo — 18HCrvg — 6Hn + kA — evg =0 (4.52)

—6H*Civg —6H*n+ kA +evg =0

In verita nel sistema sono solo due le equazioni indipendenti*?:

—6H?C1 xvg +6H* ¢ +e=0
{ ¢1,x0p Gte (4.53)

12H?¢) xvg — 18H?Crvg — 6H?n + kA — evg = 0
Poiché le coordinate di FLRW saranno poco adatte a fornire una soluzione cosmologica di background asintoti-

camente ben definita rispetto allo spazio-tempo statico e sfericamente simmetrico che si studiera nella prossima
sezione, risulterd piti conveniente lavorare nelle nuove coordinate di Schwarzschild (t,r,0, o)

1 re M7
per cui il profilo (4.49) & riscrivibile
o(r,t) = vot + ;—}OI In(1-— H2r2) (4.55)

Si noti che ora la soluzione di background dipende ora anche dalla coordinata radiale e che trattandosi semplice-
mente di un cambio di coordinate la fisica sottostante al background di DeSitter & rimasta invariata.

Tornando nuovamente a parlare in termini del tutto generali, indipendentemente dunque dalla classe scelta,
si introduca ora nello spazio-tempo di background cosi descritto una struttura cosmica statica, sfericamente
simmetrica e la cui distribuzione di materia si comporti come un fluido perfetto, il cui tensore energia momento
sara dunque

TV = diag{ —e(r), P(r), P(r), P(r)} (4.56)

dove rispettivamente e(r) e P(r) denotano la densita di energia e la pressione. L’introduzione di una tale sorgente
modifica lo spazio-tempo di background. Lo spazio tempo sara ora descrivibile, sempre in termini delle coordinate
di Swartszchild (¢,7, 6, ¢) dall’elemento di linea

ds* = —e"Mdt? + >V dr? + 1703 (4.57)
e dal profilo scalare
o(r.t) = yo(r)t (4.58)

Le funzioni v(r), A(r) e yo(r) dipendono esclusivamente dalla coordinata radiale r e rappresenteranno le incognite
del modello proposto. A partire dalla definizione (4.57) si calcolino le componenti della connessione di Levi-Civita
4-dimensionale I'],, in base alla definizione (2.1) e a partire da esse si esplicitino da un lato i coefficienti del
Tensore di Ricci (2.3) Ry, , dello Scalare di Curvatura (2.4) R, del Tensore di Einstein (2.5) G, 4-dimensionali
e dall’altro le componenti, definite dall’operazione di derivazione covariante 4-dimensionale (2.2), di ¢, = V¢,
G =V Voo e ou, =V, V,V,0. Il lettore interessato ad una visione esplicita di tali risultati ¢ rimandato alle

da cui, osservando che a livello di background la corrente JZ, definita in (4.46) presenta solo componenti e dipendenze esclusivamente
temporali(si vedano a titolo d’esempio le componenti proposte in Appendice C.5.1 ) vale la relazione [31]

Ou/—yg j% _ A:Ve3Htr2 gin2 0 j% _ 3ijg
V=g e3Htr2sin? g

da cui per la (4.45)

Ui Jg =

- _ _ = - 1 B - 1 =\~
_ _ _ gt t _ 3 7t 2.7t ) _ 3 7t
0= VTl = Oullg + Tl T = Jig +3HT' = — (a JL +3a aJ%) = =5 (a*T%)
dove si ¢ introdotto il fattore di scala a(t) = et tale per cui H = % Il punto " ad apice indica la derivazione rispetto alla
coordinata temporale 7. Le possibili soluzioni per quest’ultima equazione potranno essere del tipo J% = a3 = e 3Ht gppure

Jfg = 0. Essendo le prime destinate presti ad annullarsi, ci si concentrera nelle soluzione proposta (4.50)
42 Si indichino le equazioni alla prima, seconda e terza riga presenti nel sistema (4.52) rispettivamente con I, II, III: la ITI & ottenibile
dalla I e dalla II con la relazione

IT + 2021 = (12H?¢; xvg — 18H?C1vd — 6H?n + kA — evd) + 203 (— 6H¢y xvE + 6H?¢ +¢) =111
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espressioni in all’Appendice C.6. Come nel caso del background, le equazioni di campo scalari e tensoriali (4.44)

saranno43

Je =0
© (4.61)
Eg [‘CLW =0

Lontano dalla struttura, a partire da una distanza radiale di riferimento che chiameremo r,, la soluzione dovra
asintoticamente tendere alla parametrizzazione (4.55). Denotato con ry = H ! I'orizzonte nello spazio-tempo di
DeSitter, nell'ipotesi 7, < 7 < rg si avra

o(r,t) = ¢o(r,t) = vot + ;—I(:l In(1- H27"2) v(r) 2 v(r)=1In (1 - H2T2) A(r) =2 Xo(r)=—In (1 - H27"2) (4.62)

dove si sono introdotte le espressioni di background ¢g, 1y, Ag necessarie ad esprimere ’espansione perturbata delle
soluzioni ¢, v, A in vicinanza della struttura:

o(r,t) = ¢o(r,t) + dp(r) v(r) = vo(r) + dv(r) A(r) = Xo(r) + 0A(r) (4.63)

Lo studio proposto sino ad ora € estendibile a tutte le classi degeneri introdotte. Tuttavia per semplicita, risulta
conveniente alla luce dell’analisi preliminare di questo elaborato, restringere il campo alle teorie presenti nella piu
semplice sottoclasse Iax ed in particolare in due differenti teorie caratterizzate rispettivamente dalla scelta del
parametro libero (; proporzionale ad X o fissato costante.

4.6.1 Analisi del sottocaso (; = f4X

Si specifichino le equazioni di campo del background alla DeSitter (4.53) al caso in cui (; = f4X dove orat?
X = —v2 e dove f4 & un arbitrario coefficiente costante:

12H? favg —e =0
2f o , , (4.65)
30H" favg —6H " n+ kA —evg =0
Definito il parametro ausiliare
2 kA
= 4.66
7 = 6H (4.66)

opportune manipolazioni algebriche permettono di ottenere a partire dalle equazioni di campo (4.65) le relazioni
n 2
.f4 = 37”61 (1 —0 )
2
. 4H*n

2
Vo

(4.67)

(1)

Si passi dunque allo studio dello spazio-tempo in presenza della struttura sfericamente simmetrica e si specializzino
le equazioni di campo (4.61) al caso in cui ¢; = f4X con ora*® X = —e~V¢? +e *¢'? dove il punto " ad apice indica

43 Si inizi calcolando il determinante metrico dalla definizione (4.57)

g= det Juv = e# 'r2 (459)

da cui, osservando che la corrente JZ, definita in (4.46) presenta solo dipendenze esclusivamente temporali e che detg dipende

esclusivamente dalla coordinata radiale r (in tutta generalitd per simmetria 6 pud essere fissato ad un valore costante di 5) vale
per la(4.44)

e Or/=g 1 (V=97%)'
0=V ,J =8, J0 + T8 JY =8, J" + =~ JY, = 0.J, + JL = ——{/=g0rJL, + 0r/—g Jo} = ~ 27
wlle = Onlig + Tian I = OuJig + == 0t = OrJig + == i = =4 T 2 N=r
da cui
r \/ v 2 Ir !
0=(V=g9J%) = (e T J<g> (4.60)
L’apice ’ indica la derivata spaziale lungo la coordinata radiale r. Le possibili soluzioni per quest’ultima equazione saranno

necessariamente del tipo Ji; =0
44 Ricordando che per il background ¢ = (1), segue facilmente dalla definizione

X = uot = g" pudy = " 1 = —¢* = —v3 (4.64)

dove il punto * ad apice indica la derivazione rispetto alla coordinata temporale 7
45 Ricordando che per il background ¢ = ¢(7), segue facilmente dalla definizione

X = ¢udt = g" dudy = g brdr + g brdr = —e VPP + e N2 (4.68)

’

dove il punto " ad apice indica la derivazione rispetto alla coordinata temporale t e dove ’apice indica la derivazione rispetto

alla coordinata spaziale radiale r.
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/

la derivazione rispetto alla coordinata temporale ¢ e dove ’apice ' indica la derivazione rispetto alla coordinata

spaziale radiale 7. Sfruttando le quantita in Appendice C.6 ed imponendo il profilo (4.58) esse saranno*®
100/ 6% fare™ — 80/ ¢"* fare” + 2¢° faXre™ — 8¢'% fae” + ree’t* =0 (4.69)
4 Cax 10 Cban, 20 P s P .,
f4¢¢>\/ 22 f4¢¢/2 22 ¢¢¢f 2 1 4% f\%e —%e
12 ’
Wy g 168 pnp o e n pon e e 2 Mo _o )
72 2 r r2 2
14 PSS (1174 Cax 20 2 L L Ze
v ¢ ¢J/2f 2x  LUY ¢l4f4€ 3A_|_ Tl/ne A f4¢ ¢)/2 2>\ ¢ ¢) ¢uf 2>\ 266
72
B 122f4¢/4e—3/\ 8f4 BJa y3yemv=2r | ¢2€6 +rA—p_21 _|_ Qﬂ A _0 (4.71)

dove alla (4.69) vi & j{a* =0, alla (4.70) E,[L]", = 0 ed alla (4.71) E4[L]", = 0. In possesso delle equazioni di
campo si intende ora ottenere, al di sotto dell’orizzonte cosmologico 7, la loro corrispondente espressione nel limite
di campo debole. A partire dall’inserimento dall’espansione (4.63) nelle equazioni (4.69) (4.70) (4.71) si assuma
per 'appunto che le correzioni cosmologiche, dipendenti dal parametro Hr < 1 al di sotto dell’orizzonte, siano
trascurabili rispetto alle perturbazioni dello spazio-tempo dv e 6\ dovute alla presenza dell’oggetto centrale?”. Le
semplificazioni per le perturbazioni del campo scalare risultano piu difficili: le non-linearita dovute alla presenza
di termini di ordine superiore potrebbero essere significative e dunque si e scelto di mantenere tutti i termini in
non lineari in d¢ che non siano soppressi da potenze dv™ ed dA™ con n > 1. Applicando tali criteri, le equazioni
di campo perturbate avranno infine espressioni, nel medesimo ordine:

464" — 3 (560 +6X)r=0
10£403 (8¢"* + 216’ 6¢"") — 2n(6A + rdX) +er? =0 (4.72)
2fsv3 (5@5'2 +2r6¢ 6¢") — 2n(6A —rév') — Pr? =0

dove fy ¢ fissato dalla condizione di background (4.67). Si lascia a futuri lavori lo sviluppo dei risultati ottenuti

e l'ottenimento delle opportune soluzioni. Si noti che ponendo € = —kg, n = %mil ed k = mil si riottiene il caso
studiato in [25].

4.6.2 Analisi del sottocaso (; = g4 = cost

Si specifichino le equazioni di campo del background alla DeSitter (4.53) al caso in cui {; = g4 = cost dove g4 &
un arbitrario coefficiente costante::

6H?gs+e=0
54 2 2 2 (4.73)
18H gavg + 6H"n — kA + evg =0
Definito il parametro ausiliare
2 _ KA
“* = Gy (4.74)

opportune manipolazioni algebriche permettono di ottenere a partire dalle equazioni di campo (4.73) le relazioni

n
ga = 2“0 (1 — w2)
) (4.75)
=T (-
0

Si passi dunque allo studio dello spazio-tempo in presenza della struttura sfericamente simmetrica e si specializzino
le equazioni di campo (4.61) al caso in cui (; = g4. Sfruttando le quantita in Appendice C.6 ed imponendo il
profilo (4.58) esse saranno®®

61/ $2gure™ — dv' ¢  gure” + 202N gare® — ¢*ree® — 4¢ % gue” + ¢ *r2ee’ =0 (4.76)

V ¢ g4 7‘2 V+2)\ ¢ (b g 2 2v+>\ v (z) ga 7_2 v4+2X iy ¢ (z) g 2 2v+A
§¢ 6T2€1/+3>\ + 10¢ ¢ )\ g4’f‘€2y+>\ _ 6¢ ¢ ga 62u+)\ + ¢ 6¢/2 2 21/+2)\ 12é4¢/¢1/g4re21/+k
+ ¢4HT2A€2V+3)\ _ 24'54A/r7762u+2)\ o 8(1')4947“2)\263)\ ¢ r 77662V+3)\ 4 245477@21/4»2)\ _ 2(1')477€2V+3)\

46 Data la lunghezza del calcolo esplicito, vengono qui riportati solo i risultati
47 In tal approssimazione si trascurera anche il contributo della costante cosmologica
48 Data la lunghezza del calcolo esplicito, vengono qui riportati solo i risultati
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— 1626 N gare® +84%¢ " gac®™ + %<ﬁ26¢/4r263'/+A +204°¢"° ¢ gare™ — 202 2 kr2Ae T

FAGREN e T 4028 % ur A2 TN 2024 P nee® T _ 42 g% pe

44620 e T 4 660N gare®™ N — 260 gaet N — %¢l6€r264u

—8¢"°¢" gare™ ™ + ¢ kr?Ae™ T — 2" N ppe

+ ¢ r2nee TN 4 29 e — 20 e = 0 (4.77)

_ l//2q2.54d),2947'26>\ + V/2¢.32¢/4g47‘261/ + I/,(i)4¢,2g47’26>\ _ 101//q2.54d),2g47'6)\
+ 21//(2.547'1762\ _ V/d)2¢/4g4T2€V + 16V’¢2¢/494T6V _ 41//¢&2()23/2T776V+>\ _ 61//¢/694T62V7>\ + 21/’@’41“7762”

+ %QB6€T267V+3>\ _ 2¢4¢/2946A _ % '4€¢/2T2e2)\ _ 4(2)4¢/¢”94TGA + ¢4K/I"2A63/\ _ ¢4T2P63/\ _ 2(}’541’]63>\

+ 2¢47762>\ + 8¢2¢/4g4eu _ %¢26¢/4T2€U+/\ + 4¢2¢/3¢/IQ4T€V _ 8(&2(#3'947“)\6)\ _ 2¢2¢/2H7‘2A6U+2>\
n 4d)2¢/2947ﬂ2>\26—u+2)\ i 2¢2¢/2r2P6”+2)‘ _ 4¢2¢/2neu+,\ i 4¢2¢/2neu+2,\ B 6(;5'694@2”_’\
+ %¢/66T2€2u + 8¢J/sg47”)\eu + ¢'4m“2A62”+>‘ — ¢'4r2P62”+’\ + 2(;5/47]62" — 2¢'4n62"+>‘ =0 (4.78)

dove alla (4.76) vi & Ji, = 0, alla (4.77) E,4[L]t, = 0 ed alla (4.78) E,[L]", = 0. In possesso delle equazioni di
campo si intende ora ottenere, al di sotto dell’orizzonte cosmologico 7y, la loro corrispondente espressione nel limite
di campo debole. A partire dall’inserimento dall’espansione (4.63) nelle equazioni (4.76) (4.77) (4.78) si assuma
per 'appunto che le correzioni cosmologiche, dipendenti dal parametro Hr < 1 al di sotto dell’orizzonte, siano
trascurabili rispetto alle perturbazioni dello spazio-tempo dv e 6\ dovute alla presenza dell’oggetto centrale*®. Le
semplificazioni per le perturbazioni del campo scalare risultano piu difficili: le non-linearita dovute alla presenza
di termini di ordine superiore potrebbero essere significative e dunque si & scelto di mantenere tutti i termini in
non lineari in d¢ che non siano soppressi da potenze dv™ ed dA™ con n > 1. Applicando tali criteri, le equazioni
di campo perturbate avranno infine espressioni, nel medesimo ordine:

2607 —v2 (36 +6X)r=0
—694(6¢'% + 2rd¢ 6¢") — 20 (SN +16N) +er? =0 (4.79)
—2g4 (5¢'2 +2ré¢’ 6¢") — 2n(6A — rév') — Pr®* =0
dove g4 ¢ fissato dalla condizione di background (4.75). Si lascia a futuri lavori lo sviluppo dei risultati ottenuti
e l'ottenimento delle opportune soluzioni. Si noti che rispetto alla precedente sezione le equazioni di campo

perturbate ora ottenute possiedono la medesima struttura®®: effetto di una diversa scelta del parametro libero
(1 della classe Ta* si ¢ tramutata in un diverso valore dei coefficienti numerici nelle equazioni del moto.

49 In tal approssimazione si trascurerd anche il contributo della costante cosmologica
50 Si noti che non & presente il parametro moltiplicativo vg poiché w? a differenza di f4 & definito con al denominatore v% e non vé‘



5 Conclusioni

Il punto centrale del presente lavoro ¢ lo studio di strutture cosmiche statiche e sfericamente simmetriche
nell’ambito di teorie scalari-tensoriali quadratiche di ordine superiore degeneri (qDHOST) introdotte da recenti
lavori di Langlios [26][27]. Sono stati svolti esplicitamente i calcoli di questi lavori deducendone una dettagliata
ed approfondita analisi delle tecniche e dei metodi. Si sono ricavate le classi degeneri in cui tali teorie sono
organizzate per evitare I'insorgere di particolari instabilita campistiche note come ghost di Ostrogradski [26].

Questa analisi preliminare ha permesso di sviluppare un modello di teoria gravitazionale scalare-tensoriale
quadratica di ordine superiore degenere invariante rispetto alla trasformazione ¢’ = ¢ + cost (4.1). Se ne sono
ottenute esplicitamente le equazioni di campo covarianti e le si sono utilizzate per descrivere la dinamica gravita-
zionale nelle vicinanze di una distribuzione statica e sfericamente simmetrica di materia (4.76)-(4.78), (4.69)-(4.71)
immersa in uno spazio-tempo 4-dimensionale di background di De Sitter (4.67)(4.75).

Tale calcolo e stato svolto nella classe degenere piu semplice che tuttavia ha esibito tutta la sua complessita
strutturale anche nel limite in cui il suo unico parametro libero e stato posto costante. Sempre in tale classe si e
visto come due differenti scelte dell’'unico parametro libero lascino invariata la struttura delle equazioni di campo
modificando solamente il valore dei coefficienti numerici presenti (4.72)(4.79). Queste espressioni costituiscono il
risultato principale del presente elaborato.

Le nuove equazioni ottenute (4.45) permettono di indagare concretamente come la condizione di degenera-
zione operi per garantire ’assenza di ghost e stabiliscono una esplicita interconnessione tra teoria ed osservabili,
evidenziando eventualmente l'insorgere di nuove evidenze fenomenologiche sull’Universo a grandi scale.

Si intende sottolineare l'originalita e I'importanza dell’analisi svolta in quanto archetipo per una ulteriore
estensione degli studi sulle nuove proprieta caratterizzanti i meccanismi di lente gravitazionale attivi in vicinanza
di stelle e ammassi estesi [11][21], sulla “rottura” del meccanismo di screening alla Vainshtein su piccole scale
all’interno di stelle e ammassi di materia [23][22] e sulle possibili modificazioni indotte alle equazioni di equilibrio
atte a descrivere le proprieta strutturali di stelle ed oggetti compatti [24].

Vi e la chiara predisposizione del presente lavoro ad estendere ’analisi svolta alle altre classi degeneri che,
a meno di particolari sottoclassi, allo stato odierno della ricerca sembrano contenere teorie scalari-tensoriali
quadratiche di ordine superiore degeneri del tutto nuove e prive di ghost [27]. Il modello studiato puo essere
naturalmente esteso anche al caso in cui i parametri liberi della teoria dipendono esplicitamente anche dal campo
scalare ¢.

L’abbondante quantita di termini che compaiono nelle espressioni proposte sia in calcoli simbolici che per
componenti ha rappresentato il principale vincolo al raggiungimento dei risultati proposti. Nel presente modello
le equazioni di campo considerano d’altro canto termini a tre indici che come ¢,,, = V,V,V,¢ rendono la
computazione difficilmente gestibile, soprattutto se il campo scalare ¢ dipende da pit di una coordinata.

Si osservi infine che alle equazioni di campo ottenute non e stata fornita alcuna soluzione il cui ottenimento,
come si & detto, & lasciato a lavori futuri®!.

La deduzione delle piu generali equazioni di campo e delle corrispondenti soluzioni nel contesto fisico studiato
costituira un possibile campo di indagine per studi futuri.

Sempre in tale direzione il lavoro [25] consiglia come ottenere a partire dalle equazioni di campo perturbate in
dv, 0\ e d¢ nel limite di campo debole (4.72)(4.79) 'espressione esplicita dei potenziali metrici ¥ e & comunemente
rappresentati nell’ambito della teoria delle perturbazioni cosmologiche nella gauge Newtoniana®?.

Altri lavori potrebbero essere compiuti per indagare le connessioni tra parametri liberi e coefficienti ottenibili
a partire da un contesto Effective Field Theory [29] in teorie scalari-tensoriali quadratiche di ordine superiore
degeneri.

Infine, per completezza, si citano i recenti lavori di Langlois [30] su teorie scalari-tensoriali cubiche di ordine
superiore degeneri (cDHOST) [30] in cui al posto di considerare come nel nostro caso Lagrangiane al pitt qua-
dratiche nelle derivate covarianti seconde del campo scalare si considerano Lagrangiane cubiche per i medesimi
termini. Il lavoro qui svolto & dunque estendibile anche a tutto il nuovo orizzonte di teorie cDHOST.

Il percorso affrontato nel presente elaborato vuole essere un esempio di come sia possibile affrontare un?indagine
sistematica delle possibili implicazioni cosmologiche ed astrofisiche introdotte dall?utilizzo delle nuove classi di
teorie scalari-tensoriali quadratiche di ordine superiore degeneri come teorie della gravita alternative alla Relativita
Generale.

51 Si noti che la seconda equazione dei sistemi (4.72)(4.79) & gia direttamente integrabile. Poi nell’ipotesi di limite non relativistico
il termine di pressione P sara trascurabile rispetto al termine di energia € che, integrato, generera un termine associato alla massa
della struttura cosmica considerata.

52 Una breve nota in tal caso deve essere fatta alla luce dell’analisi svolta dall’articolo in riferimento. Rimane aperta infatti la questione
sulle possibili tecniche con cui connettere le equazioni di background con le equazioni perturbate senza conoscerne esplicitamente
le soluzioni. Il lettore interessato & rimandato all’Appendice A del suddetto articolo per una breve introduzione alla questione.






A Sull’impiego delle condizioni di degenerazione per eliminare il gho-
st di Ostrogradski

La presente Appendice si occupera di fornire una intuitiva giustificazione sull’utilizzo delle condizioni di degene-
razione per evitare I'insorgere dell’instabilita campistica nota come ghost di Ostrogradski in una teoria scalare-
tensoriale di ordine superiore nelle derivate temporali dei campi fondamentali. A tal fine si introdurra un modello
semplificato che tuttavia permettera di riprodurre efficacemente le proprieta di degenerazione della teoria (2.9)
studiata. Percorrendo tale direzione, la sottosezione (A.1) si occupera di definire tale modello da un punto di
vista Lagrangiano ed Hamiltoniano ricavando le equazioni del moto sia per i campi fondamentali che per una
loro opportuna ridefinizione. A tal punto le condizioni di degenerazione ottenute in (A.2) saranno impiegate per
una analisi Lagrangiana (A.3) in una circostanza non degenere (A.3.1) e degenere (A.3.2) del numero di gradi
di liberta presenti nel modello. I medesimi risultati saranno ottenuti anche in (A.4), sia nel caso non degenere
(A.4.1) che nel caso degenere (A.4.2), previo una analisi Hamiltoniana®3.

A.1 Formulazione Lagrangiana and Hamiltoniana di un modello esplicativo
Denominata ¢ la coordinata temporale, si consideri una particella puntiforme ¢ = ¢(t) accoppiata ad n gradi di
liberta g = (¢*)1<i<n con ¢* = ¢*(t) e la cui dinamica sia descritta da una Lagrangiana del tipo

1 - 1. . 1. . - -
L=5ad” + Shod” + Shigd'q) +bidd' + cidg' =V (A.1)

dove a, ko, b = (b;)1<i<n € k = (kij)1<i<n sono costanti, dove V = V(¢, q) € il potenziale e dove il ponto denota
come al solito la derivazione rispetto alla coordinata twmporale. Evidentemente di ordine superiore, le equazioni
del moto per ¢ e le ¢° deducibili dalla prescrizione di Eulero-Lagrange saranno dunque®*

a' ¢ +b:G" —kop—ciG’ —Vy =0 (A.2)
br ¢ + kriG' + ckp+ Vi =0 :
dove si sono definiti Vj, = (%2 ed Vy = %' Al fine di calcolare il numero di gradi di liberta presenti in tale teoria,

risulta conveniente introdurre la ridefinizione Q) = qS per sostituire in (A.1) le derivate temporali seconde in ¢ con
derivate prime in @. Tale scelta emergera nella nuova formulazione di (A.1) tramite la comparsa di un ulteriore
termine che vincolo @) ad essere la derivata temporale prima di ¢

1 . 1 1 i i v .
L=5aQ’ + SkoQ’ + Skisd'd’ +biQd" +ciQd" =V = ANQ = ¢) (A-3)

dove X & il moltiplicatore di Lagrange associato al vincolo sopracitato. Si collezionino termini rilevanti a determi-
nare la struttura cinetica della teoria (A.3) nella Lagrangiana cinetica

Liin = 5 (aQ” + kigd'd +20:Q4") (A.4)
Le corrispondenti equazioni del moto della (A.3) saranno dunque

aQ + bii' — koQ — cid' + A =0

brQ + kriG' + Q4+ Vi =0 (A.5)
)}+V¢=0
$—Q=0

53 Non & scopo del presente elaborato indagare approfonditamente i dettagli ed i principi di analisi Lagrangiana ed Hamiltoniana di
un sistema. Si & tuttavia ritenuto opportuno introdurre alcuni semplici concetti in tale ambito al fine di condurre il lettore ad una
intuitiva visione delle giustificazioni e degli effetti sull’impiego delle condizioni di degenerazione al fine di evitare I'insorgere del
ghost di Ostrogradski.

54 Dalle equazioni di Eulero-Lagrange per Lagrangiane contenenti al pili derivate temporali seconde nei campi fondamentali & infatti
facile ottenere rispettivamente per ¢ e ¢

2oL doL oL d? , - v d ; .
0= ——-—7— —— F — = — bigt) — — (& iqt) — —
i 99 dta¢+6¢> iz (a¢+ tI> dt(o¢+cQ)

d 8L OL d . . .
0= —— — — = — (kpg* + b
dt 9gk  dq* dt< wd k¢+c’“¢>+

ov
OqF
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dalle quali®® ¢ facilmente visibile la presenza al pitt di derivate temporali seconde delle variabili. Per verificare che
la Lagrangiana (A.3) sia equivalente alla (A.1) si osservi la coincidenza delle corrispondenti equazioni del moto®S.
Nella formulazione (A.3) si definiscano i momenti coniugati

oL . ; oL i . oL
TQ = — =aQ + b’ m = — =k +6:Q +ci To = — = A =0 A6
?=30 Q +big og Pl Q+cQ “= %% A (A.6)
soddisfacenti le parentesi di Poisson non nulle
{rq,Q} =1 {mi, g’} =] {ms,0} =1 (A7)

e necessari a definire formalmente I’ Hamiltoniana, Trasformazione di Legendre della Lagrangiana (A.3)
H = {moQ+md' + 766 = L} 40y 4oy (A-8)

) y V| 1 . r ;

= (TQQ +mid" + mod — 50Q” = SkoQ” — Shisd'¢ = biQ4' +ciQd +V +AQ = 9)
2 2 2 Q) d(x)
*) 4(x) ¢ ()

=317QQ + Mg — 5aQ” — SkoQ” — Skij¢'q" — biQ4" + Q¢ +V +meQ
2 2 2 SN s

Q(x) 4(x)

dove si e sfruttata 'espressione (A.6) my = A per eliminare alcuni termini e dove si sono formalmente indicate
le dipendenze (%) = (Q,mQ,q, Ty, ¢, Ty, A). Si vedra in seguito che tuttavia non sara sempre possibile esprimere
Q(*), ¢(*) e dunque sara necessario individuare una definizione alternativa alla (A.8) per il conteggio dei gradi di

liberta del modello.
Si definisca in uno spazio (n + 1)-dimensionale Z la variabile vettoriale

_( @
r= (ml)ogjgn = ( ¢ (A.9)
assieme alle quantita®?
.1 0
_ [ az’ +kox” — A _ 0
f= (ff)ogzgn = ( —c;3 — V; ) p= (pI)ogzgn = ( c;a° ) (A.10)

Introdotta in Z la Matrice cinetica M associata alla teoria (A.3) come la matrice simmetrica (n + 1) x (n + 1)
contenente i coefficienti dei termini quadratici nelle derivate temporali prime presenti nella nuova Lagrangiana

(A.3)

M = (Myj) —( @ b ) (A.11)

o<, =\ by ki

& possibile definire da (A.6) il vettore momento coniugato
B T az® + bt 0 .
™= (ﬂf)oglgn = ( ; ) = < b;i® + kil ) + ( ¢;a” ) =Mz +p (A.12)
e riscrivere la nuova Lagrangiana (A.3) come
L= 3 {aQ + 9004 + kyd'd' | + Qi + JRQP -V - AQ - ) (A.13)

= %a‘:TM:i: +p"E+ %ko(a:o)Q —V =Xz - 9¢)

55 Dalle equazioni di Eulero-Lagrange per Lagrangiane contenenti al piut derivate temporali prime nei campi fondamentali & infatti
facile ottenere rispettivamente per Q e ¢*, ¢ e A

doL oL d ; - . _
Osz—izf bi.z — k i'l—)\
dt o0 0Q dt<aQ+ q) (koQ + cid’ = )
d0L oL d . . v
0= 292 % _ @ (b ar
dt 9 aqk i (it + ’“Q“’“Q)Jraqk

dOL AL dx oV

C“dob 0o @ 9
oL .
0=2"=0Q-¢

56 A partire dalle espressioni (A.5) si derivi la prima rispetto al tempo e si introducano nell’espressione ottenuta la terza e la quarta.
Sempre da (A.5) si prenda la seconda e si sostituisca la seconda

0=(aQ+bid" —koQ —cid' + X)) =aQ +b; 4" —koQ — c;i¢" + A\=a ¢ +b; 7" — kod — c;§' — V
0=0,Q + kpid" +cxQ + Vi, = b & + krid® + cxd + Vi

Le espressioni ottenute sono del tutto equivalenti a quelle ottenute in (A.2)
57 Si noti che componenti di oggetti definiti in tale spazio sono state indicizzate da lettere Latine maiuscole
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e le corrispondenti equazioni del moto (A.5)

Mi = f
AV, =0 (A.14)
é6—2"=0

L’apice T delle precedenti espressioni corrisponde all’operazione di trasposizione. Infine, impiegando le espressioni
(A.11) e (A.12) in (A.8) si ha’®

~ .7 1 B N -7 7 g 3 1
H= {TFQQ + miq — 5 [CLQ2 +2b;Qq" + kijq qj] —ciQq — §]€0Q2 +V 4+ 7T¢Q} ' (A.15)
Q) q(*)

= {wTj: — %:tTMi: —pli— %ko(aco)2 +V+ 7T¢JJO}
B(x)

1 1
= {(71' —p)li— §¢TM5C - 51«0(350)2 +V + 7r¢x0}
()

Come detto, Pespressione (A.11) della matrice cinetica avra un ruolo fondamentale nella determinazione delle
condizioni di degenerazione del modello (A.1).

A.2 Condizioni di degenerazione

Una Lagrangiana (A.13) & detta degenere se la corrispondente matrice cinetica (A.11) & degenere, ossia det(M) = 0.
In termini matriciali, sviluppando il determinante di M rispetto alla prima riga (a | by ba bs ... b,,) € possibile scrivere

a ‘ bl b2 bg bn
bi | ki1 ki kis ... kin
det(M) = det b2 k}gl k}gz (A16)
bn | kn1 ... i e kan
kin k2 ks . br | k12 ki3 .. by | k11 ki3
— adet ko1 koo — by det ba koo 4 by det ba ko1 + .
kni kn2o ... kan bn | kna ... knn bn | kn1 ... knn

= adet(k) — by det(Mo1) 4 ba det(Moz) + ...

= adet(k) + En:(—l)ibi det(Mo;)

dove Mgi = (Mo;)1<i<n © la matrice di ordine n che si ottiene da M elidendo la riga 0-esima, usata come detto
per sviluppare i determinante di M, e la colonna i-esima con 1 < i < n. Ogni addendo presente in sommatoria &
ulteriormente semplificabile. Si consideri a titolo d’esempio il termine con ¢ = 1. Sviluppando il determinante di
det(Mo,) rispetto alla prima colonna (by by bs ... b,)T & possibile scrivere

bl le le k14 kln
b2 kzz k23 k24
b1 det(MSl) = by det bs | ks2 ka3 (Al?)
b | kna ... vii ek
k;22 k23 k;24 le k‘lS k14
— by {bidet | Rz Res Cbpdet | R ks
kna ... o knn kna ... o knn

= bl{bl det(Ku) — by det(f(zl) + b3 det(f(gl) =+ }

= b { (- b KTy — (1) bR + (<) K+

= —det(k)(~1)" bl{bl(k’l)“ Fba(E)2 4 bs (K1) + }

= —det(k)(=1)" > bib; (k1) (A.18)
j=1

dove nel terzo passaggio Kjl = (/%j1)1gign ¢ la matrice di ordine n — 1 che si ottiene da k elidendo la riga j-
esima con 1 < j < n —1 e la colonna l-esima, usata come detto per sviluppare i determinante di My,. Al quarto

58 Gj osservi che alla luce delle nuove quantita vettoriali introdotte le dipendenze Q (%), ¢(*) risultano inglobate in @(x) con (x) = (z, 7)
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passaggio K7, ¢ la matrice dei complementi algebrici direttamente ottenibile da K 71 € che sua volta e connessa alla

matrice inversa (k~!)% proposta alla quinta riga®®. Tornando al caso generale e supponendo che k sia invertibile
¢ dunque possibile scrivere

b; det(Mg;) = fdet(k)(fl)iibibj ki (A.19)
Inserendo dunque ’espressione (A.19) in (A.16) si ottiene finalmente
det(M) = adet(k Z )ib: det(Mo:) = a det(k) — det(k) i(—n?ibibj (k™YY = det(k) {a — bib; (k—l)“} (A.20)
ij=1
Poiché si & supposto k invertibile la condizione di degenerazione det(M) = 0 & soddisfatta se

a—bibj (k)7 =0 (A.21)

A.3 Cenni di analisi Lagrangiana

Nella presente unita verranno analizzati in contesto Lagrangiano i gradi di liberta presenti nella teoria (A.1) sia
nella condizione di non degenerazione della teoria sia nel caso degenere, quando & soddisfatta la (A.21)

A.3.1 Teoria non degenere

Nel caso in cui la matrice cinetica non sia degenere, la prima equazioni del moto (A.14) permette di riscrivere &
in termini di derivate di ordine inferiore ottenendo, ricordando le dipendenze nelle definizioni (A.10), il sistema®°

B= M7 (280800 V(e 2h) = (e, 2%, 7,6, 0)
= Va6, (A.22)
¢ =a’

che per essere risolto richiede (n 4+ 1) @ (n+1) ® (1) ® (1) = 2(n + 2) condizioni in iniziali, rispettivamente per

(z, &, ¢, \), e dunque corrispondenti ad (n+2) gradi di liberta tra i quali, come ¢ evidente dall’eccesso di un grado
di liberta, & presente il ghost di Ostrogradski.

A.3.2 Teoria degenere

Ci si focalizzi nel caso in cui®! b; # 0. Introdotta la famiglia di vettori unitari

0
€(m) = (e(lm))oglgn = < 57, ) (A.24)

sia v generatore del kernel 1-dimensionale della matrice cinetica M ottenuta in (A.11). Esso avra come possibile
espressioneb?

v=(0")yepe, = ( " ) v = (Y (A.26)

59 Data una matrice A = (@rs)1<(r,s)<m di ordine m, la matrice dei complementi algebrici di A ¢ la matrice A° = (afs)1<(r,s)<m
ove a, = (—1)"5 det(As,) con A = (Grs)1<(r,s)<m la matrice di ordine m — 1 che si ottiene da A cancellando la riga r-esima e
la colonna s-esima. Inoltre se la matrice A & invertibile allora A¢ = det(A4) A~1.

60 Sj osservi che da al punto di vista delle dipendenze non c’¢ alcuna distinzione tra il potenziale V e le sue derivate.
61 La soluzione ad (A.21) con a = b = 0 & banale in quanto la lagrangiana (A.3) del sistema si riduce all’espressione

L= k@ + Q- V=A@~ 9) (A23)

non contenente derivate di ordine superiore e dunque ghost di Ostrogradski
62 Dalla definizione di kernel si imponga,

o _f a b 00 cw + b0’ bibj (K~ )”v +bv
0=Mv= ( b; ki ) ( v ) ( bjv0 + kvt ) ( bjv0 + kyjvt (A.25)
Dalla prima riga si ricava v® = —(k—1)% ijo che inserita nella seconda restituisce la relazione b; — k;; (k=1 = bj — 6; by =0 da

cui Pespressione proposta una volta fissato v0 = —1
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dove vJ = (k=1)7'b;. Proiettando sia lungo v che lungo il vettore €(m) la prima equazione del sistema® (A.14), ¢

possibile riscrivere quest’ultimo come
c (a’cl + vl:i?) + komo + Uj‘/j =)
i (& + 0°i°%) + cm@” 4 Vin =0

A + V=0 (A.27)
é6—2"=0
Imponendo il vincolo z° = (b ed effettuando il cambio di variabile
= 0 (A.28)
da cui 2 = @' + v'@, si ottiene da (A.27)
Cli’l + ko(f; + UjV]' =
Emiz' + cmp + Vin =0 (A.29)
A+Ve=0
Da (A.29) si derivi la prima equazione® e si imponga il vincolo A= —Vy sulle equazioni cosl ottenute, ricavando
(ko — vi%j?ij)g% + it = —0'Vid — o'V — Vi (A.30)
Si definisca nello spazio (n + 1)-dimensionale Z le variabili vettoriali
1 (¢ _ | —v'Vyi? —v'Vip—V,
y:(y )OSISn:( Zj ) h:(h1)0§15n2< J V. ¢ el ) (A31)
J
Introdotta in Z la nuova Matrice cinematica K
_ ko —v'Viiv? o
K:unﬁ%wmgz( o mj) (A.32)
il sistema (A.30) ¢ infine riscrivibile come
Kij=h (A.33)

Si osservi che (A.33) & un sistema di equazioni del secondo ordine per la variabile y. Supponendo che la matrice
cinematica K sia non degenere, quest’ultimo permette di esprimere ¢ in termini di derivate di ordine inferiore
ottenendo, ricordando le dipendenze nelle definizioni (A.31)

=K 'h{Z V(e.a'),0) = K {2V 6,4/ d)] 6} = (6.2 ,2) = j(y.) (A.34)
che per essere risolto richiede (n+1)® (n+1) = 2(n+1) condizioni in iniziali, rispettivamente per (y, §), e dunque

corrispondenti ad (n+1) gradi di liberta tra i quali, come ¢ evidente, ¢ ora assente il ghost di Ostrogradski. Con
procedura del tutto analoga a quanto svolto per la matrice cinetica M si ha che

det(K) = det(k) [ko Vi — ci(kfl)”c]} = det(k) A (A.35)
Si noti che se pure la matrice cinematica K e degenere, ossia essendo supposto k invertibile
A=ky—v'Vijv) —ci(k™)Y¢; =0 (A.36)

¢ possibile operare una ulteriore riduzione dei gradi di liberta della teoria.

A.4 Cenni di analisi Hamiltoniana

I’ambiente Hamiltoniano e certamente 'ambiente pit adatto al conteggio dei gradi di liberta di un sistema fisico
e in tal contesto si verifichera la validita dei risultati precedentemente ottenuti in ambito Lagrangiano.

63 Ricordando che v appartiene al kernel della matrice cinetica, le proiezioni di M& — f lungo v e €(m) sono rispettivamente

.. -1 Clil+k0x0—)\ .1 1.0 0 i
0=v- (=)= f == () (TN ) =l ) ko 0 -
_ M _ 0 af‘C‘O + bli‘l - Cliil - kol‘o + A —b .0 k . .0 —k g i--0 .0
0=em)  (Mé—f)= s ) by 4 kyui + cyi® + V = bd? + ki@ + emd” 4 Vin = ki (8 + 0°2°) + cmd? + Vin
dove nell’ultimo passaggio si & usato by, i° = b,07,7° = by (k1) ki 30 = v ka0

64 Vale A = ¢3! + kod + 07V = 5 + kod + 07 (Vi + Vi) = (ko — v'Vijv))é + ¢ 2 +viVidd + 0 Viid + Vi

r=z—vd
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A.4.1 Teoria non degenere

Quando il determinante della matrice cinetica (A.11) ¢ non nullo, & possibile invertire la relazione (A.12) per
esprimere le velocita in funzione dei momenti canonici

=M ""(x—p) (A.37)
Dopo aver ottenuto anche la corrispondente relazione trasposta da cui raccogliendo
@ = —p) (M) =@ —p) M (A.38)
si inseriscano la (A.37) e la (A.38) nell’Hamiltoniana (A.15)
H= {(W—p)Tj:— %a‘tTMﬁc— %kOQQ +V+7T¢Q} (A.39)
& ()
_ 1 _ _ 1
=(m—p)' M '(r—p) = 5(m—p)" MMM (1 —p) = SkoQ" +V +7mQ
1 _ 1
ST =) M7 —p) = SkoQ +V +myQ

L’Hamiltoniana ottenuta ¢%° H = H(Q,nq,¢', mi, ¢, 74) dipendente dalle (n) & (1) & (1) coppie di variabili cano-
niche, rispettivamente (¢*, 7;), (Q,7q), (¢, 74), dunque corrispondenti ad (n+2) gradi di liberta tra i quali, come
¢ evidente dall’eccesso di un grado di liberta, & presente il ghost di Ostrogradski che si manifesta in (A.39) tramite
la patologica dipendenza lineare dal momento coniugato 7, che rende lo spettro del sistema energeticamente
illimitato inferiormente.

A.4.2 Teoria degenere

Come al solito ci si concentri sul caso non banale b; # 0. Si noti che anche in questo caso non & possibile invertire
la (A.12) per utilizzare l'espressione formale (A.15) Dal verificarsi della condizione di degenerazione (A.21) si ha

0=aQ—bi(k™")"7(b;Q) (A.40)
= (mq — big") = bi(k™") (m; — kiy¢' — ¢;Q)
=ng —big' —bi(k™)Y (1; — ¢;Q) + bidud’
=mq —v'(m — Q)

dove al secondo passaggio aQ = TQ— biq'iled ij =mj— ki gt — ¢;Q dalla manipolazione di (A.6) e dove nell’ultimo
passaggio si ¢ introdotta la definizione v/ = (k~1)7!b; fornita da (A.26), da cui il vincolo primario

Q=ng—v'(m — Q) =0 (A.41)
a partire dal quale & possibile definire ’'Hamiltoniana vincolata (in H. la ¢ sta per costraint)
He=70Q + mid" +ms¢p — L — puf (A.42)
= mQQ + md’ — a0~ TkoQ® — Lkud'd’ — biQd' + Q4+ meQ+ V —

1 ) N B y 1
= 5{ (27rQ —a@ — 2b;q )Q + (271'1- — kij¢’ — QCiQ)q } — §k0Q2 +7mQ +V — pfd
1 1
= §H0 — §k0Q2 -|-7T¢Q +V - ,LLQ
dove i e il moltiplicatore di Lagrange associato all’imposizione del vincolo primario e dove al secondo passaggio
si & inserita (A.3). Dalla definizione (A.41) e dal fatto che®®

Hy = (27TQ — aQ — 2b1ql)Q + (27’I’i — kijqj — QCZQ)(]Z = Wi(k_l)ijﬂ'j + Ci(k:_l)ijCjQQ — QCi(k‘_l)UﬂjQ (A43)

65 Si ricordi che V = V(q*, ¢)
66 A partire dalla sua definizione, uso a@ — mo0 — b;¢* ed ™5 — kij gt — ¢jQ = b;Q ottenute dalla manipolazione di (A.6) per riscrivere
i termini tra parentesi tonde, da cui:

Ho = (27q — aQ — 26:¢")Q + (2mi — kij¢’ — 2¢:Q)d"

(@ —b:id")Q + (mi + b:Q — i Q)d’

7QQ + (mi — Q)"

=bi(k™") (15 — Q) Q + (mi — ciQ) (k™) (m — ¢;Q) — bi(k™ 1) (mj — ¢,Q)Q
= (mi — Q) (k1) (1 — ¢;Q)

=mi(k™ )y 4 ci(k™ )¢ Q% — 2¢i (k™) m;Q

dove nel terzo passaggio si sono opportunamente raccolti i termini, dove nel quarto passaggio si € utilizzata la relazione
mQQ = (aQ + biq")Q
= [bib; (k™17 Q + bi(k™ 1) k;¢']Q
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posso riscrivere espressione (A.42) come

1 —1yij 1 —1yij —1yij i i
chim(k 1) J7rj—§{ko—c,-(k 1)J(:]'}Q2—|—{7T¢—ci(k 1) Tmi — pv c,—}Q—;mQ—i—;w m+V

Si noti che poiché € = 0 segue l'invarianza di €2 sotto evoluzione temporale

0=20Q (A.44)
{0}
_(@BHC_@8H0> (BEGHC_ 12)9) 8Hc) <87Q@HC_8798HC>
oQ org  Omg 0Q oq" Om;  Om; Ogt O¢ Omy Oy O
= {ko — ci(kfl)ijcj}Q — 7y 4 (k™) 4+ 0"V,

da cui la definizione del vincolo secondario
U= {ko—ci(k™")¢;}Q —mp +ci(k™)m; +0'Vi =0 (A.45)

che a sua volta, previo medesimo meccanismo

0=V (A.46)
={V,H.}
_ (87\118Hc B 87\118Hc> n (8\11 OH. 0V 8Hc) n <8£8Hc B 87\118Hc)
0Q Org  Omg 0Q oq* Om; om; 0q 0¢ Omy  Omg O
= p{ko — ci(k™)Y¢; — 'Ui‘/;'jvj}

definisce il vincolo terziario
nA=0 (A.47)

dove A ha la medesima espressione di (A.36). Nel caso in cui A # 0 (in ambito Lagrangiano si ¢ visto che tale
richiesta corrisponde ad una matrice cinematica (A.32) non degenere), il vincolo (A.47) impone g = 0 e non
sara piu possibile definire altri vincoli a partire da esso sancendo la fine dell’analisi e la possibilita di definire
I"'Hamiltoniana fisica Hpnys = HC|(q/,M)=0 a partire da (A.44)

1 —1yij 1 —1yij —1yij i i
Hyphys = {Qm(kz 1)]7Tj—§{k0—6i(k D) ]Cj}QQ“r{ﬂ'qﬁ_Ci(k Nig: — o Ci}Q—,UJFQ-i—/.M) m+V (A.48)

(¥,p1)=0
1 i1 s e

= |:§7l',(k 1) ]ﬂ'j — 5{/% — Ci(k 1) JCj}QQ + {7r¢ — Cz‘(k 1) ]ﬂ'j}Q+ V:|
1

—1vij 1 —1\ij i
5m(l€ h ]7Tj+§{k0—cz‘(k h ch}Q2+vVi—|—V

v=0

L’Hamiltoniana fisica ottenuta ¢57 Hppys = Hpnys(Q, ¢, ¢%, ;) dipendente dalle (n) & (1) coppie di variabili
canoiche, rispettivamente (¢*,7;), (Q, ¢), dunque corrispondenti ad (n+1) gradi di libertd tra i quali, come &
evidente, ¢ ora assenta il ghost di Ostrogradski. In Hypy, € inoltre scomparsa la patologica dipendenza lineare
dal momento coniugato 74 che rende lo spettro del sistema energeticamente illimitato inferiormente.

=bi(k™ 1) (b;Q + kadl)Q
= bi(k™ )7 (m; — Q) Q
assieme all’espressione
(mi — eiQ)d’ = (mi — Q) {(k™ ) [(m; — ;Q) — b;Q] }
= (m = eiQ) (k1) (m5 — ¢;Q) = bi(k™ 1) (mj — ¢;Q)Q
Nella relazione per TFQQ si & impiegata ’espressione (A.21) assieme ad Jli = (k:’l)ij kji nel secondo passaggio mentre nella relazione

per (m - ciQ)qi si invertita la relazione m; — kqul —¢;Q = b;Q, ottenuta dalla manipolazione di (A.6), in funzione di q’
67 Si ricordi che V = V(¢?, ¢)






B Delucidazioni su alcuni risultati intermedi impiegati per il calcolo
della matrice cinetica M,

La presente Appendice si occupera della deduzione esplicita di alcuni dei risultati intermedi utilizzati nella Sezione
“Teorie scalari-tensoriali quadratiche di ordine superiore” per ottenere ’espressione della matrice cinetica associata
alla teoria (2.9). Nei termini della notazione astratta introdotta nell’ambito del formalismo ADM(3+1) covariante,
la sottosezione (B.1) si occupera di valutare le rappresentazioni di alcune significative contrazioni del tensore Cab.cd
che introdotte nella (2.65) permetteranno alla sottosezione (B.2) di esporre la metodologia di calcolo utilizzata
per ottenere il risultato (2.66). Infine la sottosezione (B.3) fornira espressione esplicita delle componenti presenti
nella matrice cinetica M,

B.1 Fondamentali contrazioni tra C%° ed n,

Nei termini della notazione astratta introdotta nell’ambito del formalismo ADM(3+1) covariante si consideri il
tensore %@ definito in (2.14) ed il vettore unitario n, normalizzato secondo (2.31). Le fondamentali contrazioni
da 4 a 0 indici tra C*? ed n,, consistenti con le simmetrie di indici (2.13) e significative per il calcolo dei coefficienti
cinetici (2.65) associati al contributo scalare della teoria (2.9) alla matrice cinetica M, hanno espressioni

bed b d d b b oc d
C“nanpneng = %al n'n‘n’nnenpnenag + %al n*nn’nneneneng + aan’n’nn nenpneng— (B.1)
b d_a_b b d
OngaA nninanpneng — l043ACA NN’ NeNpNeng — ia;;AaAcn n“nenpneng—
b d b ad . b sc qd
4a4A An®ninansnen oz4A“A nnCnanyneng — ioa;A AN nnenpneng + as A A° A°Ananpneng
a sc 1 b sc 1 a sd
=1 +a — §a3A A° NaNp — EOﬁgA Al NeNg — Za4A Angne — Za4A Anyne — Za4A A ngng—
b sd b d
%a4A A%npng + as A A A° Angnpneng
=1 + o2 — C(3A*A* - Of4A*A* + OZSA*A*A*A*

d 1 a _d _b_e a_ b
nanbne—i—fa nNNnmnmnngMpnNe +asn n

bed b d b
C*“nanpne = %al nnn’n n°nnenpne — fchAaA nntnanpne — (B.2)
d b d
a3AeA n*nnenpne — fa4AaAen ninanpne — fa4A An*ninanene — fa4AaA nPnnanyne—
b ad d
LAY A nfnanpne + as A A A A% nyn.
1
d d b d d
=—a1n® — asn® + %053AQA n“ngnp — %agAeA Ne+
d b d d b
Loa A An ngne + l044A A°nnpne — l044A‘ZA Ng — 7014A A%y + as A A° A° A% npne
1
d d
= —a1n® — amn? + ong A.n? — 7043A Al ¢ a4A A.nt — fa4A AY L asALALALA

d

bed b d b by cd b e d
C*“nany = %041 nnn’n’neny + l041 nnn"nneny — aann’hneny + aan®*n nn“neny+ (B.3)

% 3 A A R an, — 2()43A“Abncndnanb agAcAdnanbnanb 4a4AaAcnbndnanb—
%a4AbAcn nnany — 7a4A“Adn nneny — Za4AbAdnancnanb +asA*AL A A% any
= %ozl nnd + 7041 n%n° — anh® + asnn? + 5043A“Abh6dnanb agA Abneningng — %agAcAd—i—
fa A Anin, + lcu4AbACndnb + %oa;AaAdnCna + %a;;AbAdn ny + a5 A° AP A Anany
= 5041 nn? 4+ a1 n%nC — anh® + asnn? + %Oég,A*A*th — %agA*A*ncnd — %agAcAd + %a4A*Acnd+

Lo A, ANS + as AL AL ACA

f e d _b_f f.d

cebrd nbndnenf + lczl n‘nn’n’neny + asnnbnin Nenf— (B.4)

neny = —son nn! K neny + lainn
1 e b f fad e f1bd e f
503A°A’n’n nenf—fong A nnnenf—i— LasA°ATh nenf—*Oé4AA n’n? NeNf—
a4A b Afpen? nenf 7044A6A n’nfn.n f — 704414 b AdnenS Neny + asA°A°Af A%, ng
= —5(11 pbd + 704 n’nd + 5041 ninb +a2n n? + 704 A APnd Ne + §o¢3AfA n'nyg + Za4AeAfhbdnenf—
%a;;AeAfnbndn@nf + lou;AbAfn ny + a4AeAdn Ne — la AP AT 4 asA°A° AT A%, nys
:—%alhbd—i—%alnn +3 Lo nnb +ann + 04314 Abpd + agA Adpb + a4A A, pbd_
tagA A’ n? + Las AP Aun® + Las A AR — Loy AP A%+ asALAPALAY

bed bd b d b d b d
C“ne = —%ozl n°nh’%ne + a nn‘n’nne — faln nihen, + a n°n®nbnn. — aann’hn.+ (B.5)

b e d d b d bd
asnn’nnne + §a3Ae Abhrcin, — 2a3AeA nnin, — fagACA nn’ne + 4a LA AR ne—
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4a LA AR nin, — lOc4AbAcn"ndne + loz A¢ AR, — 4a4AeAdn nne — fa4AbAdnen Ne + as A°AY A°A%n,
= 704 nhb? — a1 nn’nd + a ntnbe — a1 n%nbn® + aanlh®® — aon’nn? + a A°A R, — fa A A nnin +
LazA°A" + Loy AeAchbdne — s A°An ntne + La A A + 1 a4AeAdhbc
a A°AnPnsn, + fa4A b A9n° + a5 A°AP A Adn,
= %ozl nchbd — éal n°nbn? + 3 Loy ndpbe — éal n9nbn® + aen’h?® — aon’nn? + %O&gA*Athd—
%agA*Abncn + §a3AcAdnb + Za4A*AChbd — Za4A*Acnbnd + %oa;AbAcnd + %a4A*Adhbcf
Lag A, A% + Lo A" A%nS + 0z A, A" A°AY
O = Lag h*h" — Lag h*n’n? — Lar n*nh" + Lain*nn"n? + Las KA — Lag h*nn® — Lar n"n"h"+ (B.6)
a d b _c abycd ab_c_d a cd a b _c d | 1 byed 1 a 4b_c_d
7041nnnn + ash®h — ash™ nn —agnnh + asnn’nn +§o¢3AAh —5a3AAnn+
§a3ACAdhab — %agAcAdnanb + ioa;AaAchbd — ioa;AaAcnbnd + ia4AbAchad — ioa;AbAcnand—i—
1 A AR — 2au A AN + Loy AP AR — Loy A" A" nt + as A®APA°A?
Dopo aver sostituito C%°? con la parametrizzazione (2.14) in cui (4)Va¢> = A,, la prima riga delle suddette
espressioni ¢ stata ottenuta eliminando la metrica g, presente nella parametrizzazione (2.14) tramite la relazione
(2.32) hap = Gab + nanp. Nel secondo passaggio di ogni svolgimento si & imposta la relazione (2.42) h%n, =0 e

la normalizzazione (2.31) n®n, = —1 mentre nel terzo passaggio si & sfruttata la definizione della componente di
tipo tempo (2.35) A’n; = A, con successivo riordino dei termini ottenuti.

B.2 Rappresentazione dei coefficienti cinetici A, B“l ICab cd

Si considerino le contrazioni (B.1)-(B.6) ottenute in nella sottosezione (B.1) e le si inseriscano nella densita di
Lagrangiana cinetica associata ai contributi scalari (2.64) al fine di individuare le definizioni dei coefficienti cinetici
associati al contributo scalare (2.65). In particolare il settore scalare con tal sostituzione

A(¢)Az = {ﬁcab’wnanbncnd} A? (B.7)
= {a1 =+ — agﬁAi — oa;ﬁAi + asﬁAi}Af
= {# [al + ag — (a3 + a4)Az + a5A3] }AZ
espone 'espressione per coefficiente cinetico del settore scalare
Ay = [oz1 + g — (ag + 044)A3 + a5A3] (B.8)
Valutando analogamente il settore di mixing, con un opportuno riordinamento e riassorbimento dei termini ottenuti
B AcKea = { = 5 C Anany + 5 [C14° 4+ A namon } A Kea (B.9)

= {d Aanh™ — 1 A0k L E Ay ATAY - L Aan ACAY — ) Fay AL ANAS-
LA AR+ Fas AZATA - L e ACALAY — L au A ACAT 4 fasA2AC AT} ALK
= {2 h* A = Jag kA2 — Joa h AL AN + a5 H ALATA! — 2w ALACAT Y ALK
e non e difficile riconoscere 'espressione per il coefficiente cinetico del settore mizing
B = aa £ hAs — Sas L h A} — Sas L ALACAT + a5 FAZACAY — au L ALACAY (B.10)
= [21\7 (2042 — ongi)}th [ — ;‘1\*, (ag + 204 + 2045A,2F)]Acfld
= Bipyh + Bly A°A”

parametrizzato dalle funzioni definite nelle parentesi quadre
Blo) = 55 (202 — azAT) (B.11)
5(2@ —%3(063 + 204 — 2a5Af)

Essendo maggiore il numero di oggetti coinvolti nelle contrazioni, la computazione delle espressioni (B.1)-(B.6)
nel settore metrico della (2.64) risulta notevolmente pit lunga e difficile dei casi precedenti. Tuttavia si & ottenuto

K?gschachd _ {Cab,chz _ 2[Ceb,cha n Cae,chb] A + [Oeb,fdA”aAc + o0ebef jo 44 n Cae,cfAbAd] nenf}Kachd
= {%al R h* A2 + Lag R R A2 + ash®™hCAZ + Las A" AR A2 + Lag ACATh T A2+
1y ACAhY AT + 2y APATh AT + Ly AT AR AT 4 Lag APACh AL+ as ACAPACATAT -
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azA’h A" A2 — Loy AAKY A" AL — Loy AChP AT AL — 205 AACATAT AT — az AChTAP AT

Loy A AP AT — Sy ACh AP AT — 205 A" ACATAAZ — Lan hMAC AT + Loy ATRPIACAC—

Loy APATAAC + as ALAPALACAC A — ay B AT AT — Loy APACAC AT 4 L, AR A AN

205 AA°AZA" A — Loy h*CAPAY — Loy AT ACA" AT + Loy AZRCAP AT + ag,A“ACAEA’JAd}Kachd
= {3ar h*RAZ + Jaa hURT AL + 0o AL — Lagh AZACAY — Lot AZA A+

az AZAAPACAT — Loy nPACA° — a ACAPACAT — g WACAY — 1oy h“AbAd}Kachd (B.12)

1
2

dove nel secondo passaggio, oltre alla sostituzione delle relazioni (B.1)-(B.6) si & fatto uso della (2.45) per cui

A%ng, = A, ed AKy, = A°Kyp. Nel terzo ed ultimo passaggio si sono sfruttate le simmetrie indotte dalla
contrazione con il prodotto K., K.q per riordinare e riassorbire numerosi i numerosi termini che, raccolti nelle
parentesi graffe, espongono 'espressione del coefficiente cinetico del settore metrico

Kt = Jon R AL + Jan BB AL + ash®hl AT — Jash® ATAA? — Jagh® ATA® A"+
as AZA"APACAT — Lag WPPACAC — ay ACAPACAY — oy WA AY — Lag h*APAY (B.13)
= Loy A, (h°h™ 4 h*h) + an AZRP R — Log A% (R A AP 4 ot A° A7)
Lon [(hPHA°A® 4+ hP ATA%) 4 (@ AP A% + hP A% A)] + (a5 A? — a) A A® A% A
= a1 A2 Y’ 4+ 0 AZh* R — Lag AZ(R°P AT AP 4 R ACAY) —
o [AHCAD A% 4 he@ 4D A7) 4+ (s A? — ) A® AP A° A
= Wl hCRDY 4 2 Ry Lt (R AR 4 o ATAY) 4 Lk, [RFCAD A% 1 e 4D A9) 4 8, A0 A0 A A0
cpe, dopo opportune manipolazioni sugli indici in base alle possibili simmetrie con cui compaiono le strutture in
A® ed h? risulta parametrizzato dalle quantita

m<1¢> = A2 ’fib) = A2 (B.14)
Ii?¢> = 70{314,% K(¢) = 21
li?¢) = a5 A2 — oy

funzioni delle arbitrarie aj, ..., a5 introdotte in (2.14).

B.3 Rappresentazione della matrice cinetica

La presente unita si occupera dell’illustrare la metodologia di calcolo adottata per ottenere la rappresentazione
matriciale di & ed J¢ proposte nelle definizioni (2.92). Non verranno svolti i calcoli per tutti i coefficienti:
considereremo esemplificativamente la procedura per calcolare la componente J# 33 e tutte saranno ottenibili in
maniera analoga. Dunque ricordando le definizioni (2.89) ed inserendo ’espressione (2.84) nella (2.92) si ha

A = U3 KU, (B.15)
= &' UL W ChD Uy + K7 UL R R Uy + 36°US, (hUSAY + B A°AT) U,
+ 1RAUS, [RPCAV A 4 pe AY AT US, + K°US, A AP AC A U,
= &' UL W R U2y + kUL K R U,
= LR USLRR® UL + S USR R US + 62U R R UL,
— %Kl(U3)CdU3d + %Kl(U3)dc(U3)cd + I‘CQ(U3)aa(U3)bb
— ml(U‘Q’)Cded + KLQ(US)GG(US)bb

=K' (B.16)

dove nel terzo passaggio si e usata la relazione®® U 3(;‘4 = 0 e dove nel penultimo passaggio si sono utilizza-
te (U3)°U3, = 1 ed (U?),* = 0. Analogamente, sebbene i calcoli risultino tuttavia pitt semplici, inserendo
Pespressione (2.83) nella (2.92) si ha si ottiene infine

B =B"Uy, = (B'h + B*A%2"2") 202 = B + A°° (B.18)

%2 _ B“bUfb _ %(ﬁlhab +ﬁ2A2zaZb) (hab _ ZaZb) _ \/§B1

B = BUS, = % (,Blhab + 62/122“2"’) (uaub — vavb) =0

Aa

-— si ha:
[1A]]

68 Dalle definizioni (2.89) e sfruttando ’ortonormalita tra u®,v®, z® =

U3, A = [|AlIUZ,2* = L 1Al (uaus, — vavy)2* =0 (B.A7)
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%4 _ BabU;lb _ %(ﬁlhab -‘r,BQAQZaZb) ('U:a'Ub +Ub7}a) =0

B = BYUS, = 12 (ﬁlh“b + BQAQz“zb) (uazb + ubza) =0

A° = B*US, = % (ﬂlh‘lb + 52A22azb) (vazb + vbza) =0

S ¢

con A®AY = ||A||z%||A||z® = A%2%2® ed h¢ = 3. In particolare, organizzando le componenti ottenute in termini
matriciali, esse hanno espressione esplicita

a ¢c 0 0 O O m
c b 00 0 O n
0 0d 0 0 O 0
A= 0 00O d 0 0 7= 0 (B.19)
0 0 0 0 e O 0
0 0 0 0 0 e 0
dove si sono definiti i parametri
a=r"+r>+ 1212(/13 + /~c4) + (AQ)QRE’
b=r'+2x2
c=V2(k*+ %fpn?’) (B.20)
d= k!
e= k! + %A2K4
m = 61 +142ﬂ2
n=+2p"
Segue dunque che la rappresentazione della matrice cinetica sara
M, = (B.21)

coocos3 3I|n
cooa oolo
coa ocoolo
oo ocoocoolo
MeR=R=R=R=Il=)

cocoooo o3
cooco ool



C Delucidazioni su alcuni risultati intermedi impiegati per il calcolo
delle equazioni di campo

Al fine di ricavare esplicitamente le equazioni di campo scalari e tensoriali deducibili da (4.1), I'unita C.1 si
occupera di ottenere le espressioni delle variazioni associate alle singole densita di Lagrangiana (4.7), in particolare
L1 /6Py, 0L1 /6, ed 6L;/6g"”. Sempre nella medesima unita si otterranno anche le espressioni delle derivate
covarianti V,, (6L /6¢,) ed V(6L /d¢,,). Talirisultati verranno poi computati nella sottosezione C.2 per ottenere
le espressioni esplicite dei tensori ITf e X definiti in (4.23) e nell’'unita C.3 per ottenere, a partire dalle definizioni
(4.29) ed (4.30) di of,,, e B}, le espressioni esplicite dei tensori Al e Ef, definiti in (4.33). Infine la sottosezione
C.4 esporra il valore dei parametri liberi di classe C}g ed ng.

C.1 Variazione delle Lagrangiane £; e corrispondenti derivate covarianti

Si intende ottenere le espressioni associate alla variazione delle singole densita di Lagrangiana L£; (4.7) operata
rispetto al campo ¢, = V,¢. Osservando che

(5[,1 652

EM“ =0 5, 265¢, =0 (C.1)
le rimanenti variazioni avranno espressione
6£ v T O v T O
39, 00n = 99797 By (09x)b006x + 9" 9797 Gus 66100 (361) (C2)
"

= (g“”g"“g“%mmm + 9797 9" babrodap)
= (650" o0’ + dad” s6™*) 0y
= (20"¢" ,¢” )00,

ggﬁ 5¢u = gpo‘gu‘rrgp)\ (5¢0)¢W¢’ﬂ>\¢p + 9#0 T M(f’rf@f’uv@bm\ (M’p) (C~3)
= (39" 9" pabvotos + 97797 9"’ bpbvobap) Sy

= (679" op + 000" b "),

= (20" ¢" ¢p) 00

Se00 = 05707 (060 berbsdubpo by + 47470 6o (99)u b0t
997" 975 babrrds (66)bpo b + 97977 979 babrrdpdudps (560 (C.4)
= (97979 9" 0o b7 Gov e + 97 977G 97 P P3NP pu b+
97979 g badpdrdovdsy + 97 979" 9 badpdrdorden) 0,
= (0p95020"7 0" + brdpdrd™ 0" + Padprd™ ¢ + dadpdy ™ "),
= (49" ¢ 67 ¢" L po ) Oy
dove in tutti gli svolgimenti nel penultimo passaggio si ¢ eliminata la presenza del tensore metrico sfruttando
le contrazioni con esso delle derivate in ¢ per alzarne o abbassarne e gli indici che, una volta opportunamente

rinominati, hanno permesso di ottenere i risultati in ultima linea. Si consideri ora la derivata covariante (2.2)
delle espressioni appena ottenute. Valendo chiaramente

0Ly 0Ls
Vigs, =0 Viss. =0 (C.5)
utilizzando la regola di Leibniz sulle variazioni non nulle si ottiene infine
oL
Visg, = Vu (26787267 ) (C.6)
2(Vud”)¢" o p + 207 (V" 5)0” p +2¢07¢" 5 (Vud” )
= 2¢M U(bu U¢p pt 2¢U¢,u v a¢p p+ 2¢U¢V o¢p, p P
=2¢, p¢’u p¢a o+ 2¢p¢o o Pu v ot 2¢p¢u pOu 75
oL o v
Vigg, = Vu(2679"00,) (C.7)

= 2(Vu¢a)¢yp¢op + 2¢U (vu¢yp)¢op + 2¢U¢W(vu¢op)
= 2¢u J¢up¢ap + 2¢0¢M Vp¢<fﬂ + 2¢U¢Vp¢;wﬂ
= 2¢M p¢ua¢pd + 2¢p¢p a¢u v o+ 2¢p¢’ua¢upo
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B0 = V46" ay) (©3)

= 4(Vu¢’a)¢p¢g¢u a®po + 4¢® (vu¢p)¢0¢y aPpot
46%¢"(Vud®)9” adps +40° 8 6% (V0" a)dpo + 4% 9”07 ¢" o (Vo)
=46, "7 0" apo +490° 0 "9 P adpo + 40" b " P" ape + 4% 7B adpo + 40779 aupe
=4¢"9"9u 9" cbap + 8079 9" ¢" adps + 407" Papdu " o + 4679797 " appo
In tutti gli svolgimenti proposti, alla penultima uguaglianza si & ridefinita la derivata covariante nell’usuale
notazione compatta a pedice mentre all’ultima uguaglianza si sono rinominati gli indici contratti per riassorbire

contributi simili. In maniera del tutto analoga, ci si concentri ora sulle espressioni associate alla variazione delle
singole densita di Lagrangiana £; (4.7) operata rispetto al campo ¢, = V,V,¢:

Vi

SO0 = 05 (000) b + 05 By (360) (©9)
= (997" bpo +9""9" G0 ) S
= 2¢HV
662 6 y2% pa (S g po 6 C 10
5 Guv =9 (0¢uv)Pps + g v (0¢p0) (C.10)
= (9""9" bpo + 9" 9" po ) dyv
= (26" )0y
653 nr pTr N pv pTr oA
0P =g (0P )Pprdpodr + g G P (0P pa)dr (C.11)
0y
= (g" g”"gaﬂ D8P0 bpa + gp"g“ag”ﬁ b8Pabps)dun
= (9" 000" + ¢" 0" 07 5) 5
= (9" 0" bpo + 8" 078" )0y
654 o ,u,o' v p/\ ,ua' v p)\
56 0P =g G (0Puv)Pprrdp + g G0 Puv (00xr)Pp (C.12)
Ny
= (g" g""ga%mmmg” o f”’”mmm)ému
= (¢°¢"¢" 5 + 0" Do d™") 5
= (¢M¢P¢V P + ¢V¢P¢/A p)6¢uu
qu 0w = 9"'97" 97" 5 Da(6623) 05 Bubpr bv + 9797 57 9 Dabrrd B (30p0) bu (C.13)
Ny

= (979" 9" 9 bodpdpdrdary + 9779 9" 6" 050 by drbap) by
= (¢"0"¢p0r0™ + dpde " 0" 6”7 o
= (20" ¢ 6" bpo) 0y

dove, come al solito, nel penultimo passaggio si € eliminato il tensore metrico e nell’ultimo passaggio si sono
rinominati gli indici. Conseguentemente, considerando la derivata covariante di tali espressioni:

Vst = V,(267) (C.14)
oo =2V,¢""
=20, Vp
Vigs = Va2 ) (©15
" =207V, o)
_ 29Vp¢,u, o
Vit = Vi (g0 do + 080" ) (©16)
vp
= gup(v#¢a)¢a¢ao +g"" 9" (vu¢o)¢acf + 9" %7 (v,u¢ac)+
(vu¢y)¢p¢a o+ ¢V(vu¢p)¢a o+ ¢V¢p(vu¢a a)
=970 " bac + 9" 3 Pu " bac + 9707 buac + du "6 % o + ¢ u 9% 0 + ¢ P " o
= 29up¢a¢u ad’ad + gup¢a¢g¢uarf + ¢p¢u Y97 5 + ¢V¢u P97 5 + ¢U¢p¢u 7
Vit = Vi (0 o+ ) (©17)

= (Vi )67 o + 0" (Vud")’ o + ¢"6°(Vud” o) + (Viud")97¢" o + ¢°(Vud”)$" o + 607 (Viud” 5)
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=007 0+ 870" o+ 707" 0 + Iu 970" o + P70 o + 770" 5
=070 0+ 870" 0 + 8" 670u" 0 + 7Pu 0" o + 079" o + 7P

0Ls

\Y

0L
ogrv

0Lo
ogrv

6[33
6g“”

654
69“”

L5
dgHv

T

=20, " 070" ¢ pao + 20" ¢ "¢ 6" Pao + 20" ¢ G “ 7 bao + 2079 ¢ Pu " bao + 20”9 "¢ dpac

Vi (2078967 bac)
= 2(vu¢y)¢p¢a¢a¢acf + 2¢V(vu¢p)¢a¢a¢acr+

2079 (Vud™)¢” bac + 20" ¢ % (V1" ) oo + 20" ¢ 667 (Vo)

=200 ¢ " Pao + 20" "0 du " bac + 40" 8" du " bac + 20" ¢ %G Ppas

Volendo ultimare il presente studio variazionale, si osservi infine che olre che da ¢, e ¢,,, le singole densita di
Lagrangiana L definite in (4.7) dipendono esplicitamente anche dal tensore metrico g*” e si dovra dunque tener
di conto pure le variazioni di quest’ultime rispetto ad esso:

* = (69"")9"° Ppobur + 97 (09”7 ) Ppo v

(
::(9p0¢up¢vo +‘9pa¢pu¢au)5g“y
= (¢H« U¢VL7 + ¢U ,ud’o’u)(sguy

= (2¢u p¢Vp)5guV

" =(69"")9" buvbpo + 9" (09”7 ) bur bpo

dg"" =

(
= (ng¢HV¢pU + gpqupU(bMV)éguy
= (¢‘uu¢a o + (bo- a(ﬁ,w)(sg’“’

= (2¢w’¢p p)éguy

= (39")9"" 9" b brbpodr + 6" (69”797 v brbpadr + g 97T (697 ™) Buv b Boo b
= (9”79 bpdo b bpa + 977 9" $pdubpodua + 9°° 97 b b3 oo ban) 09"

= (¢p0s b ™’ + dpdv¢” op” +¢u¢5¢ o0’ 1) 0g""

= (¢ 07 purbpo + 206" bupd” + )09

(6 ) v pA¢o¢uu¢7\v\¢p + g“o(éguw) p)\¢o¢uu¢ﬁ/\¢p + g‘uogyﬁ(égp)\)(ﬁo'qbw/gbﬂ')\(bp
= (9779 babvBupbos + 9”79 babobputdvs + 9" 9™ Budo Spapy) 69"

= (60 dp " o + 6" G0 ubus + udod”’ 5.) 09"

= (G0 bu " bpo + "0 Bupbuo + dud’ b1 bpo ) 59"

(SQWQgOVg"agA5¢a¢ﬁx¢ﬂ¢u¢pa¢v4'9m%59m3 e Aﬂ¢a¢rA¢B¢u¢pa¢u
g gu(59ﬁa) Aﬁ¢a¢wk¢ﬂ¢u¢pa¢u—Fgp#ggugﬂa(59Aﬁ)¢a¢ﬂk¢ﬁ¢u¢pd¢v
(9779797 b b0 b drdapBuy + 979§ 650 6r Sy dapdrpt
9" 9% 9 b b0 ppdrdupbary + 9779 G b b PO puday )09

(0500 budrd” ™ + Ppdadrdu S i + budodpdrdn T8 + Potdadrd” ") dg"

= (4¢u %" Ppadpo ) 5g"”

C.2 Calcolo delle espressioni per IIf ed ¥

(C.18)

(C.19)

(C.20)

(C.21)

(C.22)

Al fine di ottenere le espressioni esplicite dei tensori ITf e 3% definiti in (4.23) per esprimere I’equazione di campo
scalare, si utilizzino le espressioni ricavate nella precedente sottosezione, avendo cura di adattare opportunamente
gli indici che opportunamente riordinati permetteranno una ulteriore semplificazione dalle espressioni ottenute
dalle suddette sostituzioni. In particolare per IT¥ si avra

m =

0L 0L
—V,——

Sy Sy

_2¢V vy

0Lo 0L

&2 vy,

o dup

(C.23)

(C.24)
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= _2¢HUU

(C.25)

=20"¢" 9", — (29" 0" by “Pao + 970" Puac + ¢4 V07 o + ¢ L MO o + ¢ M DL T o)
= 20" @ p — 207" Pao — OT P P 0o — PP "7 6 — TP DT o — ¢ P T o
=@ Q" PP ) =207 Pup — BV PN vy — P LB — P07,
0Ly 0Ly
0= 500 ™Y 5o
= 20" 0" Pup — (0700 "¢ 6 + 0", TP 6 + 0" o + 9P D o + ¢ TP o+ 7D o)
=" bup — " b’y — @ P = B — M Py — DD

(C.26)

_0Ls 5Ls

T TN

= 4¢" ¢ " D" Lpo — (26" 60" Du ¥ Pao + 26”00 by Pae + 46" 0% by T Pae + 26”0677 brac)
= 20" ¢ 67" Ldpo — 200" up0” « — 46" D" 8" b T Bps — 20" 8" D07 bupo

I (C.27)

mentre per X7 si otterra

5L
S =2 (qﬁ“ﬁl — bupd” M;ﬂ) (C.28)

= 2(¢M¢pu¢pv - 2¢Vp¢p¢uu)
=20"0" bup — 2070, "0"

(e (C.29)

=2(¢"0" o0 v — 200,0" 9" ¢ )
= 2¢H¢p p¢y v 445“ p¢p¢a o
=20"¢" v¢" p — 46" ¢" 9"

S =2 (qs“z:s P f(f; ) (C.30)

= 2{¢#¢’g¢y¢vv¢p p— ¢Up¢p (gu#qbaqsa(bav + ¢ " ) }
=20"9¢° ¢ P @’ p — 20" 1079 D7 bae — 2010”3 P " &
= _2¢V¢p¢a¢u V¢p<7

S =2 (¢“£4 G0y f(f; ) (C.31)

= 2{¢" 070" b "Pup — upd” (0”97 " o + 6" 078" ) }
=20"¢7¢" b "bup — 20000" ¢ 7" 5 — 2¢1,0" P 7 ¢" &
=—20"¢"¢°¢" Lo

N =2 (qs“,cs — P’ 56;; ) (C.32)

= 2(¢" 9% ¢" " " Pav Ppos — 200p0" P ¢ $%¢° Pao)
= 20" %" "7 pav Ppo — 4Pupd” " ¢ $% ¢ pac
= _2¢#¢Q¢V¢p¢0¢au¢po
si noti che le espressioni proposte sono del tutto identiche a quelle sottoposte in (4.24)

. . I =]

C.3 Calcolo delle espressioni per A, e =,

La presente sottosezione si occupera, con metodologia analoga a quanto esposto in quella precedente, della dedu-
zione dei tensori Afw e E{W presenti nelle espressioni associate alle equazioni di campo tensoriali. Tale deduzione
risulta tuttavia estremamente pitt macchinosa del caso precedente. Infatti, prima di passare al calcolo diretto di

tali oggetti, occorre ricavare per ognuno di essi ’espressione dei corrispondenti parametri ozllw e ﬂfw definiti in
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(4.29) ed (4.30).Per quanto riguarda gli o, si ha che inserendo nella definizione i le variazioni dell’Appendice
C.1:

oL oL oL oL oL oL
allw = % {gaugﬁu [d)eed(;ﬁal,g + ¢V 5¢a1,8] — 9pv [Qﬁeu@ + ¢uVe @} — GJap |:¢EVW:€ + ¢ Ve 6¢:€:| } (C~33)
= Lgaugpr (20 67 + 2076 *7) — 1950 (2040 + 20,0 C) — Lgan (2006 + 2006 *°)
= ¢ e(f’;w + ¢€¢€P«U - ¢eu¢€ v ¢u¢e ‘- ¢eu¢u ‘- ¢u¢eu ‘
= ¢7MV¢p p T ¢7p¢p/w - 2¢u p(bvp - ¢u¢p (27 ¢U¢p mp

O‘iv = % {gaugﬁv [¢6656<fo23 + ¢V ;dfjﬁ] — 98v [@i’eu;b% +¢uVe %} — Yap |:¢EU% + ¢uVe ;;;J } (C.34)
= 3 9angpr (20 9770 » + 207977 7 o) = 3950 (2019 » + 2009707 5) — 3o (20009 » + 26097 G 7 o)
= ¢e eg;w(bp pt+ ¢eguu¢e 7= ¢w¢¢p p— Pudy 7= ¢;w¢p p— Pvdu 7
=9uwd” o8 o + G’ bp " 0 — 2008 p — Pud” p — DL’

3 l c 0L3 6 0Ls3 B 0Ls 0Ls3 _ 0Ls3 0Ls
Quy = 2 {gaugﬂu |:¢e 56as +¢"Ve 5¢aﬁ:| 9gsv [Qbeu 5¢€*B + PuVe 7&;&65} Jap |:¢el/ 75@25046 + d Ve ‘6¢a€:| } (C.35)

= 590ngpu {6 (9°7 070" Bpo +6°07 0" ) + 0" (20°7 0 b " Bpo + g7 70 bepo + &0 “67 5 + %0 "7 ot
6°6° 67 o)} = 5950 {ben (976" D Bpo + "7 1) + 8 (207070 T bar + 9SS bear + 7D 67 o+
$°0 07 0+ 60767 0)} = 39an{ber (90"  bos + 606 ) + 64 (206" b T Ppo + 97D D Pepot
60 "0 o + 6D o + 6 0)}

= %(ﬁe egul/?bp(ba(bpd + %qﬁe €¢M¢V¢p ot (Z’Eg;w(bpd’e a¢pa + %(Zseguv(z’p(baqﬁemf + %¢€¢V¢su¢a o+ %df%qﬁeu(b” ot
39 Gudrde” o = 50un O bpo — 30eud Dvd’ b — 0ud” b1 " Pac — 50uP" D" bvac — 5PuPrde ¢7 o
%¢u¢é¢eu¢a o %¢M¢E¢V¢E 7 o %¢uV¢p¢U¢po - %¢eu¢u¢e¢p P ¢V¢p¢u Gd)pcr - %¢u¢p¢g¢upff_
166 0t o — 206,00 o — L0v0ud D7 o

= %Q#V¢a¢p¢ap¢g o~ %¢u¢u¢p p¢a o+ gMV¢a¢p¢a U¢p0 + %gw/¢a¢p¢g¢apv - %¢u¢u¢p¢p 76— ¢p¢g¢ul'¢pff*
3600 Gupd” o — Gud’ v " bpo — 360" Supo — 5u D9’ ¢ — v I bpo — 5P "D Bups

L4 0Ly

o =1 {gwgﬁu [ass AL~ ] on [aﬁm " mve%} ~ o [% Lo, f(f} } (C.36)
= 2001980 {0 (670°0" » + 87670 ) + ¢ (670 "¢ o + %0 T¢’ 5 + %070 T o + 670 8% o + ¢ T o+
"7 0 o)} — 3950 {ben (07070 p + 0780 ) + b (670 D’ o + DT’ 5 + 070 5 + 07 o ot
070 0+ "7 o)} — Lgan{ e (8770 + 0 0 0% ) + b (870 T o + 7D TP 6 + 0707 P o+
7P D" o+ 6P TP o + O D o)}
= 20c “0ud’ bup + b Du bup + 20 6 beutvo + 20 Gude " buo + 20 Gt bevo + 20°07 bevduo + 20 b b * buo+
16 000" bepo — 20t S Pup — EGeudp S » — 1307 be “buo — 30 b " buo — 3D S beve — 23t b o —
%¢u¢l/¢€ a¢€ o %¢N¢V¢U¢e ‘ o %¢eu¢u¢p¢€ P %¢eu¢e¢p¢#9 - é‘ﬁu‘pg‘i’é#(ﬁé o %¢V¢#¢e U¢E o
3008107 o — 30007 be “Buo — 3000 b T Buo — 3006 S epo
= _¢v¢p¢u G¢pa - ¢u¢p¢v U‘ﬁp(f - ¢H¢V¢pn¢pa - ¢u¢v¢p¢a op
R L L i R L R R et SECED)

= 390u98v {206 ‘0" D67 G0 + ¢ (207 ¢ P “Ppo + 20%87 07 de " dpo + 46D " b Ty + 20707 67 ep) } -
5950206000870 bpo + du (2079767 b “Pao + 20007 b "baw + 46°6° "6 T hao + 2097970  beac) } -
3901 { 200" 0 0”07 Do + b (20°0° 87 be “ bpo + 20”9 7 e “Ppo + 47D P e bpo + 20" D7D Pepo) }
=0 v’ bpo + ¢ G’ O bepdpo + O 0P’ S pevbpo + 20 GudL e * dpo + ¢ Gudr ¢’ S bepo—
Gend v’ bpo — Gudv 9”9 be “Pag — Gud 9" bevbao — 20,9 PP be * oo — P PP 7 beac—
v P 8" Ppo — dvP PP’ Gepdpe — Prdud” P de “Gpo — 200G P e " bpo — bGP P bepo
= _¢V¢a¢p¢a¢ua¢po - ¢M¢V¢a¢p¢a/9¢o o ¢u¢a¢p¢d¢ua¢p0 - 2¢u¢u¢a¢p¢a o‘bpa - ¢H¢V¢a¢p¢’a¢apd
dove in tutti gli svolgimenti nel penultimo passaggio si € eliminata la presenza del tensore metrico sfruttando
le contrazioni con esso delle derivate in ¢ per alzarne o abbassarne e gli indici che, una volta opportunamente

rinominati, hanno permesso di ottenere i risultati in ultima linea. Si consideri ora in modo del tutto analogo il
calcolo dei B{w:

5L, 5L > (C.38)

1 _ o € (Sﬁl _ _
/Bl“/ - ¢ ¢€O— <gaugﬁu¢ 6¢a5 gﬁl’djﬁ« 6¢€5 gaM¢V 6¢)a5
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= 0" beo (200ng5r 8 6" — 2950 0ud™ — 290,606
= 2¢U¢€U¢€¢MU - 2¢U¢SU¢H«¢€ v 2¢U¢eo¢u¢u ¢
= 2¢p¢a¢m/¢ﬂd - 2¢u¢ﬂ¢p U¢w’ - 2¢V¢ﬂ¢u o‘bpa

0L 5L 5L, ) (C.39)

ﬂiu = ¢ Peo <gaugﬂl/¢€ 3¢ap - gﬁt/d’u@ — Gapdu e
= ¢70co (200u9506°9°" 6" p — 205084978 o — 290u009°¢" ,)
= 2¢a¢ea¢€gu1/¢ﬂ p— 2¢U¢Vo¢u¢’p p— 2¢U¢MU¢V¢ﬂ p
= 29#V¢a¢p¢ap¢d o 2¢u¢p¢1/p¢o o = 2¢V¢p¢up¢d o

3 _ o € 0Ls3 _ 0Ls3 _ 0Ly
ﬂuu = ¢ Peo (gaugﬁu¢ 5bap 98vPu 5¢ep gau¢u76¢ae> (C.40)

= 07 beo {Gangsnd (9°°° " b + 6" ¢ 4" ) —
980 B (978 Bpa + 0678 ) — Gandu (97D D  Dps + 6 6°¢° ) }
= ¢a¢w¢€guv¢p¢w¢m + ¢G¢ea¢€¢u¢V¢p p ¢G¢W¢u¢p¢a¢pa_
0 beoPud v d” p — 8" buodvd’ D’ dos — ¢ beo b Pud P’ ,
= g8 8”07 bapdpo — dudvd D bapd” o — $ud” 8¢ bvadps — v ¢ ¢ Puadpo

/331/ = ¢ Peo (ga#gﬁu¢€ ;qf;; - gﬁud)#% — Gapdy ;{f;) (C.41)
= 07 beo {Gangond (670 0" o + ¢° 670" 1) — 980 b (67670 p + 6776 ) — Gandw (667", + ¢°¢ 0" ) }
= 07 Peod G’ bup + 6 bea P’ Bup — 07 Seo Pud D’ buo—
07 Geabudv S p — 8 Seo b dud’ S p — 6 beo b d S buup
= _2¢u¢u¢a¢ﬂ¢a U¢p0

0Ls 0Ls 0Ly > (C.42)

5 _ o e Y~5 9~5 Rt 3
ﬂl—bu @7 Peo <9au96u¢ 56ap s Pp 5¢ep Gap® e

= 6" beo (20009800 0 S 07 Doy — 208,00 " 67 D" Dpo — 29anrd® ¢ 8¢ bop)
= 20" beod Pubv 8D Do — 207 Geo Bt Dud’ 8 bpo — 207 beodu 3t 8P Pos
= —20,0,0" " ¢ " papdpo

dove, come al solito, nel penultimo passaggio si ‘e eliminato il tensore metrico e nell’ultimo passaggio si sono
riordinati gli indici per semplificare le espressioni. Impiegando le espressioni ottenute nelle definizioni (4.33), si
ottengono i seguenti risultati:

1 1 551

A;lu/ = QO — gguuﬁl + W (043)
= ¢’;w¢p pt+ ¢p¢pw’ - ¢u¢’p pv — v pp %QMVQWJU@SPG
Aiu = aiu - %guu£2 + ;glif, (044)
= %9#V¢p p®” o + guV¢p¢p 7o = budy ? p— Pvy g p
Ai,, = a::“, - %guu[{i + (;59% (045)
= %gw‘ﬁa‘ﬁpqsapqsa o~ %¢u¢»¢” pqﬁ(’ o+ guu¢a¢p¢a G¢pv + %guyqﬁaqﬁp(ﬁ”éaw - %¢H¢’V¢p¢ﬂ 7ot
5000 Dupd” o — Dud’ b " bpe — 500D bupo — 50ud" Pupd” o — Pu P B Ppo—
%¢V¢p¢a¢upa - %9#V¢J¢a¢oa¢p p
= 500000 p07 o + Gu 3“9’ Pa " Ppo + 390" Pape — 30uPv Dy o + 560D Pupd” o — Dt P T Ppo—
%stu@bp(bad’l/po - %¢u¢p¢Vp¢g o ¢V¢p¢u G¢pd - %¢V¢p¢a¢upd
Aﬁu = aﬁu - %guu£4 + ;glf:i (046)

= _¢u¢1f¢pa¢po - ¢H¢V¢p¢a op %QMV¢a¢p¢a U¢PU + ¢p¢o¢ul)¢v0
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é

Aiy = aiy - %QMVES + 5;]6”5” (C47)

= 30,0 0" bpadpe — Puprd” 9 bapd” o — 0P P’ ¢ Pradps
— 20,000" D ba " bpo — Gudvd” D’ 8" baps — 9u " S’ 3”07 bap oo

S = Biw + dudnLa (C.48)
=207 v Ppo — 20,8 " dvo — 200" B " bpo + Gudu P’ Ppo

Eh = B + dudu Lo (C.49)
= 2guv¢a¢p¢ap¢a o~ 2¢u¢p¢’l/ﬂ¢a o~ 2¢V¢p¢,up¢a o+ ¢u¢V¢p p¢o o

—3 __ 53

Spy = 6;1,1/ + ¢M¢U‘c3 (C50)
- guu¢a¢6¢p¢a¢a6¢po - ¢u¢u¢a¢p¢ap¢g o ¢u¢a¢p¢a¢va¢po - ¢V¢a¢p¢d¢ua¢pc + ¢M¢V¢o¢a¢aa¢p P
= 9”78’97 bapdpo — dud” 6" bradpe — bud" "G Suadpo

—4  __ 4

Spr = B,u,l/ + ¢u¢u£4 (0.51)
= _2¢H¢V¢a¢p¢a Ud)fw + ¢M¢V¢U¢a¢a p¢ap
= 7¢M¢V¢a¢p¢a 0¢pa

Zhy = Bpw + dudi Ls (C.52)
R N T

Si noti la compattezza dei risultati ottenuti, identici a quelli sottoposti in (4.34)

C.4 Espressioni per i parametri di classe (¢ e derivate Qfx

Sfruttando il mapping f =n, ay = (7, P =e¢ X — kA ed Q1 = Q2 = 0 tra teoria (2.9) e modello (4.1), i coefficienti
proposti in Tabella 1 e Tabella 2 saranno semplificabili. Proposti con le corrispondenti derivate rispetto ad X,
necessarie per il calcolo delle equazioni di campo scalari-tensoriali, essi saranno:

(Classe ¥ =Ia)

G1(C2,Csm) = —C2 (C.53)
3 2 2,02 _ g2
CalCa Caym) = 16X (5 + 12n¢;5 _gzj)in;?;:)z— X n¢s —8n°(s
2C2 + X(3) (—2¢5 +3X 4
(o Crp) = 2027 63)55(77%;4?;)2@{3 +4nGs)
Cx(C2,G3,m) = —C2.x (C.54)
Ca.x (Ga Gaom) = M{ (XGo +m) (=X nCaCa,x — 6X1CaCs,x — XnC3 — 6XnCsCo,x + 24X (5o, x — 4n°Ca,x
—6nCaGs + 120CaCa.x +8G3) + (XCa.x + G2) (X70G3 +12XnCaCs — 16X + 81°Ga — 120G3) }
1

G,x(C2,¢3,m) = S { (X¢2+mn) [(XC:s +202) (3X (2l x + 3X(3(2,x +41(3,x + 3(2(3 — 4(2(2,x)

(X¢+mn)?
+ (X s, x + Gs + 202, x) (3XCaCs + 4ns — 263) ] —2(X( +2G) (Xx + G) (3XCals + 4nés — 2G3) }
(Classe ¢’=IIa)

_ —4n® —2Xn6 — 8nX

G(C1,¢2,m) = X2 (C.55)
2
—2X
Ca(C1,C2,m) = %
8n3 + 6Xn? 8X
C5(C17<2zn) = U + 7;72)4(-134— nCQ

1

(3,x(¢1,¢2,m) = ﬁ{ — 2X2C1,X +2XG +8X + 817}
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Ca,x(C1,C2,m) = %{ —2X%C x +2XC1 — 477}

Go.x (G, Cay) {6X7nC1x +8X7Cax — 12X0C1 — 16X G — 247}

= X7
(Classe ¢=II1a)

Ca(C1,¢2,C3) = —2)% (C.56)
2 _ 2 2
G5(G o, Go) = ST (ff‘;ﬁ; X
n=20
Cox (Gt Gor o) = g (~2XCax +2G1) (C.57)
@x@h@@ﬂ:Iﬁzfiigﬁ@xaﬁ+xg@X%&m~nxggx+axé—axggx—2@@+4ggx
+4¢1¢2,x +4¢2C1,x) — X (Cx +3C2,x) (3X°¢ — 4X GG +4¢F + 8G1%2)
+2(G+3G) (-3X7G +4X GG — 4 —8GiG) |
(Sottoclasse ¥=IaNIIla )

G(C1,¢) = -G (C.58)

__ 2%
Ca(C1,¢3) = S

21 — X 2¢1 +3X
G(C1,G3) = G C§;((2§€1 &)
n=20
C,x (€1, () = —Cux (C.59)
Ca,x(C1,¢3) = % (=2X¢1,x +2G1)
2
C5,x(C1,¢3) = —322’1)( (3 + %CI,X + %C&x — % + ﬁCI,X - %Cl
1
(Sottoclasse ¥ =Iax)

G(C,m) = -G (C.60)
GG = 2
Ca(Ci,m) = —%
G.x(C1,m) = —Ci.x (C.61)

G, x(C1,m) = % (2X¢1,x —2¢1)

G (Gaom) = g5 (~2XCox +26)

C.5 Spazio-tempo di De Sitter

In riferimento alla notazione introdotta nella Sezione 4.6 in merito allo studio di Strutture cosmiche statiche e
sfericamente simmetriche nella sottoclasse degenere 4 = Ia*, si riportano nel caso di spazio-tempo di background

di De Sitter le espressioni esplicite non nulle di

(Connessione di Levi Civita)

re, =H ry =1 I'%, = cot(0)

To: = H re, =1 I =H

T, = HrPe?'sin® (9) I, = —rsin® () rf, = —1 sin (20)

Loy = Hroe*!"* Tho = —r Iy, =He
(Tensore di Ricci)

R,y = 3E2e2Ht Roy = SE2 22t

(C.62)

(C.63)
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Rgs = 3H?r*e*" " sin®(0) Ry = —3H?
(Scalare di curvatura)
R =12H (C.64)
(Tensore di Einstein)
Grr = —3H?e*M" Goo = —3H?r?*M (C.65)
Ggs = —3H?r*e*"" sin*(0) Gy = 3H?

(Derivate covarianti prime del campo scalare)

o= ¢ (C.66)

(Derivate covarianti seconde del campo scalare)

bu = ¢ Dpp = — Hr2e?Ht gin? (9)(;5 (C.67)
oo = —Hr?e*Ht4 o = —He* Mt

(Derivate covarianti terze del campo scalare)

brrr = —He* ' broo = —Hr?e*M' ¢ (C.68)
¢t¢¢o = —HT2€2Ht sin2 (0)¢ ¢ttt = ()ZS
bote = Hr2 (H¢ B ¢) p2H 2 (0) doto = Hr2 (H¢ . ¢) G2H!

brin :H(Hq.ﬁfq.b') p2H1

Solo ed esclusivamente in questa sottosezione si ¢ usata la convenzione t = 7

C.5.1 Equazioni di background per tutte le classi degeneri

In riferimento alla notazione introdotta nella Sezione 4.6 in merito allo studio di Strutture cosmiche statiche e
sfericamente simmetriche nella sottoclasse degenere 4 = Ia*, si riportano nel caso di spazio-tempo di background
di De Sitter le componenti esplicite non nulle della corrente scalare e del Tensore di Eulero-Lagrange associato
alle equazioni di campo tensoriali. Si ricordi che F,[L]?, = E, £, = E, [£]%,

(Classe Ia*)

JT =2(—-6HLd” + 6H’l +u)d (C.69)
E, L], = 12H?Lé" — 18H?1¢* — 6H v+ hs —u¢®> =0 (C.70)
Ey(L), = —6H’1$* — 6H?v + 8H L’ ¢ — 8HIdd + hs + up” =0 (C.71)

(Classe Ia)

J = %{(ggdf —1)° (48H?Co,x ¢ + 24H?Co — 36 H(39° — 24H(30¢ + 8Cs, x 9 — 8(sdd — 8(39” + 8e)
4(¢2? — 1)

— (G20 — ) (3H (2C2 — (39%) (263 + 3C2030” — 4¢sn)d° b — BH (16¢56° — 123 — 12¢2(ane” + GEnd” + 8¢an”) b
+ (262 — 8%) (265 + 3C2Gs9” — 4Gsn) 6 +2(2C2 — (39°) (265 + 3C2(30” — 4Csn)°6° + (— 16¢36” + 12¢3n
+12026309” — Gnd* — 8Can”) ¢ — (16¢5° — 1263 — 12¢aCand” + G3nd™ + 8Gsn?)9) + (2(Ca,x 6 — ¢2)
(16¢5¢% — 12¢3m — 12C2C3nd” + 8Csn” +1¢3d") + 2(¢ad” — m) (— 24C2,x 3 d” + 12¢2,x (om + 6(2,x Canh”
+6C3,xCand” — Gs,x(and" — 4G xm” + 8(5 — 6CaCan + G3no”) + (— 2(262 — (36°) (Co.x b — (2) (263 + 3(2(sd?
—4¢3n) + (9" — 1) ((2¢2 — G9°) (42, xCo + 3C2,x (30 + 3(s,xC2d” — 4¢3, x1 — 3(2C3) + (262, x — G3.xd” + (3)

(263 + 3C2Ged” — 46sm))) 67767 | (C.72)
BolL] = ';3{8(@&)2 — ) (= 12HCo xd" + 9H (3" — 6Hn + 6HC20b + 3H (36 d — 265 x 3" 6 + kA
8(¢20 — 1)

+260° ¢ + 070" — €d”) + (28" — 1) (6H (2¢2 — (36°) (263 + 3C2Cs9” — 4¢sn) $° — 6H (16¢3° — 12¢3n

—4¢n) 7P + (= 16G3¢° + 12¢3n + 12¢2(snd” — (ing” — 8Gsn?)d” — 2(16G59° — 12¢G5n — 12¢(and” + CGnd*
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+8¢1°) ) ¢” +2( —2(Cxd” — C2) (16639 — 12¢3n — 12¢2Csnd” + 8Can” + 13 ') — 2(C29” — n)
(= 2462, x (3% + 1202, x o + 6C2,x (31d” + 6(3,xC2nd” — Ca,xCane”* — 4Cs.xn” + 8¢5 — 6¢2(an + Gné’)
+ (2(2¢2 — 39%) (Ca.x 8” — C2) (2G5 + 3C2C3d® — 4Can) — (C20° — 1) ((2¢2 — (30°) (4l2.x G2 + 32, x (39

+3Cs,xC20” — 4¢3, x7 — 3GaCs) + (202,x — C3,x0° + (3) (205 + 3(a(sd” — 4C3n)))¢52)<i>4<232} (C.73)

Ey[L)f, = m ((2G2 — G36%) (263 + 3Caa6” — 4Cam) 6" + 8(2d® —0)” (= BH?C2d” — 6H n + 4H (o x9°9
57—
— 4HGdp — 42, x (3H + $)6° + 2¢s.x0* 6 + KA + 2 (BHS + ¢) ¢ + G (9H?§” + 6Hod + ¢°) + (26
—30° b — 28’ + €6”) + (= 16¢3° + 12¢3n + 12¢aCand” — (3nd”* — 8¢an®) $°¢°) (C.74)
(Classe IIa)
2
JT =6H%C1,x¢° + 18H?*Co. x> — 24H?C1d + 6"; —T72H?¢+ 18H(1 ¢+ 6HCad 42 c ¢ — 36;“7(1’ —48H¢
= 60 x 60 = 262 x5 = LTG5 + 605 + 2006 + T2 G+ 2e - 12@ + 12(;.)7;" 167 (.75)

E L], = —6H?C1 x¢* — 18H?Co,x ¢ + 2TH? 1> + 9H?Co¢® — 42H?n + T2H¢* — 24H 1 pp — 48H Cadbd

L IBHNG | ot o+ 66 x5 + 2axdF + XG4 RN = 6066 + 3057 — 206 + G
wggw N 8§2¢ o +% 18n¢ L1667 — 86 (C.76)

Ey[L), = 3H?1¢* + 9H?(2¢” — 6H?n — 4H (1 x ¢ — 12HCo x¢° + AHC1 6 + 12H G0 + 461, x¢° 9 — 4¢2, x °¢°
<2¢ A né | md 86 (C.77)

+ KA =206 — 561¢° +200¢ + (b — ) pB

(Classe Illa)
- 1
T 2(G+3G0)%
(—6HG1,x¢° — 18H?(s,x¢” + 6H?C1d+ 9H?(3¢° + 6H 16 — 6HCagp + 6H 30 + 2C1, x $b” + 2o, x $¢p°
— 23 x¢°F° +206 — 2020 +2C36° b + 2(306° — 2e)d + (G + 3C2) (4¢T + 8C1Ga + 461G30” + 3¢5 ") o
+2(C1 + 3C2) (4¢F + 8C1C2 + 4¢1¢s9” + 3¢59Y) 8% + ((Crx + 3C2.x) (4CT + 8C1C2 + 4¢1¢sd” + 3¢5 %) ¢°
—2(G+3¢2) (4C12 + 8C1C2 + 46Gi1G° + 3C32<1.54) —2(G +3¢2) (4¢1,xC + 4G x G + 21, x1¢> 4+ 4C2,xCi
+ 203, x18% + 3G x (30" — 201G — 3(36%)6%)7) (C.78)

(3H (G + 3¢2) (4¢F + 8C1Ca + 4¢1¢39” + 3¢39M) 66 + 8C1,x (G + 3¢2) 9% — 2(C1 + 3¢2)”

1
4(G+3¢)°
—18H?(y x¢" + 9H*1¢° + 9H?(2¢” + 9H (36" + 6HC1d¢ + BH(30° ¢ + 2C1,x$7” + 2C2, x 79
— 203, x "D + KA + 2016 + 3018 — 200 + 2 +26:° b + 367D — €d” — 4(C1.x P +1)F7)

— (¢ +3¢) (209 +3¢°) (4CF + 8C1C2 + 4¢1¢39° + 3G d") +2( — (Crx + 3C2,x) (4CF + 8C1Ce + 4¢1G39°
+3¢36") % +2(C + 3C2) (4CT + 8C1C +4G1Gd° +3G59") +2(C + 3¢2) (4G, x ¢t + 4C1,xCo + 2¢1,xnd”
+4C2,xC1 + 203, x10° + 3G, xG3d" — 201G — 3¢59%)67) %) (C.79)

Ey|L]T, = (— 6H (C1 + 3C2) (47 + 8C1C2 + 4C1G3d° + 3¢36") b + 4(C1 + 3¢2)* (- 6H?¢1 x &

E,|L], = ﬁ (G +3G) (BH*C16° — AH G x 676 + AH 60 — 4G, x (BHO + 6) 7 ) + 203, x6"0” + wA + (167
+20(3H+ ¢)d+ (IH?G> + 6Hpd + &%) — (36° ¢ — 209" + €6°)
- %(4@ + 8012 + 40139 + 3¢39") ) (C.80)
(Classe IaﬂIIIa)
JT = 441 7 (= 3CLx G 0" + 4T (— 12H7C1x " — 6H*C1¢ — 9H?(36° — OH 1) — 9H (3676 + 3¢, x 90" + 3C3,x 6"

— 3010 —3C0° b — 3(3h¢” + 2€9) + 3G ( — BH 3P + 2(3,x9° ¢ — (3p ¢ — 2¢36%)6”) (C.81)
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E, (L] 6¢1,x(30°0" +4¢T (24H?C1 x ¢ + 18H? (36" + 6HC19d + 12H (3% — 6(1,x6°0” — 6¢3, x 6" 07 + 2kA

.
T8¢
+6610¢ — 31 +6(30° D + 3Cd° D — 264°) + 3¢1(3 (6H 300 — 4(s x $°° + 2030 ¢ + 3(3¢°) ") (C.82)

o

Ey[L), = —6H?(16” + 8H (1, x0° — 8H 196 + 401, x6*0° + 203, x 0" + kA — 2199 — ¢

3(3 ;2 3¢3 pEpe (C.83)

5P

~ (% -

C.6 Spazio-tempo statico e sfericamente simmetrico

In riferimento alla notazione introdotta nella Sezione 4.6 in merito allo studio di Strutture cosmiche statiche e
sfericamente simmetriche nella sottoclasse degenere 4 = Ia*, si riportano nel caso di spazio-tempo sfericamente
simmetrico le espressioni esplicite non nulle di

(Connessione di Levi Civita

1 1 1
b o oo /
F¢7, ; Fgr = ; F’I"I‘ = 5)\ (084)
1 _
Iy, = 51/ Fg’¢ = cot(0) I, = —re *sin’(f)
1 1

FZ¢ =3 sin (26) The = —re Iy = §eV7Au'

(Tensore di Ricci)
v—2XA
Ry = {7"( iz/2 - iz/)\/ + %Z/N) + V'}e . Rog = %{ — 7 N 42 — 2} e
1 _ 1 1 1
Ryp = = (—rl/ A 426 — 2) e )‘sin2(9) R, = 7{7”( — = —|— VN — 71/”) + X}
2 T 4 2
(Scalare di curvatura)
_ 1 2 19,0 2 ’ ’ Y e
R=1 —=rv" 4+ r'v'XN —rv’ —=2r +2r\ +2¢” — 2 — (C.85)
2 2 r?

(Tensore di Einstein)

Gy = %{QRre" + (r (1/'2 — U)X+ 21/") + 41/) e”_’\} Gog = %{ “Rr?ed — v )N 20 — 2} e

r
1 2 A ’ ’ A } -\ .2 1 A Lo 1, 1, X
G¢¢—2{ Rree” —rv' +rX +2¢” —2¢ e “sin”(6) Grr = 2Re yid +41//\ i + "

(Derivate covarianti prime del campo scalare)
o1 =9 or=0¢'
(Derivate covarianti seconde del campo scalare)
poo =re ¢’ brr = —%Qy)\' +¢" Pre = —%6%)‘7/%25/ +6 (C.86)
btr = *%V'é +¢ Gos = re” " sin® ()¢’
(Derivate covarianti terze del campo scalare)
broo =T ¢ (C.87)
Proo = —{7’(¢/)\/ —¢") + ¢/}€_A
rop = re” " sin’(0)¢/
bros = —{r(¢'N = ¢") + ' be 7 sin’(0)

Gutr = (6N = 20")e N + 2 G+ (8
b= 3 (VO 20 )N + [0V — S8+ (@Y
Pret = 1{ “V2h —3e"V ¢ + 2e qb}

¢rtt _ % {e”y'(ﬁ')\' _ e”u'q&” _ eu(z)lyll _ 26>\V/(£ + 26>\((;75,)‘}67A
¢trr = % (V/QB - 2¢/) V/ - %A,sz + (Q.S,),



Strutture cosmiche in teorie gravitazionali scalari-tensoriali prive di ghost

Pagina 66

Grrr = %(;5’)\’2 - %Qy N g N 48"
borg = —{r(%q&’)\/ - ¢”) n ¢/}6—A
ot = —%r (z/q's _ Qq'y) e~ sin®(9)

doto = —%r (l/qb _ 2(1'5/) o>
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