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Introduzione

Il concetto di subnormalita di un gruppo deriva da quello di normalita,
dato che la normalitd non é una relazione transitiva nell’insieme dei sot-
togruppi di un gruppo. Dunque la subnormalita é stata definita come la
chiusura transitiva della relazione di normalita. Come ricorderemo anche in
seguito, un sottogruppo H di un gruppo G é subnormale in G se esiste una
catena finita di sottogruppi

H=Hy<H <..<H; <H;=G

tale che H; é normale in H; 1, per ogni 0 < ¢ < d — 1. Come si riporta in
[2], per Philip Hall e Karl Gruenberg, I'interesse per I’argomento ¢ dovuto
al fatto che “i sottogruppi subnormali sono considerati lo "scheletro" di un
gruppo, ovvero forniscono la cornice per tutte le altre strutture del grup-
po”. L’influenza sulla struttura di un gruppo data dalla presenza o meno di
sottogruppi subnormali é particolarmente evidente nei gruppi finiti. Infatti
in questo caso i sottogruppi subnormali sono esattamente i sottogruppi che
si trovano come termini della serie di composizione del gruppo. Inoltre dai
Teoremi di Sylow si deriva che se un gruppo G ¢ finito allora esso possiede
tutti i sottogruppi subnormali (ovvero & un Ni-gruppo) se, e solo se, esso é
nilpotente; dove ricordiamo che il gruppo G ¢é nilpotente se esiste una serie
finita di sottogruppi

{1G}:H0§H1§'-'§Hc—1§Hc:G

tale che H; énormalein H; y e H;y1/H; < Z(G/H;), perogni0 <i < c—1.
Nel caso di gruppi infiniti la situazione ¢ pitt complicata; basti pensare che il
teorema che afferma che in un gruppo finito il sottogruppo generato da due
sottogruppi subnormali ¢ anch’esso subnormale, non vale nel caso infinito,
come dimostro H. Zassenhaus. Nel caso infinito, anche la caratterizzazione
dei gruppi N; sopra citata non vale, come mostrano i gruppi di Heineken-
Mohamed (Ni-gruppi non nilpotenti).

Tra i maggiori esperti in materia di AVj-gruppi dell’ultimo secolo vi sono J. E.
Roseblede, W. Mohres, C. Casolo e H. Smith. Infatti, a Roseblade & dovuto



il primo risultato di carattere generale sugli Aj-gruppi, ovvero in [6] provo
che se un N;-gruppo ha difetto di subnormalita limitato allora é nilpotente.
Come vedremo piu in dettaglio nel terzo capitolo, anche Mohres contribui
notevolmente alla ricerca sulla Teoria degli Aj-gruppi, provandone la risolu-
bilita.

Tuttavia il risultato che fu forse un punto di svolta per la ricerca sugli V-
gruppi, va attribuito a Carlo Casolo e Howard Smith; infatti, nel 2000, en-
trambi, indipendentemente I'uno dall’altro, riuscirono a dare una dimostra-
zione del fatto che ¢ gruppi senza torsione con tutti i sottogruppi subnormali
sono nilpotenti. Smith anticipo Casolo di qualche mese, per tale motivo fu
dato a questo risultato il nome di Teorema di Smith. Tuttavia la dimostra-
zione proposta da Casolo risulta essere piuttosto elegante e meno complicata
rispetto a quella data da Smith. Infatti nel dimostrare il teorema, Casolo ri-
corse alle tecniche e alle competenze che aveva acquisito nei precedenti anni
di ricera, risultati che furono tra I’altro essenziali a Mdhres per dimostrare
I’omonimo teorema sopra enunciato. Questo risultato é stato un grande pas-
so in avanti nella Teoria dei gruppi con tutti i sottogruppi subnormali poiché
permise a Casolo stesso di giungere ad importanti caratterizzazioni di questi
gruppi in breve tempo.

Data I'importanza di questo risultato, abbiamo dedicato questa tesi a ripor-
tarne la dimostrazione data da Casolo. Abbiamo preferito la dimostrazione
proposta da Casolo per la raffinatezza degli argomenti utilizzati; infatti trat-
to decisivo della sua dimostrazione é 1'utilizzo della Teoria degli isolatori di
P. Hall.

Per avere una trattazione il pitt completa possibile, nel primo capitolo inseri-
remo brevemente tutti i risultati di teoria dei gruppi necessari per compren-
dere I'argomento e che non si é soliti affrontare nei corsi universitari base
di algebra. Successivamente esporremo le proprieta principali della classe di
gruppi N7, soffermandoci brevemente sul Teorema di Mdohres.

Nel terzo capitolo, proveremo alcuni risultati fondamentali per i gruppi privi
di torsione. Infatti, supponendone la nilpotenza o presupponendo che siano
gruppi di Engel, riusciremo a dimostrare che le loro serie centrali ascendenti
godono di particolari proprieta. In seguito si studiera lo strumento pitu utiliz-
zato nelle dimostrazioni di Casolo e di Méhres, ovvero gli isolatori. E proprio
nell’uso degli isolatori che risiede la svolta decisiva della dimostrazione di Ca-
solo rispetto a quella di Smith, infatti, come vedremo, gli isolatori conservano
svariate proprieta, tra cui quella di nilpotenza e subnormalita (Teorema di
P. Hall), dei sottogruppi di gruppi localmente nilpotenti; oltre a permetterci
di costruire gruppi senza torsione e partire da un qualsiasi gruppo nilpoten-
te. In particolare, proveremo che, nel caso di gruppi senza torsione, valgono
risultati molto piu forti rispetto al caso generale.
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Nell’ultimo capitolo convogliera tutto quanto trovato in precedenza al fine
di provare il Teorema di Smith. Seguendo sempre il percorso tracciato da
Casolo, dapprima dimostreremo il teorema nel caso in cui tutti i sottogruppi
subnormali hanno difetto limitato (Teorema di Roseblade nel caso di gruppi
senza torsione) e successivamente proveremo la risolubilita dei gruppi senza
torsione in A;. Solamente alla fine saremo in possesso di tutti gli strumenti
necessari per dimostrare la nilpotenza dei gruppi senza torsione e con tutti i
sottogruppi subnormali.



Capitolo 1

Prerequisiti

In questo primo capitolo tratteremo le basi della Teoria dei gruppi lo-
calmente nilpotenti; daremo tutte le definizioni ed i risultati necessari per
rendere la trattazione il pit autoconsistente possibile. Non essendo stretta-
mente necessarie, in questa prima parte non includeremo le dimostrazioni
di quanto enunciato. Partiremo col ridefinire i commutatori, sottolineeremo
la necessita di questo strumento per poter lavorare con facilita con i gruppi
nilpotenti e risolubili, nonché con i sottogruppi subnormali, evidenziando i
legami che intercorrono tra questi concetti.

Successivamente ricorderemo la definizione generale di serie di sottogruppi
col fine di trovare una sorta di generalizzazione del concetto di nilpotenza
di un gruppo, a partire dalle serie centrali ascendente e discendente estese.
Tratteremo brevemente anche della definizione di classe di gruppi, sofferman-
doci sul concetto di generalizzazione di una classe, soprattutto per quanto
riguarda la classe dei gruppi nilpotenti.

Infine dedicheremo un paragrafo proprio ai gruppi nilpotenti e alle loro ge-
neralizzazioni, per riportare le proprieta ed i risultati pit importanti che li
vedono protagonisti.

1.1 Commutatori

A partire dal concetto di commutatore, possiamo costruire ricorsivamente
il cosiddetto commutatore semplice di peso n.

Definizione 1.1.1. Dato un gruppo G e x1,xs,...,T, Suoi elementi, si
definisce il commutatore (semplice) di peso n come

(1,29, ...,z = [[21, .., Ta], 20
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Ricordando che il gruppo commutatore di due sottoinsiemi X,Y di G si
definisce come
(X, Y] =([z,y] |z e X,yeY),

si puo costruire in modo analogo il gruppo commutatore (semplice) di peso
n di Xi,...,X, sottoinsiemi di G. In particolare, nel testo indicheremo con
[z,,y] e con [X,, Y] il commutatore ed il gruppo commutatore di peso n co-

siffatti [z,y,y,...,yl e [X,Y)Y,...)Y].

n—uvolte n—uvolte

1.1.1 Commutatori e risolubilita

I commutatori si legano strettamente al concetto di subnormalita, di ri-
solubilita e di nilpotenza. Infatti tramite i commutatori, per ogni gruppo G
¢ possibile costruirne differenti serie, le cui proprieta riflettono il fatto che il
gruppo in questione sia subnormale, nilpotente o risolubile.

Cominciamo trattando il legame tra i commutatori e la risolubilita di un
qualsiasi gruppo.

Definizione 1.1.2. Un gruppo G si dice risolubile se esiste una serie finita
di sottogruppi

{1G}:H0§H1§“'§HC—1§HC:G

tale che H; < H;\y , per ogni 0 < ¢ < ¢ — 1, e che abbia tutti i fattor:
H; 1 /H; abeliani.

Notiamo che tramite i commutatori & sempre possibile costruire per ogni
gruppo G la serie derivata, i cui termini sono i (G)ey, dove G ¢ detto
il derivato d-esimo di G. I derivati si definiscono induttivamente, per ogni
1 <n éeN, come

G+ — (G(”))' _ [G("), G(”)].

E dunque possibile dimostrare che il gruppo G é risolubile se, e solo se, questa
serie é finita; ovvero se esiste un n tale che G(™ = 1. Ricordiamo anche che
il pit piccolo intero positivo per cui cio accade ¢ detto la lunghezza derivata

di G,

1.1.2 Commutatori e nilpotenza

Definizione 1.1.3. Un gruppo G si dice nilpotente se esiste una serie finita
di sottogruppi

{1G}:HO§H1§---§H071§HCZG
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tale che H; QA H;y e Hi/H; < Z(G/H;), per ogni 0 < i <c¢— 1.

Come é ben noto, le serie che soddisfano le condizioni di questa definizione
(senza necessariamente essere finite) sono dette serie centrali. Si possono
identificare le serie centrali anche tramite i commutatori, infatti vale

Per un gruppo qualsiasi GG é sempre possibile costruire due particolari serie
centrali ((;(G));cy € (7(G));en, la prima detta ascendente e l'altra discen-
dente.

La serie ascendente ha come fattori i sottogruppi ¢;(G) di G, detto j-esimo
centralizzante di G, ed é definita ricorsivamente, per ogni j > 2, come

WG =1, G(G)=2(G), §(G)/G(G)=2(G/¢G(G)).  (1.2)

La serie discendente invece si definisce sempre induttivamente ma tramite i
commutatori, in questo modo

NnG) =G 3G =nG),G Vix1 (1.3)

Osserviamo che quanto affermato in (1.1), nel caso della serie discendente
di G, coincide con la sua definizione. D’altro canto se viene applicato alla
serie centrale ascendente, si trova che [G, (;(G)] < (—1(G).
Il commutatore permette anche di creare un legame tra le due serie appena
costruite.

Lemma 1.1.4. Dato un gruppo G, allora per ogni 1 < n € N si ha
[ (G), Ga(G)] = 1.

I gruppi nilpotenti si caratterizzano per il fatto di avere queste due serie
centrali finite; in altre parole il gruppo G é nilpotente se, e solo se, esiste un
n € N tale che v,41(G) = [G,, G] = 1 e (,(G) = 1. Ricordiamo che il piu
piccolo n per cui accade questo fatto € detto la classe di nilpotenza di G.

1.1.3 Commutatori e subnormalita
Innanzitutto ricordiamo la definizione di sottogruppo subnormale.

Definizione 1.1.5. Dato un gruppo G e un suo sottogruppo H, si dice che
H ¢ subnormale in G se esiste una catena di sottogruppi

H=Hy<H <.<H; <H;=GG

tale che H; < Hiyq, per ogni 0 <1i < d—1.



Inoltre, la lunghezza minima d di una tale serie é detta difetto di subnor-
malita di H in G e si scrive H <<?G. Ricordiamo che per ogni H < G esiste
la serie delle chiusure normali (H G’”)neN di H in G definita ricorsivamente
da

HG’O _ G, HG’,l _ HG e HG’,n—H _ HHG’"'

In particolare si puo dimostrare che H < <?G se, e solo se, H%? < H.
In generale, per ogni gruppo G e per ogni suo sottogruppo H, vale per ogni
n € N 'uguaglianza

HY" = H[G,, H]. (1.4)

Come accennato, i commutatori permettono di caratterizzare anche i gruppi
subnormali, ora vediamo in che modo.

Lemma 1.1.6. Sia G un gruppo e sia H < G, allora
H<<'G & (G, H] < H.
Fatto interessante é che ne esiste una versione con ipotesi pitt deboli.

Lemma 1.1.7. Sia H un sottogruppo del gruppo G. Allora H & subnormale
di difetto al pit d se, e solo se, [G,qU| < H per ogni sottogruppo finitamente
generato U di H.

Concludiamo questa prima parte con alcuni risultati sui commutatori che
ci torneranno utili nei prossimi capitoli.

Lemma 1.1.8. Dato un gruppo G e due elementi a,b per cui |a,b,b] = 1,
allora [a,b™] = [a, b]™, per ogni n € N.

Lemma 1.1.9. Sia A un sottogruppo normale p-elementare ed abeliano del
gruppo G. Allora, per ogni x € G, [A,ym x] = [A, 2P"] per ogni m € N.

Lemma 1.1.10. Sia A un gruppo abelaino e sia x un automorfismo di A
tale che [A,, x| = 1, per n > 1. Allora valgono i sequenti fatti:

(i) se x ha ordine finito q, allora [AY" 2] = 1;
(ii) se A ha esponente finito e > 2, allora [A,xe"_l] =1;

(11i) sia H il gruppo che agisce su A con [A,, H] = 1, con n > 1; allora
W(H) < Cr(A).

L’ultimo punto del lemma appena enunciato puo essere esteso al caso in
cui A é nilpotente nel seguente modo.



Lemma 1.1.11. Sia G un gruppo nilpotente di classe ¢ e sia x un automor-
fismo di G tale che |x| = q e [Gna] = 1, per n > 1. Allora [G", 2] =
1.

Lemma 1.1.12. Sia G un gruppo nilpotente di classe ¢ e siano xq,xa,...,Tq
automorfismi di G tali che |G, (x;)] =1, per ognii =1,...,d e conn > 1.
Siano qi,qs, - .., qq interi positivi e indichiamo con q = q1qs . . . qq. Allora
ncd
(G (@), (wa)] <G, (), - ()]

1.2 Serie di sottogruppi

Sebbene le generalizzazioni della proprieta di subnormalita dei gruppi
non saranno al centro di questa tesi, ci soffermeremo brevemente quando si
presentera 1’occasione di estendere facilmente i risultati trovati ad esse. In
particolare, sottolineeremo quando i risultati trovati valgono per serie ascen-
denti, in modo da poter acquisire una pitt ampia conoscenza sull’argomento.
Tuttavia per poter parlare di ascendenza ¢ bene prima introdurre il concet-
to generale di serie di sottogruppi in un gruppo. Di seguito proponiamo la
definizione data da P. Hall e ne forniamo le principali caratteristiche.

Definizione 1.2.1. Dato I' un qualsiasi insieme totalmente ordinato e un
gruppo G, una serie di tipo I' di G é data da un insieme

{(V5, Ay e} (1.5)
di coppie di sottogruppi V., A, di G, che soddisfano le sequenti proprieta:
i. Vo, <A, per ogniy € T';

. Ny < Vg per ogni o < 3, con a, B €T';

iii. G\ {1} = U, er (A, \ V2).

Dalla definizione segue immediatamente che ciascun elemento di G non
triviale appartiene ad uno e un solo insieme del tipo A, \ V. Inoltre possiamo
osservare che per ogni v si ha

VY: UAB € szﬂvg.
B<y B>y

Quest’ultimi sottogruppi di G sono detti termini della serie ed i gruppi quo-
zienti A, /V, sono i fattori della serie.

Al variare delle proprieta dell’insieme I', dei termini e dei fattori, le serie di
tipo I' assumono diversi nomi:
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Definizione 1.2.2. Una serie di tipo I" si dice
1. finita se l'insieme 1" & finito;
2. crescente se linsieme I' é ben ordinato;
3. mormale se ogni termine della serie é normale in G;
4. centrale se ogni fattore é un fattore centrale di G.

Per quanto riguarda le serie crescenti, &€ doveroso fare alcune osservazioni
che ci conducono ad una semplificazione della scrittura.

OSSERVAZIONE 1.2.3. Un insieme ben ordinato I' é isomorfo all’insieme degli
ordinali (come insieme ordinato) {y|y < a} per un dato ordinale a. Pos-
stamo pertanto dire che una tale serie crescente di G di tipo I' & di tipo a.
Inoltre, dato che per ogni v < « esiste un ordinale minimale [ per la pro-
prieta B > v, ovvero B = v+ 1, e dalla definizione di A, = ﬂﬁ>7 Vs, si
ha che A, = V1. Pertanto possiamo concludere che i termini della serie
del tipo A, non sono indispensabili per determinare una serie di sottogruppi
ascendente. Infine, per una serie crescente, si & soliti aggiungere il termine
V., =G se o ¢ un ordinale limite.

Riassumendo quanto appena visto, dato un ordinale «, una serie crescente
di tipo a di G ¢ data da un insieme del tipo

{V, <Gly<a}

taleche Vo =1, V, IV, perogniy<a, V,=Ge

VWZUVﬁ

B<y

per ogni ordinale limite v < a. Analoghe osservazioni si possono fare per le
serie decrescenti, ovvero le serie dove il tipo di ordine é 'opposto di I, dove
I' & un insieme ben ordinato.

Ricordiamo che un sottogruppo H < G ¢ detto seriale se é un termine di una
qualche serie di G; inoltre H ¢ detto crescente (o decrescente) se é termine
di una serie crescente (o decrescente) di G.

Abbiamo introdotto questi concetti col fine ultimo di dare delle estensioni
naturali del concetto di serie ascendente e di serie discendente introdotte
nel paragrafo precedente; ovvero di dare una sorta di "generalizzazione" del
concetto di nilpotenza.
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Dato un gruppo G, la serie centrale ascendente estesa di G ha la medesima
definizione di quella data in (1.2) indicizzata sui numeri ordinali:

W(G) =1, C(G)/GI(G) = Z(G/G(G)), (1.6)

per ogni ordinale «a;, e imponendo che, se a é un ordinale limite,

G(G) = o).

A<

L’unione dei termini di questa serie € un sottogruppo completamente inva-
riante di G, detto lipercentro di G. L’ipercentro di GG ¢ di fondamentale
importanza in quanto corrisponde al termine (,(G) della serie ascendente
estesa di (G, che corrisponde a sua volta al piu piccolo ordinale « tale che
Ca(G) = (oy1(G). Pertanto il gruppo G é detto ipercentrale se G é un termi-
ne della serie centrale ascendente.

Analogamente si definisce la serie centrale discendente estesa di un gruppo
G; infatti i termini della serie 7,(G) si definiscono induttivamente come in
(1.3):

NMG) =G, Ya1(G) = [1(G), G

per ogni ordinale «, e imponendo che, se « € un ordinale limite

Ya(G) = [ (@)

A<

Per ogni gruppo G esiste almeno un ordinale « tale che 7,(G) = Yo41(G); il
pit piccolo con tale proprieta é detto 1’ipocentro di G.

OSSERVAZIONE 1.2.4. Per ogni gruppo G, se S & un sottogruppo seriale di
G, allora per ogni H < G, il sottogruppo che si ottiene dall’intersezione
di S ed H ¢ ancora seriale. In particolare, se S é discendete, ascendente
o subnormale, allora anche la sua intersezione con H ¢é rispettivamente di-
scendete, ascendente o subnormale. Inoltre, 'ascendeza e la subnormalita
st comportano bene anche rispetto alle immagini omomorfe: se S é ascen-
dente o subnormale in G, allora anche SN/N ¢ ascendente o subnormale in
G/N, per ogni N < G. Nel corso della trattazione sfrutteremo spesso queste
proprieta delle serie ascendenti, discendenti e subnormali.

1.3 Classi di gruppi

Definizione 1.3.1. Con il termine classe di gruppi si intende una famiglia
di gruppt che é chiusa per gli isomorfismi e contiene il gruppo triviale.
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Le classi pit note sono quelle dei gruppi finiti §, dei gruppi abeliani 2( e
dei gruppi nilpotenti 1.
Questo scritto si concentra principalmente sulle classi 9 , N; e U;. Con
N si intende la classe farmata dai gruppi che hanno tutti i loro sottogruppi
subnormali, mentre, per ogni 1 < d € N, U, identifica la classe dei gruppi
aventi tutti i sottogruppi subnormali di difetto al piu d.
Data la classe dei gruppi gruppi I, si dice che

Definizione 1.3.2. Una classe di gruppi é detta una generalizzazione della
classe dei gruppi nilpotenti se contiene interamente la classe N e se ongi suo
membro finito é nilpotente.

Una delle piu ovvie generalizzazioni della classe dei gruppi nilpotenti ¢ la
classe dei gruppi localmente nilpotenti.

Definizione 1.3.3. Un gruppo G é localmente N, ovvero localmente nilpo-
tente, se ogni suo sottogruppo finitamente generato é un elemento di N.

Molto spesso é conveniente lavorare con gruppi numerabili di una certa
classe. A tal proposito ci sono delle classi di gruppi che soddisfano una
proprieta che permette di trattare solamente i gruppi numerabi e, per tale
motivo, sono dette numerabilmente riconoscibili. Pitu precisamente,

Definizione 1.3.4. Una classe di gruppi X é numerabilmente riconoscibile
se il fatto che ogni sottogruppo numerabile di un gruppo G sia in X implica
che anche il gruppo G vi appartiene.

In particolare, per ogni 1 < n € N, le classi dei gruppi nilpotenti, dei
gruppi nilpotenti di classe al pitt n, dei gruppi risolubili e di quelli risolubili
di lunghezza derivata al pitt n sono tutte numerabilmente riconoscibili.

1.4 Condizione di massimalita e gruppi polici-
clici

Di seguito ricordiamo alcune proprieta che un gruppo puo avere; con piu
precisione tratteremo della condizione di massimalita e dei gruppi policicli-
ci. Vedremo anche che se un gruppo nilpotente soddisfa una di queste due
proprieta, allora esso soddisfa necessariamente anche D'altra.

Definizione 1.4.1. Dato un gruppo G e data una famiglia di sottogruppi
di G, X, allora si dice che G soddisfa la condizione di massimalita sui X-
sottogruppi se ogni catena crescente di sottogruppt di G che appartiene a X
¢ finita.
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Ricordiamo anche la definizione di gruppo policiclico.

Definizione 1.4.2. Un gruppo G risolubile é detto policiclico se possiede una
catena subnormale in cui tutti i fattori sono gruppi ciclici.

Un gruppo policiclico ha una particolare struttura interna che si puo
dedurre dal teorema che segue.

Teorema 1.4.3. Sia G un gruppo policiclico. Allora

(1) Ogni sottogruppo di G ¢é intersezione di sottogruppi di indice finito in
G;

(2) G é nilpotente se, e solo se, ogni quoziente finito di G ¢ finito.

L’essere policiclico ed il fatto di soddisfare la condizione di massimalita
sono proprieta strettamente legate quando si tratta di gruppi risolubili; infatti
si puo dimostrare che

Teorema 1.4.4. Un gruppo ¢ risolubile e soddisfa la condizione di massi-
malita se, e solo se, & un gruppo policiclico.

Il legame é ancora piu forte quando si tratta di gruppi nilpotenti. In
questo caso vale la proposizione sottostante.

Proposizione 1.4.5. Sia G un gruppo nilpotente, allora le sequenti condi-
z1ont sono equivalenti:

(i) G é finitamente generato;
(ii)) G/G" ¢é finitamente generato;
(111) G ¢é policiclico;

(iv) G soddisfa la condizione di massimalita.

1.5 Gruppi nilpotenti e generalizzazioni

Nel primo paragrafo non ci siamo soffermati a sufficienza sull’'importanza
che posseggono le serie centrali ascendenti e discendenti; infatti la natura
dei loro fattori é strettamente legata a quelle dei primi termini delle serie,
e queste ultime danno importanti informazioni sulla struttura del gruppo
stesso, come si evince dal seguente teorema.
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Teorema 1.5.1. Sia G un gruppo e indichiamo con Gq, = G/G' l'abelianiz-
zazione di G. Allora, per ogni ¢ > 1, esiste un epimorfismo

Gab ® Gab K- & Gag — VC(G)/’Vc—I—l(G)

c wolte

Questo risultato permette di trovare moltri altri legami tra le proprieta
di un gruppo nilpotente ed il suo abelianizzato. Ne presentiamo alcuni.

Lemma 1.5.2. Sia G un gruppo nilpotente di classe ¢ > 1; allora la mappa

Gx-xG — Ve(G)
(X1, ..., 2) — [z1,..., 2]

& un omomorfismo in ogni variabile.

Corollario 1.5.3. Sia X un insieme di generatori per il gruppo G. Allora
G ¢ nilpotente di classe al pit ¢ se, e solo se, [x1,...,xc01] = 1 per tutti gli
elementi {z1,...,x.} € X.

I risultati sopra enunciati riguardano la serie centrale discnedente, tut-
tavia anche la struttura del primo termine della serie centrale ascendente,
che coincide con il centro del gruppo in esame, influenza notevolmente la
struttura dell’intero gruppo.

Proposizione 1.5.4. Sia G un gruppo nilpotente di classe ¢ e si supponga
che il centro di G, Z(G), abbia esponente finito e. Allora G ha esponente
(finito) che divide e°.

1.5.1 Teorema di Fitting

Una delle proprieta piu interessanti ed un risultato fondamentale della
Teoria dei gruppi nilpotenti é il Teorema di Fitting.

Teorema 1.5.5. Siano H e K due sottogruppi nilpotenti e normali di un
gruppo G, di classe di nilptenza c e d, rispettivamente. Allora il loro prodotto
HK ¢é un sottogruppo normale e nilpotente di classe di nilpotenza al pit c+d.

Ne esiste anche una importante generalizzazione data dal lemma che
segue.

Lemma 1.5.6. Siano N e H sottogruppi nilpotenti del gruppo G, con classe
di nilpotenza risplettivamente ¢ e d. Se N I G e H ¢é subnormale in G di
difetto n, allora il sottogruppo N H é nilpotente di classe al piu nc+ d.
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Una versione simile del Teorema di Fitting ma per i gruppi localmente
nilpotenti é dato dal Teorema di Hirsch-Plotkin.

Teorema 1.5.7. Per ogni gruppo G, il prodotto di due sottogruppi localmente
nilpotenti e normali € localmente nilpotente. In particolare, G possiede un
unico sottogruppo massimale per la proprieta di essere localmente nilpotente
e normale. Questo sottogruppo & detto radicale di Hirsch-Plotkin di G e
contiene tutti i sottogruppi ascendenti localmente nilpotenti di G.

1.5.2 Gruppi di Engel

Dopo i gruppi localmente nilpotenti, I'altra classe di gruppi che genera-
lizza la classe dei gruppi nilpotenti a cui é stata data maggiore attenzione é
quella dei gruppi di Engel.

Definizione 1.5.8. Dati un gruppo G ed un suo elemento g, si dice che g ¢é
Engel a sinistra se, per ogni x € G, esiste un 1 < n € N tale che [z,, g] = 1.
Se l'intero n non dipende da x, ma solamente da g, allora diremo che que-
st’ultimo é un elemento n-Engel a sinistra.

Un gruppo G ¢ detto un gruppo di Engel se tutti i suoi elementi sono di En-
gel a sinistra; G é detto di n-Engel se tutti © suoi elementi sono n-Engel a
sinistra, per un fissato n € N.

Dalla definizione segue che tuttii gruppi localmente nilpotenti sono gruppi
di Engel. Inoltre ricordiamo un risultato fondamentale di Zorn: un gruppo
di Engel finito é nilpotente. Riportiamo solo alcuni risultati sui gruppi di
Engel, che ci torneranno utili successivamente.

Teorema 1.5.9. Un gruppo localmente nilpotente, senza torsione e di n-
Engel € nilpotente di classe di nilpotenza che dipende unicamente da n.

Corollario 1.5.10. Un gruppo senza torsione, risolubile e di n-Engel di
lunghezza derivata d é nilpotente di classe limitata da n?=!.

1.6 Rango e torsione

Concludiamo il capitolo con le ultime definizioni necessarie per poter
comprendere quanto si affrontera nei capitoli successivi.

Definizione 1.6.1. Un gruppo G si dice di rango finito se é un gruppo di
rango di Priifer finito; i.e. un gruppo G per il quale esiste d € N tale che ogni
gruppo finitamente generato di G puo essere generato da al piu d elementi.

Se cio accade, il piu piccolo d che soddisfa tale condizione é detto rango di
G.

16



Ad esempio, i gruppi additivi Z,Q e Cp~ sono tutti gruppi abeliani di
rango 1. Ultima nozione che diamo, ma di fondamentale importanza nella
tesi, ¢ quella di torsione di un gruppo.

Definizione 1.6.2. Dato un gruppo G, l'insieme di tutti i suoi elementi di
ordine finito é detto il sottogruppo torsione di G e si indica con T(G).

Il gruppo torsione di un gruppo localmente nilpotente ha una certa strut-
tura, come ci indica il teorema che segue.

Teorema 1.6.3. Dato un gruppo G localmente nilpotente, allora il suo sot-
togruppo torsione T(G) & un sottogruppo completamente invariante di G.
Inoltre, T(G) ¢ il prodotto diretto di p-gruppi localmente finiti.

Infine, ricordiamo che vale anche il viceversa del Teorema 1.6.3, ovvero si
ha che se un gruppo é prodotto diretto di p-gruppi localmente finiti, allora é
localmente nilpotente.
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Capitolo 2
Sui gruppi N

Questo capitolo sara dedicato interamente allo studio della generalizzazio-
ne della classe dei gruppi nilpotenti forse piu vicina al concetto di nilpotenza;
ovvero N, la classe dei gruppi con tutti i sottogruppi subnormali. Essendo
I’argomento principale della tesi, ¢ necessario vederne le caratteristiche piu
importanti. In particolare vedremo il Teorema di Brookes, che evidenzia una
struttura intrinseca ai gruppi in N; e alcune condizioni che rendono un grup-
po con tutti i sottogruppi subnormali nilpotente.

Infine, parleremo di uno dei risultati fondamentali della teoria dei gruppi in
N1, ovvero del Teorema di Mohres.

Innanzitutto, cominciamo sottolineando il motivo per cui i gruppi con tut-
ti i sottogruppi subnormali sono un argomento cosi importante. La risposta
a questa domanda risiede nella proposizione che segue.

Proposizione 2.0.1. (1) In un gruppo nilpotente di classe di nilpotenza ¢
ogni sottogruppo é subnormale di difetto al piu n.

(2) Un gruppo finitamente generato in cui tutti i sottogruppi sono subnor-
mali é nilpotente.

Dalla proposizione si evince che il legame tra i gruppi nilpotenti e i gruppi
in V; ¢ particolarmente stretto. Tuttavia, vi sono delle differenza tra le due
classi: sono ambedue chiuse per sottogruppi e quozienti, ma la classe Aj non
é chiusa per i prodotti diretti, mentre 91 lo ¢, come afferma il Teorema di
Fitting 1.5.5. Possiamo infatti costruire un controesempio.

Esempio 2.1. Sia H un gruppo in N con centro triviale, il sottogruppo
diagonale D = {(x,x) | x € H} del gruppo prodotto diretto H x H si auto-
normalizza (i.e. D = Ngyy(D)). Pertanto, D non ¢ subnormale in H x H
e dunque H X H ¢ N7.
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Il fatto che il sottogruppo diagonale D si autonormalizza deriva dal se-
guente lemma.

Lemma 2.0.2. Dati un gruppo H e D il sottogruppo diagonale di H x H.
Allora: D # Ngxu(D) se, e solo se, Z(H) # 1.

Dimostrazione. Osserviamo che

Npxu(D) = {(h, k)

{(h,k)e Hx H | (2", 2*) € D Vr € H}
={(hk) e Hx H |z"=2" VYorec H}

{(hk)e Hx H |z =2"" Vze H}

{(h,k) e Hx H|kh™' € Z(H)}.
Pertanto se D = Np.p(D), cid & equivalente a dire che D = {(h,k) €
Hx H | kh™' € Z(H)} e cio implica che Z(H) = 1.
Per dimostrare I’altra implicazione, assumiamo che D # Ny, (D), ovvero

che 3(h,k) € H x H con h # k (ovvero 1 # kh™1'), tale che kh™' € Z(H).
Pertanto Z(H) # 1. O

Il prossimo risultato ¢ uno dei pit utili strumenti per lo studio dei gruppi
N7; in seguito si ricorrera spesso a strutture simili per studiare gruppi nilpo-
tenti e non, con particolari proprieta. Fu osservato per la prima volta da C.
Brookes e percio ne prende il nome.

Teorema 2.0.3 (Brookes). Sia G un gruppo in Ni e sia © una famiglia di
sottogruppi di G contenente G. Allora esistono

i. un sottogruppo H € ©;
1. un sottogruppo F di H finitamente generato;
11, un intero positivo d,

tali che per ogni K € ©

F<K<H e K ha difetto al pia d in H.

Dimostrazione. Supponiamo che G non soddisfi il Teorema di Brookes. Mo-
streremo che si possono costruire due catene subnormali

(I} =F<kh<.<FEL<F.,<.
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tali che, per ogni ¢,7 € N, F; ¢ finitamente generato, H; € ©, F; < H; e
[Hi i Fia] £ Higr.
Per costruire siffatte catene procediamo induttivamente. Fissiamo Fy = {1}
e G = Hy. Supponiamo di aver gia definito Fy,...,F; e Hy,..., H;. Dato
che F; < H; € © e che G ¢ un controesempio, allora esiste un sottogruppo
H; .y < H;in © con F; < H;; e con il difetto di H;,; in H; uguale a i + 1.
Cio implica che esiste un sottogruppo di H,,; finitamente generato K, tale
che [H;,; K] & H;y1. Allora poniamo porre F; iy := (F};, K); infatti Fj,; cosl
definito ¢ finitamente generato, essendo F; e K finitamente generati. Inoltre,
dalla definizione segue che F; < Fiiy < H;iq e [H;; Fin] € Hipa.
Ora definiamo

F=|JF.

ieN
Avendo imposto che F; < Hj, si ha che F' < H; per ogni ¢ € N e di conse-
guenza F' < ﬂieN H;. Dunque F é un sottogruppo subnormale di G.
Ricordando adesso la caratterizzazione 1.1.6 dei sottogruppi subnormali, cio
significa che |G, F] < F con 1 < k € N il difetto di F'in G.
In particolare, otteniamo che

Gk Fra] < [Go F] < F < Hyq (2.1)

che contraddice la scelta di Fy 1, in quanto avevamo imposto che |G Fi11] ﬁ
Hi 1. ]

La prossima proposizione ¢ una generalizzazione di un risultato che tro-
veremo pitl avanti.

Proposizione 2.0.4. Sia G € N, e sia A un sottogruppo di G normale,
nilpotente e periodico. Sia AY = (), oy A". Allora esiste un intero positivo d
tale che

AY < G(G).

Dimostrazione. Per alleggerire la notazione, nel corso della dimostrazione uti-
lizzeremo D := A“. Senza perdita di generalita, possiamo supporre che G/D
sia numerabile. Possiamo allora "ordinare" gli elementi di G/D in questo mo-
do: G/D ={a1D,a3D,a3D,...}. Per induzione, dimostriamo che esiste una
sequenza di interi {m,,},>; tali che, per ogni n, AN (a", a3, ...;a") = 1.

Assumiamo che, per un certo 1 < n € N, esistano degli interi mq, ms, ..., m,
tali che se U, := (a7, a3, ...,a), allora ANU, = 1.

Per come é definito, U, é un sottogruppo del gruppo nilpotente e finitamente
generato (U,,a,11). Inoltre, dato che A é periodico, A N (U,,a,:1) € un

sottogruppo finito.

20



Osserviamo che il gruppo (Up,, a,41), essendo finitamente generato e nilpo-
tente, & policiclico. Dunque, per il Teorema 1.4.3 , esiste un sottogruppo di
indice finito di (U, a,41) che contiene U, ed ha intersezione triviale con A.
Infatti, per il teorema appena citato esistono {H;};>; C U, con indice finito
tali che

Uy=(H = 1=UnA=(HNA &  HnA=1 3l
l l

In particolare, esiste un intero m,1 > 1 tale che U,y = (Uy, a,7") ha in-
tersezione triviale con A. In questo modo abbiamo concluso la dimostrazione
induttiva.

Definiamo ora U := (a’» | 1 <n € N). Allora ANU =1 e per ongi z € G
esiste un 1 < k € N tale che zF € U.

Ora, dato che G € NV;, U ¢ un sottogruppo subnormale di G di difetto d. Cio
implica che [A,; U] < ANU = 1. Dati z1,...,x4 € G e my,...,mq € N tali che
x;" € U, possiamo ora applicare il Lemma 1.1.12, ottenendo la prima delle
seguenti due inclusioni:

D,y ...,xq) <A, (2]),... (2] <[AqU] = 1. (2.2)
La seconda inclusione ¢ dovuta invece alla definizione di {z;}1<;<q-
Cio conclude la dimostrazione in quanto, dall'uguaglianza [D, xq, ..., x4 = 1,
segue che d < (4(G). O

Possiamo infine enunciare un corollario immediato di questa proposizione.

Corollario 2.0.5. Siano G € N; e D un suo sottogruppo normale, abe-
liano, divisibile e periodico. Se G /D ¢é nilpotente (ipercentrale), allora G ¢é
nilpotente (ipercentrale).

2.1 Sul Teorema di Mohres

Al centro di questa tesi vi é lo studio dei gruppi con tutti i sottogruppi
subnormali e senza torsione; il quale é solamente un ramo della pit ampia
Teoria dei gruppi con tutti i sottogruppi subnormali. E dunque doveroso
spendere qualche parola in piu a riguardo, in particolare rispetto al lavoro
di Walter Mohres. Infatti ¢ dovuto a Mohres uno dei piu grandi trionfi della
Teoria dei gruppi infiniti del secolo scorso; ossia 'omonimo teorema che di-
mostro nel 1990 in 7| e che afferma che ogni gruppo con tutti i sottogruppi
subnormali é risolubile. Notiamo che faremo uso di un caso particolare di
questo teorema per dimostrare il Teorema di Smith, ovvero assumeremo che
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il gruppo sia senza torsione.

Prima di trattare di come sia possibile dimostrare il Teorema di Mdhres,
andiamo a vedere cosa storicamente ha condotto ad esso.
Innanzitutto ricordiamo che gia a fine ’800 era nota conseguenza del Teorema
di Sylow che un gruppo finito con tutti i sottogruppi subnormali é nilpoten-
te; in realta, attorno al 1955, Bear riusci a generalizzare tale risultato dimo-
strando che un gruppo che si puo generare dai suoi sottogruppi subnormali
e abeliani ¢ localmente nilpotente. (Quest’ultimo teorema dava una grande
quantita di informazioni sulla classe di gruppi N;: infatti, essendo i gruppi
con tutti i sottogruppi subnormali localmente nilpotenti, gli elementi di or-
dine finito costituiscono un sottogruppo del gruppo in questione.
Ulteriore sviluppo della teoria fu il Teorema di Roseblade nel 1965, che affer-
ma che se un gruppo é membro di Uy, allora é nilpotente di difetto limitato
da una funzione di d. Il passo successivo sarebbe stato provare che tutti i
gruppi di ] sono nilpotenti, ma nel 1968 Heineken e Mohamed trovarono un
controesempio: trovarono un p-gruppo metabeliano con tutti i sottogruppi
subnormali e nilpotenti e con centro triviale. Altri controesempi furono tro-
vati successivamente, tra i quali spicca quello di H. Smith del 1983 che provo
I'esistenza di un gruppo non nilpotente e ipercentrale in N, in particolare
gli elementi di questo gruppo hanno tutti ordine infinito. Era noto inoltre
che un gruppo in N godeva della proprieta dell’intersezione subnormale (i.e.
I'intersezione di gruppi subnormali é subnormale), ma si dimostro che non
poteva avere difetto di subnormalita limitato a meno che non fosse nilpoten-
te. Percio tutti i controesempi trovati non sono altro che esempi di gruppi
con la proprieta dell’intersezione subnormale, ma privi di difetto limitato.
Avendo dimostrato che la nilpotenza non é una conseguenza del fatto di ave-
re tutti i sottogruppi subnormali, rimase tuttavia aperta la questione sulla
risolubilita, che fu chiusa appunto da Mdohres.

Per quanto riguarda la dimostrazione del Teorema di Md&hres vi sono al-

cune osservazioni da fare. Essa ¢ suddivisa in tre parti: innanzitutto, Mohres
dimosto la veridicita dell’enunciato nel caso di un p-gruppo (ed é anche la
parte pit complicata della dimostazione); poi la dimostro nel caso in cui il
gruppo ¢ privo di torsione ed infine nel caso generale.
Per dimostrare il Teorema di Smith ci sara necessaria la dimostrazione del
Teorema di Mohres nel caso di un gruppo senza torsione 4.2.2, essendo questi
i gruppi in esame. Concludiamo sottolinenando il fatto che nella dimostra-
zione useremo il Teorema di Roseblade, anch’esso nel caso di gruppi senza
torsione 4.1.2.
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Capitolo 3

Gruppi senza torsione

Fine ultimo di questo capitolo € quello di approfondire le proprieta dei

gruppi senza torsione. In particoalre, affronteremo il caso in cui il gruppo
in esame ¢ localmente nilpotente (o anche di Engel), riuscendo a dedurre
importanti proprieta della serie centrale ascendente del gruppo di partenza.
Tra i vari risultati che troveremo spiccano per importanza il Lemma di Carin
e il suo corollario.
Nella seconda parte vedremo come costruire gruppi senza torsione a partire
da un generico gruppo localmente nilpotente, seguendo la brillante intuizione
di Casolo di utilizzare gli isolatori. Di questo strumento daremo innanzitutto
la definizione e le principali proprieta; mostreremo che si "comporta bene"
rispetto al commutatore, alla derivazione e rispetto ai termini della serie
discendente. Mediante il Teorema di P.Hall vedremo anche che, oltre alla
normalita, Iisolatore di un sottogruppo preserva la subnormalita. Conclu-
deremo questa parte provando che per i gruppi senza torsione e localmente
nilpotenti gli isolatori si comportano bene anche rispetto alle serie ascen-
denti. Inoltre, proveremo che esistono condizioni sufficienti a dimostrare la
nilpotenza di un gruppo senza torsione e localmente nilpotente.

3.1 Gruppi senza torsione localmente nilpoten-
ti

Come anticipato, cominciamo la trattazione col dare alcune proprieta
delle serie ascendenti centrali di un gruppo senza torsione.

Lemma 3.1.1. Sia G un gruppo di Engel e siano a,b € G, con {a)% sotto-
gruppo senza torsione. Assumiamo che esista 1 < n € N tale che [a,b"] = 1.
Allora, [a,b] = 1.
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Dimostrazione. Poiché G é un gruppo di Engel, esiste un 1 < k € N tale che
la,r b] = 1. Procediamo ora per induzione su tale k.

Nel caso k = 1, non & necessario dimostrare nulla, in quanto 1 = [a,; ]
[a,b]. Nel caso k > 1, é bene innanzitutto osservare che 1’assunzione [a, b"]
1 implica che b" € Cg(a) e dunque che b appartiene al centro di (a,b). Da
quasta osservazione e dal fatto che [a,b] € (a,b) deduciamo:

la,
la,

[la,b],b"] = 1. (3.1)
Siamo ora nella situazione seguente:
o [[a,bl.x—10] = [a,rb] = L;
e ([a,b]) & privo di torsione poiché ([a,d])% < (a);
e esiste n € N tale che [[a, b],0"] = 1.

Applicando l'ipotesi indutiva ad [a,b] e b in G, abbiamo che [[a,b],b] = 1.
Quest’ultimo risultato ci permette di applicare il Lemma 1.1.8 e di ottenere
che [a,b]" = [a,b"] = 1. Avendo supposto (a)“ senza torsione ed essendone
[a, b] un elemento, si conclude che [a,b] = 1. O

Proseguiamo con due applicazioni di questo lemma.

Corollario 3.1.2. Sia G un gruppo localmente nilpotente e siano a,b € G.
Se [a",b™] ha ordine finito per qualche n,m > 1, allora [a,b] ha ordine finito.

Dimostrazione. Consideriamo il gruppo quoziente G/T dove T' = T(G) ¢ il
sottogruppo torsione di G. Per costruzione, G/T ¢ un gruppo localmente
nilpotente e senza torsione. Inoltre, essendo localmente nilpotente, G /T ¢é
anche di Engel. Consideriamo infine il sottogruppo senza torsione (a™)“T'/T.
Il fatto che [a™, b™] ha ordine finito, é equivalente a dire [a",b™] € T, ovvero
che [a",0™] = 1g/p. Possiamo dunque applicare il Lemma 3.1.1 e ottenere
che [a",b] = 1¢/7. Ripetendo lo stesso procedimento con il sottogruppo senza
torsione (b)¢T/T di G/T, possiamo concludere:

la,bl = [b,a] =1g/r & [a,b] € T(G).
[

Altra diretta conseguenza del Lemma 3.1.1 é data dalla seguente propo-
sizione.

Proposizione 3.1.3. Sia G un gruppo localmente nilpotente.
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1. Se N ¢ un sottogruppo normale e privo di torsione di G, allora G/Cg(N)
¢ un sottogruppo privo di torsione.

2. Se G ¢ senza torsione, allora G/(,(G) é senza torsione, per ogni ordi-
nale .

Dimostrazione. 1. Sia b € G e sia 1 < n € N tale che b" € Cg(N). Ora
possiamo applicare il Lemma 3.1.1 a G ed N, in quanto G, essendo local-
mente nilpotente, ¢ di Engel, N = N ¢ senza torsione e [N, "] = 1 dato che
b" € Cg(N). Allora abbiamo che [N,b] = 1, i.e. b € Cg(N). Cido permette
di concludere che G/C¢(N) ¢é senza torsione.

2. Per induzione su a.

Caso a=1. Essendo G banalmente normale in se stesso e ricordando che
Co(G) = Z(G) = ¢1(G), possiamo applicare il punto precedente a G otte-
nendo G/(;(G) ¢é senza torsione.

Caso o >1. Si procede analogamente se assumiamo che G/(,(G) sia senza
torsione. E’ infatti suficiente applicare il punto 1. a G := G/(,(G) =: N per

ottenere che
G/L(G) —  GlLG) G

Z(G/Ca(G)) B Conrl(G)/Ca(G) B Ca+1(G)

é senza torsione.
Per completare la dimostrazione per induzione su «, rimane da considerare
il caso in cui l'ordinale § é limite. In questo caso si ha

Cﬂ(G) = U Ca(G)>

a<p

pertanto se g" € (3(G) per qualche 1 < n € N, allora ¢" € (,(G) per
qualche v < . Per ipotesi induttiva abbiamo che g € (,(G) ed essendo
Ca(G) < (3(G), allora g € (3(G). Abbiamo cosi concluso che G/(3(G) ¢é
privo di torsione. O

Possiamo ora dimostrare due risultati riguardanti i sottogruppi normali,
abeliani e senza torsione di un gruppo localmente nilpotente.

Lemma 3.1.4. Sia G un gruppo localmente nilpotente e A un suo sottogruppo
normale, abeliano e senza torsione. Siano a € A e xy1,...,x, € G, tali che
la,xq,...,x,] # 1. Allora gli elementi di A: a,|a, 1], [a, 1, xs], ..., [@, T1, ..., Ty
sono indipendenti.

Dimostrazione. Assumiamo il contrario; allora esistono s € N tale che 0 <
s<neds,..d, €7Zconds #0, tali che

(@, 21, .oy )™ [a, 21, oy 2| @, T, 2] = 1 (3.2)
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Ora, essendo il gruppo X := (a,z1,...,,) finitamente generato, esso é nil-

potente. Pertanto esiste un intero & > 1 tale che b = [a,x1,...,25 €
Ce(X) \ Go_1(X). Allora

b™% = [b, 1] b Ty, o, 0] € Ger (X)), (3.3)
Percio 1 = [b7% ;1 X] = [b,r_1 X]7%, dove la prima uguaglianza ¢ dovuta

a (3.3) mentre la seconda al fatto che A ¢ sottogruppo normale e abeliano.
Infine, poiché A ¢ privo di torsione, si ha che [b,z_; X] = 1. Ma cio significa
che b € (4_1(X) ed ¢ una contraddizione. O

Lemma 3.1.5 (éarin). Sia G un gruppo localmente nilpotente e sia A un
suo sottogruppo normale e abeliano. Se A & senza torsione di rango finito d,
allora

i. A<G(G);
ii. G/Cq(A) é un sottogruppo senza torsione e nilpotente.

Dimostrazione. 1l punto 1. segue dal Lemma 3.1.4 e dalla definizione di rango
finito di un insieme abeliano.

Per quanto riguarda il punto 2., si deduce immediatamente dalla Proposizio-
ne 3.1.3 punto 2. che G/Cs(A) é un sottogruppo senza torsione. Per provar-
ne la nilpotenza é sufficiente provare che Cg(A) > 74(G), infatti cio significa
che G/Cg(A) é nilpotente. Proviamo dunque Cg(A) > ~4(G). Dal punto
precedente sappiamo che A < (4(G) e cio implica che Cq(A) > Ca(((G)).
Ricordiamo che per il Lemma 1.1.4 vale [(4(G), v4(G)] = 1, da cui deduciamo
che 74(G) < Ca(C(G)) < Ca(A). u

Per proseguire con un corollario del Lemma di Carin ¢ necessario intro-
durre una nuova notazione per quanto riguarda i gruppi policiclici.

Definizione 3.1.6. Dato un gruppo H policiclico, il numero di fattori ci-
clici infiniti in una serie policiclica di H é un invariante di H ed é detto la
lunghezza di Hirsch di H. Si denota con h(H).

Corollario 3.1.7. Sia G un gruppo localmente nilpotente e senza torsione.
Sia H un sottogruppo di G finitamente generato e normale. Allora H <
Cn(G), con h la lunghezza di Hirsch di H.

Dimostrazione. Osserviamo innanzitutto che H é un sottogruppo finitamente
generato di G e dunque € nilpotente. Percio, applicando la Proposizione 1.5.4,
H ¢ policiclico e ha pertanto senso considerare la lunghezza di Hirsch di H.
La dimostrazione si svolge per induzione sulla lunghezza di Hirsch h(H).
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Essendo H nilpotente, allora Z(H) # 1. Inoltre Z(H) ¢ finitamente generato,
dato che H ¢ finitamente generato e nilpotente. Chiamiamo A := Z(H) e
ricordiamo che un gruppo abeliano finitamente generato e senza torsione é
somma diretta di gruppi ciclici infiniti; dunque

h(A) = rank(A). (3.4)

Ora siano h; = h(H/A) e hy = h(A), allora sappiamo che hy+hy = h(H) = h
ed, essendo ho # 1, certamente abbiamo h; < h. Per il primo punto del
Lemma di Carin 3.1.5 applicato ad A e ricordando (3.4), otteniamo che A <
Chy (G). Se quozientiamo modulo (p,(G) e indichiamo con "~" le immagini

dei sottogruppi di G tramite la proiezione canonica sul gruppo G/G,(G),
allora H = H/(p,,(G) < H/A ha lunghezza di Hirsch

h(H) < h(H/A) = hy. (3.5)

Essendo immagini omomorfe di G e H rispettivamente, G é senza torsione
ed H é finitamente generato, allora, per ipotesi induttiva,

H < Gy (G) < G (G)- (3.6)
Possiamo allora concludere che H < (p, 11, (G) = (,(G); infatti si pud provare

Ch1+h2(G> o G
@) M <<h2<G> '

facilmente che

3.2 Isolatori

Come anticipato, stumento chiave per dimostrare il Teorema di Smith,
seguendo le indicazioni di Casolo, é la teoria degli isolatori di P. Hall. Infatti
essa racchiude in sé, in modo molto elegante, il problema dell’estrazione di
radici nei gruppi localmente nilpotenti; con cio, in pratica, si intende che per
ogni gruppo localmente nilpotente G e per ogni suo sottogruppo H, il gruppo
quoziente G/Ig(H) é privo di torsione, dove con I5(H) si indica lisolatore
di H in G. Ricorreremo spesso agli isolatori principalmente per questa loro
proprieta.

Prima di dare la definizione di isolatore, ricordiamo che se 7 é un insieme
di primi, un intero n # 0 é detto m-numero se, e solo se, tutti i suoi divisori
primi sono elementi di 7.

Definizione 3.2.1. Sia m un insieme di primi e sia H un sottogruppo del
gruppo G. Il w-isolatore di H in G ¢é l’insieme

IL(H) ={x € G|a" € H per qualche m-numero 1 < n € N}.
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Nel caso in cui I'insieme 7 é I'insieme di tutti i primi, solitamente si omette
nella notazione e si parla semplicemente di isolatore Io(H) di H < G-

Io(H) ={x € G| 2" € Hper qualche 1 <n € N}.

Vediamo ora alcuni semplici risultati necessari per lavorare con gli isolatori.
Li enunceremo nel caso in cui I'insieme 7 coincide con tutti i numeri naturali
primi, ma con qualche semplice accortezza si possono dimostrare anche per
un qualsiasi insieme di primi.

Lemma 3.2.2. Sia G un gruppo localmente nilpotente; allora, per ogni H <
G,
I¢(H) < G.

Dimostrazione. Sia H < G e siano x,y due qualsiasi elementi di Ig(H),
allora se dimostriamo che (z,y) C Ig(H) possiamo concludere.

Essendo x,y € Ig(H), esistono n,, n, € N tali che 2"+ | y™ € H. Chiamiamo
m = m.c.m.(ng, n,), allora

V= (™ y™) < H.

Sia ora U := (z,y). Essendo U < @G finitamente generato, esso ¢ nilpotente
di classe c¢. Di seguito proveremo, per induzione su ¢, che |U : V| é finito;
infatti cio implica che (x,y) = U C Ig(H).
Supporre che ¢ = 1 é equivalente ad ipotizzare che U sia abeliano e, in questo
caso, il fatto che I'indice di V in U ¢ finito, é chiaro.
Consideriamo il caso ¢ > 2; allora 7.(U) < U. Dunque possiamo considerare
il gruppo quoziente U/~.(U) e tutti i suoi sottogruppi. In particolare, os-
serviamo che U/~.(U) é un gruppo nilpotente di classe di nilpotenza ¢ — 1
e, applicando l'ipotesi induttiva, otteniamo che ~.(U)V/~.(U) é un suo sot-
togruppo di indice finito. Ricorrendo poi al Terzo Teorema di Isomorfismo,
abbiamo

U )V
Ye(U) " (V)
Ricordiamo la definizione di 7.(U) = [U,.—1 U] = ([u1,...,u | uv; € {z,y},
con i = 1,..,¢) e consideriamo uno di siffatti generatori di ~.(U), w =
[u1,...,u.]; allora per il Lemma 1.5.2

' > |U : 7. (U)V] < +o0. (3.7)

w = u ol € v (U) N 2™ y™) = 4.(U)N V.

c

Cio implica che il gruppo quoziente v.(U)/7.(U)NV ¢é abeliano e finitamente
generato da elementi di indice finito; dunque é finito. Allora, per il Secondo
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Teorema di Isomorfismo, abbiamo v.(U)/7.(U) NV = ~.(U)V/V e pertanto
anche ~.(U)V/V ¢ finito. Da quest’ultimo risultato e da (3.7) possiamo
concludere che

U V] = U 0)V] |1(U)V : V] < 0.
<oo <oo

]

Vi sono due osservazioni importanti che seguono direttamente da questo
risultato e le troviamo nella seguente proposizione:

Proposizione 3.2.3. Sia H < G con G gruppo localmente nilpotente. Allora
1. Ic(Ie(H)) = Ic(H);
2. se H LG, allora I(H) < G.

Dimostrazione. (1) Dalla definizione di isolatore segue immadiatamente che
H C Is(H) per ogni H < G; dunque Ig(H) C Ig(Ig(H)). Anche l'altra
inclusione é una semplice applicazione della definizione: sia = € Io(Ig(H)),
cio significa che esiste un 1 < n € N tale che 2™ € I5(H). Ovvero esiste
1 <m € N tale che (z")™ € H, ma cio equivale a dire che x € I5(H).

(2) Segue da un semplice conto: supponiamo H < G e sia ¢ € Ig(H),
allora esiste 1 < n € N tale che 2™ € H. Osserviamo che per ogni g € G,
(z9)" = g 'a"g € H e dunque (29) € Ig(H). O

Dalla definizione di isolatore e dal Lemma 3.2.2 si deduce immediatamente
che H < I¢(H) per ogni H < (; mentre dalla Proposizione 3.2.3 segue che
se H < G é nilpotente di classe n, allora anche I5(H) é nilpotente, ma di
classe al piu n.

Definizione 3.2.4. Sia H un sottogruppo del gruppo G, diremo che H é un
sottogruppo isolato (o mw-isolato) se H = 1o(H) (o H =IL(H)).

Proseguendo con le proprieta utili per lavorare con gli isolatori; di seguito
infatti vedremo che gli isolatori si comportano bene rispetto alla derivazione
e conservano le proprieta dei fattori centrali.

Lemma 3.2.5. Sia G un gruppo localmente nilpotente e siano H, K due suoi
sottogruppi. Allora, per ogni 1 <n € N,

(i) [G,1c(H)| < I5([G, H]); da cui seque che se U/V & un fattore centrale
di G, allora anche I6(U)/1c(V') é un fattore centrale;
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(i) m(Ia(H)) < Ig(yn(H));
(iii) Io(H)™ < Ig(H™).

Dimostrazione. Siano G, H, K come nelle ipotesi.
(1) Indichiamo con M = I(|G, H]). Con un semplice calcolo di commutatori
si dimostra che [G, H] < G, allora, per il secondo punto della Proposizione
3.2.3 abbiamo che M < G. Inoltre, dalla definizione di isolatore e dal fatto
che 1¢ € [G, H], segue immediatamente che G/M ¢ un gruppo senza tor-
sione. Consideriamo ora un elemento b € I(H) e sia 1 < n € N tale che
b" € H. Allora, per ogni g € G, abbiamo che [g,0"] € [G, H] < M. Ora, dato
che G/M & senza torsione ed Engel, (g)¢ ¢ senza torsione e [g,b"] = 1/ ,
possiamo applicarvi il Lemma 3.1.1, ottenendo che [g,b] = 1¢/as, ovvero che
[9,0] € M. In questo modo abbiamo provato che [G, Ig(H)] < M.
(1) Procediamo per induzione su 1 <n € N.
(Caso n = 1) Per definizione di serie discendente centrale abbiamo v, (Ig(H)) =
I¢(H) e lg(v1(H)) = Ig(H), che dunque soddisfano banalmente I'inclusione.
(Cason > 2) Per alleggerire la notazione rinominiamo il sottogruppo 7, (H) =:
K. Siano xy, ..., x, n-elementi di I¢(H), allora esiste un 1 < m € N tale che
{27, ...,a™} C H. E ora possibile ricorrere all'ipotesi induttiva e ottenere
y = [z1, ., xn1] € Yuo1(Ig(H)) < Ig(yn-1(H)). Cid implica che esiste un
1 <t € N tale che y* € 7,_1(H). Dunque, se consideriamo [y*, 2] esso
¢ un elemento di K che & sottogruppo di I¢(K); ovvero [y, 2™] € I5(K).
Con un ragionamento analogo a quello fatto nel punto precedente, possiamo
applicare il Lemma 3.1.1 al gruppo localmente nilpotente e senza torsione
I6(H)/I6(K) ed ai suoi sottgruppi (y)Ia(K)/Ig(K) e (z.)Ia(K)/Ig(K).
ottenendo che

[y,xn] € IG(K)

Abbiamo cosi provato che ogni elemento [y, z,] = [z1, .., Zp_1, Ts] € Y (K) &
un elemento di I(K).

(111) Procediamo nuovamente per induzione su 1 <n € N.

Se n = 1, abbiamo che

Ig(H)Y =) 1(Ia(H)) <oy La(y2(H)) =g Ia(HY),

dove in (xx) siammno ricorsi al punto precedente del lemma, mentre in (%)
abbaimo semplicemente utilizzato la definizione del secondo termine della
serie centrale discendente.

Se n > 2, il termine n-esimo della serie centrale & per definizione I (H)™ =
[I(H)™ Y Io(H)" Y] = y,(Ig(H)™ V). Per l'ipotesi induttiva si ha poi
Yo(Ig(H) ") < ~y(Ig(H™V)) e dunque ,applicando il punto precedente
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del lemma, possiamo concludere che
Io(H)™ <3 (l(H" ™)) < Ia(ya(H" ) = Io(H™).
]

E doveroso osservare che quest’ultimo lemma ¢ un caso particolare di un
risultato generale di P. Hall che vedremoi nel paragrafo successivo.

3.2.1 Teorema di P. Hall

Innanzitutto introduciamo alcune notazioni.

Siano Hy, Hs, ..., H, sottogruppi di G e sia 6 una qualsiasi parola in n varia-
bili, allora indichiamo con §(H,, ..., H,) il sottogruppo di G generato da tutti
gli elementi della forma 6(hy,..h,) con h; € H;, per ogni 1 <7 < n.

Come da consuetudine, dato un insieme di primi, 7, indichiamo con 7’ I'in-
sieme dei primi naturali che non appartengono a m. Inoltre, diciamo che un
gruppo G é un 7w-gruppo (o un 7'-gruppo) se tutti i divisori primi del suo
ordine sono elementi di 7 (o 7).

Il Teorema di P. Hall si simostra ricorrendo essenzialmente al lemma seguente.

Lemma 3.2.6. Siano Ay, ..., A, sottogruppi del gruppo finitamente generato
e nilpotente G e, per ogni 1 < i <mn, sia B; < A; con |A; : B;| finito. Sia
Uinsieme di tutti i primi che dividono gli indici di |A; : B;| e sia 0(xq, ..., x,)
una parola. Allora

0(Ay, ..., An) : 0(By,...,By,)| e finito ed é un w-numero.

Dimostrazione. Per alleggerire la notazione chiamiamo H = 0(A;,..A,) e
K = 6(B,,..B,) e notiamo che K < H. Supponiamo, per contraddizione,
che 'indice di K in H non sia un m-numero, ovvero

|H : K| € oppure sia oo. (3.8)
Innanzitutto, essendo G nilpotente e finitamente generato, esso soddisfa la

condizione di massimalita come enunciato nella Proposizione 1.4.5; pertanto
esiste un sottogruppo N < GG massimale tra i sottogruppi M < G tali che

|HM : K M| non m-numero. (3.9)

Possiamo assumere che N = 1; infatti € sempre possibile ricondursi a questo
caso sostituendo G e i suoi sottogruppi con la rispettiva proiezione sul gruppo
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quoziente G/N.

Con le assunzioni fatte sinora andiamo a studiare Z, il centro di G.

Per la massimalita di N, si ha che Z N K = 1; infatti Z N K < G e soddisfa
la condizione (3.9) dato che

[H||(Z N K)|

\H@mK%meKﬂzwwﬂK%KFme@mem

(3.10)
_HIEZn K)o
= =|H: K|
[(ZN K)||K
Supponiamo che Z contenga un sottogruppo ciclico infinito, detto Y. Allora,

per la massimalita di N, |HY : KY| deve essere un m-numero, ovvero

HIY] [KNY] |1 K]
HAY| |K|[Y] — [HNY]

|HY : KY| = T-numero, (3.11)
dove abbiamo utilizzato il fatto che K NY < K N Z = 1. Ricordando che
per ipotesi (3.8) |H : K| non ¢ un m-numero, 'equivalenza appena trovata
implica che H NY # 1. Chiamiamo C' = H N'Y e osserviamo che C & un
gruppo ciclico infinito, essendo C' < Y. Ora consideriamo un primo ¢ € «’
e il gruppo C? generato dalle potenze g-esime degli elementi di C'. Dalla
definizione di C', segue che C?7 < C < Z e dunque C' e CY sono entrambi
normali in G. Nuovamente per la massimalita di N, abbiamo che |[HC : KC|
e |HCY: KCY| sono m-numeri; in particolare

|HC?: KC% = |H : KC' = |H : KC||KC : KC| =4 |H : KC|q
T-numero
=|HC: KC| q ,
—_——
mT-numero en’

(3.12)
dove in (a) e in (b) abbiamo ricordato rispettivamente che C? e C sono
sottogruppi di H. L’uguaglianza in (3.12) é una contraddizione e pertanto Z
non possiede sottogruppi ciclici infiniti; ovvero tutti gli elementi di Z hanno
ordine finito. Sia dunque R un sottgruppo ciclico di ordine primo 7, allora,
per lo stesso ragionamento fatto per Y in (3.11), |[HR : K R| deve essere un
m-numero, RN K =1e RN H # 1. In particolare, quest’ultimo risultato ed
il fatto che R é ciclico di ordine primo, implica che R < H. Riassumendo,
|HR : KR| = |H : KR| deve essere un m-numero e cio implica che r € 7', in
quanto vale I'uguaglianza

\H:K| =|H:KR|KR:K|=|H:KR|r.
—— ——

non 7T-numero T-numero
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Poiché quanto appena provato vale per ogni primo r che divide 'ordine di Z,
si ha che Z ¢ un n’-gruppo finito. Allora, ricordando che se un gruppo nil-
potente ha centro di esponente finito allora esso ha come ordine una potenza
dell’esponente del centro, concludiamo che anche G deve essere un 7’-gruppo
finito e cio € in contraddizione con le ipotesi del lemma. O

Procediamo con la dimostrazione del Teorema di P. Hall.

Teorema 3.2.7 (P. Hall). Sia 0(x1,...,x,) una parola, sia ™ un insieme di
primi e siano Hy, ..., H, sottogruppi di un gruppo localmente nilpotente G,
allora

O(IZ(Hy), ..., I5(H,)) < I5(0(H,, . .., HL)).

Dimostrazione. Per comodita chiamiamo U = 0(I%(H,y),...,I15(Hy)) e V =
0(Hi,...,H,), allora dobbiamo provare che U < IZ(V'). Sia 0(g1,...,9n)
un elemento di U, con g; € IZ(H;) per ogni ¢ = 1,...,n. Definiamo ora
i sottogruppi A; = (¢;) e B; = (g;""), dove, per ogni i, 1 < m; € N ¢
tale che ¢/ € H;. Sia A := (Ay,...,A,), esso ¢ un gruppo finitamen-
te generato e pertanto nilpotente. Per come abbiamo costruito A e i suoi
sottogruppi, A; e B;, € possibile applicarvi il Lemma 3.2.6 deducendo che
0(Ay, ..., An) @ 0(By,...,B,)| ¢ un m-numero. Infatti, per costruzione,
|A; © B;| = m; per ogni ¢ € m. Dato che A é nilpotente, allora ogni suo
sottogruppo é subnormale e dunque 0(By,..., B,) <<6(A4,..., A,). In par-
ticolare, essendo g € 0(Ay,..., A,), si ha ¢™ € 0(By,...,B,) < V per un
quelche m € 7, che é equivalente ad affermare che g € I7(V). Dato che sono
elementi del tipo di g che generano U, possiamo concludere che U < I (V).

O

Il teorema di P. Hall ha una diretta conseguenza che ¢ molto utile quando
si lavora con gli isolatori:

Corollario 3.2.8. Siano H, K sottogruppt del gruppo localmente nilpotente
G, allora
Uc(H), Ic(K)| < Ic([H, K]).

Dimostrazione. La dimostrazione consiste nell’applicazione del Teorema di
P. Hall a G, H, K dove la parola 6 che si utilizza é il commutatore di due
elementi. Infatti, dati H, K < G, la parola 6 genera il sottogruppo [H, K] di
G e dal Teorema 3.2.7 segue che

Ua(H), I6(K)] = 0(lc(H), [o(K)) < 1a(0(H, K)) = Io([H, K]).
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OSSERVAZIONE 3.2.9. Se applichiamo il Corollario 3.2.8 ad un qualsiasi
sottogruppo H ed al suo normalizzante in G, Ng(H), otteniamo che

Ie(Ng(H)) < Ne(Ia(H)). (3.13)

In particolare, abbiamo che il normalizzante in G di un sottogruppo isolato
H ¢ anch’esso isolato; ovvero se H = Ig(H) allora

Ne(H) = Ie(Ne(H)).

OSSERVAZIONE 3.2.10. Altra immediata consequenza di questo corollario é
che se H ¢ subnormale di difetto d in G, allora Io(H) é subnormale di
difetto al piu d:

H<<'G = Io(H) «<’G. (3.14)

Infatti, con un semplice calcolo, si puo provare che se H = Hy< Hy_1 allora
anche Ig(H) < Hy .

Passiamo ora allo studio degli isolatori di gruppi senza torsione; in questo
caso é possibile ottenere dei risultati molto pin forti di quelli ottenuti sinora.
Prima di enunciare e provare i risultati pit interessanti per questo elaborato,
é bene osservare che se un gruppo G é senza torsione, in termini di isolatori,
cio é equivalente ad affermare che I5(1) = T(G) = 1.

Lemma 3.2.11. Sia G un gruppo localmente nilpotente e privo di torsione,
e sia H un sottogruppo di G. Allora, per ogni ordinale o, si ha

Ca(IG(H)) = Ig(Ca(H>>~

Dimostrazione. Per induzione sull’ordinale «.

Se a = 0, innanzitutto ricordiamo che per definizione della serie cen-
trale ascendente (o(H) = 1 per ogni H < G e l'uguaglianza si verifica
semplicemente, in quanto

CG(le(H)) =1=T(G) = Ic(1) = 15(C(H))

avendo assunto G senza torsione.

Se v > 1 allora possiamo assumere o« =  + 1 per un quelche ordinale
B. Sia K := (g(H) e siano z € I((.(H)) e g € Ig(H). Allora esistono
1 < m € N tale che 2™ € (,(H) e ¢ € H, ovvero, ricordando anche la
definizione di serie centrale ascendente,

[g™, 2™ € [H,((H)] < (s(H) = K.
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Ora, per il Lemma 3.1.1 applicato a G/K ed a (9)°K/K, (z™°K/K, si
ha che [g,2] € K < Ig(K) e cio ¢ vero per ogni = € I5((,(H)) e per ogni
g € Ig(H). Dato che siffatti [g,z] generano [Ig(H), I¢((o(H))] < Io(K) e
che, per ipotesi induttiva, I((s(H)) = (3(Ic(H)) otteniamo che

[a(H), I6(Ca(H))] < Cs(Ia(H)).

Cio prova che I5((o(H)) < (.(Ig(H)). Viceversa, sia y € (,(Ig(H)) e
osserviamo che, essendo (,(Ig(H)) < Ig(H), esiste un 1 < n € N tale che
y" € Ig(H). Dunque si ha la seguente catena di inclusioni:

[H,y"] < [la(H),y"|NH < (s(Ie(H)) N H.

Per ipotesi induttiva si ha (s(I¢(H)) = Ic(¢s(H)) e dunque I((s(H))NH =
Io(K)N H = Iy(K). Quest’ultimo fatto ci permette di concludere che

[H,y"] < Iy(K). (3.15)

Osserviamo ora che Iy(K) = T(H/K), allora, per il secondo punto della
Proposizione 3.1.3, applicato al gruppo senza torsione e localmente nilpotente
H, possiamo affermare che T(H/K) = 1y, in altri termini Iy (K) = K.
Unendo quanto appena provato a (3.15), troviamo che [H,y"| < K = (3(H)
e cio implica che y™ € (g41(H) = (o(H). Dunque y € I5((,(H)) per ogni
y € Co(Ig(H)) e ci permette di concludere che (,(Ig(H)) < Ig(¢.(H)).
Procediamo con 'ultimo caso da considerare, ossia quando « ¢ un ordinale

limite. Per definizione possiamo scrivere a = U5<a [ e che

Calla(H)) = [ GUla(H)) =@ | Ta(Cs(H))
B<a f<a

=Io(|J ¢s(H)) = Ia(Ca(H)),

B<a

dove in (x) abbiamo utilizzato il fatto che la veridicita dell’enunciato per un
qualsiasi ordinale 8 non limite é stata provata nel punto precedente. ]

Corollario 3.2.12. Sia G un gruppo localmente nilpotente e senza torsione.
Se G possiede un sottogruppo H con Ig(H) = G e che sia nilpotente (riso-
lubile, ipercentrale) di classe ¢ (di lunghezza derivata d, lunghezza o), allora
G ¢ nilpotente di classe c (risolubile di lunghezza derivata d, ipercentrale di
lunghezza ).

Dimostrazione. Procediamo con la dimostrazione tenendo a mente quanto
osservato in precedenza: G é senza torsione se, e solo se, I(1) = 1.
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Se H < G ¢ nilpotente di classe ¢ allora v.41(H) = 1; inoltre per il punto
(ii) del Lemma 3.2.5 e per I'ipotesi I(H) = G si ha:

1= Io(qenr(H)) = Yess(Ia(H)) = 741 (G).

=1

Dunque 7.41(G) = 1 e cio implica che G ¢é nilpotente di classe c.
Ricordiamo che H ¢é un sottogruppo risolubile di lunghezza derivata d se,
e solo se, HY = 1 e H@Y = 1. Tramite il punto (iii) del Lemma 3.2.5
otteniamo
G = (Ig(H)D = Io(H?Y) = I5(1) = 1,

ovvero che G = 1 e significa che G ¢ risolubile di lunghezza derivata d.

Infine, supponiamo che H < G sia ipercentrale di lunghezza o e con
Io(H) = G, allora (5(H) = (g41(H) per ogni ordinale § > «. Per il Lemma
3.2.11 possiamo scrivere

((G) = GIa(H)) = Ia(G(H)) = Ia(Csr1(H)) = (511(G)

ossia (3(G) = (34+1(G) e cio vale per ogni f > «a. Pertanto G ¢ ipercentrale
di lunghezza a. [

Lemma 3.2.13. Sia G un gruppo localmente nilpotente che ammette un
sottogruppo nilpotente H di indice finito. Se T(H) ha esponente finito, allora
G e nilpotente.

Dimostrazione. A patto di considerare il cuore normale Hg = ﬂgeG H9 di H
in G al posto di H, possiamo assumere che H <. Infatti, essendo Hg < H,
esso ha indice finito in G ed ¢ nilpotente. T'(H) ¢ nilpotente ed ammette
una serie caratteristica finita i cui fattori sono tutti centrali e gruppi elemen-
tari abeliani per un numero finito di primi. Sia U/V un fattore di siffatta
serie e sia un p-gruppo elementare e abeliano, allora H > Cg(U/V), quindi
G/Cq(U/V) ¢ finito e pertanto ¢ un p-gruppo. Si puod dimostrare che se un
gruppo G ha un p-sottogruppo A abeliano, elementare e normale non banale
tale che G/Cg(A) & un p-gruppo finito, allora esiste un 1 < n € N tale che
A < (,(Q); quindi esiste un 1 < m € N tale che U/V < (,(G/V), con
(n(G/V) termine della serie centrale ascendente di G/V. Ripetendo que-
sto ragionamento per ogni fattore della serie centrale di T'(H ), proviamo che
T(H) < (,(G) per un quelche n € N. Ora, osserviamo che T(G)/T(H) ¢é
isomorfo a T'(G)H/H ed ¢ una sezione normale finita di G; per tale motivo
T(G) < (x(G) per un qulache k& € N. Infine, il Corollario precedente 3.2.12
applicato al gruppo G/T(G) ne assicura la nilpotenza e cid implica a sua
volta la nilpotenza di G. m
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3.2.2 Lemma di Mohres

Il Lemma di Mohres ¢ una semplice, ma molto utile, applicazione della
Teoria degli isolatori ai gruppi senza torsione.

Lemma 3.2.14. Siano G un gruppo localmente nilpotente e numerabile, F
un sottogruppo finitamente generato di G e M un sottoinsieme finito di G
con FNM = 0. Allora esiste un sottogruppo H di G tale che Io(H) = G,
F<HeHNM=1(.

Dimostrazione. Essendo G numerabile, possiamo scriverlo come G = {z;|i €
N}. Mostreremo che ¢ possiblile costruire ricorsivamente una serie di sotto-
gruppi

F=Hy<H <Hy<..<H,,<H,<.. (3.16)

di G finitamente generati e con la proprieta di avere intersezione triviale con
I'insieme M.
Supponiamo allora che per ogni n € N ci siano n+1 interi positivi mg, mq, ..., my,,
tali che

(Fyxg®, ..,xy N M = 0. (3.17)

Sia H, = (F,zg°,...,z") e definiamo K = (H,,2,+1). Dunque, essendo
K finitamente generato, esso é nilpotente e policiclico. Per il Teorema di
Mal’cev 1.4.3, H,, é 'intersezione di tutti i sottogruppi di K con indice finito
che lo contengono.

Dato che M é finito, esiste sicuramente un sottogruppo W di K tale che
H,CW e WnNnM=0.

Percio esiste 0 # my4q € N tale che 2y} € W.

Ora, se chiamiamo H, 1 := (H,,, x,.1™"*'), abbiamo che F' < H, .1 e H, 41N
M = (. In questo modo abbiamo costruito la serie di sottogruppi (3.16)
cercata, che ci permette di trovare un sottogruppo di G con le proprieta
richieste. Infatti, se definiamo

H:=|JH = (Fa"

7
€N

i € Ny,

segue immediatamente dalla costruzione che

F<H , HONM=0 e Ig(H)=G.

37



Capitolo 4

Gruppi N7 senza torsione

In quest’ultimo capitolo ripercorreremo pari passo il ragionamento di Ca-
solo per provare che tutti i sottogruppi di N; senza torsione sono nilpotenti.
Egli trasse ispirazione dal lavoro di Md&hres per dimostrarne la risolubi-
lita e applico quanto trovato con gli isolatori, dapprima ai gruppi U, e,
successivamente, alla classe N senza torsione.

Cominciamo con qualche osservazione generale.

Lemma 4.0.1. Sia H un gruppo senza torsione e nilpotente di classe c. As-
sumiamo che H/H' possa essere generato da r elementi. Allora la lunghezza
di Hirsch di H al piv r +1r? + ... + r°.

Dimostrazione. Sia A = H/H', allora, per ogni 1 < i < ¢, esiste un epimor-
fismo

A9A®..04  —  y(H)/ v (H) (4.1)

i volte

per il Teorema 1.5.1. Ora, essendo un gruppo r-generato e abeliano, A ha
lunghezza di Hirsch al piu r. Similarmente , per ogni ¢ > 1, l'i-esima
potenza tensoriale A ® A ® .... ® A ha lunghezza al pitt r*. Percio, per ogni
1 <i<c¢, v(H)/viy1(H) ha lunghezza di Hirsch al pit r*. Quindi, dato che
Yer1(H) =1, H ha lunghezza di Hirsch al pit r + 72 + ... 4+ 7. O

4.1 Gruppi in U,

Prima di affrontare la dimostrazione nel caso generale, Casolo provo alcuni
risultati per i gruppi con tutti i sottogruppi subnormali di difetto al pit n.
Utilizziamo la stessa notazione utilizzata nel paragrafo 1.3 ongi 1 < n € N,
utilizzertemo il simbolo U,, per indicare la classe formata da questi gruppi.
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OSSERVAZIONE 4.1.1. Dalla definizione di U,, si deducono immediatamente 1
sequenti fatti.

1. Ogni gruppo in U, ¢é localmente nilpotente e (n + 1)-Engel.

2. Se il gruppo G € U, é privo di torsione, allora é n-Engel. Infatti, se
consideriamo x* € G e Y = (x)9"1 dove, per ogni n € N, (2)¢" ¢
il fattore n-esimo della serie delle successive chiusure normali di (x);
allora (x) <Y. Possiamo inoltre osservare che Y ¢é senza torsione,
avendo supposto G senza torsione, ed é localmente nilpotente per quanto
notato al punto (1). Applicando il lemma di Carin 3.1.5 a Y e (x),
possiamo affermare che (x) < Z(Y); in particolare x € Z(Y'). Da cio
seque che [Y,x] = 1 ed implica che, per ogni g € G, [g,nx] = 1; in
quanto [g,, x| = [gn-1, 2, 2] € [V, 2].

La proposizione che affronteremo ora ¢ un caso particolare del noto teo-
rema di Roseblade, (si veda il paragrafo 2.1).

Proposizione 4.1.2. Esiste una funzione pg: N — N tale che un gruppo in
U, senza torsione é nilpotente di classe di nilpotenza al pit po(n).

Dimostrazione. Definiremo ricorsivamente su n un valore pg(n) tale che, se
G ¢ un gruppo in U, senza torsione, allora 7, ,41(G) = 1.

Cominciamo dal caso n = 1; in questo caso ogni sottogruppo di G ¢ normale,
ovvero é un gruppo di Dedekind. Sappiamo che un gruppo di Dedekind privo
di torsione é abeliano; percio po(1) = 1.

Supponiamo ora di aver gia definito un valore po(i) per ogni 1 <7 <n—1
e consideriamo un gruppo G in U, senza torsione. Allora, per ogni H < G,
abbiamo la serie delle successive chiusure normali siffatta:

H=H%" <9 {1 g . <H% = HY <G.

Ora, se considero un sottogruppo di G tale che H < K < H®, allora H® =
K€, Da cui segue che HG’l/HG’2 appartiene a U,,_;. Similarmente, per ogni
per ogni 1 <4 < n — 1, abbiamo che

HG,Z‘
Se poniamo H;y1 = Iyc.:(H%™1), per ogni 1 < i < n — 1, abbiamo che
H;, H%'. Quest’ultimo fatto segue dall’Osservazione 3.2.10. Inoltre,
abbiamo che HG’i/HiH, essendo sottogruppo di un gruppo senza torsione,
privo di torsione e appartiene a U, _;, in quanto H%'/H;,; < H%'/H% L,
Per ipotesi induttiva, HG’i/HiH é nilpotente di classe di nilpotenza al piu
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po(n —1) e dunque ha lunghezza derivata [loga(po(n —i))] + 1. Sia ora c¢(n) =
Z?:_E(UOQQ(PO(H —14))] + 1), allora

(H)) < Ig(H) (4.3)

e cio vale per ogni H < G. Se indichiamo con M = (H%)€ ™) allora M <
I(H), che implica Iye(M) < Ig(H). Ora il gruppo quoziente HY/Iye (M) ¢
risolubile, senza torsione e n—Engel. Possiamo quindi applicare il Corollario
1.5.10, che afferma che un gruppo senza torsione, risolubile e n—Engel di
lunghezza derivata d ¢ nilpotente di classe limitata da n?~!; ottenendo cosi
che HY/Iyc (M) é nilpotente di classe al pitt a(n) := n°™).

Cio significa che Yo(n)11(HY/Iye(M)) = 161,60 il quale implica

Ya(my+1(HY) < Iya(M).
Ricordando poi (4.3) si ottiene che, per ogni H < G, vale

Yamyr1 (HY) < Tya(M);
in particolare, per ogni z € G, (z)“ ¢ nilpotente di classe al pitt a(n).
Ora siano 1, ¥a, .., To(n) elementi di G' e consideriamo il sottogruppo da essi
generato H = (x1,2,..,Za(m)). Allora, per il Teorema di Fitting, H ¢
nilpotente di classe di nilpotenza «(n)?. In particolare, dato che H ¢é generato
da a(n) elementi, per il Lemma 4.0.1 segue che la lunghezza di Hirsch di H
é
g(n) = a(n) + a(n)® + .. + a(n)*™* < a(n)* D+,

Possiamo quindi affermare che fya(n)H(HG) ha lunghezza di Hirsch al piu
a(n)a(n)2+l

e dunque per il corollario del Lemma di Carin 3.1.7 applicato al sottogruppo
%(n)+1(HG), abbiamo:

7a(n)+1(HG) < ga(n)a(n)%q (G) (44)

Cio prova che G ¢ nilpotente di classe di nilpotenza al pitt av(n)+a(n)*M*+1,

]

I valore po(n), nel caso di gruppi senza torsione, é noto solamente per
n < 4, dove vale py(n) = n.
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4.2 Gruppi in N

Continuando a seguire il ragionamento di Casolo, passiamo allo studio dei
gruppi N; abbandonando l'ipotesi che tutti i sottogruppi subnormali abbiano
difetto limitato. I primi due risultati che vedremo sono dovuti a Mohres.

Proposizione 4.2.1. Sia G un gruppo non nilpotente, senza torsione e in
Ni . Allora esistono un n € N, un sottogruppo H di G non nilpotente e un
sottogruppo di H finitamente generato F', tale che tutti 1 sottogruppi U con
F < U < H hanno difetto al piu n in H.

Inoltre, se G & numerabile, allora H puo essere preso tale che Ig(H) = G.

Dimostrazione. Supponiamo che la proposiazione sia falsa; allora esiste un
gruppo G che non soddisfa I'enunciato e che possiamo supporre, senza per-
dita di generalita, che sia numerabile. Mostreremo che in queste ipotesi non
é possibile costruire induttivamente una serie ascendente di sottogruppi di GG
finitamente generati e che soddisfino tutte le condizioni richieste nell’enun-
ciato ad U, ma che abbiano difetto almeno n + 1.

Dunque, fissiamo Hy = 1 e supponiamo di avere trovato, per ogni n > 1
in N, un sottogruppo di G finitamente generato H, ; e xy,...,x,_1 elemen-
ti di G, tali che {x1,...,2, 1} N H, 1 = (. Possiamo allora applicare il
lemma di Mohres all’insieme finitamene generato H,,_; ed all’insieme finito
{1, ...;xy_1}. In tal modo otteniamo 'esistenza di un sottogruppo K, di G,
con Ig(K,) = G e tale che {x1,...,x, 1} N K, = 0.

Poiché abbiamo supposto che la proposizione non valga per G, deve esiste-
re un H,, < K, finitamente generato, con difetto di subnormalita almeno
n+ 1 in G e tale che H,_; < H,. Pertanto esiste almeno un elemento
x, € [G,, H,] \ H, e c¢id implica che

{1, ., xn_1, 2.} O H, = 0. (4.5)

Definiamo H := U,enH,, allora H & subnormale in GG, in quanto G € N,
con un certo difetto di subnormalita d. Percio

d x4 € [G,de] < [G,dH] < H (46)

da ci si deduce che x4 € Hj, dove j > d. Tuttavia cio contraddice la scelta
di H; che abbiamo costruito in modo tale che soddisfi (4.5). O

Osserviamo che se si richiede che il gruppo A non sia nilpotente, allora la
Proposizione 4.2.1 é una applicazione del Teorema di Brookes 2.0.3 dove la
famiglia di gruppi che si considera ¢ quella dei gruppi non nilpotenti e senza
torsione.
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Lemma 4.2.2. (W. Mdhres) Un gruppo senza torsione in cui tutti i sotto-
gruppt sono subnormali é risolubile.

Dimostrazione. Sia G un gruppo senza torsione in A;. Ricordimo che la riso-
lubilita di un gruppo € una proprieta numerabilmente riconoscibile; ovvero GG
é risolubile se, e solo se, tutti i suoi sottogruppi numerabili lo sono. Pertanto
possiamo assumere che GG sia numerabile e non sia nilpotente. Allora, dalla
Proposizione precedente 4.2.1, segue che esiste un n € N, un sottogruppo
non nilpotente H di G e un sottogruppo finitamente generato F di H, tale
che I(H) = G e tutti i sottogruppi U con F' < U < H hanno difetto al piu
n in H. Procediamo per induzione su n per provare che H é risolubile.

Sen =1, allora FF < G e H/F ¢ un gruppo Hamiltoniano, ovvero é un grup-
po di Dedekind non abeliano. Percio |(G/F)'| < 2. Inoltre, se ricordiamo
che per la Proposizione 2.0.1 F' ¢é nilpotente, otteniamo che H é risolubile.
Consideriamo ora n > 1 e osserviamo che se F < U < F allora U7 =
FH. Pertanto tutti i sottogruppi di F¥ che contendono F hanno difetto
al pitt n — 1. Per ipotesi induttiva, F'f' ¢ risolubile e, per il Lemma 3.2.5,
N = Iy(F¥) ¢ un sottogruppo normale e risolubile di H. Infine, per la
Proposizione 4.1.2, il gruppo quoziente H/N é risolubile e dunque possiamo
concludere che H ¢ risolubile. O]

Prima di proseguire con il prossimo lemma che é un passo chiave verso

la dimostrazione del Teorema di Smith, & bene ricordare la definizione di

p—gruppo elementare. Un p—gruppo elementare abeliano € un p-gruppo abe-

liano i cui elementi hanno tutti ordine una potenza di p. Notiamo che un

siffatto gruppo ¢ nilpotente. Definitamo anche una funzione che utilizzeremo
d’ora in poi: dato un primo p e due interi positivi k, n, indichiamo

fylk,n) = (n + 2)pllomies2l (4.7)

Lemma 4.2.3. Sia G = A(x) un gruppo nilpotente , dove A I G ¢ un

p—gruppo elementare e abeliano. Assumiamo anche che esistano un sot-

togruppo F di A e un numero naturale n, tale che |F| = p*, e che ogni

sottogruppo H < G con F < H sia subnormale di difetto al piu n in G.
Allora

[Aafp(k,n)—l CL’] =1. (4.8)

Dimostrazione. Per alleggerire la notazione, scriveremo
s:= fp(k,n) e m:=[logyk(n+2)]+ 1.

Possiamo allora riscrivere 1'uguaglianza (4.7) come s = (n + 2)p™; inoltre
dalla definizione del logaritmo in base p, segue direttamente che

p" > k(n+2). (4.9)
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Supponiamo, per contraddizione, che [A,;_; 2] # 1. Quindi possiamo assume-
re che [A,;x] = 1. Da queste supposizioni otteniamo che tutti i sottogruppi

A [A z],[Agx], ... [As 1], [Asz] =1

devono essere distinti tra loro; altrimenti avremmo che [A,s_; 2] = [As2] =
1. In particolare, abbiamo che

(n+1)p™ _ (n+2)p™ —(n+1)p™

|[A7(n+1)pm x]| >p° p

_ ppm Z pk(n+2) — |F|n—|—2’ (410)

dove I'ultima disequazione deriva da (4.9). Ora, essendo A un p-sottogruppo
elementare, abeliano e normale, possiamo scrivere per il Lemma 1.1.9

[Ayp2 2] = [Aynagypm 7] = [A,s 7] = 1. (4.11)

In particolare, essendo F' < A, abbiamo [F,,,22”" ] = 1. Da cui seque che se
consideriamo il sottogruppo F<”"pm>, essendo generato da tutti i sottogruppi
del tipo [F,; 2P"] per ogni i € N, ha ordine al piu |F|"2.

Definiamo ora H = (A,zP"). Abbiamo supposto A < G e abeliano, cio
implica che Fir) < AeFH = F&™) 0 Allora possiamo costruire il grup-
po quoziente H/F" = (A/F?)((xP"YF? /FH), dove A/FH ¢ un sottogrup-
po normale e abeliano, e cio é dovuto al fatto che A < G ed abeliano;
mentre (zP")FH/FH ¢ un sottogruppo ciclico di difetto al piu n, infatti
F < (2P")FH < G. Possiamo ora applicare la generalizzazione del Teorema
di Fitting 1.5.6, ottenendo che H/F* ¢ un sottogruppo nilpotente di classe
al pit n + 1. In particolare abbimo

(A1 a?"] < FH = ™), (4.12)

Come osservato in precedenza, dato che A é un p-sottogruppo elementare
abeliano e normale, possiamo affermare [A,,;1)m @] = [A,1 27" ). Sosti-
tuendo con questa uguaglianza il primo termine di (4.12) e ricordando la
maggiorazione (4.9), troviamo che

[Assrypm 2]| < [F&70] < |2 (4.13)
che contraddice quanto trovato in (4.10). O

Lemma 4.2.4. Sia G un gruppo senza torsione e localmente nilpotente. Sia
A un sottogruppo normale e abeliano di G, tale che G/A sia abeliano. Sup-
poniamo che esista un sottogruppo finitamente generato FF' < A e unn € N,
tale che tutti i sottogruppi di G contenenti F' siano subnormali in G di difetto
al pin n. Allora G ¢é nilpotente e la sua classe di nilpotenza & limitata da
una funzione in (n,rk(F)).
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Dimostrazione. Essendo finitamente generato ed abeliano, F' ha rango finito
k= rk(F). Siaz € G e sia X = F® il gruppo generato dai coniugati di F
tramite (z). Allora X < A ed ¢ abeliano in quanto F' < A e A ¢ un sotto-
gruppo normale e abeliano di G. Inoltre, X < G dove G per ipotesi é senza
torsione, dunque anche X ¢ privo di torsione. Consideriamo il sottogruppo
finitamente generato (F,x) di G; poiché quest’ultimo é localmente nilpoten-
te, (F,z) ¢ nilpotente. Sia r il rango di X esia YV = X? = (2 | z € X),
allora, per costruzione, Y < (F,z) e X/Y é un gruppo elementare abeliano
di ordina 2". Infatti, per come abbiamo definito il gruppo quoziente X/Y,
esso ha esponente 2 e dunque é abeliano; inoltre X /Y é r generato, pertanto
X/Y =~ C¥ che ha ordine 2". Se definiamo ora F' = FY/Y < X/Y, per un
analogo ragionamento, F' é un 2-gruppo elementare e abeliano k generato,
ovvero F' ha ordine 2*. L’aver supposto che tutti i sottogruppi di G che con-
tengono F' sono subnormali di difetto al pitt n, implica che tutti i sottogruppi
di (F,x) che contengono [ sono subnormali in (F, z) di difetto al pitt n e che
lo rimangano anche se si quozienta in Y. In altre parole, tutti i sottogrup-
pi di (F,z)/Y che contengono F sono subnormali in di difetto al pit n in
(F,z)/Y; cio vale in particolare per X = X/Y = F@_ Per il Lemma 4.2.3
applicato alla sezione X (z)/Y del gruppo (F,z), si ha

(X, 2] =1, (4.14)

dove s = fy(k,n) — 1. Sia 2" la pit piccola potenza di due piu grande di s
, allora [X g0 2] = [X,22"] = 1 e cid implica che F ha al pin 2" coniugati
in (F,x)/Y. Dato che X = F® ¢ un gruppo generato, per definizione, dai
coniugati di F tramite (x), abbiamo che

7 =|X/Y|<|F* =2 = <kl

é doveroso osservare a questo punto che A non dipende dal particolare x
utilizzato, ma, derivando da fo(k,n) — 1, dipende anch’essa unicamente da k
ed n.

Riassumendo, sinora abbiamo dimostrato che per ogni z € G, X = F{*) ¢
un sottogruppo abeliano senza torsione di rango r al pitt v := k2". Ora, dato
che (F,z) é senza torsione e nilpotente, essendo sottogruppo di G, segue che

(F,x),,x]=1 Vo € G.
Per provare cio, é sufficiente osservare che

<F> '73) = <F<I>7x> = [<F> x>>u ZB] = <[F<x>7u :L‘], [mw $]>
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e ricordare che, per il Lemma di Carin 3.1.5, F®@ < Cu(@). Infatti, da
quest’ultima inclusione e dalla caratterizzazione della serie centrale (1.1),
segue che

[F@, 2] < [F@,G) < [G,Gu(G)] < Cuma(G)

e, iterando il ragionamento, si conclude che [F® 2] < [F® G = 1.
Ora, F < (F,x), allora per ipotesi (F,z) & subnormale in G di difetto al
pitt n. Percio, per ogni g,z € G, vale

9ontu ] = [[gm @]uw € [(F2)ua] = 1. (4.15)

e dunque G ¢ un gruppo (n + w)-Engel. Inoltre, dato che G per ipotesi é
anche metabeliano e senza torsione, possiamo dedurre dal Corollario 1.5.10
che G é nilpotente di classe al pit n + u. (]

Vediamo ora 'ultimo tassello che ci servira nella dimostrazione del Teore-
ma di Smith, che consiste nel provare la nilpotenza di un gruppo localmente
nilpotente e senza torsione avente un sottogruppo normale con particolari
proprieta.

Lemma 4.2.5. Sia G un gruppo localmente nilpotente e senza torsione e sia
N un sottogruppo normale di G nilpotente. Se G /I1g(N') é nilpotente, allora
G ¢ nilpotente.

Dimostrazione. Innanzitutto osserviamo cha dalla definizione di isolatore si
ha in generale che se A, B <4 G con A < B allora Ig(A) < Ig(B) e A <
I(A), B < Ig(B). Ricordando inoltre che per il terzo punto del Lemma
3.2.5 I(N') > Ig(N)', otteniamo la seguente catena di inclusioni

I6(Ia(N)') > I6(N') = Ig(Ic(N')) > I(Ic(N))

ovvero Ig(Ig(N)') = Ig(N’). Da questa uguaglianza e dal punto 2. della
Proposizione 3.2.3 segue che se N < G ed é tale che G/Ig(N’) sia nilpotente,
allora anche I(N) soddisfa le medesime condizioni. Inoltre, dato che N
é nilpotente, per il Lemma 3.2.11 é possibile dimostrare che anche Ig(N)
lo é. Infatti, dire che N ¢é nilpotente di classe ¢ € equivalente a dire che il
termine della serie centrale ascendente (.(N) = N e applicando il lemma
precedentemente citato si ha

che significa che I;(N) é nilpotente di classe c¢. Pertanto, se si ha un sotto-
gruppo normale N di G che soddisfa alle ipotesi del lemma, é possibile sosti-
tuirlo nella trattazione con il suo isolatore in (G, possedendone le medesime
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proprieta. Pertanto, da questo punto in poi della dimostrazione, assumeremo
che N = [(N). Procediamo per induzione sulla classe di nilpotenza di N.
(Caso ¢ = 1) In questo caso N’ = 1 e cio implica che I5(N’) = 1, essendo G
senza torsione. Pertanto si ha che G/Iz(N') = G ¢ nilpotente.

(Caso ¢ > 2) Sia K = Iy(7.(N)), allora K e K < Z(N) v.(N) < N.
Infatti si ha che

< Ie(Yer1(N)) =1,
——

=1

dove abbiano utilizzato prima l'assunzione che N = I(N), successivamente
il Lemma 3.2.8, infine la definizione della serie centrale discendente e il fatto
che G & un gruppo privo di torsione. Dunque N/K ¢ nilpotente di classe
al pit n — 1. Inoltre, essendo N = I5(N), si ha I¢(K) = Iy(K) = K che,
unito al fatto che % é nilpotente e G/ K ¢é senza torsione, permette di
applicare I'ipotesi induttiva e dunque di mostrare che GG/K é nilpotente. Sia

K/K = Ko/K < Ky /K <+ < K4/K = N/K

l'intersezione della serie centrale ascendente di G/K con N/K e, per ogni
s=0,1,...,2d,sia Ty, = ([K;,K;] | 0 <14,j <d,i+j=s). Ora, per ogni
i,7 € {1,...,d}, valgono le seguenti inclusioni ottenute applicando il Lemma
dei Tre Sottogruppi e il fatto che la serie dei K; sia centrale:

(K3, K;, G < K, G KJ[G, K, K] < Ko, K[, K] < T,

Dunque [K;, K;,G] = [Ts,G] < T,_; per ogni s > 1. In altre parole G
centralizza la serie

1=[K,K]:T0§T1S---STQd:N"

Ne consegue, come osservato nel primo punto del Lemma 3.2.5, che G cen-
tralizza anche la serie degli isolatori

1=1c(1) < Ig(Th) < - < Ig(Toa1) < Ic(Toa) = Ic(N').

Poiché, per ipotesi, G/Ig(N') é nilpotente e G centralizza la serie di I5(N'),
possiamo concludere che G é nilpotente. [

Ora siamo in possesso di tutti gli strumenti necessari a provare il risultato
principale, nonché fulcro di questa tesi, ossia il Teorema di Smith.
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Teorema 4.2.6. (H. Smith) Se G ¢ un gruppo in Ny senza torsione, allora
G ¢ nilpotente.

Dimostrazione. Sia G un gruppo senza torsione e con tuttii sottogruppi sub-
normali, allora G é risolubile, come provato nel Lemma 4.2.2. Procediamo
dunque per induzione sulla lunghezza derivata d di G.

Se d = 1, allora [G,G]| = 1 ovvero G ¢é abeliano e dunque nilpotente.

Se d = 2, allora si ¢ nel caso in cui G ¢ metabeliano, ovvero G’ ¢ abeliano.
Per contraddizione supponiamo che GG non sia nilpotente; allora per la Propo-
sizione 4.2.1, dove il sottogruppo di G che si considera é proprio G, abbiamo
che esistono un sottogruppo F' di G finitamente generato ed un 1 < n € N
tali che ogni sottogruppo di G che contiene F' é subnormale in quest’ultimo
di difetto al pit n. Siano H = FG' e L = Ig(H'); allora H < G e dunque
anche L < G. Osserviamo anche che per costruzione G/L ¢ senza torsione.
Ora, F' é finitamente generato e subnormale, dunque, per il punto (2) della
Proposizione 2.0.1, F' ¢ nilpotente. Inoltre G’ ¢ abeliano e normale in G,
quindi possiamo applicare il Teorema di Fitting 1.5.5 a ' e G, trovando che
H é nilpotente. Dal Lemma 4.2.5 deduciamo poi che G/L non pud essere
nilpotente e quindi possiamo assumere che H ¢ abeliano. Dal Lemma 4.2.4
possiamo allora concludere che G ¢ nilpotente.

Se d > 2, la dimostrazione é una semplica applicazione del lemma preceden-
te. Infatti, se consideriamo N = G’ in 4.2.5, esso ha lunghezza derivata d — 1
e dunque, per ipotesi induttiva, é nilpotente. Inoltre per il caso metabelia-
no G/I5(N') é nilpotente. Questi ultimi due fatti ci garantiscono di poter
applicare il Lemma 4.2.5 e dunque di concludere che G ¢ nilpotente. O
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