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Introduzione

La comunicazione digitale ¢ alla base della nostra societa e 'utilizzo sempre
pit ampio della tecnologia richiede lo sviluppo di varie tecniche affinché
essa sia adeguata alle esigenze. Il padre della teoria delle comunicazioni
¢ Claude Shannon che, con l'articolo riportato nel libro [6], pone le basi per
implementare sistemi di comunicazione efficaci e in grado di gestire i problemi
di trasmissione delle informazioni. Nelle sue parole troviamo lo scopo della
teoria dei codici, di cui ci occuperemo in questa tesi:

“l problema fondamentale delle comunicazioni é quello di ripro-
durre esattamente o approssimativamente in un certo punto un
messaggio scelto in un altro punto”.

Nelle comunicazioni digitali, infatti, la trasmissione di informazioni avviene
attraverso un canale fisico ed & soggetta a errori che avvengono con una pro-
babilita mai nulla: 'informazione ricevuta potrebbe non corrispondere del
tutto a quella inviata o potrebbe non avere un significato, rendendo inutile
la comunicazione. E dunque necessario sviluppare delle tecniche che permet-
tano di rilevare la presenza di questi errori ed eventualmente correggerli o
richiedere una nuova trasmissione dei dati corrotti. Esse si basano sui codici,
insiemi di sequenze di simboli che possono avere delle particolari strutture
algebriche.

Lo scopo di questa tesi ¢ quello di presentare una descrizione in parte
elementare dei codici lineari: partendo dalla definizione generale di codice,
si esporranno alcuni dei risultati principali e si mostreranno alcuni algorit-
mi in cui essi vengono utilizzati. Abbiamo scelto un approccio abbastanza
semplice, accessibile ad un pubblico non specialistico, per un eventuale uso
didattico.

Nel Capitolo 1 descriveremo brevemente la teoria delle comunicazioni
sviluppata da Shannon, in modo da vedere i motivi che hanno portato allo
sviluppo della teoria dei codici. In particolare parleremo della struttura dei
sistemi di comunicazione soffermandoci sui canali fisici soggetti a rumore.

Nel Capitolo 2 introdurremo la teoria dei codici dando le definizioni e
presentando i risultati principali necessari a proseguire nello studio dei codici
lineari. In questo capitolo ci soffermeremo sulla rilevazione e correzione di
errori dovuti al rumore e su un particolare tipo di codici, i codici a blocchi.
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Nel Capitolo 3 definiremo i codici lineari a partire dai codici a blocchi
e dimostreremo alcuni teoremi. Presenteremo inoltre le proprieta dei co-
dici lineari che li rendono particolarmente adatti ad essere utilizzati nelle
applicazioni pratiche.

Nel Capitolo 4 descriveremo alcuni algoritmi di codifica e decodifica che
utilizzano i codici lineari e introducendo allo scopo il codice duale.

Per concludere, nel Capitolo 5 presenteremo brevemente alcuni esempi
di codici lineari e le loro applicazioni pratiche.



Capitolo 1

Teoria delle comunicazioni

1.1 Sistemi di comunicazione

Un sistema di comunicazione é un insieme di hardware che permette lo scam-
bio di informazioni a distanza tra due o piu persone o dispositivi.
La sua struttura di base ¢ data da:

1. una sorgente: genera il messaggio da inviare che pud eventualmente
essere crittografato;

2. un codificatore (o trasmettitore): trasforma il messaggio producendo
un segnale adatto a viaggiare lungo il canale;

3. un canale: ¢ il mezzo utilizzato per trasferire il messaggio (sotto forma
di segnale);

4. un ricevitore: riceve il segnale e ricostruisce il messaggio;

5. una destinazione: ¢ la persona o il dispositivo a cui € stato inviato il

messaggio.
Messaggio e Segnale
Sorgente Codificatore l
Canale
Destinazione - Ricevitore
Messaggio Segnale

Figura 1.1: Struttura sistema di comunicazione

Un classico esempio di sistema di comunicazione é dato dalla telefonia.
In questo caso la sorgente del messaggio ¢ una persona che pronuncia una
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sequenza di parole. L’apparecchio utilizzato deve quindi rilevare i suoni
prodotti, cioé delle variazioni di pressione dell’aria, e trasformarli in una
serie di impulsi elettrici che potranno viaggiare lungo il filo del telefono.
Una volta che il segnale elettrico sara giunto al ricevitore, verra riconvertito
in suono e potra essere ascoltato dal destinatario del messaggio.

I sistemi di comunicazione possono essere classificati in tre categorie in
base al tipo di messaggio e segnale che possono trasmettere:

e discreti: messaggio e segnale sono formati da un numero finito di
simboli. Ad esempio, nel telegrafo il messaggio é una sequenza di
lettere e il segnale una sequenza di punti, linee e spazi.

e continui: messaggio e segnale sono rappresentati da funzioni continue.
Per esempio, nella radio vengono trasmesse a varie frequenze delle onde
continue.

e misti: sono combinazioni di entrambi i precedenti. Per esempio,
sistemi in cui si passa da un segnale analogico a uno digitale.

Nel seguito considereremo i sistemi discreti.

1.2 Rumore

Durante una comunicazione reale la probabilita che il segnale trasmesso non
venga ricevuto del tutto correttamente non ¢ mai nulla. Cio & dovuto alla
presenza di rumore: difetti fisici e deterioramento nei dispositivi coinvolti
oppure interferenze di varia natura possono alterare il segnale.

Supponiamo di voler comunicare ’esito positivo o negativo di un esperi-
mento avendo a disposizione solo due simboli, 0 e 1, per comporre il messag-
gio. Potremmo pensare di inviare il simbolo 1 per I’esito positivo e il simbolo
0 altrimenti. Trasmettendo solamente il simbolo di nostro interesse, a causa
del rumore, il destinatario riceve il simbolo sbagliato con una probabilita p
e il simbolo corretto con una probabilita (1 — p).

Per rendere la comunicazione efficace, ¢ quindi necessario sviluppare del-
le tecniche che permettano di individuare la maggior parte degli errori che
avvengono durante la trasmissione ed eventualmente di correggerli.

1.3 Canali simmetrici

Il modo in cui vengono riconosciuti e corretti gli errori dipende sostanzial-
mente dal tipo di canale utilizzato e dai disturbi previsti. Sono particolar-
mente interessanti i canali discreti privi di memoria, di cui un semplice caso
¢ dato da quelli binari simmetrici.
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Definizione 1 (Canale discreto). Dato un insieme finito di simboli S =
{51,...,8n}, si definisce canale di trasmissione discreto un dispositivo o un
sistema fisico I' che, per ogni elemento s; € S in entrata, restituisce in uscita
un altro elemento s; € S non necessariamente uguale.

Trasmettendo una sequenza ordinata di simboli (s;,,...,s;, ), detta pa-
rola, si riceve la sequenza (sj,...,s; ). Il numero di simboli corrisponden-
ti diversi tra le due parole & detto numero di errori commesso durante la
trasmissione della parola di partenza.

Definizione 2 (Canale privo di memoria). Siano s; e s; due simboli di S
e sia P(s;j, sj) la probabilita che inviando s; si riceva s;. Il canale I' si dice
privo di memoria se P dipende solo dalla coppia (s;, s;5).

Al canale I' ¢ possibile associare una matrice P = (p;;) ponendo
Dij :P(Si,Sj) VSZ',SJ' es

Ogni riga di questa matrice é formata dalle probabilita con cui inviando
la lettera corrispondente alla riga si riceve ogni possibile lettera. Quindi la
somma delle entrate su ogni riga € 1.

Definizione 3 (Canale simmetrico). Il canale I' si dice simmetrico se la
probabilita p;; € la stessa per ogni coppia di simboli distinti, cioe

pij=p Vi#]
Il numero p é detto probabilita di errore del canale.

Considerando in particolare il caso di molte applicazioni informatiche in
cui si utilizzano solamente i due simboli 0 e 1, abbiamo un canale simmetrico

(7 0)
p 1l-p

binario e la sua matrice é:

1.4 Ridondanza

Riprendiamo ’esempio del paragrafo 1.2. Inviando solamente il dato di no-
stro interesse questo rischia di essere compromesso durante la trasmissione
e, una volta giunto a destinazione, non ¢é possibile sapere con certezza se €
stato ricevuto correttamente. Occorre quindi inserire una ridondanza, cioé
delle informazioni aggiuntive che permettono di controllare la correttezza del
messaggio ricevuto.

Nell’esempio precedente al posto di inviare solamente il simbolo 1 o 0
per comunicare ’esito dell’esperimento si puo inviare la coppia 11 per 'esito
positivo e la coppia 00 per quello negativo.
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In questo modo diminuisce la probabilita di fraintendere ’esito. Infatti, se
la probabilita di ricevere un simbolo sbagliato, cioé di avere ’esito opposto,
era p, ora questa probabilita diventa p? perché devono avvenire due errori
nella stessa coppia.

Rispetto al caso iniziale in cui non si riconosceva nessun errore, ¢ ora possibile
capire che ne & avvenuto uno nella trasmissione di una coppia quando si riceve
10 oppure 01. Non siamo ancora, pero, in grado di correggerlo perché non
sappiamo se & avvenuto nel primo o nel secondo simbolo, cioé non possiamo
sapere se era stato inviato 00 oppure 11.

Aumentando ancora la ridondanza e trasmettendo le terne 111 oppure
000, diminuiamo ulteriormente la probabilita di fraintendimento, riuscendo
a individuare e correggere un numero maggiore di errori. Infatti, ricevendo
la terna 100 é pit probabile che sia avvenuto un solo errore nel primo simbolo
e che quindi fosse stata trasmessa la terna 000 invece di 111.

Quindi, maggiore é la ridondanza applicata, pitt errori si riusciranno a
riconoscere e correggere. Questo perd appesantisce il messaggio e comporta
un costo in termini di tempo e risorse. Bisogna dunque trovare il giusto
equilibrio tra l'efficienza e la correttezza della trasmissione, che é I'obiettivo
della teoria dei codici.



Capitolo 2

Teoria del codici

2.1 Alfabeti

L’insieme finito di simboli S = {si,...,sk}, con k > 1, é detto alfabeto e
ogni n-upla ordinata formata dai suoi elementi é una parola di lunghezza n
su S.

Una parola p puo essere denotata in vari modi:

P=DP1...-Pn, p:(pla"'apn)7 (pla"'apn)-

Si indica con ) la parola nulla, cioé¢ di lunghezza 0 su S.
A partire da un alfabeto S, si puo definire I'insieme di tutte le sue possibili

1=0

dove S° é I'insieme contenente le parole di lunghezza i.
Date due parole p = p1...pp e q = q1...¢n di S*, con n,m > 1, la loro
somma o concatenazione é la parola di lunghezza n + m:

parole:

P*d=Pp1...Pnq1---4m

L’alfabeto piu piccolo possibile é quello formato solamente da due simboli,
generalmente 0 e 1. E detto binario ed & molto importante nelle applicazioni
informatiche.

Definizione 4 (Codice). Si definisce codice qualsiasi insieme finito C di
parole definite sullo stesso alfabeto S.
La sua cardinalita |C| si dice grandezza del codice.

A priori, questa definizione non da nessuna ipotesi né sulla struttura di
C né sulla lunghezza delle sue parole. Sono perd di particolare importan-
za i codici che possiedono una struttura algebrica come i codici lineari che
verranno trattati in seguito.
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Se I'alfabeto coincide con il campo finito I, di ¢ elementi, il codice C si
dice g-ario. In particolare, tutti i codici definiti su F9 sono codici binari.

Nelle applicazioni puo essere necessario passare da un codice a uno diver-
so, per esempio, passare dal codice utilizzato nella lingua parlata al codice
binario dei dispositivi digitali e viceversa. Definiamo quindi le funzioni di
codifica e di decodifica.

Definizione 5. Dati due codici C e C’, si dice funzione di codifica da C in
C’ ogni applicazione iniettiva ¢ : C — C’.
Si dice funzione di decodifica per C' ogni inversa sinistra ¢ : C' +— C di .

Una comunicazione efficace non dipende solamente dalla scelta del ca-
nale e dal modo in cui vengono gestiti gli errori, ma sono molto importanti
anche le caratteristiche del codice utilizzato per trasmettere il messaggio.
Supponiamo, ad esempio, di essere nel caso ideale senza rumore. Se dopo
aver trasmesso una determinata parola quest’ultima pud essere decodificata
in pitt modi, c¢’¢ il rischio che i due interlocutori si fraintendano rendendo
inutile la comunicazione. Bisogna quindi utilizzare dei codici univocamente

decodificabili.
Definizione 6. Dato un codice C, poniamo C! = C e definiamo
Ct={axb:acC'bec} Vk>1

C & univocamente decodificabile se, per k > 1, ogni elemento di C* puo essere
scritto in modo unico come concatenazione di k parole di C.
In particolare, se

A1k kA =01 %% 0 € CF
allora

Y1 :51,...,"}’k:5k

Esempio 1 (Codice Morse). Il codice Morse ¢ un codice formato da parole
di lunghezza variabile definite su un alfabeto di tre simboli: punto (e), linea
(—) e spazio (¢). Fu ideato nel 1835 dall’inventore americano Samuel Morse
per la trasmissione di messaggi con il telegrafo. In questo tipo di canale
possono viaggiare solo segnali elettrici. Una volta definita I'unita fondamen-
tale di tempo, il punto corrisponde ad un’unita di tempo di trasmissione del
segnale, la linea corrisponde ad un segnale continuo di durata tripla rispetto
al punto e lo spazio corrisponde a una assenza di segnale di durata pari a
quella della linea.

A °— B —eee C —eo—-0o D -0 E . F —e0e—-0 |G il H eecee 1 o
J o — == K - - L e—-eo M - N - 0O --- P e——oe Q —--e- R o—o
S LR N T - (V] o0 — V eee—- (W eo—-— X —oeo-— Y —e—— Z ——oo

Figura 2.1: Codice Morse



CAPITOLO 2. TEORIA DEI CODICI 7

Come si vede dalla tabella di Figura 2.1, nella codifica delle lettere del-
I’alfabeto vengono usati solo i simboli linea e punto ma non lo spazio che
viene riservato come carattere separatore tra due lettere consecutive. Se non
fosse previsto un carattere separatore, il codice non sarebbe univocamente
decodificabile, ad esempio:

N=—-—e=TFE

Per decodificare in modo univoco il messaggio bisogna prima identificare i
separatori e poi tradurre i simboli che formano ogni lettera:

N=-e#—ce=TE

2.2 Codici a blocchi

Nella maggior parte delle applicazioni non si utilizzano codici qualsiasi ma
si prediligono quelli di piu facile implementazione e che possono dare un
vantaggio in termini di risorse impiegate. Sotto questo punto di vista sono
interessanti i codici a blocchi: le informazioni da trasmettere vengono sud-
divise in un numero discreto di blocchi (o pacchetti), ciascuno dei quali ¢
formato da un numero n fissato di simboli. In questo modo ogni blocco pud
essere decodificato indipendentemente dai precedenti o dai successivi e un
singolo blocco danneggiato non compromette il resto del messaggio. Inoltre,
per descrivere il procedimento di codifica e decodifica del codice, ¢ sufficiente
farlo per un solo blocco.
Diamo ora una definizione piu rigorosa |2, p.12|.

Definizione 7 (Codici a blocchi). Dato un alfabeto A, di ¢ > 1 simboli, si
dice codice a blocchi di lunghezza n ed ordine q (oppure g-ario) un qualunque
sottoinsieme non vuoto C di Ay.

Se |Aj| = M, cioé se A contiene M parole di lunghezza n, C si indica con
(n, M) — codice.

Dimostriamo il seguente teorema |3, Cap. 2, p.26]
Teorema 8. Ogni codice a blocchi C é univocamente decodificabile.

Dimostrazione. Sia C un (n, M) — codice, dunque ogni sua parola ha lun-
ghezza n. In particolare, per ogni k abbiamo che ogni a € C* si puo scrivere
come

a:al...an*an+1...a2n*-~-*a(k_l)n+1...akn
—_— Y———

~
o1 o2 ok

Dalla definizione di C* e dal fatto che tutte le parole di C hanno lunghezza
n segue che tutti i o; € C sono univocamente determinati. Quindi C ¢é
univocamente decodificabile.

O
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2.3 Codici rivelatori e correttori

Uno tra i primi a studiare le tecniche di correzione degli errori fu il matema-
tico americano Richard Hamming che, nel 1950, pubblico un articolo ispirato
dai computer di “Bell Telephone Laboratory” [4]. Questi calcolatori dove-
vano svolgere un numero elevato di operazioni per ottenere un risultato e,
nel caso fosse stato rilevato un errore, il lavoro veniva interrotto finché que-
sto non veniva individuato e corretto manualmente. Fra quindi necessario
trovare un metodo che permettesse ai computer di individuare e correggere
automaticamente gli errori senza fermare il processo.

Nel suo articolo Hamming utilizza un codice binario a blocchi di lun-
ghezza n in cui m simboli sono associati all’informazione da trasmettere. I
restanti k = n —m, invece, sono indispensabili per il riconoscimento e la cor-
rezione degli errori, anche se riducono la capacita di trasmissione del canale.
Egli definisce ridondanza il rapporto

R="_.

m

Esempio 2 (Codice rivelatore). Un esempio di codice rivelatore ¢ il con-
trollo di parita che puo individuare un singolo errore: rimanendo nelle
ipotesi di codice binario a blocchi di lunghezza n, associamo ai primi n — 1
simboli della parola I'informazione e nell’ultimo inseriamo uno 0 oppure un
1 in modo che, nell’intera parola, il simbolo 1 compaia un numero pari di
volte. Se la parola ricevuta presenta un numero dispari di simboli 1, significa
che si ¢ presentato un errore (o un numero dispari di errori).
In questo tipo di codice la ridondanza ¢

n 1
n—1 +n—1

Per aumentare la capacitad di trasmissione del canale bisogna diminuire la
ridondanza R, cioé occorre aumentare n. In questo modo, perd, aumenta
la probabilita che si verifichino piu errori nella stessa parola e, se questi
avvengono in numero pari, non vengono rivelati.

Esempio 3 (Codice correttore). Un esempio di codice correttore ¢ il codice
(7,4) di Hamming |2, p.13]. Utilizziamo un codice binario a blocchi di lun-
ghezza 7 per trasmettere delle informazioni composte da 4 cifre, le restanti
3 servono per lindividuazione e la correzione degli errori: se (a1, az,as, ay)
é la quaterna contente l'informazione, inviamo invece la 7-upla
(a1,a2,a3,a4,a1 + az + ag,a1 + a2 + as, a1 + az + az).

Poiché stiamo lavorando sul campo Fy, ogni parola del codice (z1,...,x7)
soddisfa il seguente sistema

1+ 23+ x4+ 25 =0

r1+ 22+ 24+ 26 =0

1 +x2+x3+27=0
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detto sistema delle condizioni di parita del codice. Infatti, per come abbiamo
definito le ultime tre entrate della 7 — upla, abbiamo x5 = x1 + x3 + x4.
Dunque la prima equazione risulta 2x; + 2x3 + 2z4 = 0 ed é verificata.
Analogamente sono soddisfatte le altre due equazioni.

Questo sistema ci permette di rilevare la presenza di errori in quanto almeno
un’equazione risulterebbe non soddisfatta. Se possiamo inoltre supporre che
durante la trasmissione avvenga solo un errore, siamo anche in grado di
individuarne la posizione e correggerlo. In caso di un solo errore le possibilita
sono le seguenti:

e nessuna equazione verificata: errore al primo posto;

e solo la prima equazione verificata: errore al secondo posto;

e solo la seconda equazione verificata: errore al terzo posto;

e solo la terza equazione verificata: errore al quarto posto;

e solo la prima equazione non verificata: errore al quinto posto;
e solo la seconda equazione non verificata: errore al sesto posto;

e solo la terza equazione non verificata: errore al settimo posto.

Una volta individuata la posizione dell’errore é sufficiente sostituirvi 1 a 0 o
viceversa.

Siamo interessati a capire come costruire un codice correttore che possa
anche gestire la presenza di piu errori nella stessa parola. A questo scopo
é importante trovare un modo per quantificare il grado di somiglianza tra
due parole della stessa lunghezza, in quanto ogni errore modifica un simbolo
della sequenza e, pill errori avvengono, piti risultano diverse tra loro la parola
inviata e quella ricevuta.

Hamming, nel suo articolo, utilizza un approccio geometrico identificando
le parole del codice (tutte di lunghezza n) con i vertici di un cubo unitario
n-dimensionale. In questo spazio di 2" punti & possibile definire una metrica.

Definizione 9. Date due parole x e y definite sullo stesso codice, si dice
distanza di Hamming il numero di coordinate per le quali x e y differiscono:

d(x,y) = [{z: zi # yi}|
La distanza di Hamming é una metrica, infatti:

1. d(x,y) = 0 se e solo se x e y non differiscono per nessuna coordinata,
cioé se e solo se X = y;

2. d(x,y) = d(y,x) segue dalla definizione precedente;
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3. vale la disuguaglianza triangolare d(x,z) < d(x,y) + d(y, z) in quanto
d(x,z) = |{i:x; # zi}|
d(x,y) +d(y.z) = {i:zi # yi}| + [{i : yi # 2}
ma se x; # z;, allora x; # y; oppure y; # z;. Quindi per ogni entrata
diversa tra x e z, ce n’¢ almeno una diversa tra x e y oppure tra y e z.

Definizione 10. Sia C un codice a blocchi di lunghezza n sull’alfabeto A,
e sia x € C. La sfera di Hamming di centro x e raggio r &

B.(x) ={y € A7 : d(x,y) <r}.

Definizione 11. Si dice distanza minima del codice C il minimo delle di-
stanze tra due qualsiasi parole distinte di C:

d(C) = min{d(x,y) : x,y €C,x #y}.
Definizione 12. Il codice C si dice (n, M, d)q-codice se:
e ¢ sono i simboli che compongono 'alfabeto;
e n é la lunghezza dei blocchi;
o M=|C|;
e d ¢ la distanza minima.
I valori q,n, M, d si dicono parametri del codice.

Esempio 4. Consideriamo un codice di lunghezza 3, quindi un cubo tri-
dimensionale. Ogni vertice di questo cubo & associato a una parola del
codice:

(000) (001) (010) (011)

(100) (101) (110) (111)

Se consideriamo la parola (111) come il centro di una sfera di raggio 2,
quest’ultima contiene tutte le altre tranne (000), che si trova a distanza
3 dal centro. In particolare, si trovano sulla superficie della sfera le terne
(001), (010), (100).

La distanza minima di questo codice é 1.

Se utilizziamo, invece, il codice formato solamente dalle parole (001), (010),
(100), (111), la sua distanza minima ¢ 2.

Se tutte le parole di un codice si trovano a distanza maggiore o uguale a
2 I'una dall’altra, significa che, presa una qualsiasi coppia di parole, queste
differiscono tra loro per almeno due coordinate. Dunque, quando avviene un
singolo errore durante la trasmissione, si parte da una sequenza di simboli
appartenente al codice e se ne riceve una senza significato, poiché cambiando
una sola coordinata si ottiene una parola che non appartiene al codice.
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Se la distanza minima di un codice é almeno 3, allora ogni singolo errore puo
essere corretto, in quanto partendo da una parola del codice e cambiando
una sola coordinata, si ottiene una parola senza significato che, nel cubo n-
dimensionale, si trova pitl vicina alla parola iniziale che non a tutte le altre.
Procedendo con il ragionamento si pud capire per ogni distanza minima
quanti errori un codice é in grado di individuare e correggere.

A questo punto il problema di trovare un codice adatto alle proprie esi-
genze si traduce nel trovare un sottoinsieme di punti nel giusto spazio che
rispettino le condizioni sulla distanza minima riassunte nella Tabella 2.1 [4,
p. 155].

Distanza minima Errori corretti Errori rilevati

1 0 0
2 0 1
3 1 2
4 1 3
) 2 4

Tabella 2.1: Significato della distanza minima

Per concludere la sezione sui codici rivelatori e correttori, enunciamo e
dimostriamo alcuni teoremi che mettono in relazione la distanza minima del
codice e il numero di errori che possono essere gestiti [2, p. 16-17].

Definizione 13. Un codice C si dice h-correttore, risp. h-rivelatore, se h &
il numero massimo di errori che C puod correggere, risp. rivelare.

Teorema 14. Il codice C ¢ h-rivelatore se e solo se la sua distanza minima
ed=h+1.

Dimostrazione. Sia d = h+1 la distanza minima del codice e sia x la parola
che viene trasmessa. Se durante la trasmissione avviene un numero t < h di
errori, si riceve la sequenza di simboli y che non é una parola del codice, in
quanto d(x,y) =t < d. Quindi possono essere rivelati ¢ errori.

Se invece il numero di errori & maggiore o uguale a d = h + 1, la sequenza
di simboli ricevuta puo essere un’altra parola del codice e gli errori possono
passare inosservati.

Quindi possono essere rivelati al pit h errori con h = d — 1.

Viceversa, sia C h-rivelatore. Poiché vengono rivelati h errori, due diverse
parole di C devono differire per almeno h + 1 coordinate. Quindi d > h + 1.
Se fosse d > h+ 1, allora C sarebbe (h + 1)-correttore, assurdo. Dunque, per
C h-correttore la distanza minima é d = h + 1. O

d—
2

Teorema 15. Un codice C con distanza minima d ¢ | %52 |-correttore, con

L%J parte intera di %.
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Dimostrazione. Sia d la distanza minima del codice e sia x la parola da
trasmettere. Supponiamo che durante la trasmissione avvenga un numero
di errori t < [47], riceviamo dunque la parola y. Abbiamo che d(x,y) <
L55H).

Proviamo che per ogni altra parola del codice z si ha d(y,z) > L%J +1,
cioé x ¢ la parola pitl vicina a y e possiamo correggere |’errore.
Supponiamo per assurdo che esista z € C tale che z # x e d(y,z) < |%5-].
Per la disuguaglianza triangolare d(x,z) < d(y,x)+d(y,z) < 2| %3] < d-1.
Quindi d(x,z) < d — 1, assurdo perché d(C) = d. O

2.4 Efficienza di un codice

Non tutti i codici sono utili per le applicazioni: in base alle esigenze del caso

si sceglieranno quelli meno costosi a livello computazionale piuttosto che

quelli pitt pesanti ma in grado di correggere un maggior numero di errori.

Per capire quanto un codice é “buono” si utilizzano i suoi parametri.
Consideriamo un (n, M, d),-codice.

La lunghezza n rappresenta il costo del codice: pit sono lunghi i blocchi, piu

impegnativa sara la gestione della trasmissione a livello di tempo, energia e

denaro.

La grandezza M rappresenta la ricchezza del codice: pitl parole sono per-

messe dal codice, maggiore é la qualita dell’informazione che pud essere tra-

smessa.

Questi due parametri possono essere combinati nel seguente modo:

log, M

n

La quantitd R é detta efficienza del codice e rappresenta il suo rapporto
“qualita/prezzo”. Se si vuole un codice poco costoso € necessario che R sia
il pitt possibile vicino a 1, mentre se si vuole un codice efficiente in grado si
scoprire e correggere molti errori, questa quantita deve diventare piu grande.
Un altro valore che misura 'adeguatezza del codice ¢ il rapporto di separa-
zione 9:

5=
n

Maggiore & §, piu errori possono essere rilevati e corretti.

Per costruire il codice pitt adatto, bisogna dunque modificare i suoi para-
metri in modo che vengano rispettate le esigenze dell’applicazione di interes-
se. Tuttavia, i parametri non variano in modo indipendente I'uno dall’altro,
ma ci sono delle limitazioni, i cui dettagli di dimostrazione si trovano in [2,
p. 22-24|

e Stima di Singleton: M < ¢g*—?t1
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i (7)(a=1)

Un codice per cui vale 'uguaglianza nella stima di Hamming si dice perfetto.

e Stima di Hamming: sia C h-correttore, allora M <

2.5 Codici equivalenti

Dopo aver visto che la coppia (AZL, d) ¢ uno spazio metrico, ¢ interessante ca-
pire quali codici definiti sullo stesso insieme Ay godono delle stesse proprieta
metriche. Diamo dunque le seguenti definizioni [3, par. 3.7].

Definizione 16 (Isometria). Sia A un alfabeto e n > 1 un intero. L’appli-
cazione biiettiva ¢ : A™ — A™ & detta isometria se

d(p(1), p(m)) = d(L, m) Vlme A"

Definizione 17 (Codici equivalenti). I codici C1, C2 C Ay si dicono equiva-
lenti se & possibile ottenere Co applicando alle parole di C; un numero finito
di volte le seguenti operazioni:

1. permutare le posizioni dei simboli di tutte le parole di Cy;
2. permutare i caratteri in ogni singola posizione di Cj.

Il seguente esempio chiarisce come agiscono le operazioni della Definizione
17.

Esempio 5. Consideriamo il codice C; definito sull’alfabeto {a,b, ¢} e com-
posto dalle parole
(aaa), (abc), (cbb).

Permutando in ogni parola le prime due coordinate (operazione 1) si ottiene
il codice equivalente Co composto dalle parole

(aaa), (bac), (beb).

Applicando, invece, la permutazione (abc) alla prima coordinata di tutte le
parole di C; (operazione 2) otteniamo il codice equivalente C3 composto dalle

parole
(baa), (bbc), (abb).

Se applichiamo alle parole di C; entrambe le operazioni eseguite sopra nello
stesso ordine otteniamo il codice equivalente C4 composto dalle parole

(baa), (cac), (ccbh).
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Le due operazioni descritte nella Definizione 16 sono isometrie.
Infatti, applicando la stessa permutazione o a tutte le parole, la distanza tra
due parole rimane invariata: se x,y € C, allora d(x,y) = [{i : z; # yi}| e
d(o(x),0(y)) = {i : %53) # Yos)}|- Se xi = y;, allora anche x,(;y = Y, (;) € se
z; # yi anche Z,(;) # Yg(;)- Dunque la prima operazione rispetta la distanza
in quanto d(x,y) = d(o(x),0(y)).
Invece, applicando la permutazione w ai simboli dell’i-esima coordinata in
tutte le parole, se z; = y; allora ;) = Yy () € se T; # y; allora Ty, ;) # Yu(i)-
Quindi anche applicando la seconda operazione, la distanza tra le parole ri-
mane invariata.
In conclusione, entrambe le operazioni definite sopra rispettano la distanza
tra le parole del codice e sono dunque isometrie. Componendole un nume-
ro finito di volte si ottiene sempre un’isometria perché la distanza rimane
comunque invariata. Ne segue che due codici equivalenti sono in corrispon-
denza tra loro tramite un’isometria e godono delle stesse proprieta metriche
come la distanza minima. Inoltre, sono composti dallo stesso numero di
parole, dunque sono uguali anche ridondanza ed efficienza.



Capitolo 3

Codici lineari

3.1 Motivazioni

Abbiamo visto nel capitolo precedente che la Definizione 4 non da nessu-
na ipotesi sulla struttura algebrica di un codice, il quale pud quindi essere
un insieme qualsiasi di parole. Non tutti i codici sono equivalenti e per
le applicazioni € importante valutarne i parametri per scegliere quello piu
adatto. Una volta scelto il codice da utilizzare, quest’ultimo deve essere
implementato attraverso i seguenti algoritmi:

1. uno per la codifica;
2. uno per la rivelazione e 1’eventuale correzione degli errori;
3. uno per la decodifica.

L’efficienza di questi algoritmi dipende sostanzialmente dalle caratteristiche
del codice. Se esso non possiede una qualche struttura algebrica, in fase di
implementazione sara necessario descrivere per esteso 'insieme delle parole
e la loro corrispondenza con i messaggi da trasmettere: in questo modo gli
algoritmi saranno pit complessi e costosi, soprattutto per codici di grandi di-
mensioni. Utilizzando, invece, codici a blocchi dotati anche della struttura di
spazio vettoriale, vengono semplificate molte operazioni come codifica, deco-
difica, trasmissione dei messaggi e calcolo dei parametri del codice. Dunque,
gli algoritmi elencati sopra saranno pitt semplici, meno costosi e piu efficienti.

3.2 Definizione e proprieta

D’ora in avanti supporremo che i codici siano definiti su un campo finito di ¢
elementi, cio¢ I'alfabeto sia A = F,. Se C ¢ un codice a blocchi di lunghezza
n, possiamo considerare le sue parole (tutte n-uple) come elementi dello
spazio vettoriale V;,(F,). Il caso pit interessante si verifica quando C ¢ a sua
volta uno spazio vettoriale |7, par. 3.2|:

15
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Definizione 18. Il codice C, definito sull’alfabeto Fy, ¢ un codice lineare se
¢ un sottospazio vettoriale di V;,(FFy).
Se la dimensione di C ¢ k, allora diciamo che C ¢ un [n, k|-codice.

Notazione. Con [n, k, d]-codice indichiamo un codice lineare k-dimensionale
di lunghezza n e distanza minima d.

Con (n, M, d)-codice indichiamo, invece, un qualsiasi codice di M parole di
lunghezza n e distanza minima d.

In particolare, per i codici lineari abbiamo che |C| = M = ¢*. Inoltre,
Vo (Fy) ha s sottospazi k-dimensionali, dove

(" =) (q" ' =1)...(¢" F —1)
(¢ =1)(gF1=1)...(¢ - 1)

Dunque ¢ possibile costruire esattamente sy [n, k]-codici lineari diversi defi-
niti sull’alfabeto A.

Come detto sopra, i codici lineari semplificano diverse operazioni, tra cui
la codifica. Se anche l'insieme di tutti i possibili messaggi che si possono
inviare ¢ uno spazio vettoriale, come funzione di codifica ¢ si puo utilizzare

S =

un omomorfismo di spazi vettoriali: in questo modo é sufficiente descriverne
I’azione solo sugli elementi di una base dello spazio di partenza.
Vediamo un esempio |3, par. 4.1].

Esempio 6. Vogliamo costruire un codice C che sia un [5, 2]-codice, non ci
occupiamo ora di scegliere la distanza minima. Dunque C deve essere un
sottospazio 2-dimensionale di V5(IF3) e una sua base puo essere:

B ={(10111), (11110)}.

Supponiamo che K = {(00),(01),(10),(11)} sia I'insieme di tutti i possibili
messaggi. Abbiamo che K = V,(F3) ¢ uno spazio vettoriale. Possiamo sce-
gliere come base {(10), (01)} e definire come funzione di codifica dei messaggi
I’applicazione lineare iniettiva

p: Va(F2) — V5(F2)
(10)— (10111)
(01)— (11110)

Per gli altri due elementi di K, dalla linearita di ¢, abbiamo:
* ©((00)) =((10)) +¢((10)) = (00000)
e o((11)) =((10)) +¢((01)) =(01001)

Il codice cercato ¢ quindi

¢ ={(00000), (01001), (11110), (10111)}.
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In generale, per i codici lineari la funzione di codifica ¢ un monomorfi-
smo ¢: Vi(Fy) = Vi (Fy), cioé un omomorfismo iniettivo di spazi vettoriali.
Cio significa che possiamo facilmente descrivere la trasformazione attraverso
un’opportuna matrice. Nell’esempio precedente, perod, abbiamo scelto arbi-
trariamente le basi degli spazi vettoriali per costruire il codice lineare e la
funzione di codifica. Scegliendo basi diverse che non generano lo stesso sot-
tospazio, si ottengono codici diversi che non hanno necessariamente le stesse
proprieta. Vediamolo nel seguente esempio |2, p. 34].

Esempio 7. Costruiamo, partendo da basi diverse, due [3,2]-codici. Siano
B, e B, le basi, rispettivamente, di C; e Ca:

B, ={(100), (010)}
B, = {(110), (101)}

I codici sono dunque:

¢, ={(000), (100), (010), (110)}
Cy = {(000), (110), (101), (011)}

Questi codici sono entrambi sottospazi vettoriali di V3(FF3), ma non sono
equivalenti come codici: una verifica diretta mostra che la distanza minima
di C; ¢ 1, mentre quella di Cy & 2.

In conclusione, codici lineari ottenuti a partire da basi diverse sono
isomorfi come spazi vettoriali poiché hanno la stessa dimensione, ma non
possiedono le stesse proprietd metriche e non sono dunque equivalenti.

3.3 Peso di Hamming

Come abbiamo visto nel Capitolo 2, un parametro importante per i codici € la
distanza minima che ci permette di capire quanti errori € in grado di rilevare
o correggere il codice utilizzato. Dato un codice qualunque, per calcolare la
sua distanza minima ¢é necessario confrontare a due a due tutte le parole. Se
per alcune applicazioni é utile avere codici in grado di trasmettere un gran
numero di messaggi, ¢ evidente che pitt aumenta la dimensione del codice, pit
questa operazione diventa lunga e dispendiosa: infatti, devono essere eseguiti
(1\24) confronti, dove M = |C|. Sui codici lineari ¢ possibile usare un metodo
alternativo per calcolare questo parametro che ci permette di effettuare un
minor numero di confronti.

Definizione 19 (Peso di Hamming). Dato x € I, il suo peso di Hamming
¢ la quantita

w(x) = [{i: x; # 0}].
Cioé¢ il peso di Hamming di una parola x ¢é il numero di componenti non
nulle di x.
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Con il seguente teorema mettiamo in relazione la distanza minima di un
codice e il peso di Hamming calcolato sulle sue parole [2, p.34].

Teorema 20. Sia C un codice lineare con distanza minima d. Allora:
1. d@y) = w(z—y), Yoyl
2. d & uguale al minimo peso delle parole non nulle di C.

Dimostrazione. (1) Siano x,y € C. La distanza d(x,y) corrisponde al nu-
mero di coordinate per cui x e y differiscono, quindi corrisponde al numero
di coordinate non nulle della parola x —y € C. Cioé d(x,y) = w(x —y).

(2) Sia d la distanza minima di C. Esistono x,y € C tali che d(x,y) = d. Per
il punto precedente d(x,y) = w(x —y), quindi il peso minimo ¢ d oppure un
intero minore di d.

Se il peso minimo fosse minore di d, esisterebbe z € C tale che w(z) < d.
Quindi si avrebbe d(z,0) = w(z) < d e d non sarebbe la distanza minima,
assurdo.

Dunque, il peso minimo ¢ d. O

Il teorema appena dimostrato ci permette di conoscere la distanza minima
di un codice lineare attraverso il calcolo del peso di Hamming delle parole
non nulle del codice. Quindi, invece di calcolare e confrontare tra loro (]\2/[ )
distanze, possiamo calcolare e confrontare M — 1 pesi di Hamming.

3.4 Matrice generatrice

Un modo per descrivere le parole di un codice qualunque é quello di elencarle
una ad una. Anche in questo caso, se siamo di fronte a un codice di grandi
dimensioni, 'operazione ¢ lunga e dispendiosa. Gli elementi di un codice
lineare, invece, formano uno spazio vettoriale e possiamo dunque concentrarci
solo sugli elementi di una sua base. In particolare, possiamo associare ad un
codice lineare una matrice generatrice |7, par. 3.2|.

Definizione 21 (Matrice generatrice). Una matrice generatrice G per un
[n, k]-codice C é una matrice k x n le cui righe formano una base di C.

Poiché la base di un codice non € unica, non lo é neanche la sua matrice
generatrice. Partendo da una matrice generatrice di un codice ed eseguendo
le seguenti operazioni sulle sue righe si ottiene una matrice diversa che genera
lo stesso codice [3, par. 4.4]:

1. moltiplicazione per uno scalare;
2. somma di una riga con il multiplo scalare di un’altra;

3. permutazione.
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Eseguire queste operazioni sulle righe della matrice generatrice equivale a
eseguirle sui vettori della base del codice, ci0 significa che lo spazio vetto-
riale generato sara invariato e dunque anche il codice. In generale, i pesi di
Hamming delle righe di queste matrici saranno diversi.

Eseguire le stesse operazioni sulle colonne, invece, pud produrre matrici le cui
righe non sono pitt una base dello spazio generato dalle righe della matrice
di partenza.

Esempio 8. Consideriamo il codice dell’Esempio 6:
C=4{(00000), (01001), (11110), (10111)}
La base 8 utilizzata per costruirlo é formata dai vettori:
b; =(10111), be=(11110).

La sua matrice generatrice ¢ dunque:
1 01 11
G = (1 1 11 0) '
Sommando la prima riga alla seconda, si ottiene la matrice:

, /10111
G = (O 100 1)°
le cui righe ¢ = (10111) e ca = (01001) sono ancora una base B’ di C.
In particolare i pesi di Hamming dei vettori di 986 e B’ sono:

w(bl) = 4, w(bQ) = 4]
w(cy) =4, w(cz) = 2.

Una forma particolare che puo assumere la matrice generatrice é la forma
standard.

Definizione 22 (Matrice generatrice standard). Siano C un codice su Fy e
(G una sua matrice generatrice. G & detta matrice generatrice standard se &
nella forma

G = (Ik|A),
dove I, & la matrice identica k x k ed A € My (—r)(Fg).

Un codice che ammette una matrice generatrice standard si dice siste-
matico.

In una matrice generatrice in forma standard é immediato distinguere
quali sono le coordinate delle parole del codice che contengono il messaggio
effettivamente inviato da quelle che rappresentano la ridondanza: i primi &
simboli sono detti simboli di informazione e i rimanenti n — k sono detti
simboli di controllo.
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Definizione 23 (Insieme di informazione). Sia C un [n, k]-codice sull’alfa-

beto A,. L’insieme di k posizioni I = {i1,..., 44} si dice insieme di informa-
zione se, comunque data una k-upla di simboli (vi,...,vx), v; € Ay, esiste
un’unica parola di codice c tale che ¢;; = v1,...,¢;, = vg.

In generale, per un (n, k)-codice viene fissato un algoritmo che durante
la codifica suddivide il messaggio in k-uple ad ognuna delle quali aggiunge
n — k simboli di controllo per formare delle n-uple.

Osservazione. [ = {iy,...,ix} ¢ un insieme di informazione per un codice
lineare C se, e solo se, le colonne della matrice generatrice di C individuate
da I sono linearmente indipendenti.

Consideriamo la matrice G’ ottenuta dalla matrice generatrice G' prendendo
le colonne individuate da I. G’ ¢ una matrice k X k e se le colonne sono
linearmente indipendenti, allora lo sono anche le righe, le quali formano una
base per un codice lineare C’ di lunghezza k. Quindi ogni parola del codice
si scrive in modo unico come combinazione lineare di questi vettori. Tor-
nando alla matrice GG, per generare una parola ¢ € C che nelle coordinate
individuate da I abbia i simboli v = (v1,...,v), € necessario utilizzare la
stessa combinazione lineare di righe che si utilizza per scrivere v nel codice
C'. Poiché la combinazione lineare ¢ unica, lo & anche la parola ¢. Dunque
é insieme di informazione per C.

Viceversa, sia I un insieme di informazione per C. Allora, data la k-upla
(v1,...,vE) esiste un’unica parola del codice ¢ tale che ¢;, = v1,..., ¢, = vg.
Consideriamo G’ come sopra e supponiamo per assurdo che le sue colonne
non siano linearmente indipendenti. Allora non sono linearmente indipen-
denti neanche le righe. Dunque esiste una combinazione lineare di righe tale
che 0 = Z?:l ajrj, dove r; ¢ la j-esima riga e a; sono scalari non tutti nulli.
Siav = (v1,...,v;) € C'. Allora anche w = v+2§:1 a;rj = (vi,..., k). Se
applichiamo a G le combinazioni lineari di righe utilizzate in G’ per ottenere
le parole v e w, otteniamo in C due parole che hanno i simboli (v1,...,vg)
nelle coordinate individuate da I, ma non hanno necessariamente tutte le al-
tre coordinate uguali tra loro. Quindi in generale avremmo due parole diverse
con il simbolo v; in posizione i; per j = 1,..., k. Assurdo perché c ¢ unica.
Dunque le colonne di G individuate da I sono linearmente indipendenti.

In particolare, I'insieme di informazione per una matrice in forma stan-
dard & I = {1,...,k}, poiché le prime K colonne sono linearmente indi-
pendenti. Di conseguenza in un codice sistematico si trova una copia del
messaggio originale nelle prime k coordinate di ogni parola codificata.

Osservazione. Data una matrice generatrice per un codice lineare, si posso-
no individuare k colonne linearmente indipendenti in pitt modi. Ad esempio,
per la matrice generatrice di un [3, 2]-codice

1 11
1 01
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possono essere insiemi di informazione sia {1,2} che {2,3}. Dunque, la
distinzione tra simboli di informazione e simboli di controllo, cioé quali
posizioni contengono il messaggio e quali la ridondanza, é “artificiale”.

3.5 Equivalenza

Nel capitolo precedente abbiamo visto che pitt codici a blocchi possono essere
equivalenti tra loro e avere dunque le stesse proprieta metriche. Applicando
la definizione di codici equivalenti (Definizione 17) ad un codice lineare, si
ottiene un codice equivalente che non é necessariamente ancora lineare, come
si vede nel seguente esempio [3, par. 4.5].

Esempio 9. Consideriamo il codice lineare C = {(0, 1), (0,0)}. E un [2, 1]-
codice su Fy generato dal vettore (0,1). Se applichiamo alla prima coordinata
di tutte le parole la permutazione (0,1), otteniamo il codice equivalente
C'={(1,1), (1,0)} che non ¢ lineare. Infatti la parola (0,0) ¢ C’, ma tutti
gli spazi vettoriali contengono il vettore nullo.

Modifichiamo dunque la definizione di codici equivalenti data preceden-
temente affinché tra codici equivalenti non solo siano rispettate le proprieta
metriche, ma anche 'essere lineari |2, p.38].

Definizione 24 (Codici equivalenti). Due codici C, C’ si dicono equivalenti
se & possibile ottenere tutte le parole di C’ applicando a quelle di C un numero
finito di volte le seguenti operazioni:

1. permutare le posizioni degli n simboli;

2. moltiplicare i simboli di una data posizione per uno stesso scalare non
nullo.

In particolare, abbiamo modificato 'operazione 2 riducendo il numero
di permutazioni consentite. Infatti, lavorando in un campo finito con ¢ ele-
menti, moltiplicare i simboli di una fissata posizione per uno stesso scalare
non nullo equivale a effettuare una permutazione. In particolare, sono ora
possibili solo ¢ — 1 permutazioni, mentre la Definizione 17 le consentiva tutte,
cioé ¢!.
La Definizione 24 rispetta la struttura di spazio vettoriale. Infatti, sia C un
codice lineare, M una sua matrice generatrice e C’ il codice equivalente otte-
nuto da C tramite le operazioni consentite dalla definizione. Applicare una
stessa permutazione a tutte le parole di C, equivale a permutare le colonne
di M. Moltiplicare i simboli di una data posizione per uno stesso scalare non
nullo, invece, significa moltiplicare per questo scalare una colonna di M. Le
righe della matrice generatrice sono una base di C, quindi sono linearmente
indipendenti. Di conseguenza, sono linearmente indipendenti anche le colon-
ne di M e permutarle o moltiplicarle per uno stesso scalare non nullo non
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modifica la loro indipendenza. Dopo aver eseguito le operazioni descritte
sopra abbiamo una nuova matrice con righe linearmente indipendenti che
generano un codice lineare C’ equivalente a C.

L’equivalenza tra codici lineari pud essere verificata attraverso le ri-
spettive matrici generatrici, come mostrato dal seguente teorema [3, par.
4.5].

Teorema 25. Siano C,C' due codici lineari e siano G, G’ le loro rispettive
matrici generatrici. Allora C e C' sono equivalenti se, e solo se, & possibile
ottenere G' da G ripetendo un numero finito di volte le sequenti operazioni:

~

. moltiplicazione di una rTiga per uno scalare non nullo;

2. somma di una riga con il multiplo di un’altra;

3. permutazione delle righe tra loro;

4. permutazione delle colonne tra loro;

5. moltiplicazione di una colonna per uno scalare non nullo.

Dimostrazione. Applichiamo alla matrice G le operazioni descritte sopra e
vediamo che si ottiene un codice equivalente a C.

Eseguire un numero finito di volte le prime tre operazioni sulle righe della
matrice significa eseguirle sui vettori di base di uno spazio vettoriale, cioé
si ottiene una nuova base che genera lo stesso spazio vettoriale. Dunque
cambiano le entrate di G ma il codice C rimane invariato.

Permutare le colonne tra loro e moltiplicare una colonna per uno scalare
non nullo, equivalgono rispettivamente ad applicare a tutte le parole di C
loperazione (1) e 'operazione (2) della Definizione 24: si ottiene un codice
equivalente a C.

Quindi se ¢ possibile ottenere la matrice G’ da G applicando un numero finito
di volte le precedenti operazioni, il codice C' generato da G’ ¢ equivalente a
C.

Viceversa, siano C e C’ codici lineari equivalenti e siano G' e G’ le ri-
spettive matrici generatrici, le cui righe sono delle basi B e B’ degli spazi
vettoriali formati dai due codici.

Essendo i due codici equivalenti, si possono ottenere tutte le parole di C’
applicando un numero finito di volte le operazioni della Definizione 24 alle
parole di C. In particolare, le applichiamo alla base B. Ci0 significa per-
mutare le colonne di G oppure moltiplicare una colonna per uno scalare non
nullo. Otteniamo una matrice generatrice di C’: le sue righe sono una base
di C’ che, pero, non ¢ necessariamente la base B’. Per ottenere esattamente
B’ ¢ ora sufficiente eseguire un cambio di base, cioé basta eseguire le opera-
zioni elementari sulle righe della matrice ottenuta: moltiplicare una riga per
uno scalare non nullo, sommare una riga con il multiplo di un’altra oppure
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permutare le righe. Dunque & possibile ottenere esattamente la matrice G’
eseguendo le cinque operazioni descritte nell’enunciato.

O]

Osservazione. Sommare una colonna della matrice generatrice con il multi-
plo di un’altra non garantisce ’equivalenza tra il codice di partenza e quello
ottenuto. Quindi righe e colonne non ricoprono lo stesso ruolo. Infatti,
questa operazione non corrisponde a nessuna operazione permessa dalla De-
finizione 24 e neppure a un cambio di base per il codice, il quale si opera
sulle righe.

Come gia visto nel paragrafo 3.4, la matrice generatrice di un codice li-
neare non € unica e, soprattutto per lavorare con codici di grandi dimensioni,
¢ importante che essa sia nella forma piu semplice possibile. Non tutti i co-
dici lineari, perd, ammettono una matrice generatrice in forma standard. E
comunque possibile dimostrare che ogni codice lineare é equivalente ad un
codice sistematico [3, par. 4.5].

Teorema 26. Per ogni [n, k|-codice C definito su Fy esiste una matrice
G = (I|A)
le cui righe generano C, oppure generano un [n, k]-codice C' equivalente a C.

Dimostrazione. Sia G = (g;j) una matrice generatrice di C. Dimostriamo
per induzione su k, la dimensione del codice.

e k =1. G & una matrice 1 X n: esiste almeno una colonna che contiene un
elemento non nullo. A meno di permutare ’ordine delle colonne, ottenendo
un codice equivalente, possiamo supporre che questa colonna sia la prima. Se
g11 = 1, la matrice é in forma standard. Altrimenti, possiamo moltiplicare
la riga per gfll ottenendo un codice sistematico equivalente a C.

e Supponiamo che ogni codice (k—1)-dimensionale sia equivalente a un codice
sistematico. Sia C un [n, k]-codice e sia C’ il codice ottenuto cancellando
l'ultima riga di G. C’ ¢ un codice lineare di dimensione k — 1. Allora, C" ¢
equivalente a un codice C” che ammette una matrice generatrice standard.
Questa matrice viene ottenuta dalla matrice generatrice G = (97{;) di ¢
attraverso le operazioni sulle righe definite dal Teorema 25 ed eventualmente
una permutazione o sulle colonne. Un codice equivalente a C viene generato
dalla seguente matrice:

1 0 0 9r - i
1 0 9ok - Yon
é _ . . .
1 gg—l,k e g;f/—l,n

Iko(1) YGko2) -+ IGko(k—1) YIkok) -+ Yko(n)
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Sottraiamo all’ultima riga di G Jko(;) volte la j-riga, j = 1,...,k—1, e
moltiplichiamola per g];(lf(k): otteniamo una matrice in forma standard che
genera un codice lineare equivalente a C.

O]



Capitolo 4

Codifica e decodifica di codici
lineari

4.1 Codifica

Codificare un messaggio composto da k simboli di F, attraverso un (n,k)-
codice significa associare in modo univoco a questa k-upla una parola del
codice. Questa operazione ¢ particolarmente semplice per i codici lineari se
si utilizza una loro matrice generatrice.

Sia C un [n, k|-codice, cioé un codice lineare di dimensione k e lunghezza
n, su F,. Fissata una base {gy,...,g}, ogni parola x di C si scrive in modo
unico come combinazione lineare dei vettori di base:

X =a18; + -+ argy, at,...,ap € Fy.

Se G & la matrice generatrice di C, le cui righe sono i vettori di base g;,
con i = 1,...,k, allora dato u = (uy,...,ux) € F’q“, abbiamo che u- G =
u1g; + - - + urgy € una parola del codice.

Per semplicita possiamo supporre che i posti di informazione siano i primi k;
in caso contrario € sufficiente una permutazione delle colonne di G per otte-
nere un codice equivalente che abbia insieme di informazione I = {1, ..., k}.
Sia m = (mq,...,my) il messaggio da codificare. Se la lunghezza di m fos-
se maggiore di k, allora sarebbe necessario dividerlo in k-uple da codificare
separatamente. La parola di C associata al messaggio ¢ c = m - G:

g171 . gl,k . gl,n

9271 e gQ,k e gg}n
c=(my,...,mg) | . =(c1,...,Cn).

gk,l . gk,k e gk,n

Sfruttando le proprieta degli spazi vettoriali possiamo dunque associare ad
ogni k-upla di simboli contenenti il messaggio una ed una sola parola del

25
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codice, aggiungendo in automatico la ridondanza. Per un codice sistematico
la codifica é ancora pit immediata. Infatti, utilizzando una matrice genera-
trice in forma standard, si ritrova un’esatta copia del messaggio nelle prime
k posizioni delle parole codificate ed & dunque necessario calcolare solo gli
n — k simboli di controllo. In questo caso G = (I|A):

1 0 ... 0 gl,k-‘,—l -+ Jin
0 1 ... 0 92.k+1 -+ 92n
c=(my,...,mg) | . . : :
0 ... 1 Gkk+1 -+ Gkn
k k
Dunque ¢ = (m1, ..., mg, Zi:l mMigik+1s- - - 722’:1 ngzn)

Esempio 10. Consideriamo C un [6,3]-codice su F3 con G una matrice
generatrice in forma standard:

10
G=1(01
0 0

= o O

0 21
210
0 0 2

Vogliamo codificare il messaggio m = (102120010022). Poiché la sua
lunghezza supera la dimensione del codice che € 3, & necessario suddividerlo
in terne:

m; = (102) my=(120) m3=(010) my=(022).

Codifichiamo ogni sequenza attraverso la matrice generatrice:

ci=m;-G=(102022)
co=my-G=(120111)
c3=m3-G=(010210)
ca=my -G=(022121)

Notiamo che in tutte le quattro parole codificate sopra le prime tre posi-
zioni sono occupate da una delle terne in cui ¢é stato suddiviso il messaggio
iniziale. Questo ¢ dovuto al fatto che la matrice generatrice del codice € in
forma standard.

Una volta codificate tutte le parti del messaggio, queste ultime possono essere
riunite e inviate come un’unica sequenza:

(102022120111010210022121).
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4.2 Decodifica tramite tabella standard

Dopo la codifica, il messaggio viene inviato e durante la trasmissione possono
verificarsi degli errori. E dunque in fase di decodifica che devono essere
riconosciuti per poter associare alle sequenze ricevute le giuste parole del
codice. Un metodo di decodifica ¢ quello di utilizzare una tabella, detta
tabella standard. 1’algoritmo utilizzato per costruire questa tabella é basato
sulla definizione di laterale di un codice lineare [5, par. 4.8|.

Definizione 27. Siano C un [n, k]-codice su F, e u € Fy. Il laterale di C
determinato da u é 'insieme

C+u={v+u:vecC}

Notiamo che, se consideriamo l'operazione di somma vettoriale, Fy ¢ un
gruppo abeliano finito. Quindi, un codice lineare C di lunghezza n su F, ¢ un
sottogruppo di Fy e la definizione precedente di laterale di un codice coincide
con la definizione di classe laterale di un sottogruppo data dalla teoria dei

gruppi.

Definizione 28. Dato un laterale di C, si dice leader o direttrice del laterale
una sua parola con il peso di Hamming minimo.

Osserviamo che in un laterale possono esserci piu parole con lo stesso
peso di Hamming, in particolare con il peso minimo. Pertanto la scelta della
parola leader non é univoca.

Per completezza, richiamiamo con il seguente teorema le proprieta delle
classi laterali che serviranno per la costruzione degli algoritmi di decodifica.

Teorema 29. Sia C un [n, k,d]-codice definito su F,. Allora:

~

ognu vettore di Fy appartiene a qualche laterale di C;

per ogni w € F2, |C + u| = |C| = ¢*;

per ogni u, v € Fy, uw € C + v implica che C + u=C+ v;

due laterali coincidono oppure hanno intersezione vuota;

GvoB e e

ci sono ¢" % laterali di C distinti;

)

per ogni u, v € Fy, u— v € C se, e solo se, u e v appartengono allo
stesso laterale.

Dimostrazione. (1) E immediato vedere che il vettore v € [y appartiene ad
almeno un laterale: v € C + v.

(2) Per definizione, ogni laterale C+u di C ha al pitt |C| = ¢"* elementi. Poiché
C ¢ un codice lineare, e dunque uno spazio vettoriale, due elementi ¢ + u e
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¢/ +u di C + u coincidono se, e solo se, ¢ = ¢’. Quindi |C 4+ u| = |C| = ¢*.
(3) Se u € C + v, dalla definizione di laterale segue che C +u C C + v. Per
il punto (2) i due laterali hanno la stessa cardinalita, quindi C +u=C+ v.
(4) Consideriamo due laterali C+ueC+vdiCesiaxe (C+u)N(C+v).
Per il punto (3), poiché x € C+u, C+u = C+x. Allo stesso modox € C+v
eC+v=C+x. DunqueC+u=C+wv.
(5) Per il punto (1) ogni vettore di F; appartiene a qualche laterale di C,
in particolare abbiamo ¢" elementi. Per il punto (2) ogni laterale contiene
esattamente qk elementi e per il punto (4) se uno stesso elemento appartiene
a due laterali, questi devono coincidere. Quindi i ¢" elementi di Fy devono
essere suddivisi in gruppi di ¢* elementi, cioé¢ ci sono g—: = ¢" % laterali
distinti.
(6) Seu—v=ceC,alorau=c+v e C+v. Quindi u € C + v. Poiché
anche v € C + v, u e v appartengono allo stesso laterale.
Viceversa, supponiamo che u e v appartengano allo stesso laterale C + x.
Allora esistono ¢, ¢’ € C talicheu=c+xev=c +x. Quindiu—v =
c—c eC.

O

Esempio 11. Consideriamo C = {(000), (101), (010), (111)}, un [3,2]-
codice definito su Fs. I suoi possibili laterali sono:

i

010), (
011), (110
000), (101
001), (100

), (

), (

) (

) (

111)

)

)

)

110), (011)
)

)

)

C+(000) = {(000), (101),
C+(001)={(001), (100),
C+(010)={(010), (111),
C+(011)={(011), (110),
C+(100) = {(100), (001),
C+(101) ={(101), (000)
C+(110)={(110), (011)
C+(111)={(111), (010)

)

9

}
}
}
h
}
}
}
}

9

101 101), (000),
110 110), (011),
111)={(111), (010),

111), (010
100), (001
101), (000

= 3

{
{
{
{
{
{

I

o~ o~ o~ o~ o~ o~ o~ o~

Osserviamo che alcuni laterali coincidono:

C+(000)=C+(010)=C+(101)=C+(111) =C;
C+(001)=C+(011)=C+(100)=C+(110) =TF3\C.

Come affermato dal teorema precedente, ogni laterale contiene esattamente
q" = 22 = 4 elementi e ci sono ¢" % = 2372 = 2 laterali distinti. Osserviamo
inoltre che per il laterale coincidente con C & possibile un’unica scelta del
leader, infatti (000) & l'unica parola di peso minimo; mentre per l'altro
laterale si puo scegliere come leader sia (001) che (100).

Vediamo ora il principio di funzionamento dell’algoritmo di decodifica
mediante tabella standard di un codice lineare C di lunghezza n e dimensione
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k2, p. 43].
Sia m = ¢*. I laterali distinti di C sono C; = C +a;, coni = 1,...,m e
a; € Fy. Dal Teorema 29 segue che ogni elemento di Fy appartiene ad un
solo laterale di C, dunque, ogni sequenza di simboli y ricevuta appartiene ad
un solo C;. Esiste i € {1,...,m} talechey € 07 e si puo scrivere y = cta,
con c €C.
Se trasmettendo la parola x si riceve la parola y, il vettore e che rappresenta
I’errore commesso € cosi definito: e =y —x =c + a, —x =a. + ¢, con
¢ € C. Quindi e appartiene allo stesso laterale di y.
L’errore pitt probabile ¢ quello di peso minimo. Infatti, se p é la probabilita
che avvenga un errore, p” & la probabilita che ne avvengano r all’interno
della stessa parola. Di conseguenza p” < p® se r > s, in quanto 0 < p < 1.
L’algoritmo di decodifica sceglie dunque come errore il vettore e* di peso
minimo in C;. La sequenza y ricevuta viene decodificata come y — e*.
Utilizziamo i laterali di C per costruire la tabella standard. Questa tabella
¢ rappresentata da una matrice ¥ = (oy;), di ¢ ¥ righe e ¢* colonne, le cui
entrate o;; € Fy sono tutti e soli gli elementi di Fy. Devono essere soddisfatte
le seguenti proprieta:

1. sulla prima riga si trovano tutte le parole di C e 017 = (0, 0,...,0);

2. l'elemento o1 é la parola a; scelta come leader del laterale C;, cioé
la prima colonna contiene tutte le parole leader scelte, una per ogni
laterale;

3. la riga ¢-esima contiene tutti gli elementi del laterale C;, cioé per ogni
coppia di indici 4, j si ha Oij = a; + 015 = 041 + 015
La tabella standard puo essere costruita tramite un semplice algoritmo

2, p. 44]:

passo 1 : si pone 01,1 = 0 e si distribuiscono le altre parole di C nelle
restanti entrate della prima riga;

passo 2 : si sceglie una parola az con il peso di Hamming minimo in Fy ~\.C
e sl pone g9 = as;

passo 3 : si distribuiscono le restanti parole di C 4 as nella seconda riga di

¥ in modo che o9; = ag + a1j, per j = 2,...,q%;

passo h : si sceglie una parola ay, con il peso di Hamming minimo in Fy ~
{CU(C+az)U---U(C+ap_1)} esipone op = ap;

passo h + 1 : si distribuiscono le restanti parole di C + aj nella h-esima
riga di ¥ in modo che 0} = aj, + 015, per j = 2,.. g
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L’algoritmo termina quando vengono inserite tutte le parole di Fy;. Que-
sta procedura ci permette di inserire ogni elemento di Fy una ed una sola
volta. Notiamo che l'algoritmo appena descritto non fornisce una tabella
standard univocamente determinata ma, se ci sono pitt parole con il peso
di Hamming minimo, la disposizione delle sue entrante dipende dalle scelte
effettuate sulle parole leader, oltre che dall’ordine in cui si dispongono gli
elementi di C nella prima riga. Cid potrebbe variare l’esito della decodifica,
come evidenzieremo nell’Esempio 12.

Una volta costruita la tabella standard, il decodificatore pud procedere al-
Peffettiva decodifica del messaggio tramite il seguente algoritmo:

passo 1 : viene ricevuta una sequenza di simboli y € C;;
passo 2 : viene individuata la posizione (i,7) di y nella tabella standard;

passo 3 : y viene decodificata come la parola del codice che si trova nella
stessa colonna, cio¢ y — a;. La parola restituita ¢ dunque o71;.

Vediamo con un esempio quanto descritto finora |5, par. 4.8 |.

Esempio 12. Consideriamo C = {(0000), (1011), (0101), (1110)}, un
codice lineare binario, e costruiamo la sua matrice standard.

e La prima riga contiene il laterale C + (0000) e la prima entrata & 0.
Abbiamo: 0000 1011 0101 1110.

e Scegliamo (0001) come parola leader. La seconda riga contiene il
laterale C + (0001) e la prima entrata ¢ 0001. Le altre entrate si
ottengono sommando la parola leader alle parole della prima riga.
Abbiamo: 0001 1010 0100 1111.

e Scegliamo (0010) come parola leader. La terza riga contiene il laterale
C+(0010) e la prima entrata ¢ 0010. Come sopra, le altre entrate
si ottengono sommando la parola leader alle parole della prima riga.
Abbiamo: 0010 1001 0111 1100.

e Ora l'unica parola leader possibile ¢ (1000). La quarta riga contiene
il laterale C + (1000) e la prima entrata ¢ 1000. Allo stesso modo
abbiamo: 1000 0011 1101 0110.

La matrice standard che abbiamo costruito é dunque:

0000 1011 0101 1110
0001 1010 0100 1111
0010 1001 0111 1100
1000 0011 1101 0110

Supponiamo ora di ricevere le sequenze v=1101lew=1111.
Decodifichiamo v. Questa sequenza appartiene al laterale C 4+ v che coincide
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con la quarta riga della tabella standard. L’unica possibile parola leader di
questa riga € 1000, quindi v viene decodificata con la parola del codice

1101 -1000=1101+1000=0101.

Decodifichiamo w. Questa sequenza appartiene al laterale C+w che coincide
con la seconda riga della tabella. In questo caso, durante la costruzione della
tabella, abbiamo effettuato una scelta tra due possibili parole leader dello
stesso laterale. Seguendo la tabella precedente, w viene decodificata con la
parola del codice 1110. Se avessimo invece scelto I'altra parola leader, cioé
0100, la decodifica di w sarebbe stata

1111-0100=1111+0100=1011.

In conclusione, se in ogni laterale del codice c¢’é una sola parola con il peso
di Hamming minimo, la decodifica é univoca in quanto, dopo aver disposto le
parole del codice nella prima riga, le possibili tabelle standard si differenziano
tra loro solo per un’eventuale permutazione delle righe che non coinvolge la
prima. Quindi la parola del codice codificata si trova in ogni caso in cima
alla colonna a cui appartiene la sequenza ricevuta. Invece, se un laterale
possiede piu parole di peso minimo, 'esito della decodifica potrebbe essere
diverso a seconda delle scelte effettuate sulle parole leader. In questo caso,
I'implementazione dell’algoritmo dipende dal tipo di decodifica che si vuole
effettuare. Se si opta per una decodifica completa, la scelta é arbitraria e
ad ogni sequenza ricevuta viene associata una parola del codice seguendo
I’algoritmo. Se si opta per una decodifica incompleta, invece, nel caso in
cui la sequenza ricevuta appartenga ad un laterale con piit possibili parole
leader, viene richiesta la ritrasmissione.

4.3 Codice duale e matrice di controllo

La decodifica tramite matrice standard ¢ utile per codici di lunghezza n
piccola. Risulta invece sempre meno efficiente in termini di tempo man
mano che la dimensione del codice aumenta. In quest’ultimo caso é piu
conveniente la decodifica per sindrome. Per descrivere 'algoritmo di questo
tipo di decodifica dobbiamo introdurre il codice duale e la matrice di controllo
[7, par. 3.2].

Definizione 30 (Codice duale). Sia C un [n, k|-codice. Il codice duale di C
e
ct ={yelF;:x-y=0 VxeC},

dove il simbolo - rappresenta ’operazione di prodotto scalare tra vettori.

Un codice C e il suo codice duale possono avere un’intersezione pitt grande
di {0}. I vettori che appartengono a questa intersezione si dicono isotropi.
Se C = C*, allora C si dice codice autoduale.
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Per completezza riportiamo alcuni risultati sui codici duali che derivano
dalla teoria degli spazi vettoriali |2, p. 46-48|.

Teorema 31. Sia C un [n, k]-codice suF, con matrice generatrice G. Allora
un vettore x € Fy & una parola del codice duale Ct se, e solo se, & ortogonale
a tutte le righe di G, cioé:

zelCt «— 2G'=0.

Dimostrazione. Se x € C, allora x - ¢ per ogni ¢ € C, cioé x & ortogonale
a tutte le parole del codice. In particolare, ¢ ortogonale alle parole che
costituiscono la base di C data dalle righe di G. Quindi xG* = 0.

Viceversa, sia xG? = 0. Abbiamo che x ¢ ortogonale a tutte le righe di G,
cioé ai vettori gy, ..., g che formano una base di C. Poiché ogni parolac € C
si scrive come combinazione lineare di questi vettori, ¢ = a1 g, + - - - + ar gy,
abbiamo:

x-c=x-(ug + - +apgy) =ai(x-gy)+ - +oak(x-gp) =0.

Quindi x & ortogonale a tutte le parole di C e di conseguenza x € C*.
O

Teorema 32. Sia C un [n,k]-codice suFy. Allora Ct ¢ un [n,n — k]-codice
sulFy.

Dimostrazione. Per il teorema precedente, 1 vettori di Fy ortogonali ad una
base {e1,...,e,} di C sono tutti e soli i vettori x = (z1,...,2,) € C*.
Dunque sono tutte e sole le soluzioni del sistema

e11x1+ -+ ez, =0

€121+ -+ + eapxy, =0

epiTy + -+ egpxry, =0

che é un sistema lineare omogeneo composto da k equazioni in n incognite. 1l
rango della matrice associata é k, di conseguenza ci sono esattamente n — k
soluzioni linearmente indipendenti. Queste soluzioni formano una base di
C', in quanto ogni loro combinazione lineare risolve il sistema precedente ed
¢ dunque un vettore del codice duale. Di conseguenza C ¢ un codice lineare
di dimensione n — k.

O]

Definizione 33 (Matrice di controllo). Dato C un codice lineare, una ma-
trice generatrice di C* si dice matrice di controllo o matrice di controllo di
parita di C. B una matrice (n — k) x n e si indica con H.
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Teorema 34. Sia ¢ = (v1,...,7y,) un vettore di Fy. Allora:

xelC < zH' =0.

Dimostrazione. Poiché C* & un codice lineare, dalla Definizione 30 si deduce
che (CY)* = C. Dunque, x € C se, esolose, x-y =0 ¥y € C*+. Cio accade
se, e solo se, x & ortogonale a tutti i vettori di una base di C*, i quali formano
le righe di H. Ne segue che x € C se, e solo se, xH! = 0.

O

Come visto nei teoremi precedenti, 'importanza della matrice H risiede
nel fatto che la si puo utilizzare per verificare facilmente se una sequenza di
simboli appartiene oppure no al codice. Quindi una matrice di controllo di
parita descrive completamente il codice lineare C a cui é associata.

Poiché in generale la matrice generatrice non é unica, non lo € nemmeno
la matrice di controllo di paritd. Se il codice ¢é sistematico, pero, si pud
scegliere come matrice generatrice quella in forma standard e costruire H in
modo semplice e immediato, come mostra il seguente teorema |2, par. 3.5]|.

Teorema 35. Sia C un [n, k]-codice. Se G = (Ix|A) é una matrice genera-
trice in forma standard di C, allora una matrice di controllo di parita per C
¢ H = (_Atun—k)'

Dimostrazione. Sia G = (Ix|A) una matrice generatrice di C e consideriamo
la matrice H = (—A!|I,,_¢). H & una matrice di controllo di parita per C se
le sue righe formano una base dello spazio duale C-. Eseguiamo il seguente
prodotto di matrici a blocchi:

—A

GHt:(Ik]A)<I > =-—LA+ AL, 1 =—-A+A=0.
n—k

Abbiamo che le righe di H sono ortogonali a quelle di G, cioé sono ortogonali

ad una base di C, in particolare sono ortogonali a tutte le parole di C. Poiché

H ha esattamente n — k righe linearmente indipendenti, deduciamo che H

genera C* ed ¢ dunque una matrice di controllo di parita per C . O

Un’importante proprieta della matrice di controllo di parita é che, stu-
diando la relazione di linearita tra le sue colonne, possiamo dedurre la
distanza minima del codice, come mostrato dal seguente teorema |1, par.
1.2].

Teorema 36. Sia C un [n, k,d]-codice e sia H una matrice di controllo di pa-
rita di C. Allora ogni (d—1)-upla di colonne di H é linearmente indipendente
e c’e almeno una d-upla di colonne linearmente dipendenti.

Dimostrazione. Indichiamo con Hi, ..., H, le colonne della matrice H. Sia
¢ € C una parola del codice di peso w. Siano iy, ..., i, gli indiciin {1,...,n}
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tali che c¢; # 0 se e solo se i € {i1,...,0y}. Poiché ¢ € C, per il Teorema 34
abbiamo che
cH' =0

e questa relazione equivale a
e Hiyy +--+c¢,H;, =0.

Quindi le combinazioni lineari nulle di w colonne distinte di H sono in cor-
rispondenza uno a uno con le parole di C di peso w. Per il Teorema 20, il
minimo peso delle parole non nulle di C é d. Di conseguenza, prese d — 1 co-
lonne qualunque, queste devono essere linearmente indipendenti, altrimenti
ci sarebbe una parola di C di peso d — 1. Inoltre, deve esserci almeno una
d-upla di colonne linearmente dipendenti, altrimenti nessuna parola di C
avrebbe peso d e la distanza minima sarebbe maggiore di d, assurdo. O

Dal teorema precedente discende direttamente il corollario seguente.

Corollario 37. Sia C un codice lineare con matrice di controllo di parita H
e distanza minima d. Allora:

1. se H non ha colonne nulle, allora d > 1;

2. se le colonne di H sono a due a due non collineari, allora d > 2.

4.4 Decodifica per sindrome

Concludiamo il capitolo introducendo il concetto di sindrome e utilizzandolo
per costruire un algoritmo di decodifica che rende piu efficiente quello visto
in precedenza |5, par. 4.8.3].

Definizione 38 (Sindrome). Sia C un [n,k,d]-codice su F, e sia H una
matrice di controllo di parita per C. Per ogni vettore w € Fy, si dice sindrome
di w la parola S(w) = wH' € Fg_k.

Come si vede dalla definizione, la sindrome di un vettore dipende dalla
matrice H. Quindi a seconda della base utilizzata pud esserci una sindro-
me diversa per la stessa parola. Con il seguente teorema vediamo alcune
proprieta della sindrome.

Teorema 39. Sia C un [n,k]-codice e sia H una matrice di controllo di
parita per C. Per ogni u, v € Fy abbiamo:

1. S(u+v) = S(u) + S(v);
2. S(u) =0 <= ue(;

3. S(u) = S(v) < wu, v appartengono allo stesso laterale di C.
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Dimostrazione. (1) Dalla Definizione 38 segue che per ogni u, v € Fy si ha:
S(u+v)=(u+v)H =uH'+ vH" = S(u) + S(v).

(2) Dalla Definizione 38 segue che S(u) = 0 se e solo se uH! = 0. Quindi,
per il Teorema 34, u € C.
(3) Dai punti precedenti segue che

S(u) =S(v) <
S(u) —S(v) =0 <
Su—v)=0 < u—-vecl.

Per il punto (6) del Teorema 29, u — v € C se e solo se u e v appartengono
allo stesso laterale di C.
O

Osservazione. Il terzo punto del teorema precedente ci garantisce che pos-
siamo identificare un laterale con la sua sindrome; viceversa, tutte le parole
di un dato laterale forniscono la stessa sindrome. Dunque abbiamo una cor-
rispondenza uno a uno tra i laterali e le sindromi.

Dal fatto che H ha rango n — k segue che ogni vettore di Fg_k rappresenta
una sindrome.

Questo ci permette di semplificare e rendere piu efficiente ’algoritmo di
decodifica visto precedentemente. Infatti, non & pili necessario costruire la
tabella standard contenente ¢” elementi, ma é sufficiente una tabella di due
sole colonne, una per le parole leader e una per le sindromi corrispondenti:
abbiamo dunque solo 2¢" % elementi e, soprattutto per codici di grandi di-
mensioni, € piu agevole gestire la tabella con meno entrate.

Vediamo dunque ’algoritmo di decodifica tramite sindrome:

Passo 1 : siriceve la sequenza w e si calcola la sua sindrome S(w);

Passo 2 : siindividua nella tabella la parola leader u con la stessa sindrome
di w, S(u) = S(w);

Passo 3 : si decodifica w con la parola del codice v=w — u.

Osservazione. Se durante la trasmissione non avviene nessun errore, la sin-
drome della parola ricevuta & zero poiché essa appartiene al codice. Non vale,
pero, il viceversa: se durante la trasmissione avviene un numero di errori tale
da trasformare la parola di partenza in un’altra parola del codice, la sindro-
me calcolata € comunque zero ma la sequenza ricevuta non corrisponde a
quella inviata. Aggiungendo delle ipotesi sui parametri del codice, la sindro-
me ci permette di rilevare ed eventualmente correggere eventuali errori. Ad
esempio, se supponiamo che durante la trasmissione puo verificarsi al pitt un
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errore in ogni parola, e abbiamo un codice con distanza minima 3, siamo
certi che in caso di errore la parola inviata si trasforma in una sequenza di
simboli priva di significato. Dunque, se la sindrome della parola ricevuta é
il vettore nullo, la parola ricevuta é sicuramente quella inviata; altrimenti,
siamo certi che é avvenuto un errore e, se ’applicazione lo prevede, si procede
con l'algoritmo per la correzione, oppure si chiede la ritrasmissione.

Vediamo un esempio di decodifica tramite sindrome |2, p. 52].

Esempio 13. Consideriamo il codice binario C, un [4, 2]-codice di matrice

generatrice
1 110
G= <O 11 1) '

Sommando alla prima riga di G' la seconda, il codice non cambia ma otte-
niamo una sua matrice generatrice in forma standard:

1001
Glz(o 11 1>:(I2|A)'

Per il Teorema 35, una matrice di controllo per C ¢é la seguente:

0110
H:(_Atu“—Q):(l 10 1)

Come fatto per costruire la tabella standard, scegliamo una parola leader
per ogni laterale tra quelle di peso minimo e calcoliamone la sindrome. Lo
spazio & 3, dunque ci sono 2472 = 4 laterali distinti. Scegliamo le seguenti
parole leader:

a; =0000 s1=S(a;)) =a1H" =00
a; =1000 so=S(ay) =ayH' =01
a3 =0100 s3=S(az) =azsH' =11
a;=0010 sy =S(ay) =asH =10

La tabella corrispondente ¢ la riportata nella Tabella 4.1.

Parola leader Sindrome

0000 00
1000 01
0100 11
0010 10

Tabella 4.1: Sindrome
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Siay = (0101) la sequenza ricevuta; calcoliamo la sua sindrome:
S(y) =yH"' = (10).

Poiché S(y) = s4, sappiamo che y appartiene al laterale la cui parola leader
¢ a4 e dunque y viene decodificata con la parolay —a; =0111.

Notiamo che, anche in questo caso, abbiamo effettuato delle scelte ar-
bitrarie sulle parole di peso minimo e per alcuni laterali sono possibili piu
parole leader. Allo stesso modo della decodifica tramite tabella standard, a
seconda dei fini dell’applicazione si scegliera una decodifica completa o in-
completa, richiedendo un’eventuale ritrasmissione della sequenza. Ad ogni
modo, l'algoritmo che utilizza la sindrome ¢ piu semplice ed efficiente in
quanto deve eseguire meno confronti per individuare il dato necessario nella
tabella, oltre al fatto che la costruzione e la memorizzazione di una tabella
pitl piccola richiede meno risorse.



Capitolo 5

Esempi di codice lineare

In questo capitolo vediamo alcuni esempi di codici lineari e alcuni casi in cui
possono essere applicati [1, par. 1.3].

5.1 Codice di ripetizione

Per individuare e correggere gli errori di trasmissione & necessario aggiungere
la ridondanza ai dati da inviare; il modo pit immediato di farlo é ripetere
pit volte il messaggio.

Possiamo descrivere il codice di ripetizione C di lunghezza n su qualsiasi
campo finito F, attraverso la sua matrice generatrice G € M, (F,), con
G = (11...1). Le parole di C non nulle sono nella forma (aa ... a) € Fy.
Questo codice ha dimensione 1 e distanza minima n. La sua efficienza,
definita nel paragrafo 2.4, &

B log, |C| _ log, q 1
n n n’

n

Per i teoremi sulla distanza minima dimostrati nel Capitolo 2, possiamo af-
fermare che C ¢ un codice (n — 1)-rivelatore e [(Z51)]-correttore.
Osserviamo che lim,,_, o, R,, = 0, cioé piu ripetizioni del messaggio aggiun-
giamo, piu errori il codice sara in grado di gestire a discapito dell’efficien-
za. Infatti, pit sono lunghi i blocchi, pill risorse dovranno essere impiegate
per il trasferimento dei dati rendendo il procedimento sempre pit lungo e
dispendioso.

In ambito informatico questo tipo di codice é uno di quelli che vengono
utilizzati per installare diversi dischi rigidi in modo che formino un unico
sistema di archiviazione, migliorando I’affidabilita della memorizzazione e la
velocita delle operazioni eseguite sui dati rispetto ad una singola unita di
archiviazione. Questo sistema & detto RAID, Redundant Array of Indepen-
dent Disks, e pud essere costruito in diversi modi. Il caso di nostro interesse
¢ il RAID 1: vengono installati n dischi ciascuno dei quali contiene una co-
pia dei dati. In questo modo possono essere svolte contemporaneamente pitl

38
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operazioni e il sistema ¢ affidabile anche in caso di danneggiamento di n —1
dischi.

5.2 Codice di parita

Un altro modo di inserire la ridondanza ¢ quello di aggiungere un simbolo alla
fine del messaggio da trasmettere. Questo simbolo viene calcolato in base
ai precedenti e se una volta ricevuto il messaggio lo stesso calcolo fornisce
un simbolo diverso, significa che & avvenuto un errore di trasmissione. Se si
utilizza un codice binario questo simbolo fa si che il numero totale di simboli
1 all’interno della parola sia pari ed € detto bit di parita.

Il codice di parita € 'immagine della seguente funzione di codifica:

-1
Fy — Fy
n—1
(1, oy Tp—1) —> (1.0 Ty, — Zmz)
i=1

Una matrice generatrice di questo codice G e una matrice di controllo di
parita H sono:

1 -1 0 0
0 1 -1 0

G = , e H=(11 1)
0 0 1 -1

Questo ¢ un [n,n — 1,2]-codice e, poiché la distanza minima ¢ 2, non ¢
in grado di correggere nessun errore, mentre puo rilevarne solo uno.

Anche questo tipo di codice viene utilizzato in ambito informatico nel
sistema RAID, in particolare nel RAID 5. In questo caso i dati vengono
distribuiti in n — 1 dischi rigidi e I'n-esimo disco ¢ il disco di parita: 1'i-esimo
bit del disco di parita é la somma dei bit che occupano la stessa posizione
in tutti gli altri n — 1 dischi. Come per il RAID 1, il RAID 5 aumenta le
prestazioni del computer e la sicurezza dei dati.

Osservazione. Notiamo che la matrice di controllo di paritd H del codice di
parita coincide con la matrice generatrice del codice di ripetizione. Dunque
i due codici sono uno il duale dell’altro.

5.3 Codice di Hamming

Una classe di codici lineari di particolare interesse per la rilevazione e la
correzione degli errori di trasmissione é formata dai codici di Hamming. Per
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ogni intero [ > 3, un codice di Hamming € un codice binario definito da una
matrice di controllo di parita H; di dimensioni [ x (2! — 1), le cui colonne
dispongono nella matrice tutti i vettori non nulli di .

Ad esempio, per [ = 3, un codice di Hamming & descritto dalle seguenti
matrici, H3 matrice di controllo di paritd e G3 matrice generatrice:

Hy=|0 11001 1] e G3=
L 010101 0010110
0001111

Vediamo i parametri di un codice di Hamming con la seguente proposi-
zione.

Proposizione 40. Dato un intero I > 3, i parametri di un codice di Ham-
ming sono [2' — 1,2 —1 —1, 3].

Dimostrazione. Dato [ > 3, la matrice di controllo di parita H; di un codice
di Hamming ha dimensioni / x (2! — 1). Di conseguenza le parole del codice
hanno lunghezza 2! — 1.
Per provare che la dimensione del codice ¢ 28 — 1 — I, dobbiamo mostrare
che la matrice H; ha rango pieno. Poiché tutti i vettori non nulli di F} sono
distribuiti nelle colonne di Hj, possiamo estrarre [ vettori che formano una
base di Flz Quindi H; ha rango [. Ne segue che il codice duale del codice
di Hamming ha dimensione [, quindi il codice di Hamming ha dimensione
2l —1-1.
Per definizione, le colonne di H; sono tutte non nulle. In particolare, poiché
lavoriamo nel campo Fg, prese due colonne qualunque esse non sono colli-
neari. Quindi per il Corollario 37 la distanza minima é almeno 3. Inoltre,
possiamo trovare delle terne di colonne linearmente dipendenti: le colonne
di H; sono tutti i vettori non nulli IFZQ e prese due colonne distinte H;, H;,
anche H; + H; ¢ una colonna di H;. Per il Teorema 36 la distanza minima
& esattamente 3.

O

Poiché tutti i codici di Hamming hanno distanza minima d = 3, essi sono
tutti codici 1-correttori e 2-rivelatori.
Una proprieta particolare dei codici di Hamming & che sono perfetti. Per
dimostrarlo, ricordiamo la definizione di codice perfetto data nel Capitolo 2:
un codice C si dice perfetto se vale 'uguaglianza nella stima di Hamming,
cioé se

n

q
| ‘ = A o
>ico (7)(a— 1)
Questa definizione di codice perfetto é equivalente alla seguente, i dettagli si
possono trovare in |2, par. 2.4].
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Definizione 41 (Codice perfetto). Un codice C di parametri [n, k,d] su F,

di dice perfetto se
" d—1
%= (e |5))

ceC
dove B(c, L%J) ¢ la sfera di Hamming di centro c e raggio VI_TIJ
Lemma 42. [ codici di Hamming sono perfetti.

Dimostrazione. Poiché i codici di Hamming hanno distanza minima d = 3,
abbiamo [4F1| = 1. Se n = 2! — 1 ¢ la lunghezza del codice, la sfera di
Hamming di raggio 1 ha cardinalita n + 1 = 2': infatti, una parola appar-
tenente alla sfera centrata in ¢ & proprio ¢ oppure € una parola ottenuta
da ¢ cambiando una sola delle n entrate. Inoltre, sfere di raggio 1 centrate
in parole del codice diverse hanno intersezione vuota. Calcoliamo il volume
dell’unione disgiunta di queste sfere

d—1 _ I _ I _o2l—1-1 ol _ 92—1
ZB<C,L2J> => 2'=1c|- 2" =2 ol =921
1

ceC ceC
che corrisponde al numero totale di elementi di Fgl* .
Hamming sono perfetti.

Dunque i codici di

O]

L’importanza dei codici perfetti risiede nel fatto che esiste un processo
di decodifica che restituisce sempre un’unica parola per ogni vettore rice-
vuto, non c¢’é¢ dunque 'ambiguita dovuta a delle scelte effettuate; vediamo
I’esempio di un codice di Hamming con [ = 3.

Esempio 14. Consideriamo C un codice di Hamming di parametri [7,4, 3].
Siano H una sua matrice di controllo di parita e ¢ € C. Inoltre, siay = c+e
una parola contenente un errore con e un vettore di peso 1.

Poiché e ha peso 1, esso é un vettore della base canonica di IF;, diciamo
I’i-esimo vettore per qualche 1 < ¢ < 7 . Essendo ¢ una parola del codice,
Hc! = 0 e ne segue che

Hy'= H(c +e) = He'.

He' é 1'i-esima colonna di H.
Utilizzando le considerazioni appena fatte possiamo costruire il seguente
algoritmo per la correzione di un errore:

Input : una parola y € F5 contenente un errore;
Passo 1 : si calcola s=Hy',;

Passo 2 : sitrova i € {1,...,7} tale che s corrisponda all’i-esima colonna
di H;

Output : la parola y + e;, con e; I'i-esimo vettore della base canonica.



Conclusioni

Nel primo capitolo abbiamo visto che, durante la trasmissione di informa-
zioni, il canale di comunicazione é soggetto a del rumore, cioé dei disturbi
e delle interferenze che causano degli errori nei dati inviati. Per contrasta-
re questo problema e rendere efficace la comunicazione, la teoria dei codici
studia delle tecniche per individuare e correggere gli eventuali errori.

La definizione di codice, in generale, non da nessuna informazione sulla
struttura di questo insieme di parole. Per le applicazioni, pero, é importante
implementare degli algoritmi in grado di rilevare e correggere gli errori che
siano efficienti e poco costosi in termini di tempo e risorse impiegate. Un
codice qualsiasi puo non essere adatto alle esigenze. Abbiamo quindi studiato
dei codici con una particolare struttura algebrica e i loro parametri in modo
da rendere gli algoritmi pitt semplici ed efficienti.

In particolare, i codici a blocchi, formati da parole tutte della stessa
lunghezza, permettono di semplificare la codifica e la decodifica descrivendo
il funzionamento di queste operazioni su un singolo blocco.

Aggiungendo un’ulteriore struttura ai codici a blocchi, otteniamo i co-
dici lineari, le cui parole formano uno spazio vettoriale. In questo caso, gli
algoritmi sono ancora piu semplici ed efficienti in quanto € possibile lavorare
sulle basi dello spazio vettoriale o sulle matrici associate. Utilizzando i risul-
tati visti nei capitoli 2 e 3, € inoltre possibile passare da un codice ad uno
equivalente in modo da avere la matrice associata nella forma piu semplice
possibile.

In conclusione i codici lineari permettono di costruire algoritmi per la
codifica e la decodifica dei messaggi in grado di rilevare ed eventualmente
correggere gli errori di trasmissione in pochi semplici passaggi, rendendo la
comunicazione efficace.
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