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Introduzione

Dal noto teorema di cambio di variabili sappiamo che dato f : Q C R"™ — R" un diffeomorfismo
di classe C1, se E C Q & Lebesgue-misurabile, anche f(FE) & misurabile e vale la seguente
formula

2(f(E)) = /E (det(Df(x))] de

ove si ¢ indicata con Z" la misura di Lebesgue n-dimensionale.

Dal teorema di Fubini (teorema 1.5.1) sappiamo che dato £ C R™, un insieme di Borel,
vale la seguente formula

LME) = /mZ"_m({y c (z,y) € EYAZL™(y) conn>m

All’interno di questa tesi cercheremo di generalizzare tali formule ottenendo la formula dell’a-
rea che tratta il caso di funzioni lipschtziane tra spazi di dimensione diversa garantendo cosi
dei risultati di linearizzazione (lemma 3.3.3) non immediati assumendo la sola regolarita C! e
cercheremo di ottenere una formulazione ”curvilinea” del teorema di Fubini, ovvero la formula
di coarea.

Nel primo capitolo vengono richiamate alcune nozioni basilari di teoria della misura, tra
cui la definizione della misura di Lebesgue e alcune sue proprieta. Particolare attenzione sara
data ai risultati di Caratheodory in merito alle misure esterne metriche.

Nel secondo capitolo vengono analizzate le misure introdotte nel 1918 da F. Hausdorff che
sono una generalizzazione della misura di Lebesgue. Esse consentono di misurare anche gli
insiemi di dimensione piu piccola dello spazio in cui sono immersi, sfruttando la nozione di
d-ricoprimento, permettendo di associare ad ogni insieme un numero (non necessariamente
intero), detto dimensione di Hausdorff. In questo capitolo viene inoltre presentata 1’equivalen-
za tra la misura di Hausdorff .77, n-dimensionale e la misura di Lebesgue .£", n-dimensionale.

Il terzo e il capitolo centrale, dove vengono presentate e dimostrare le formula di area e
coarea. La prima consente di uguagliare 'integrale della funzione molteplicita con l'integrale
dello jacobiano n-dimensionale. La seconda formula, invece, uguaglia l'integrale della misura
n — m~dimensionale di Hausdroff di un insieme di livello con I'integrale dello jacobiano m-
dimensionale.

Inoltre, verra presentata la formula di cambio di variabili sfruttando ’approssimazione di fun-
zioni misurabili con successioni di funzioni caratteristiche.

Infine, nell’ultimo capitolo vengono presentati alcuni esempi di applicazioni delle formule
sopra citate, tra cui il calcolo della superficie di una varieta k-dimensionale e la formula di
integrazione per insiemi di livello.






Capitolo 1

Richiami di teoria della misura

In questo capitolo inseriamo alcune nozioni di teoria della misura preliminari per la teoria che
verra svolta in seguito. Alcuni risultati non saranno dimostrati.

1.1 Misura su un insieme

Definizione 1.1.1. Sia X un insieme non vuoto, & C Z(X) si dice algebra se € chiusa per
complementazione e unioni finite, ovvero se £ € &, allora E¢ € o/ ese E1,...,E, € &, allora
n
U FE, e o.
i=1
of C P(X) sidice o-algebra se ¢ chiusa per complementazione e unioni numerabili, ovvero se
(o @]
E € o/, allora E° € o e se {EL};~, C 7, allora U E,e o
k=1
Definizione 1.1.2. Sia & C Z(X), si indica con M(&) la o-algebra generata da &, ovvero
la piu piccola o-algebra contenente &.

Definizione 1.1.3. Sia X uno spazio topologico, si dice o-algebra dei boreliani e si indica con
Px, la o-algebra generata dagli aperti (o, equivalentemente, dai chiusi) di X.

Definizione 1.1.4. Sia X un insieme non vuoto, M una o-algebra di X, si dice misura una
funzione p : M +— [0, 00] tale che:

e u(0)=0

o {Exhpoy CM ENE;j=0 Vi#j, pl|JE| =D nlEr
E>1 k=1

(X, M) si dice quindi spazio misurabile e (X, M, p) si dice spazio con misura.
Teorema 1.1.1. Sia (X, M, p) uno spazio con misura, allora:

1. Se E,F € M con E C F, allora u(E) < u(F) (proprieta di monotonia)

2. Se {Ek}yp>1 € M allora p (U Ek> < ZH(Ek) (subadditivita)
k=1 k=1

o
3. Se {Ep}y~ € M tc. By C Epy1 Vk > 1 allora p (U Ek> = klim w(Ey) (continuita
= —00
k=1
dal basso)
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4. Se {Ep}ps1 €M tc. By D Eppi Vk>1e p(Er) < oo allora p (ﬂ Ek> = klim w(Ey)
- — 00
k=1
(continuita dall’alto)

1.2 Misure esterne

Definizione 1.2.1. Sia X un insieme non vuoto, si dice misura esterna una funzione p* :
P(X) — [0,00] tale che:

o (0)=0
e Se A C B allora u*(A) < pu*(B)

o0
o {Exhpzy C M p U Ey ) < ZN*(Ek)
k>1 k=1

Definizione 1.2.2. Sia p* misura esterna su X, A C X si dice p*-misurabile se
W(E)=p"(ANE)+u* (A°NE) YVECX
Definizione 1.2.3. Sia X # () uno spazio topologico e p* una misura esterna, si dice:
e di Borel se i boreliani sono p*-misurabili
e regolare se VA C X esiste B un boreliano A C B t.c. u*(A) = p*(B)

Teorema 1.2.1 (di Caratheodory). Sia X insieme non vuoto e p* una misura esterna su X,
detto M il sottinsieme di P (X) contenente tutti e soli gli insiemi p*-misurabili, allora M é
una o-algebra e p*|pr € una misura completa (ovvero é una misura e i sottinsiemi di insiems
di misura nulla sono misurabili)

1.2.1 Misure esterne metriche

Definizione 1.2.4. Sia (X, d) uno spazio metrico, una misura esterna p* su X, si dice misura
esterna metrica se:

w(AUB) =u*(A)+u"(B) VA, Bt.c. dist(A,B) >0

Teorema 1.2.2 (criterio di Caratheodory). Siano (X,d) uno spazio metrico e p* una misura
esterna metrica su X, allora p* é di Borel.

Dimostrazione. F’ sufficiente dimostrare che ogni insieme chiuso C C X e p*-misurabile,
poiche la o-algebra dei boreliani & generata dagli insiemi chiusi. Si deve dunque mostrare che
pW(E)=p"(ENC)+p (ENC% VY E C X. Sfruttando la subadditivita della misura esterna,
sara suffciente dimostrare

PHE) > i (ENC)+ i (ENC) Y E C X (1.1)

Se p*(E) = oo non c¢’¢ niente da dimostrare. Supponiamo allora che p*(F) < +o00. Definiamo

E, = {x € ENCe: dist(z,C) > rlL} (1.2)
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¢ una famiglia crescente di insiemi, la cui unione ¢ £ENC*€, poiche C' e chiuso. Si osserva inoltre
che, per definizione di E,, dist(E,,C) > % Dunque, dist(E,, ENC) > %(> 0) ed essendo p*
una misura esterna metrica

p(En) + " (ENC) = p*(E, U(ENC)) < p*(E)

Se lim u*(E ) = p*(E N C° avremmo concluso perche, passando a limite per n — oo
ottemamo (1.1). Resta quindi da dimostrare che hm pr(Ey) = u*(ENC). Sia

Bn — Lip41 \En

1

allora dist(By1, En) > D) 1 Ik Infatti se x € Bp41 e d(z,y) < 2 D) allora
dist(y,C) < d(z,y) + dist(z,C) < ! + ! f1=> € Ef
8 T ist(x
4 Y ’ nn+1) n+1 n y

Segue che p*(Bp+1 U Ey) = pu*(Bpt1) + w*(Ey), essendo dist(Bn + 1, E,) > 0. Per induzione
si ottiene

p* (Bakg1) > p* (B U Eog—1) = p* (Bak) + 1" (Fog—1) > p*(Bak) + p* (Bak—2 U Eap_3)
k
Z (Bzj)

Allora, essendo p*(Ey) < p*(E) < 00, la serie Z p*(Baj) converge e, analogamente, converge

=1
anche la serie con gli indici dispari. Sfruttando la crescenza di F,,

o
EncC®=|JE,=E,U B; | = p*(ENC) <limsupp*(E,) + lim > p*(B))
n—00 n—0oo
j= ”‘H j=n-+1

<p (ENCY = lim u*(E,) =p (ENC

n—o0

1.3 Misura di Lebesgue

Definizione 1.3.1. Sia F C R, definiamo

gn* = inf {Zm Rk : Ry = ﬁ(ai,lmbi,k] t.c. G Ry D E}

=1 k=1

ove m (H(ai,ka bi,k]) = H(bi,kz = aig) ¥ (ik, bik] O (ajr, bjkl =0 Vi#j

i=1 =1

Osservazione 1.3.1. La funzione £™* é una misura esterna e, per il teorema di Caratheodory,
la restrizione di tale misura agli insiemi L™ -misurabili, tra cui vi sono i boreliani, & una
misura che é detta misura di Lebesgue.

Tale misura sara indica in sequito con L"
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1.3.1 Regolarita dall’interno e dall’esterno della misura di Lebesgue
Teorema 1.3.1. Sia E un insieme £ -misurabile, allora valgono le sequenti proprieta:
e regolarita dall’esterno, ovvero

ZL(E) =inf{ZL"(U) : UapertoU D E}

e regolarita dall’interno, ovvero

LM(E) =sup{ZL"(K) : K compatto K C E}

1.4 Funzioni misurabili

Definizione 1.4.1. Siano (X, M) e (Y, N) due spazi misurabili, f : X — Y una funzione, si
dice (M, N') misurabile se
ffYE)yeM VE€N

Osservazione 1.4.1. Sia f : R" — R™ una funzione, si dice Borel-misurabile se é (Bgn, Bgm)-
misurabile.

In generale, si puo utilizzare il termine "misurabile” per una funzione, senza ulteriori specifi-
che, qualora la o-algebra si possa sottintendere.

Proposizione 1.4.1. Sia (X, M) spazio misurabile, f : X — R misurabile, allora
fT=max{f,0} f~ =max{-f,0} |[f|
sono misurabili

Definizione 1.4.2. Sia (X, M) spazio misurabile, f : X — R si dice semplice se & combina-
zione lineare di funzioni caratteristiche, ovvero se esistono c¢y,...,¢c, € Re Ey,...,E, € M
t.c.

f@) =Y xple) wex

Teorema 1.4.1. Sia (X, M) spazio misurabile, f : X +— [0,+00] misurabile allora esiste
{¢j}j>1 una successione crescente di funzioni semplici t.c.

¢ T f

1.4.1 Teorema di Beppo-Levi e lemma di Fatou

Teorema 1.4.2 (Convergenza monotona o di Beppo-Levi). Sia (X, M, 1) spazio con misura
e sia {fn},>1 una successione crescente di funzioni misurabili a valori non negativi t.c.

fo(x) = f(x) Ve e X
allora
/X f@ydp = lim [ f(a)d
Corollario 1.4.1 (Integrazione per serie). Sia (X, M, ) spazio con misura e sia {fn},>, una

o0
successione di funzioni misurabili a valori non negativi, sia f(x) = E fn(x), allora
n=1

/Xfm duzg/xfnm dp
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Lemma 1.4.1 (lemma di Fatou). Sia (X, M, u) spazio con misura e sia {fn},~, una succes-
sione di funzioni misurabili a valori non negativi, allora

/ hmmffn( )d,ugliminf/ fn(x)dp
X n—oo X

n—0o0

1.5 Teorema di Fubini

Definizione 1.5.1. Siano X, Y due insiemi non vuoti, £ C X x Y definiamo
e z-sezione di F l'insieme F, = {y €Y : (z,y) € E}
e y-sezione di F l'insieme E, = {x € X : (z,y) € E}
Sia f : X x Y — R una funzione, definiamo
e x-sezione di f la funzione f, : y+— f(z,y)
e y-sezione di f la funzione f, : x +— f(z,y)

Notazione: Date due o-algebre, indichiamo con M @ N la o-algebra prodotto, ovvero la
o-algebra generata da insiemi del tipo A x Bcon A€ M e B€ N.

Teorema 1.5.1. Siano (X, M, pn) e (Y, N,v) due spazi con misura o-finiti, allora:
e Se Ac M e Be€ N allora Ax B ¢épx v misurabile e p X V(A x B) = u(A)v(B)

e Se E € M@N allora E,, € M per ogniy € Y e E; € N per ogni x € X. Inoltre le
funzioni
r—=v(Ey) e y— u(Ey)

sono, rispettivamente, M e N misurabili e si ha
pxu(B) = | w(E)avty) = [ v(Eo)duta)

e Se feL'(pxv) allora
y— fo(y) € L' (v) perq.o.x

x> fy(z) € L' (1) perq.o.y

e inoltre

yﬂ/fxydu /fy )du(z) € L'(v)

xl—>/fa:yd1/ /fl, Ydv(y) € LY(u)

e vale che

/Xxy (pxv) //fxydu //fxydu ) dp(z)
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1.6 Teorema di Lebesgue-Radon-Nikodym

Definizione 1.6.1. Sia (X, M) spazio misurabile, v una misura con segno e p una misura
positiva X, diciamo che & assolutamente continua rispetto a p e si scrive v << u se

VEeMtc p(E)=0= v(E)=0

Definizione 1.6.2. Sia (X, M) spazio misurabile, v e 1 due misure con segno su X, diciamo
che sono mutuamente singolari e si scrive v L p se esistono due insiemi E, F' € M t.c.
EUF=X,ENF =0 con E nullo per v e F nullo per u.

Teorema 1.6.1. Sia (X, M) spazio misurabile e siano v una misura con segno, o-finita e
una misura positiva o-finita allora esistono due uniche misure A e p t.c.

Alp, p<<p e v=A+p

Inoltre esiste una funzione f, M-misurabile, unica a meno di insiemi di p-misura nulla t.c.
dp = fdu.

Useremo nel seguito il seguente corollario del teorema di Lebesgue-Radon-Nikodym.

Corollario 1.6.1. Sia (X, M) spazio misurabile e siano v una misura con segno, o-finita e
W ouna misura positiva o-finita, se v << p allora esiste una funzione f, misurabile, unica a
meno di insiemi di p-misura nulla t.c. dv = fdu, ovvero

V(E):/Efd,u VEeM

Dimostrazione. Dal Teorema di Lebesgue-Radon-Nikodym, esistono due uniche misure A e p
tee. ALy, p<<p e v=A+p. Inoltre esiste una funzione f, misurabile, unica a meno
di insiemi di p-misura nulla t.c. dp = fdu. Da cio v = A+ fdu. Essendo v << p allora anche
A << p ma allora A =0 e cioe dv = fdpu. O



Capitolo 2

Misure di Hausdorft

2.1 Costruzione delle misure di Hausdorff

Definizione 2.1.1. Sia (X, d) uno spazio metrico, E C X, § > 0, diciamo che {E;},., C X
¢ un 6 ricoprimento di F se ;

E C U E; con diam(Ej) <0
j>1

ove diam(E;) = sup{d(x,y) : z,y € E;} indica il diametro di Ej.

Definizione 2.1.2. Siano (X,d) uno spazio metrico, p > 0 e § > 0, F C X, definiamo la
pre-misura di Housdorff

H,5(E) = %inf Zdiam(Ej)p : EC U E;, diam(E;) < 6
i=1 >l

con la convenzione che diam(0) =0 e w, = con I'(t) = [ st~te™* ds, la funzione di

0
Eulero.

Osservazione 2.1.1. Gli insiemi {E;} che costituiscono un d-ricoprimento possono essere
equivalentemente aperti, convessi oppure chiusi in quanto i diametri non variano in tali casi.
Inoltre é possibile che tali insiemi siano palle chiuse o aperte, in tal caso la premisura ottenuta
da origine alla misura di Hausdorff sferica che si puo dimostrare essere equivalente alla misura
di Hausdorff che si ottiene a partire dalla definizione precedente.

Proposizione 2.1.1. Siano p >0 e 6 > 0, allora 74,5 ¢ una misura esterna.
Dimostrazione. 1) J,s5(0) = 0 scegliendo E; = 0, diam(0) = 0.

ii) Sianoora, A C B, se {Ej }j>1 sono un d-ricoprimento per B, allora sono un d-ricoprimento
per B. Dunque

Wy )N g . i ,

o ]El diam(E;)? : AC UEJ , diam(Ej) <0 ¢ D
wp o= .

2—;’ g diam(E;)? : B C UEj, diam(E;) <6

considerando I'estremo inferiore in entrambi, si ottiene la subadittivita di 7}, s.

12
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iii) Siano, infine, {Ap};>y, H#ps(Ak) < oo ee>0fissato t.c. V k=13 {Ejx},, tc

Wp o= . €
A C U Ejr e 2—;7 Zdzam(E]’?)p < I 5(Ap) + =

ok

j>1 j=1

Da cio segue che
UEj’k:UUE"kD UAk
Jik>1 k>1j>1 k>1

e dunque

w (o] w o (o] (o]

. E\P . k\P
I U A | < 2—5 Z diam(E})" = ﬁZdem(Ej) < Z%,é(Ak) +e
E>1 Gk=1 k=1 j=1 k=1

Per I’arbitrarieta di e si conclude.

Osservazione 2.1.2. Se §' < 8, un §' -ricoprimento é anche un § -ricoprimento e dunque

w > . . ’
2—5 Zdzam(Ej)p : EC U E;, diam(Ej) <6 » C
Jj=1 j=1
Wy | = . .
2—5 Zdzam(Ej)p : EC U E;, diam(E;) < 6

i=1 i1
e cioe Ay, 5(E) < A, 5(E). Cio induce a dare la sequente definizione.

Definizione 2.1.3. Siano p > 0 e £ C X, definiamo

)(E) = lim 7, s(E) = sup 7, 5(E)

la misura p-dimensionale di Hausdoff.

Osservazione 2.1.3. La definizione di misura di Hausdorff data in un generico spazio metrico,
non dipende dallo spazio in cui é definita, ovvero se (X1,d1) € isometricamente contenuto in
(Xa,ds), allora

%Xl(E) = ,%’;XQ (E) per ogni E C X3

Nel seguito, la trattazione riguardera R™ con la metrica euclidea.
Proposizione 2.1.2. Sia p > 0, allora 77, ¢ una misura esterna, di Borel regolare.

Dimostrazione. £, ¢ una misura esterna per le analoghe proprieta di .7, 5. Per provare che &
di Borel, e sufficiente dimostrare che ¢ una misura esterna metrica e utilizzare il teorema 1.2.2.
Se (AU B) = oo il caso ¢ banale, supponiamo dunque sia finita. Siano A e B due insiemi
tali che dist(A,B) >0e0 <6 < w. Siano {Ej }j t.c. diam(Eg) <ée AUB C U E.

E>1
Definiamo

d={ | EnA+0)

B={j | ENB#£0)
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AC U Eje B C U E;, E;NE; =0Vi € o e j € B poiche dist(A, B) > 0. Da cio segue

jeot jeB
che: -
“p Z diam(E;)P > “p Z diam(E;)P + “p Z diam(E;)?
2r T or ! 2r /
j=1 jEot je#
> My s(A) + H5(B)
Segue che
I, 5(A) + 7, 5(B) _—mf Zdwm AUBCUE = J,s(AUB)
7>1

Per subadditivita della misura esterna, si ottiene I'uguaglianza e passando al limite per § — 0T
si ha

K (A) + H(B) = H,(AU B)

Resta da mostrare la regolarita. Anzitutto, per 'osservazione 2.1.1, si puo supporre che gli
insiemi {E}} -, siano chiusi, in quanto dzam(E ) = diam(Ej).

Se #,(A) = oo basta porre B = A. Sia, ora, A t.c. #,(A) < oo allora J, 5(A) < 00V § > 0.

Dunque Vk > 1 esistono {Ef}j>1 chiusi e t.c. dzam(Ek) E e AC U Ek e si ha:
- 7>1

- 1
p k
22:1dzamE ,%’;77%(14)—1—%.
Posto Ay = UE]]?eB: ﬂAk,ACB.
Jj=1 k>1

Wp o= . 1

H,1(B) < 271; Z;dzam(EJ’?)p <A (A)+ 1
J:

Per k — oo si ottiene J7,(B) < J¢,(A) e, per subadditivita, si ha I'uguaglianza. O

Corollario 2.1.1. %, ¢ una misura sui boreliani.

2.2 Proprieta delle misure di Hausdorff

Osservazione 2.2.1. % ¢ la misura che conta i punti. Infatti wo =1 e #H(z) =1Vx € R”

Teorema 2.2.1. 74 = £ in R

Dimostrazione. SiaA C Red > 0, Z1(A Z diam(E;) : A C U E;, Ejintervalli
7j=1
Poiche
Zdzam :AC U E;, Ejintervalli p O Z diam(E;) : A C U E; ,diam(E;) < ¢

7>1
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considerando I'estremo inferiore si ottiene che Z1(A) < 4 5(A).

Posto I, = [kd, (k + 1)4], diam(E; N 1Ii) < 0, Zdzam E; N 1y) < diam(Ej) e dunque
k

Zdzam A C UE], Ejintervalli
J

> inf Z (Z diam(Ej N Ik)> A C UE]', diam(Ej N Ik) <6

i=1 \ k j
> inf Zdwm tAC UE],dzam( E;) <6 p =45(A)
J=1 J
cio vale V& > 0, passando a limite per § — 0% si ottiene la tesi. O
Proposizione 2.2.1. J7, ¢ invariante per isometrie e vale che
JH(ANE) = NI (E) Y A>0

Dimostrazione. L’invarianza per isometrie segue dalle analoghe proprieta della funzione E
diam(FE). Infatti le isometrie lasciano immutato il diametro di un insieme e diam(AE)? =

(Miam(E))P = NPdiam(E)P. O

Proposizione 2.2.2. Sianop >0 e E C R" t.c. J,5(F) =0 per qualche 0 < § < oo, allora
J6,(E) = 0.
Inoltre, 74, =0 in R" Vp>n.

Dimostrazione. Per la prima parte possiamo suppore p > 0 in quanto la conclusione e ovvia
per p = 0. Fissiamo € > 0, allora esistono degli insiemi {Ej}j>1 che siano un d-ricoprimento
di E e t.c. B

Segue che per ogni i

Ma allora 72, 5 (E) < € e se € = 0 avremo §(¢) — 0 e cioe J,(E) =0
Sia @ = [0,1]™ il cubo di R™ e sia m > 1, un intero. Allora @ si puo decomporre in m™ cubi
di diametro y/n/m. Percio

n

m
wp e
K, Jijm(Q 7 E (vn/m)" ”gm P

Sen—p <0, ciloe p>nem — oo siottiene 7,(Q) = 0 da cui ,(R") = 0 per invarianza di
traslazioni. O

Lemma 2.2.1. Valgono le sequenti due proprieta:
o Se J,(E) < +oo allora s (E) =0 Vg >p
o Se J3(E) > 0 allora #,(E) =400 Vg > p
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Dimostrazione. Dimostriamo la prima delle due, la seconda segue dalla prima.

Se H,(E) < +oo allora 7, 5(E) < +00V4 > 0. Sia § > 0 allora esistono {Ej} -, t.c

diam(Ej) < § ECUEj e prdmm W <A, 5(E)+e(=1) <
Jj=21
sups>0p,s(E) +1 = 4 (E) + 1

Se, ora ¢ > p si ottiene

o o .
w Wy (dmm(E-))q wp2P
Hys(E) < =LY (d 2N (di L —
23(E) < q ;( iam(E 2 z:: iam(E (dzam(Ej))P wp2P
wy2Pa > . gp  Wg2PT1597P
3 Z diam(E;)Pdiam(E;)T" < 7%) (5(E)+1).
i=1
Passando al limite per § — 0T si ottiene S (E) =0 O

2.3 Dimensione di Hausdorff

Definizione 2.3.1 (dimensione di Hausdroff). Sia E C R", definiamo dimensione di Hau-
sdorff
dimy(E) =inf{p > 0: H(F) =0} =sup{p > 0: HH(F) = oo}

Osservazione 2.3.1. dim_»(E) < n perché se p > n, #,(E) = 0. Inoltre, per il lemma 2.2.1
Hy(E) = 00 se ¢ < dimy(E) e #G(E) =0 se ¢ > dimy(E). Se, invece, ¢ = dim (E) non
st puo dire nulla.

2.4 Equivalenza tra la misura di Hausdorff e la misura di Le-
besgue n-dimensionale

Prima di enunciare il teorema sull’equivalenza delle due misure, inseriamo alcuni enunciati
preparatori alla dimostrazione.
2.4.1 Disuguaglianza isodiametrica

Definizione 2.4.1 (simmetrizzazione di Steiner). Sia a € S"~! e sia A C R", definiamo
simmetrizzazione di Steiner di A rispetto a 7, l'insieme

Su(4) = {b+ta:|t|< 5

JA(ANLY) }
bema ANLEFAD

ove m, = a* indica il piano ortogonale ad a e L} ={b+ta|t € R}.

Proposizione 2.4.1. Valgono le sequenti affermazioni
1. diam (Sq(A)) < diam(A)

2. Sia f : R" — [0, 00| una funzione L"-misurabile, allora la regione al di sotto del grafico,
ovvero A= {(z,y) : x eR",y € R, 0 <y < f(x)} & L -misurabile.
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S,(A)

W

Figura 2.1: esempio di simmetrizzazione di Steiner in R?

3. Se A ¢ ZL"-misurabile, allora Su(A) é misurabile e L™(S,(A)) = ZL"(A).

Dimostrazione. 1. L’asserto risulta triviale se diam(A) = oo, dunque assumiamo diam(A) <
oo. Fissiamo € > 0 certamente esistono z,y € Sg(A) t.c. diam(Sy(A)) —e < |z — y|.
Ponendo

b=x—(r-a)a c=y—(y-a)a
si ha che b, ¢ € m,. Definiamo ora i seguenti insiemi
r=inf{t|b+ta € A} s=sup{t|b+tac A}
u=inf{t|c+ta € A} v=sup{t|c+tac A}

Possiamo assumere che v — r > s — u da cuil

v—r s—u s—r v—u_ JA(ANLY) AANLY
v—T 2> + = + > +
2 2 2 2 2 2

74 (ANLY 5 ay
ZA(AnLy) 5 ”), ly-al < Li(grmc) si ha

Notando che |z - a| <
v—r>lr-al+ly-al>r-a—y-a
da cui
(diam(Se(A)) —€)? < |z —yPP = b —cf +|z-a—y-a <Pp—cf +(v—7)" =
|(b+ra) — (¢ +va)|* < (diam(A))?

essendo diam(A) = diam(A), possiamo supporre che A sia chiuso e quindi b+ ra € A,
c+ra € A. Otteniamo quindi la tesi per arbitrareita di e.

2. Definiamo g(z,y) = f(z) — y, allora & misurabile perche lo ¢ f. Dunque

A={(z,y) |y > 0} n{(z,y) | g(z,y) > 0}

& Z" 'l misurabile perche ¢ I'intersezione di insiemi misurabili.
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3. Per l'invarianza per rotazioni della misura di Lebesgue, possiamo assumere che a = e,
n-esimo vettore della base canonica. Cosi, m, = R"~!. Definiamo

fb)y=4(ANLY) beR™!

allora essendo J#4 = £, per il teorema di Fubini anche f : R"~! » R & misurabile e

ZL"(A) = [gn-1 f(D) db.

Scrivendo

—f(b)
2

Su(A) = {(b,m |

¢ Z"-misurabile per il punto 2 e

L(Su(A)) = / f(b)db = 2" (4).

Rn—1

}—{(b,0)|LgﬂA:®}

Teorema 2.4.1 (Disuguaglianza isodiametrica). Vale la sequente disuguaglianza
Z(E) < %dz’am(E)” VECR", E € Bgn
Dimostrazione. Supponiamo che diam(E) < oo, Ialtro caso risulta triviale. Definiamo
Ey =S5 (E),....,E, =S, (FEn_1)

Osserviamo che F, risulta simmetrico rispetto all’origine. Infatti E7 € simmetrico rispetto a
Tey; sia 1 < kK < m e supponiamo che Ej, sia simmetrico rispetto a m, ... 7m,. Chiaramente
FEj11 ¢ simmetrico rispetto a e, ,. Sia, ora, 1 <j < ke S; : R" — R" la riflessione rispetto
ame;. Se b€ me, ., siha
€L e
,%ﬁl(Ek N Lbk+1) = ,%pl(Ek N LSIZZI)
poiche S;(Ey) = Ej, da cui
{t ’ b+ teg41 € Ek:—H} = {t ‘ Sjb + teg+1 € Ek+1}

e allora S;j(Ej41) = Egy1 e cioe Ej4q € simmetrico rispetto a Te; ma allora ¢ presente anche
una simmetria rispetto all’origine

Se x € E,, anche —z € E,, per quanto ossevato in precedenza. Dunque, diam(E,) > 2|z| e
quindi E,, C B(0,diam(E,)/2), da cui, per il punto 1. della proposizione 2.4.1
B(0,diam(Ey)/2) C B(0,diam(E,—1/2)--- C B(0,diam(E)/2)

Percio, per la proprieta 3. della proposizione 2.4.1

w .

ZLE)=%"(E,) < Q—Z(dmm(E))”

Proposizione 2.4.2. J7, ¢ assolutamente continua rispetto a L"

Dimostrazione. Sia E C R"™, allora

I,5(F) < %inf {Z diam(Q;)" : Q; cubi, E C U Qi, diam(Q;) < 5} =
i=1

=1

wn n . > n . . > . o wn n
SuVn mf{;iﬂ (Qi) : Q; cubi, E C L_JIQZ-, diam(Q;) < 5} = Q—HWD? (E).
Dunque se £"(E) = 0 anche %, 5(E) = 0 e passando a limite per § — 0% anche J,(E) =
0 O
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2.4.2 Ricoprimento di Vitali

Teorema 2.4.2 (ricoprimento di Vitali). Sia .# una collezione di palle chiuse in R™ t.c.
sup{diam(B) | B € F} < 00

allora esiste una famiglia numerabile 4 di palle in % disgiunte t.c.

UcUs

BeZ Be¥
ove B ¢ la palla concentrica a B con raggio quintuplo.

Dimostrazione. Sia S = sup{diam(B) | B € .# }, allora S < oo e consideriamo

Fj—{B€9\5j<diam(B)§22§}
L’insieme {¥ | ¥ famiglia di palle digiunte contenuta in F1} & parzialmente ordinato per in-
clusione, in cui ogni catena ammette maggiorante (I'unione degli elementi della catena). Dun-
que, per il lemma di Zorn esiste (G; elemento massimale. Procedendo induttivamente, suppo-
niamo di aver selezionato G, ..., Gr_1; G sara una sottofamiglia massimale di palle disgiunte
contenute nel seguente insieme

k—1
BeF,|BNB =0V B e |G,
j=1

A questo punto definiamo

v=Ja

Jjz1
¢ una collezione numerabile di palle disgiunte contenuto in % ed ¢ l'insieme cercato. Infatti
sia B € %, allora esiste k t.c. B € F;. Se B ¢ ¢, essendo (G, massimale, deve esistere

k—1
B € U Gj t.c. BN B # (. Osservando che diam(B) < 3—3 e diam(B') > g segue che
j=1
diam(B) < 2diam(B’). Dunque B C B’ e cio¢ per ogni B € .7 esiste B' € 4 t.c. BN B # 0
e B C B, ossia la tesi. Se, invece, B € ¢ la conclusione ¢ ovvia dalla definizione. O

Corollario 2.4.1. Siano U C R"™ un insieme aperto e 6 > 0. Allora esiste una collezione
numerabile & di palle chiuse disgiunte contenute U e tali che diam(B) < ¢ per ogni B € 4 e

Z"(U\ UB)zO

BeY

Dimostrazione. Fissiamo € t.c. 1 —1/5" < e < 1 e supponiamo .£"(U) < oc.
Sia .#; = {B|B C U,diam(B) < ¢}, dal teorema precedente, esiste una famiglia numerabile

di palle disgiunte 4 C %1 t.c. U C U B. Ma allora
Be%

LU < Y LBy =5"> 2B =5"2"| |J B

Be4, Be% Be%
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Da cio segue dunque che
1
zr v\ | B < (1—5”).,%”(U)
Be4

Essendo la famiglia numerabile, esisteranno By, ..., By, palle in 4 t.c.
Ny
Zn (U\ U Bi> < eZ™(U)
i=1
N1
Definiamo, ora, Uy = U \ UBi e Fy = {B|B C U, diam(B) < ¢}; applicando quanto
i=1
dimostrato sopra otterremo delle palle By, 41, ..., By, in %3 t.c.
NQ N2
Zn (U\ U Bi> =" U\ | Bi| <e2"(Ur) < EL™U)
i=1 i=N;+1

Iterando il procedimento, si ottengono delle palle By, ..., By, t.c.

Ny
" (U\ U BZ) < f ™)
=1

Per k — oo si ottiene quanto voluto.
Se Z™(U) = oo basta considerare gli insiemi U,, = {z € U : m < |z| < m + 1} con
m=20,1,... O

Teorema 2.4.3. Per ogni B C R™ boreliano e per ogni 6 > 0 vale

L7(B) = Aoy 5(B) = H(B)

)

Dimostrazione. (<) Fissiamo § > 0 e siamo {F; }j>l un é-ricoprimento di B. Per la disugua-
glianza isodiametrica e per la subadditivita di £ si ha:

n - n Wn . . n
Z"(B) < ;éf (Ej) < Qn;dzam(&)

Considerando l'estremo inferiore al secondo membro, si ottiene .Z"(B) < 44, 5(B) < 7,(B).
(>) Fissiamo ¢ > 0 e € > 0, possiamo considerare dei cubi {Q;},>; che siano un J-ricoprimento

oo

di B e t.c. ZX”(QZ) < Z™(B) + e. Utilizzando il corollario 2.4.1, per ogni i esistono
j=1

{Bf}k>1 palle chiuse disgiunte, contenute in int(Q;) t.c. diam(BF) < 4§ e

z" (z‘nt(@»\ U Bf) =0
k=1
Segue che

Va (Qi\ U Bf) = (int(Qi)\

k=1

TCs
Sy
ol

,):0
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poiche J7, << Z". Si ha dunque:

H,5(B

) <

<

i=1

wn oo [ee]
QTZZ::dmm Bk

i=1 k=1

Z%,(S(Qz Z% (U B
k=1

N 2MQi) < LB +e

=1

21



Capitolo 3

Formula dell’area e formula di
coarea

3.1 Richiami di algebra lineare

Utilizzeremo nel seguito alcune nozioni di algebra lineare, in particolare la decomposizione
polare di una funzione lineare.

Definizione 3.1.1. Sia 7' : R" — R™ una mappa lineare,
o T si dice ortogonale se (Tz) - (Ty) =z-y Vz,yeR”
o T si dice simmetrica se x - (Ty) = (Tx) -y Vz,yeR"?

e l'aggiunta di T & una mappa lineare 7% : R™ — R" t.c. = - (T*y) = (Tx) -y Va €
R y € R™

Teorema 3.1.1 (Decomposizione polare). Sia T': R"™ — R™ una funzione lineare

1. se n < m esistono una mappa simmetrica S : R™ — R" e una ortogonale O : R™ — R™
t.ec. T=008

2. sem < n esistono una mappa simmetrica S : R™ +— R™ e una ortogonale O : R™ +— R"

t.e. T=S00*
Definizione 3.1.2. Sia T : R™ — R™ una funzione lineare

1. Se n < m definiamo jacobiano n-dimensionale di T la quantita

det(T*oT)
2. Se m < n definiamo jacobiano m-dimensionale di T' la quantita

InT = +/det(T o T*)

Proposizione 3.1.1. Nelle ipotesi della precedente definizione e con le notazioni del teorema
3.1.1, si ha:

1. Sen<meT =008
JnT = |det(S)|

22
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2. Sem<nel=8S00*
= |det(9)|
Inoltre, J,T = J,T*.

Dimostrazione. Sian <meT =008, alloraT* = 500" = S0 0" Da questo T*oT =
S*00*o0o0 S = 8% dove si & usato il fatto che O* o O = I, e (T 0 S)* = S* o T*. Quindi
det(T* o T) = det(S?) = det(S)?.

Analogamente si prova l’altro caso O

Teorema 3.1.2 (Formula di Binet-Cauchy). Sia n < m e sia T : R" — R™, allora

= > det(B)?
B

ove B sono le sottomatrici n X n della matrice associata a T'.

3.2 Funzioni lipschztiane

Definizione 3.2.1. Sia £ C R" e f : E — R™ una funzione, diciamo che ¢ una funzione
lipschtziana e scriviamo f € Lip(E) se esiste una costante C' > 0 t.c.

[f(@) = fW) <Clz -yl Va,yek

La miglior costante C con tale proprieta e detta costante di Lipschtz ed ¢ pari a

[f(x) = f)l .
lz—yl

Teorema 3.2.1 (teorema di Kirszbraun). Sia E C R" e sia f : E — R™ una funzione
lipschtziana, allora esiste f : R™ — R™ lipschtziana t.c.:

1. f(z) = f(x)Vz € E
2. Lip(f) = Lip(f)

Dunque d’ora in poi possiamo considerare funzioni lipschtziane definite su tutto R"”

Lz'p(f):sup{ SU,Z/EENU?EQ}

Lemma 3.2.1. Sia f € Lip(R™), allora
HJ(E)) < Lip(f)' H4(E) VE CR"

Dimostrazione. Sia § > 0 e siano {Ej} -, un d-ricoprimento di £ C R". Osserviamo che

diam(f(E;)) = sup{|f(x) — f(y)| : z,y € E;} <sup{L|x —y| : 2,y € E;}
< Lip(f)sup{|z —y| : =,y € E;} = Lip(f)diam(E;)

U ). Dunque {f(Ej)};-, & un éLip(f)-ricoprimento di f(E). Da cio segue

L
oy Lip()s ([ “p Zdzam )P < zp wp Zdzam

da cui, considerando l'estremo inferiore, J7, 1;ps)s(f(E)) < Lip(f)’7#,5(E). Passando a
limite per 6 — 07 si ha la tesi.
O
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Corollario 3.2.1. Sia P : R* — RF, n > k, la proiezione, E C R™, 0 < p < 00, allora
Hp(P(E)) < 7,(E)
Dimostrazione. Segue dal lemma precedente, con Lip(P) = 1 O
Proposizione 3.2.1. Sia f : R — R™, £"(A) > 0, allora:
1. dimye(grfla) > n
2. dimy(grfla) =n se f € una funzione lipschtziana

Dimostrazione. Sia P : R™™ — R" la proiezione, allora J4,(grfla) > #,(P(grfla)) =
5, (A) > 0 e dunque dim gz (grf|A) > n
Sia ora f una funzione lipschtziana. Sia () un cubo in R™ di lato 1 e consideriamo una sua

suddivisione in k™ cubetti Q1,...,Qgn di lato 1/k. Allora diam(Q;) = %*. Consideriamo ora
a; :ggrelgljfz(x) bgziré%)](fz(:r) i=1,....m; j=1,...,k"

segue, dalla lipschtzianita,

=S

|bi — a!| < Lip(f)diam(Q;) = Lip(f)

m

Definiamo Fj = @ x H(a;"»b;) allora grflang; C Ej e diam(E;) < C/k. Dunque, essendo
i=1

grflang C U E;, si ottiene

j>1
w k w c\" w
%,c/k(grf’AmQ) < on ;diam(Ej) < k”27n <k> _ 27071
Per k — oo si ha J,(grf|lang) < oo da cui dim (g7 flang) < n. 0

Definizione 3.2.2. Sia F C R" e f : E — R™ una funzione, diciamo che e localmente di
Lipschtz se per ogni compatto K C E esiste una costante C'x > 0 t.c.

[f(z) = f(W)l < Ckle -yl VeycK

Teorema 3.2.2 (Rademacher). Sia f : R™ — R™ una funzione localmente lipschtziana, allora
e differenziabile £™-q.o.

Corollario 3.2.2. Siano f,g : R™ — R" due funzioni localmente lipschtziane, e Y = {x €
R™ : g(f(x)) =z}, allora

Dg(f(z))Df(x) =1 perZ" —qo.x€Y

Notazioni: sia f : R” — R™ una funzione lipschtziana, denotiamo con D f(z) il differen-
ziale di f nel punto x, che sappiamo esistere .Z"-q.o0., per il teorema di Rademacher.
Se n < m, indichiamo con Jf(z) = J,(Df(x)) = \/det(Df(z)* o Df(z)). Con abuso di nota-
zione, se n > m indichiamo con Jf(z) = J,(Df(z)) = \/det(Df(x) o Df(z)*). La differenza
sara chiara dal contesto.
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3.3 Formula dell’area

In questa sezione considereremo funzioni lipschtziane definite su tutto R™. Dimostreremo
prima la formula dell’area nel caso lineare (lemma 3.3.1) per poi passare ad altri due lemmi
preparatori che ci consentiranno di dimostrare la formula dell’area.

Lemma 3.3.1. Sia T : R" — R™, n < m, una funzione lineare, allora per ogni A C R"
L™ -misurabile si ha

I (T(A)) = (JuT) £7(A)

Dimostrazione. Consideriamo la decomposizione polare di T, ovvero T' = O o S, con O orto-
gonale e S simmetrica; sappiamo che J,T = |det(S)].

Se J,T = 0 allora S non ¢ invertibile, ovvero dim(Im(S)) < n—1da cui dim(Im(T)) < n—1.
Di conseguenza, per 'osservazione 2.3.1, essendo dim_»(Im(T)) < n — 1 < n, avremo che
,(T(R™)) = 0 e quindi I'uguglianza risulta verificata.

Se J,T > 0 allora, avremo

o (T(B(x,r)) B .,2””( (B(z,71)) _ .,?”(O* oT(B(x,r)) B ZL"(O* 00 o S(B(x,r))

LBl r) 2B ) By 2B
B X”(S(B(fc,r)) ZL"(S(B(0,1)) B ZL"(B(0,1))|detS)| lde _
= 2B | 2BOL) on = |detS| = JnT

dove si e utilizzato il teorema di cambio di variabili, I'invarianza per similitudini e traslazioni
della misura di Lebesgue e £"(B(z,7)) = w,r™. Definiamo ora

V(A) = #,(T(A)) VA C R

Allora v << Z"™ e dal corollario 1.6.1, segue che dv = fd.Z" ove, per quanto visto sopra

Da questo

O]

Lemma 3.3.2. Sia A C R"™ un ZL"-misurabile e f : R" — R™ n < m una funzione
lipschtziana, allora:

1. f(A) é s, -misurabile
2. la funzione y v (AN f~Hy}) ¢ J,-misurabile

3.
| AANT o)) < Lin() 2 (A)

Dimostrazione. Supponiamo, senza perdita di generalita che A sia limitato. Il caso illimitato
si deduce facilmente dalla o-finitezza. Dalla regolarita dall’interno della misura di Lebesgue,
segue che Vi > 1 esistono K; C A compatti t.c. L"(K;) > £L"(A) — % Possiamo supporre
che K; C K41 ed essendo poi £"(A) < oo si ha £"(A\ K;) < 1. Inoltre, f & supposta
lipschtziana e quindi & anche continua, per cui f(K;) ¢ anch’esso compatto e #;,-misurabile,
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essendo boreliano perche chiuso. Ma allora anche f U K| = U f(K;) & A, -misurabile.
i>1 i>1
Si ottiene quindi

g\ FONFIUE | | <o [ FlANUEK ] | <Lip(H)"g™ | A\ K

i>1 i>1 i>1

= Lip(f)"2" | (VA\ Ki | = Lip(f)" lim £"(A\ K;) =0
1—00
i>1

Ove si ¢ usata la continuita dall’alto, essendo la successione {4\ K;} decrescente e £"(A \
K;) < oo. Cio prova che f(A) & J,-misurabile.
Definiamo
Ci c+1
o=
k'’ k

Per quanto dimostrato nel punto precedente,la successione

B ={Q|Q = (a1, b1] x (a2,ba] x -+ X (an, by] a; = , ciinteri,i=1,2,...,n}

GE= D Xf(arQ)
QEBy,

¢ J,-misurabile. Inoltre, per come ¢ definita, gx(y) = numero di cubi Q € By t.c. Xfang)(y) =
1, cioe il numero di cubi Q € By, tali che y € f(ANQ), ovvero tali che f~H{y} N (ANQ) # 0.

Osservando che R"™ = U Q e che { By}, € crescente, avremo
QEBy,

9x(y) T numerodi elementi in AN f‘l{y} = (AN f—l{y})

ove si ¢ usata 'ossservazione 2.2.1. Da cio segue 2., essendo la funzione limite puntuale di
funzioni misurabili.
Utilizzando il teorema di Beppo-Levi, si avra anche

(AN Yy dot(y) = lim | gpdt(y) = lim Y A4 f(ANQ)

R™ Rm™ QeBy,

<limsup Y Lip(f)"L™(ANQ) = Lip(f)"L"(ANR") = Lip(f)"£"(A)
k—o0 QEBy,

ove si € usato il lemma 3.2.1.
O

Osservazione 3.3.1. La funzione y — G (AN f~1{y}) ¢ detta funzione molteplicita e cio ¢
giustificato per l'osservazione 2.2.1.

Lemma 3.3.3. Sia f: R" — R™, n < m una funzione lipschitziana, t > 1 e
B ={z|Df(x)esiste,J f(x) > 0}

allora esiste una famiglia numerabile {Ey},~, di boreliani t.c.:

[oe)
1. B= U E},
k=1
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2. flg, é iniettiva
3. per ogni k=1,2,..., esiste un automorfismo simmetrico T} : R™ — R" t.c.
Lip((flp,) o Ty ') <t. Lip(Tio (flg) ™) <t
t " det(Ty)| < Jf|g, <t"|det(T})|

Dimostrazione. Sia € > 0 t.c. %—l—e <1< t—e. Sia C' C B denso e numerabile, . sottinsieme
denso e numerabile dell’insieme degli automorfismi simmetrici di R”.

Per ognic € CeT € ¥ e i > 1 definiamo E(c, T, i) I'insime di tutti i b € BN B(c, 1) che
soddisfano

<1+e> ITv| < |Df(b)v| < (t — €)|Tv] YveR (3.1)

@)~ 1)~ DIO)- (= V)] < dTla-1)] Va5 (1) (3.2)

Essedo D f Borel-misurabile, anche E(c, T, 1) sara boreliano. Dalla (3.1) con v = a — b e dalla
(3.2) otteniamo

[f(a) = f(b) = Df(b) - (a = b) + Df(b) - (a = b)| < (t — e+ €)|T(a—D)

(§+¢) Tl 1= Tla=b)] < IDJO) (=)~ @) - 1) - DFW)-(a 1)

Da cui

%]T(a — )| < |f(a) = f(b)| < tT(a—b)| Vbe E(c,T,i)eacB (b, 2,) . (33)

1

Utilizziamo, ora, la decomposizione polare di Df(b) = 0o S,conb € BesiaT € .7 t.c.
1 -1
Lip(T o S71) < (t—l—e) e Lip(SoT ) <t—e

SianopoiiZleceCeceB(b,%)e

]

€ 2
@) = £0) = DIO)- (0= D] < o Fosla = < T b)] Vo B (b, ) .
Per le scelte fatte, b € E(c,t,1). Dunque, scegliendo
{Ek}kzl = {E(C,’i,T) cceC,TeSi> 1}

la prima implicazione risulta provata.
Con la scelta di {Ey} precedente, sia Ty, = T'. Per la (3.3) abbiamo

1 2
LTk(a—0)] < |f(a) ~ FO) < 1Txla—b)| Vbe By eae B (b, ) (3.4)
Poiche Ey C B(c, 1) C B(c, 2), la (3.4) risulta verificata Vab € Ej, per cui f|g, ¢ iniettiva.
Infine, (3.4) implica
Lip(flp, o Ty ) <t Lip(Tio (flg,) ") <t
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Si ha anche che
t"det(Ty)| < J(f|g,) < t"|det(Tk)]

Infatti se b € E(c,T,i) allora (} + €)"|det(T)| < Jf(b)| < (t — €)"|det(T)|. Usando la
decomposizione polare di Df(b) = O o S, si ha Jf(b) = |detS|. Dalla (3.1)

(1 >|TU\<(OoS v =1|Sv| < (t—¢€)|Tv] YveR"

e dunque

(1 + e) W] < |(SoT Vo] =< (t— o] Vo eR”
Essendo (S o T~ 1)(B(0,1)) € B(0,t —¢), si ha
|det(S o TV |w, < L™(B(0,t — €)) = wp(t — )"
Da cui, |det(S)| < (t — €)"|det(T)|. Similmente per l'altra disuguaglianza. O

Teorema 3.3.1 (Formula dell’area). Sia f : R™ — R™, n < m una funzione lipschitziana,
allora
H(AN fFHy)) dot(y) = / Jfdr YACR" .Z"— misurabile

R™ A
Dimostrazione. Per il teorema di Rademacher, possiamo supporre che D f(x) esista per ogni
x € A, senza perdita di generalita.
Supponiamo prima che A C {Jf > 0}. Fissiamo ¢t > 1, esistono {E}},~, boreliani che
possiamo supporre disgiunti, che soddisfano la tesi del lemma 3.3.3. Definiamo, ora B}, come
nel lemma 3.3.2, ovvero

C; ci+1
Bk:{Q|Q:(alab1]X(QQabQ]X"'X(anabn] ai:E7bi:T

, ciinteri,i=1,2,...,n}

Siano ‘

o0
allora gli insiemi F JZ sono disigunti e A = U F JZ .
ij=1

9k = Z Xf(F?)

ij=1

Similmente al lemma 3.3.2, sia

tale funzione quantifica il numero di insiemi F; tali che FJZ Ny} # 0. Allora gi(y) +
(AN f~Hy}). Applicando il teorema di Beppo-Levi, otteniamo

ANy} dt(y) = lim | gpdit(y —hmszf

Rm Rm™m k—o0 i 1

Dal lemma 3.3.3 e 3.2.1 e dal teorema 2.4.3 seguono le seguenti disuguaglianze

Ha(f(F)) = Ha(flE, o Tj o Tj(E})) < t" A6 (T3(F})) = " L™ (T3(F}))

J J

LT(F)) = ATy 0 (f15,) ™" o F(F])) < " Ao F(F)))

J
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Da cui, usando il lemma 3.3.1 e lemma 3.3.3

2 (F(FY)) < 402 (Ty(FY)) = £ |det(T})| 2" () / Jfde

< t"|det(T))| L™ (F}) = "L (Ty(F})) < " A, f(F}))
Considerando la somma in 4, j, si ottiene
ST S (F(F)) /dex<t2nzjf Fi))
i,j=1 ,j=1

passando a limite per £ — oo avremo

=2 [ (AN Ty dAy) < / Jfde < [ (AN YY) dAy)
R™ A Rm™

Infine, la tesi segue, per t — 17.
Supponiamo, ora che A C {Jf = 0}. Fissiamo 0 < e < 1. Fattorizziamo f = po g, con

g :R"—R" xR" g(z)=(f(z),ex) ze€R"

p:R™" xR"—R™ ply,z)=y yeR™, zeR"
Dag=(f', f2,..., f™ ex1,...,ex,), si ottiene (Df(z)el)!. Dal teorema 3.1.2

Jg(x)* = sommadei minori ndi Dg(z) = € 4 {termini positivi} > €*" > 0

Da cui
Jg(x)* = Jf(2)*(= 0) + {somma deirimanenti} < C?¢*> Yz c A

29

osservando che |Df| < Lip(f) < oo. Per cui 0 < Jg(z) < Ce,x € A. Siccome p & la

proiezione, avremo

I (f(A)) < Hn(9(A)) < H(AN g Hy, 2}) dot(y, 2) =

Rn+m

Usando il caso precedente

/ Jg(x)dr < eCZL"(A)
A

Per e — 0 otteniamo %, (f(A)) = 0. Da cid, essendo Supp (4 (AN f~{y})) C f(A) segue

[ Aan 1 ) st =

Ma allora si ha I'uguaglianza, essendo J f = 0.

Il caso generale si deduce dai casi precedenti, scrivendo A = A; U Ay con Ay C {Jf > 0} e

Ay C {Jf = 0}.

O]

Osservazione 3.3.2. Se f ¢ iniettiva, f~'{y} ¢ costituita da un unico elementro, dunque la

formula diventa

S (f(4)) = /A Jf d

(3.5)
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In particolare, se f € CY(A) ed ¢ iniettiva, pensando a Jf(x) come ad un “elemento
infinitesimo di area”, possiamo definire l'area di M = f(A) nel sequente modo

:/AJf(:c)dx

A(M) = H,(M)

Cosicche la formula dell’area diventa

Osservazione 3.3.3. Nel caso in cui f sia un diffeomorfismo di classe C*(, R™), con Q C R
un aperto, dalla formula dell’area, si ottiene

ZL"(f(A) = / |det(Df(x))|dx A C Q un insieme £" — misurabile
A

Infatti, dall’iniettivita di f si puo utilizzare la formula 3.5 ove, per la formula di Binet-Cauchy,

Jf(z) = Jn(Df(z)) = Y. det(B)?=|det(Df(z))|

B minore n X n

Corollario 3.3.1 (Formula di cambio di variabili). Sia f: R" — R™, n < m una funzione
lipschtziana. Se g € L' (™), si ha

/Rm > @) d%(y):/ng(m)Jf(m)dm

zef~H{y}

Dimostrazione. Se g = x4, con A misurabile, si ottiene la formula dell’area. Dunque la tesi

risulta vera per funzioni caratteristiche.
n

Siano c1,...,¢, € Re Eq,..., E, insiemi misurabili, g = E ciXE,; una funzione semplice. Per
i=1
linearita dell’integrale avremo

| s@i@d= [ (ZW )Jf(:z)daszzci | xe(@)7 5@ da
] =1

_ch/ HY(E; 0 fHyY) dAt,(y ch/ XE; | d.(y)

zef- l{y}
= / > (ZciXEi(m)> A (y) = / > g(@) | dtaly)
R™ zef-1{y} \i=1 R zef~1{y}

Sia, ora, g > 0 una funzione .Z"-misurabile. Ricordando che si puo approssimare con una
successione di funzioni semplici crescente, per il teorema 1.4.1, sia {¢y }n>1 t.c. ¢y T g. Peril
teorema di Beppo-Levi si ha

/ngdx— lim ¢andm— lim_ Z bn | A (y)
" R™ \eer—1{y

[ X pme)aaw=] | X )k
B \eef—1{y) B \eef—1{y)

Infine, se g € LY(.£™), si puo scrivere g = gt — g~ e per ciascuna di esse vale la tesi. O
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3.4 Formula di coarea

In questa sezione, data una funzione f : R™ — R"™ lipschtziana, con n > m, vogliamo cercare
una formula che consenta di ridurre un integrale in un insieme A in un doppio integrale: prima
nell'insieme A N {xz| f(z) = y} integrato in J4,_,, e il risultato integrato in .Z".

Lemma 3.4.1. Sia T : R" — R™, n > m una funzione lineare e sia A C R™ un insieme
L -misurabile, allora

1. la funzione y — H_m(ANT~Hy}) & L™-misurabile

2.
Aoy m(ANT g}y dy = Jn(T).L7(A)
Rm

Dimostrazione. Caso 1: dim(Im(T)) < m.

Sotto queste ipotesi si ha che AN Ty} = 0 per £™ qoy € R™ e dunque 5, (AN
T~ Hy}) =0 L™ qo. Infattise 7 = {y € R* : ANT Hy} # 0}, 7 C Im(T) e dunque
LT < Lm(Im(T)) = #5,(Im(T)) = 0 perche dimp(Im(T)) < m y € R™. Segue che
¢ misurabile e utilizzando la decomposizione polare, 7' = S o O, si ha che T'(R") = S(R™) e
dunque dim(Im(S)) < m da cui J,, T = |det(S)| =0

Caso 2: T' = P = proiezione ortogonale.
Sotto queste ipotesi, se y € R™, P~1{y} & sottospazio di dimensione n — m, traslazione di
P~1{0}. Dal teorema di Fubini la funzione y — 7%, (AN P~ 1{y}) & £ -misurabile e

Hn-m(ANP~Hy})dy = L7(A) = JnTL"(4)
Rm
Caso 3: dim(Im(T)) =m

Possiamo utilizzare ancora la decomposizione polare, T'= S o O* e cosi J,, T = |det(S)| > 0.
O = P o (@ dove P e proiezione ortogonale e () ¢ ortogonale. Infatti se () € una qualunque
applicazione ortogonale da R™ in se, t.c. @*(x1,...,2m,0,...,0) = O(z1,...,zy) YV € R™,
osservando che P*(z1,...,2m) = (1,...,2Zm,0,...,0) € R*"Vx € R™ si ha O = Q* o P*
e dunque O* = P o (). Similmente al caso precedente abbiamo che T~!{y} & sottospazio di
dimensione n — m, traslazione di T-!1{0}. Dal teorema di Fubini la funzione y > %, (AN
T Hy}) & £™-misurabile e sfruttando il caso 2

LM(A) =2MQMA) = | H-n(Q(A) NPTy} dy

Rm

_ / S (QUAN QY 0 PLy})) dy = / Sy (AN (Q o Py} dy
Rm Rm

Effettuando il cambio di coordinate, z = Sy avremo y = S~!z e quindi dy = % e
K- m(AN(Q Lo P Hy ) dy = Ay m(AN(Q o Pl o STz} dz
R™ R™

= ZL"(A)ldet(9)|
Ma sapendo che T'=S00*=So0Po(Q
L(A)|det(S)| = T TL"(A) = K (AN (Q o P oS 2})dz
RmM

= K m(ANTH2Y) dz
Rm
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Lemma 3.4.2. Sia f: R" — R™, n > m una funzione lipschtziana e sia A C R™ un insieme
L -misurabile, allora

1. An f~Yy} & A, -misurabile per £™-q.0. y

2. la funzione y — A _m(AN fHy)) ¢ L™ -misurabile

3.
S A0 )y dy < I Ly gy )

R™ n

Dimostrazione. Per ogni 7 > 1 consideriamo delle palle chiuse {Bf } t.c.

i>1
 [— 1
ACUBJ dzam(BZ <= Z BZ ) < ZL"(A) + -
J J
=1 i=1
Definiamo w
; n—m n—m
g = on ——dia m(B]) Xs(B9)

& misurabile perche gli insiemi Bg lo sono e analogamente al lemma 3.3.2 si puo dimostrare
che f(A) & misurabile, cosi anche f(B/) lo sono. Inoltre

I,

—m,

(AN Yy} < Zg

1
g

Utilizzando la definizione di misura di Hausdorff, la diguguaglianza isodiametrica, le proprieta
delle funzioni lipschtziane oltre al lemma di Fatou si ottiene

[ SoA0 1 )ty = / i A, (A0 ) dy

< lim inf J dy < liminf /
- /Rm j—00 Zg y= j—00 Z
it 5

i=1

<
a3 55

i=1

e mWm > diam(B))" " diam(B)"
Sul}ip(f) hmmwan iam(B])" " diam( )

Wn, J—0o0 2n

“diam(B])" " Z™(f(B]))

n—m Wm

dzam(B]) wam(f(Bg))m

IN

n—mWm —~  diam(B!
usz(f) hmmwanm

Wn, j—oo n

IN

MLip(f) hmlnfzofn B]

Wn, J—00

IN

Mlﬂp(f)m lim inf <$"(A) + 1)

Wn, Jj—roo J

= SR Lip(f)" 27 (A)

n



CAPITOLO 3. FORMULA DELL’AREA E FORMULA DI COAREA 33

Cio prova 3., se si dimostra 2.. La dimostrazione di 2. si fa per casi.

Caso 1: A compatto. Fissiamo ¢ > 0 e per ogni intero i sia U; I'insieme di tutti i punti
y € R™ per cui esiste un numero finito di insiemi S, ...,.S; t.c,

l l
1
AnfHyrc S, diam(S)) < ) m<t+f

j=1 j=1

1
{

!
allora U; & aperto. Infatti, se y € U;, AN f~Hy} C U S;. Poiche f e continua, essendo
j=1

lipschtziana e A & compatto, per ogni z in un intorno di y si ha AN f~{z} C U S;.
j=1
Si nota inoltre che

{y : m(ANfFHyh) <t} = ﬂU
da cui segue che l'insieme descritto ¢ un boreliano, essendo intersezione numerabile di aperti.
Infatti:
(C)seyetc. 5 m(AN fH{y}) <t, allora per definzione di misura di Hausdorff, si ha che
K —ms(AN fHy}) <t Vs >0.

Fissato i, sia |6 < 1, allora esistono degli insiemi {55} tec.

- 1 n—m 1
AnfHutcJs;  diam(s)) < -, w dem o<t

an—m
J=1

Possiamo assumere che gli insiemi S; siano aperti. Poiche AN f~1{y} & compatto (in quan-
to chiuso e limitato) e {S;} € un suo ricoprimento, esiste un suo sottoricoprimento finito
{S1,...,S5} e quindi y € U;.

[e.9]

(D)seye€ ﬂ U;, dalla definizione data

i=1
Wn—m yr=m 1 1 1
Sn—m Zdzam < t—l— — con Anf~H{y} C U Sj,  diam(S;) < 7

7=1
Dunque

n

%”_m’;(Amf‘l{y})StﬂL% Vi = Hom(AN Yy} <t

Segue quindi che la funzione y — 5, (AN f~{y}) & Borel misurabile.

Caso 2: A aperto. Esistono dei compatti K3 C Ko C --- C A t.c. A=J;2; K;. Dunque
Vy e R™
Ao AD STy} = T A (i1 7 {y))

Dal caso precedente, y — 5%, ., (K; N f~1{y}) & misurabile e quindi anche %, _,,(AN f~{y})
lo e essendo limite puntuale di funzioni misurabili.

Caso 3: Z"(A) < oo. Per la regolarita della misura di Lebesgue, esistono degli aperti
VioVaDd---DAte L™(Vi))<ooeZ™(Vi\A) < % per cui

lim Z"(V;\A) =0

1—00
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Per subadditivita si ha

S (Vi fHYY) < (AN FHyY) + 56— (Vi \ A) 0y}

per cui
fimsup [ (V0 S 0)) =S40 S ()] dy
< lini)sup - Hm((Vi\ A) N fH{y}) dy
< limsup 2= (Lip ()2 (Vi \ A) =0
i—»00 Wn
Da cio

I Vi fHyY) = (AN Hy}) per L™ —qoo. y

Dal caso precedente, essendo V; aperti, y = 5, (AN f~Hy}) & £ ™-misurabile. Inoltre,
H—m((Vi\ A) N f~Hy}) = 0.£™-q.o. e allora AN f~1{y} & misurabile per .£™-q.0. y.

Caso 4: Z"(A) = oo. Segue dal caso finito, scrivendo A come unione di insiemi crescenti,
limitati e .Z"-misurabili. O

Lemma 3.4.3. Siano h : R — R"™ una funzione lipschtziana, t > 1 e
B ={z : Dh(x)esiste, Jh(z) > 0}

allora esiste una famiglia numerabile { Dy}~ di insiemi boreliani t.c.

1.z <B\ DDk> =0
k=1
2. h|p, é iniettiva
3. per ogni k =1,2,..., esiste un automorfismo simmetrico Sy : R™ — R™ t.c.
Lip(Sy ' o (h|p,)) <t, Lip((h|lp,) *oSk) <t
t~"|det(Sk)| < Jh|p, < t"|det(Sk)|

Dimostrazione. Applicando il lemma 3.3.3 con h al posto di f si trovano dei boreliani { Ey} .+,
e degli automorfismi simmetrici 7 : R® — R" t.c.

[o@)
a) B = U E},
k=1

b) h|g, € iniettiva

c)
Lip((h|g,) o Ty Y) <, Lip(Ty o (hlg,)™t) <t

t™"|det(Ty)| < Jflg, < t"|det(T}y)]
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per c) avremo che (h|g,)~! @ lipschtziana e ad essa si puo applicare il teorema 3.2.1 per
estenderla a una funzione lipschtziana hy : R® — R™ t.c. hy, = (h|g,) ! in h(Ey).
Essendo hy o h(x) = x per x € Ek, per il corollario al teorema di Rademacher si ottiene

Dhy(h(z)) o Dh(z) =1 £L" — q.0.in E}

e dunque
Jhi(h(z))Jh(x) =1 ZL" —q.0.in Ey

Dunque, per ¢) e per quanto detto sopra, Jhi(h(z)) > 0 £"-q.0. in E. Da cio si conclude
che Jhy > 0 £"-q.o. in h(E})) perche h € lipschtziana.

Appplicando nuovamente il lemma 3.3.3 a hg, troviamo dei boreliani {F f} o e degli auto-
j>

morfismi simmetrici R? : R® — R" t.c.

d) 2" [ h(E) \ D Fil=o0
j=1

e) hg|pr € iniettiva
J

f)
Lip((hulps) o (B ™) <t, Lip(RE o (hlp) ™) < ¢
7" det(RY)| < Jhy|pr < t"|det(RY)]
J
Definiamo D;‘? = Ex N h_l(F]k), S]]-€ = (Ré?)_1 allora 2™ [ B\ U Dé»“ = 0. Infatti no-

k,j=1

tando che hy | h(Eg) \ U Ff = h7t | h(ER) \ U Ff = Ei \ U D;-“, dalla d) segue che
= j= j=1

" Ek\UDk = 0 e dunque, per a), UEk\UDk — on B\UD}C _
Jj=1 k,j=1 kj=1

Per il punto b) si ha che k| € iniettiva.
J
Infine si ha che per k,j7 > 1

Lip((85)™ o (hlp)) <, Lip((hlpe) ™0 85) <t

£ det(SE)] < Thl e < t"|det(S5)]
J

Infatti Lip((S’l‘j)_1 (h\Dk)) = Lip(R;“ o (hlpr)) < Lip(R;‘? o (hg|pr)~t) <Per) t e parimente
J J
L’Lp(h]Dk o (S )) sz((h|Dk) o (R;?)*l) < Lip((hg|pr) © (R?)*l) <rerf) ¢ Per quanto gia si
J
era notato

Jhi(h(x))Jh(z) =1 £L" —q.0.in Df

Per f)
7" |det(S¥)| = t7"|det(RY)| 7 < Jhpr < t"|det(RY)|7! = "|det(S¥)]
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Teorema 3.4.1 (Formula di coarea). Sia f : R™ — R™, n > m, una funzione lipschitziana,
allora

/ Jfdx = K (AN fHy ) dy VACR", ZL" — misurabile
A R™

Osservazione 3.4.1. Il lemma 3.4.1 fornisce la dimostrazione del teorema nel caso di f =T
lineare.

Dimostrazione. Per la dimostrazione assumiamo che D f(x) e quindi poi anche J f(x), esistano
Vze Aeche £"(A) < o0.
Caso 1: A C {Jf > 0}. Posto

Alm,n)={X: {1,....,n} — {1,....,m} |\ & crescente} n<m
e per ogni A € A(m,n)
Py i R™ = R"  Py(z1,...,Zm) = (Tr1)s - - Tan))
Per ogni A € A(n,n —m) decomponiamo f = g o h) ove

ha(z) = (f(z), Px(z)) z€R"

e
q(y,z) =y yeR™zeR"™
Sia ora
Ay = {ZC eA: det(Dh,\) % 0} = {$ €A P/\’(Df(m))*l(()) e iniettiva}
Ma allora A = U Ay (la D & ovvia dalla definizione di Ay, laltra inclusione segue

AeA(n,n—m)
dal fatto che se x € A allora Jf(x) > 0 e quindi esiste un A t.c. det(Dhy) # 0)) e possiamo
assumere, senza perdita di generalita che A = Ay per qualche .
Fissiamo, ora , t > 1 e applichiamo il lemma 3.4.3 con h = h) ottendendo dei boreliani (che
supponiamo disgiunti) {Dj},~, e degli automorfismi simmetici {Sy},~; t.c.

1. on (B\ GDk> =0
k=1

2. h|p, € iniettiva

3.
Lip(Sy~ "o (hlp,)) <t, Lip((hlp,) " oSk <t

t~"|det(Sk)| < Jh|p, < t"|det(Sy)|
Sia G, = AN Dy, allora
t7"Im(q o Sk) < Jf|Gk < t"Jim(q o Sk)

Infatti, f = gohedacido Df =qoDh=goS,0S; oDh=gqgoS,0D(S;'oh)=gqoS,oC
Z"-q.0., ove C' = D(S; ' o h). Per il lemma 3.4.3 segue

Lip(C) = Lip(S; ' oh) <t e Lip(hoS) <t = Lip(C) >t*

Da cui
t~1 < Lip(C) <t in Gy (3.6)
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Utilizziamo ora la decomposizione polare per D f e g o Sk
Df=S500" e qoSy=ToP"

con S, T simmetrici e O, P ortogonali.
Si ottiene che SoO* =T oP*oC equindi S =ToP*oCoO. Poiche G, C AC {Jf > 0},
det(S) # 0 e quindi det(T) # 0

Sia v € R™, allora usando la (3.6) [T~ o Sv| = |P* o C 0 Ov| < |C o Ov| < t|Ov| = t|v]
da cui (T~ 0 S)(B(0,1)) C B(0,t). Da quest’ultima inclusione si deduce che Jf = |det(S)| <
t"|det(T)| = " Jm(q o Sk).

Similmente, essendo S = S7! = O* o C Lo PoT7} [S7 o Tw| = |0* 0o C~L o Py| <
|C~t o Pu| < t|Pv| = t|v| da cui Jy,(qo Sk) = |det(T)| < t"|det(S)| = t"Jf.
Calcoliamo ora

¢ dndm A KGN [ H{y}) dy

_ j=3n4m [ (G (h™oq H{y}) dy

=17 [ Ao (07 WG 1 )

< ¢=3ntm i %_m(tsk_l(h(Gk)ﬂqfl{y}))dy

< ¢ 3ntmyn—m ; (S H(R(Gr) N g~ Hy})) dy

<2 - S (S; N (MGr) N g Hy})) dy

=17 [ An((SE 0 WG a0 S ) dy

=t " T (q 0 Sp)L(S o h(Gy)) <t Jp(q o Sp)t" L (Gy)
<00 S)LNG) < IFLMG < | JS)da

< " Jin(q 0 Sk) L™ (G) < 2" Tm(qo Sk)L™(Sy ! o h(Gy))
=" - Hnm (S 0 B)(Gr) N (g0 Sk)"Hy})) dy

< 20 o Hy— (S (WG Mg~ Hy))) dy

<t | AW (WG N D) dy

S o Sy (W (M(GR) N Hy})) dy

< ginom : (G0 fHy)) dy
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e, sommando su k si ottiene

t 3"+mz o m(Gr O 7 Hyh) dy<Z/ Jfdx

3n—m %7mG -1 d
<1 Ekj/m (G S ) dy

o
ricordando che £ (A\ U Gk> = 0, per il teorema di integrazione per serie di Beppo-Levi

k=1
si puo scambiare la somma con 'integrale ottenendo

e A (AN Ty} dy < / Jf(@)de <" | A (AN FTHy}) dy
R A R

e quindi, con t — 17 si ha 'uguaglianza voluta.
Caso 2: A C {Jf =0}. Fissiamo 0 < € < 1 e consideriamo due funzioni g(x,y) = f(x) + ey
ep(x,y) =y conxz €R", yecR™ allora

Dg=(Df,el)
con un ragionamento gia visto in precedenza, per la formula di Binet-Cauchy, si ottiene

" < Jg = J,(Dg) = Jo(Dg*) < Ce

Hoea AO S dy = [ (A0 = ) dy

Rm™

1
/ K (AN fHy — ew)) dy dw
0,1) JR™
SeyeR"eweR™e B=A x B(0,1), allora

Bng Hy} npH{w} = (AN f~Hy — ew}) x {w}

se w € B(0,1), vuoto in caso contrario. Infatti (z,z) € BNg~Hy}Np~H{w} se esolose x € A,
z2€ B(0,1), f(x)+ez=yez=wecioeseesolosexr € A, z=w € B(0,1) e f(x) = y — ew
se e solo se w € B(0,1), (z,2) € (AN fHy — ew})z{w}.

Per quanto visto abbiamo

S (AD fHy dy = 1/ S (BN gy} N p~H{w}) dwdy
R™ Wm m JRrRm

o _
<lemma3az Xnom [ e (B g Hy))dy
Wn Rm™

__casol wn—m/ Jgd.’L‘dZ < MX"(A) sup Jg < C,,S,ﬂ"(A)e
B B

Wn Wn

Per ¢ — 0 otteniamo

Sy AD f g} dy = 0 = /A Jf(z) da

R™

11 caso generale si riconduce ai casi precedenti, scrivendo A = A; U As con Ay C {Jf > 0} e
Az C {J f= 0} O
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Osservazione 3.4.2. Nel caso
f R xR" - R" f(x,2) =z

sia proiezione ortogonale e A € PBrn, dalla formula di coarea si ottiene la sequente formulazione
del teorema di Fubini (per funzioni caratteristiche)

2= [ i)y

Infatti Jf(z) = det(Imxm) =1 e AN f~H{y} = A,.

Corollario 3.4.1 (Integrazione su insiemi di livello). Sia f : R™ — R™, n > m una funzione
lipschtziana. Se g € L' ("), allora gly-1qyy € LYy ) per L™ qoo. y e

/ m (/f_l{y}g dﬁ”n—m) dy = / _g(@)J f(x) dx

Dimostrazione. Se g = x4, con A misurabile, si ottiene la formula di coarea. Dunque la tesi
risulta valida per funzioni caratteristiche e, per linearita dell’integrale, per funzioni semplici
che sono combinazione lineare di funzioni caratteristiche.

Sia ora g > 0, una funzione .£™-misurabile. Ricordando che si pud approssimare con una
successione crescente di funzioni semplici, per il teorema 1.4.1, sia {¢p }n>1 t.c. ¢, T g. Per il
teorema di Beppo-Levi si ottiene

/ gJ fdr = lim Ond fdxr = lim / Ond I | dy =

/ (/ lim %dﬁs@_m) dy:/ (/ gd%_m> dy
m [y} e m Yy}

Infine, se g € L1(£™) si puo scrivere g = g7 — g~ e per ciascuna di esse vale la tesi. O



Capitolo 4

Applicazioni

In questo capitolo vedremo alcuni esempi di applicazione della teoria svolta.
Si puo subito osservare che se n = 1 nella formula dell’area si ottiene ['usuale lunghezza di una
curva.

Esempio 4.0.1 (lunghezza di una curva). Sia v : [a,b] — R™ una funzione lipschtziana
e iniettiva, allora Dy = 4(t) e dunque Jy = |¥(t)|. Applicando a C = ~([a,b]) la formula
dell’area, si ottiene (n=1)

b
H(C) = A (1([a,H])) = /[ ol = / ()] dt

Ricordiamo ora la seguente definizione

Definizione 4.0.1. Sia M C R" un insieme, si dice (sotto) varieta k-dimensionale, 1 < k <
n—1, C! se per ogni € M esiste un intorno aperto A C R” di z, un aperto U C R¥ e una
funzione ¢ : U — R™ di classe C! t.c.:

i) ¢ & iniettivae p(U) =M N A
ii) ¢ e differenziabile in U e Dy¢ ¢ iniettiva V o € U
iii) ¢! : M N A~ U e continua
¢ ¢ detta carta locale o parametrizzazione locale di M.

Esempio 4.0.2 (Iper-superficie cartesiana). Sia U C R™ un aperto e ¢ : U +— R di classe C*
e consideriamo M = {(x, ¢(x)), x € U}, allora M ¢ varieta n-dimensionale C*.
Infatti sia f : U~ R f(z) = (z,¢(x)) & iniettiva e C! e

1 ... 0

Df = . :
f 0o ... 1
9¢ 99

o1 OTn

e tniettiva, avendo rango massimo. Dunque f verifica le proprieta richieste e M ¢ varieta di
cui f & carta globale.
Usando la formula di Binet-Cauchy

Jf = Vsommadeiminorin x n = \/1 + |[V¢|?

40
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Supponendo che ¢ sia anche lipschtziana,applicando la formula dell’area otteniamo una for-
mula d’integrazione per il calcolo del’area di tale iper-superificie, ovvero

(M) = A (J(U)) = /U VIt VoPdz

Esempio 4.0.3 (Iper-superficie parametrica). Sia M wuna varietd n-dimensionale in R
ovvero una ipersuperficie con un’unica carta globale ¢ : U +— R™1 ove U C R™ ¢ aperto.
Supponendo che ¢ sia lipschiziana globalmente avremo che

[l [l
Ox1 te Oxn
D¢ = L :
Opnt1 Opni1
o0x1 te OTn

da cui, per la formula di Binet-Cauchy

Jop = \/somma det quadrati det minorin X n =

= <a(¢17 . 'a¢k—17¢k+1) .. -7¢n+1))2
P o(z1,...,2n)

e dunque applicando la formula dell’area,

n 2
%(M):%( / Z( ¢17"'3¢k 17¢k+1a--~7fn)> do

e 1'17"'7$n)
99 ¢
/ Bxl A 0z,

Osservazione 4.0.1. Sia f : U C R? — R3 lipschtziana e iniettiva (n = 2), (u,v)
(f1(u,v), f2(u,v), f3(u,v)), posto
of of
ofr _ 8k of _(dk
ou 8K ou §h
ou ov

aplicando la formula ricavata nell’esempio precedente si ha

a—f/\a—f dudv

) = [ GG

ovvero la nota formula d’integrazione per il calcolo di una superficie in R3.

Esempio 4.0.4 (Varieta k-dimensionale). Sia M C R™ una varieta k-dimensionale e suppo-
niamo che f : U C R¥ s M sia una sua carta, (globalmente) lipschtziana. Sia poi A C f(U)
un boreliano e B = f~1(A), poniamo

of of

P L < g 1< — ..
g%] 8331 81‘]’ (1 >%,]> k) g det((gld))

allora

e applicando la formula dell’area ad A si ottiene

%(A):/ijdx:/Bﬁdm
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Proposizione 4.0.1 (Integrazione su insiemi di livello). Sia f : R™ — R wuna funzione
lipschtziana, cosideriamo Ly = {x € R™ : f(x) = t}, lVinsieme di livello, allora

| o= [ Z Sy (L) dt

Dimostrazione. Jf = |V f| e dunque applicando la formula di coarea con m = 1 si ottine

[ wsae= [ gra= [ s
O

Proposizione 4.0.2 (coordinate polari). Sia g : R" — R una funzione, g € L'(£"), allora

[ ota)da = /0 N ( /d o ) d%1<m>> dr

Dimostrazione. Sia f(x) = |z|, allora Df(x) = ﬁ, da cui
Jf(@) =1
e applicando il corollario 3.4.1, con m = 1 si ottiene la tesi. O

Osservazione 4.0.2 (coordinate sferiche). Applicando la proposizione precedente al caso in
cui g(x) = f(|x]), ovvero in presenza di simmetria sferica, si ottiene la sequente formula
d’integrazione

[owar=[" ] faharia@ar= [ @800

— #,_1(0B(0,1)) /OOO r" L f(r) dr

ove OB(0,1) = St ¢ la sfera unitaria

Esempio 4.0.5. Vogliamo, ora, calcolare la misura superficiale di S*=1, applicando la formula
d’integrazione ricavata nell’osservazione 4.0.2. Se scegliamo g(z) = xp(o,1) otteniamo

1 n—1
wp = Z"(B(0,1)) = / dr = %_1@“1)/ ot gy — Zn18"7)
B(0,1) 0 n

Inoltre,
n —|z|? -1 R
w2 :/ e 1 de = A (S” )/ e dr
n 0

:[r2:s] %1(871—1)/ S%—le—s%
0

Sapendo che I'(z) = [ e 55" 1 ds

(n
= A (e H D
da cui . .
nm2 T2
H1(S"TY) = e = nwn = s
50(3) (g +1)

Sfruttando Uinvarianza per omotetie della misura di Hausdorff st puo avere una formula piu
generale, ossia

H1(0B(0, 1) = ==
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