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Introduzione

Dal noto teorema di cambio di variabili sappiamo che dato f : Ω ⊂ Rn 7→ Rn un diffeomorfismo
di classe C1, se E ⊂ Ω è Lebesgue-misurabile, anche f(E) è misurabile e vale la seguente
formula

L n(f(E)) =

∫
E
|det(Df(x))| dx

ove si è indicata con L n la misura di Lebesgue n-dimensionale.

Dal teorema di Fubini (teorema 1.5.1) sappiamo che dato E ⊂ Rn, un insieme di Borel,
vale la seguente formula

L n(E) =

∫
Rm

L n−m({y : (x, y) ∈ E}) dL m(y) con n ≥ m

All’interno di questa tesi cercheremo di generalizzare tali formule ottenendo la formula dell’a-
rea che tratta il caso di funzioni lipschtziane tra spazi di dimensione diversa garantendo cos̀ı
dei risultati di linearizzazione (lemma 3.3.3) non immediati assumendo la sola regolarità C1 e
cercheremo di ottenere una formulazione ”curvilinea” del teorema di Fubini, ovvero la formula
di coarea.

Nel primo capitolo vengono richiamate alcune nozioni basilari di teoria della misura, tra
cui la definizione della misura di Lebesgue e alcune sue proprietà. Particolare attenzione sarà
data ai risultati di Caratheodory in merito alle misure esterne metriche.

Nel secondo capitolo vengono analizzate le misure introdotte nel 1918 da F. Hausdorff che
sono una generalizzazione della misura di Lebesgue. Esse consentono di misurare anche gli
insiemi di dimensione più piccola dello spazio in cui sono immersi, sfruttando la nozione di
δ-ricoprimento, permettendo di associare ad ogni insieme un numero (non necessariamente
intero), detto dimensione di Hausdorff. In questo capitolo viene inoltre presentata l’equivalen-
za tra la misura di Hausdorff Hn, n-dimensionale e la misura di Lebesgue L n, n-dimensionale.

Il terzo è il capitolo centrale, dove vengono presentate e dimostrare le formula di area e
coarea. La prima consente di uguagliare l’integrale della funzione molteplicità con l’integrale
dello jacobiano n-dimensionale. La seconda formula, invece, uguaglia l’integrale della misura
n − m-dimensionale di Hausdroff di un insieme di livello con l’integrale dello jacobiano m-
dimensionale.
Inoltre, verrà presentata la formula di cambio di variabili sfruttando l’approssimazione di fun-
zioni misurabili con successioni di funzioni caratteristiche.

Infine, nell’ultimo capitolo vengono presentati alcuni esempi di applicazioni delle formule
sopra citate, tra cui il calcolo della superficie di una varietà k-dimensionale e la formula di
integrazione per insiemi di livello.





Capitolo 1

Richiami di teoria della misura

In questo capitolo inseriamo alcune nozioni di teoria della misura preliminari per la teoria che
verrà svolta in seguito. Alcuni risultati non saranno dimostrati.

1.1 Misura su un insieme

Definizione 1.1.1. Sia X un insieme non vuoto, A ⊂ P(X) si dice algebra se è chiusa per
complementazione e unioni finite, ovvero se E ∈ A , allora Ec ∈ A e se E1, . . . , En ∈ A , allora
n⋃

i=1

Ei ∈ A .

A ⊂ P(X) si dice σ-algebra se è chiusa per complementazione e unioni numerabili, ovvero se

E ∈ A , allora Ec ∈ A e se {Ek}k≥1 ⊂ A , allora
∞⋃
k=1

Ek ∈ A

Definizione 1.1.2. Sia E ⊂ P(X), si indica con M(E ) la σ-algebra generata da E , ovvero
la più piccola σ-algebra contenente E .

Definizione 1.1.3. Sia X uno spazio topologico, si dice σ-algebra dei boreliani e si indica con
BX , la σ-algebra generata dagli aperti (o, equivalentemente, dai chiusi) di X.

Definizione 1.1.4. Sia X un insieme non vuoto, M una σ-algebra di X, si dice misura una
funzione µ : M 7→ [0,∞] tale che:

• µ(∅) = 0

• {Ek}k≥1 ⊂ M Ei ∩ Ej = ∅ ∀ i ̸= j, µ

⋃
k≥1

Ek

 =

∞∑
k=1

µ(Ek)

(X,M) si dice quindi spazio misurabile e (X,M,µ) si dice spazio con misura.

Teorema 1.1.1. Sia (X,M,µ) uno spazio con misura, allora:

1. Se E,F ∈ M con E ⊂ F , allora µ(E) ≤ µ(F ) (proprietà di monotonia)

2. Se {Ek}k≥1 ∈ M allora µ

( ∞⋃
k=1

Ek

)
≤

∞∑
k=1

µ(Ek) (subadditività)

3. Se {Ek}k≥1 ∈ M t.c. Ek ⊂ Ek+1 ∀ k ≥ 1 allora µ

( ∞⋃
k=1

Ek

)
= lim

k→∞
µ(Ek) (continuità

dal basso)

6
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4. Se {Ek}k≥1 ∈ M t.c. Ek ⊃ Ek+1 ∀ k ≥ 1 e µ(E1) < ∞ allora µ

( ∞⋂
k=1

Ek

)
= lim

k→∞
µ(Ek)

(continuità dall’alto)

1.2 Misure esterne

Definizione 1.2.1. Sia X un insieme non vuoto, si dice misura esterna una funzione µ∗ :
P(X) 7→ [0,∞] tale che:

• µ∗(∅) = 0

• Se A ⊂ B allora µ∗(A) ≤ µ∗(B)

• {Ek}k≥1 ⊂ M µ∗

⋃
k≥1

Ek

 ≤
∞∑
k=1

µ∗(Ek)

Definizione 1.2.2. Sia µ∗ misura esterna su X, A ⊂ X si dice µ∗-misurabile se

µ∗(E) = µ∗(A ∩ E) + µ∗(Ac ∩ E) ∀E ⊂ X

Definizione 1.2.3. Sia X ̸= ∅ uno spazio topologico e µ∗ una misura esterna, si dice:

• di Borel se i boreliani sono µ∗-misurabili

• regolare se ∀A ⊂ X esiste B un boreliano A ⊂ B t.c. µ∗(A) = µ∗(B)

Teorema 1.2.1 (di Caratheodory). Sia X insieme non vuoto e µ∗ una misura esterna su X,
detto M il sottinsieme di P(X) contenente tutti e soli gli insiemi µ∗-misurabili, allora M è
una σ-algebra e µ∗|M è una misura completa (ovvero è una misura e i sottinsiemi di insiemi
di misura nulla sono misurabili)

1.2.1 Misure esterne metriche

Definizione 1.2.4. Sia (X, d) uno spazio metrico, una misura esterna µ∗ su X, si dice misura
esterna metrica se:

µ∗(A ∪B) = µ∗(A) + µ∗(B) ∀A , B t.c. dist(A,B) > 0

Teorema 1.2.2 (criterio di Caratheodory). Siano (X, d) uno spazio metrico e µ∗ una misura
esterna metrica su X, allora µ∗ è di Borel.

Dimostrazione. E’ sufficiente dimostrare che ogni insieme chiuso C ⊂ X è µ∗-misurabile,
poichè la σ-algebra dei boreliani è generata dagli insiemi chiusi. Si deve dunque mostrare che
µ∗(E) = µ∗(E ∩C) + µ∗(E ∩Cc) ∀ E ⊂ X. Sfruttando la subadditività della misura esterna,
sarà suffciente dimostrare

µ∗(E) ≥ µ∗(E ∩ C) + µ∗(E ∩ Cc) ∀ E ⊂ X (1.1)

Se µ∗(E) = ∞ non c’è niente da dimostrare. Supponiamo allora che µ∗(E) < +∞. Definiamo

En =

{
x ∈ E ∩ Cc : dist(x,C) ≥ 1

n

}
(1.2)
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è una famiglia crescente di insiemi, la cui unione è E∩Cc, poichè C è chiuso. Si osserva inoltre
che, per definizione di En, dist(En, C) ≥ 1

n . Dunque, dist(En, E ∩C) ≥ 1
n(> 0) ed essendo µ∗

una misura esterna metrica

µ∗(En) + µ∗(E ∩ C) = µ∗(En ∪ (E ∩ C)) ≤ µ∗(E)

Se lim
n→∞

µ∗(En) = µ∗(E ∩ Cc) avremmo concluso perchè, passando a limite per n → ∞
otteniamo (1.1). Resta quindi da dimostrare che lim

n→∞
µ∗(En) = µ∗(E ∩ Cc). Sia

Bn = En+1 \ En

allora dist(Bn+1, En) ≥ 1
n(n+1) . Infatti se x ∈ Bn+1 e d(x, y) < 1

n(n+1) allora

dist(y, C) ≤ d(x, y) + dist(x,C) <
1

n(n+ 1)
+

1

n+ 1
=

1

n
⇒ y ∈ Ec

n

Segue che µ∗(Bn+1 ∪En) = µ∗(Bn+1) + µ∗(En), essendo dist(Bn+ 1, En) > 0. Per induzione
si ottiene

µ∗(E2k+1) ≥ µ∗(B2k ∪ E2k−1) = µ∗(B2k) + µ∗(E2k−1) ≥ µ∗(B2k) + µ∗(B2k−2 ∪ E2k−3)

≥ . . . ≥
k∑

j=1

µ∗(B2j)

Allora, essendo µ∗(En) ≤ µ∗(E) < ∞, la serie
∞∑
j=1

µ∗(B2j) converge e, analogamente, converge

anche la serie con gli indici dispari. Sfruttando la crescenza di En,

E ∩ Cc =
⋃

En = En ∪

 ∞⋃
j=n+1

Bj

⇒ µ∗(E ∩ Cc) ≤ lim sup
n→∞

µ∗(En) + lim
n→∞

∞∑
j=n+1

µ∗(Bj)

≤ µ∗(E ∩ Cc) ⇒ lim
n→∞

µ∗(En) = µ∗(E ∩ Cc)

1.3 Misura di Lebesgue

Definizione 1.3.1. Sia E ⊂ R, definiamo

L n∗(E) = inf

{ ∞∑
k=1

m(Rk) : Rk =

n∏
i=1

(ai,k, bi,k] t.c.

∞⋃
k=1

Rk ⊃ E

}

ove m

(
n∏

i=1

(ai,k, bi,k]

)
=

n∏
i=1

(bi,k − ai,k) ∀ (ai,k, bi,k] ∩ (aj,k, bj,k] = ∅ ∀ i ̸= j

Osservazione 1.3.1. La funzione L n∗ è una misura esterna e, per il teorema di Caratheodory,
la restrizione di tale misura agli insiemi L n∗-misurabili, tra cui vi sono i boreliani, è una
misura che è detta misura di Lebesgue.
Tale misura sarà indica in seguito con L n
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1.3.1 Regolarità dall’interno e dall’esterno della misura di Lebesgue

Teorema 1.3.1. Sia E un insieme L n-misurabile, allora valgono le seguenti proprietà:

• regolarità dall’esterno, ovvero

L n(E) = inf {L n(U) : U apertoU ⊃ E}

• regolarità dall’interno, ovvero

L n(E) = sup {L n(K) : K compattoK ⊂ E}

1.4 Funzioni misurabili

Definizione 1.4.1. Siano (X,M) e (Y,N) due spazi misurabili, f : X 7→ Y una funzione, si
dice (M,N) misurabile se

f−1(E) ∈ M ∀E ∈ N

Osservazione 1.4.1. Sia f : Rn 7→ Rm una funzione, si dice Borel-misurabile se è (BRn , BRm)-
misurabile.
In generale, si può utilizzare il termine ”misurabile” per una funzione, senza ulteriori specifi-
che, qualora la σ-algebra si possa sottintendere.

Proposizione 1.4.1. Sia (X,M) spazio misurabile, f : X 7→ R misurabile, allora

f+ = max{f, 0} f− = max{−f, 0} |f |

sono misurabili

Definizione 1.4.2. Sia (X,M) spazio misurabile, f : X 7→ R si dice semplice se è combina-
zione lineare di funzioni caratteristiche, ovvero se esistono c1, . . . , cn ∈ R e E1, . . . , En ∈ M
t.c.

f(x) =
n∑

i=1

χEi(x) x ∈ X

Teorema 1.4.1. Sia (X,M) spazio misurabile, f : X 7→ [0,+∞] misurabile allora esiste
{ϕj}j≥1 una successione crescente di funzioni semplici t.c.

ϕj ↑ f

1.4.1 Teorema di Beppo-Levi e lemma di Fatou

Teorema 1.4.2 (Convergenza monotona o di Beppo-Levi). Sia (X,M,µ) spazio con misura
e sia {fn}n≥1 una successione crescente di funzioni misurabili a valori non negativi t.c.

fn(x) 7→ f(x) ∀x ∈ X

allora ∫
X
f(x) dµ = lim

n→∞

∫
X
fn(x) dµ

Corollario 1.4.1 (Integrazione per serie). Sia (X,M,µ) spazio con misura e sia {fn}n≥1 una

successione di funzioni misurabili a valori non negativi, sia f(x) =
∞∑
n=1

fn(x), allora

∫
X
f(x) dµ =

∞∑
n=1

∫
X
fn(x) dµ
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Lemma 1.4.1 (lemma di Fatou). Sia (X,M,µ) spazio con misura e sia {fn}n≥1 una succes-
sione di funzioni misurabili a valori non negativi, allora∫

X
lim inf
n→∞

fn(x) dµ ≤ lim inf
n→∞

∫
X
fn(x) dµ

1.5 Teorema di Fubini

Definizione 1.5.1. Siano X, Y due insiemi non vuoti, E ⊂ X × Y definiamo

• x-sezione di E l’insieme Ex = {y ∈ Y : (x, y) ∈ E}

• y-sezione di E l’insieme Ey = {x ∈ X : (x, y) ∈ E}

Sia f : X × Y 7→ R una funzione, definiamo

• x-sezione di f la funzione fx : y 7→ f(x, y)

• y-sezione di f la funzione fy : x 7→ f(x, y)

Notazione: Date due σ-algebre, indichiamo con M
⊗

N la σ-algebra prodotto, ovvero la
σ-algebra generata da insiemi del tipo A×B con A ∈ M e B ∈ N .

Teorema 1.5.1. Siano (X,M,µ) e (Y,N, ν) due spazi con misura σ-finiti, allora:

• Se A ∈ M e B ∈ N allora A×B è µ× ν misurabile e µ× ν(A×B) = µ(A)ν(B)

• Se E ∈ M
⊗

N allora Ey ∈ M per ogni y ∈ Y e Ex ∈ N per ogni x ∈ X. Inoltre le
funzioni

x 7→ ν(Ex) e y 7→ µ(Ey)

sono, rispettivamente, M e N misurabili e si ha

µ× ν(E) =

∫
Y
µ(Ey) dν(y) =

∫
X
ν(Ex) dµ(x)

• Se f ∈ L1(µ× ν) allora
y 7→ fx(y) ∈ L1(ν) per q.o. x

x 7→ fy(x) ∈ L1(µ) per q.o. y

e inoltre

y 7→
∫
X
f(x, y) dµ(x) =

∫
X
fy(x) dµ(x) ∈ L1(ν)

e

x 7→
∫
Y
f(x, y) dν(y) =

∫
y
fx(y) dν(y) ∈ L1(µ)

e vale che∫
X×Y

f d(µ× ν) =

∫
Y

∫
X
f(x, y) dµ(x) ν(y) =

∫
X

∫
Y
f(x, y) dν(y) dµ(x)
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1.6 Teorema di Lebesgue-Radon-Nikodym

Definizione 1.6.1. Sia (X,M) spazio misurabile, ν una misura con segno e µ una misura
positiva X, diciamo che è assolutamente continua rispetto a µ e si scrive ν << µ se

∀ E ∈ M t.c. µ(E) = 0 ⇒ ν(E) = 0

Definizione 1.6.2. Sia (X,M) spazio misurabile, ν e µ due misure con segno su X, diciamo
che sono mutuamente singolari e si scrive ν ⊥ µ se esistono due insiemi E,F ∈ M t.c.
E ∪ F = X, E ∩ F = ∅ con E nullo per ν e F nullo per µ.

Teorema 1.6.1. Sia (X,M) spazio misurabile e siano ν una misura con segno, σ-finita e µ
una misura positiva σ-finita allora esistono due uniche misure λ e ρ t.c.

λ ⊥ µ, ρ << µ e ν = λ+ ρ

Inoltre esiste una funzione f , M -misurabile, unica a meno di insiemi di µ-misura nulla t.c.
dρ = fdµ.

Useremo nel seguito il seguente corollario del teorema di Lebesgue-Radon-Nikodym.

Corollario 1.6.1. Sia (X,M) spazio misurabile e siano ν una misura con segno, σ-finita e
µ una misura positiva σ-finita, se ν << µ allora esiste una funzione f , misurabile, unica a
meno di insiemi di µ-misura nulla t.c. dν = fdµ, ovvero

ν(E) =

∫
E
f dµ ∀ E ∈ M

Dimostrazione. Dal Teorema di Lebesgue-Radon-Nikodym, esistono due uniche misure λ e ρ
t.c. λ ⊥ µ, ρ << µ e ν = λ+ ρ. Inoltre esiste una funzione f , misurabile, unica a meno
di insiemi di µ-misura nulla t.c. dρ = fdµ. Da ciò ν = λ+ fdµ. Essendo ν << µ allora anche
λ << µ ma allora λ = 0 e cioè dν = fdµ.



Capitolo 2

Misure di Hausdorff

2.1 Costruzione delle misure di Hausdorff

Definizione 2.1.1. Sia (X, d) uno spazio metrico, E ⊂ X, δ > 0, diciamo che {Ej}j≥1 ⊂ X
è un δ ricoprimento di E se

E ⊂
⋃
j≥1

Ej con diam(Ej) < δ

ove diam(Ej) = sup {d(x, y) : x, y ∈ Ej} indica il diametro di Ej .

Definizione 2.1.2. Siano (X, d) uno spazio metrico, p ≥ 0 e δ > 0, E ⊂ X, definiamo la
pre-misura di Hausdorff

Hp,δ(E) =
ωp

2p
inf


∞∑
j=1

diam(Ej)
p : E ⊂

⋃
j≥1

Ej , diam(Ej) < δ


con la convenzione che diam(∅) = 0 e ωp = π

p
2

Γ( p
2
+1)

, con Γ(t) =
∫∞
0 s1−te−s ds, la funzione di

Eulero.

Osservazione 2.1.1. Gli insiemi {Ej} che costituiscono un δ-ricoprimento possono essere
equivalentemente aperti, convessi oppure chiusi in quanto i diametri non variano in tali casi.
Inoltre è possibile che tali insiemi siano palle chiuse o aperte, in tal caso la premisura ottenuta
dà origine alla misura di Hausdorff sferica che si può dimostrare essere equivalente alla misura
di Hausdorff che si ottiene a partire dalla definizione precedente.

Proposizione 2.1.1. Siano p ≥ 0 e δ > 0, allora Hp,δ è una misura esterna.

Dimostrazione. i) Hp,δ(∅) = 0 scegliendo Ej = ∅, diam(∅) = 0.

ii) Siano ora, A ⊂ B, se {Ej}j≥1 sono un δ-ricoprimento perB, allora sono un δ-ricoprimento
per B. Dunque

ωp

2p


∞∑
j=1

diam(Ej)
p : A ⊂

⋃
Ej , diam(Ej) < δ

 ⊃

ωp

2p


∞∑
j=1

diam(Ej)
p : B ⊂

⋃
Ej , diam(Ej) < δ


considerando l’estremo inferiore in entrambi, si ottiene la subadittività di Hp,δ.

12
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iii) Siano, infine, {Ak}k≥1, Hp,δ(Ak) < ∞ e ϵ > 0 fissato t.c. ∀ k ≥ 1 ∃ {Ej,k}j≥1 t.c.

Ak ⊂
⋃
j≥1

Ej,k e
ωp

2p

∞∑
j=1

diam(Ek
j )

p
< Hp,δ(Ak) +

ϵ

2k

Da ciò segue che ⋃
j,k≥1

Ej,k =
⋃
k≥1

⋃
j≥1

Ej,k ⊃
⋃
k≥1

Ak

e dunque

Hp,δ

⋃
k≥1

Ak

 ≤ ωp

2p

∞∑
j,k=1

diam(Ek
j )

p
=

ωp

2p

∞∑
k=1

∞∑
j=1

diam(Ek
j )

p ≤
∞∑
k=1

Hp,δ(Ak) + ϵ

Per l’arbitrarietà di ϵ si conclude.

Osservazione 2.1.2. Se δ
′
< δ, un δ

′
-ricoprimento è anche un δ -ricoprimento e dunque

ωp

2p


∞∑
j=1

diam(Ej)
p : E ⊂

⋃
j≥1

Ej , diam(Ej) < δ
′

 ⊂

ωp

2p


∞∑
j=1

diam(Ej)
p : E ⊂

⋃
j≥1

Ej , diam(Ej) < δ


e cioè Hp,δ(E) ≤ Hp,δ′ (E). Ciò induce a dare la seguente definizione.

Definizione 2.1.3. Siano p ≥ 0 e E ⊂ X, definiamo

Hp(E) = lim
δ→0

Hp,δ(E) = sup
δ>0

Hp,δ(E)

la misura p-dimensionale di Hausdoff.

Osservazione 2.1.3. La definizione di misura di Hausdorff data in un generico spazio metrico,
non dipende dallo spazio in cui è definita, ovvero se (X1, d1) è isometricamente contenuto in
(X2, d2), allora

H X1
p (E) = H X2

p (E) per ogni E ⊂ X1

Nel seguito, la trattazione riguarderà Rn con la metrica euclidea.

Proposizione 2.1.2. Sia p ≥ 0, allora Hp è una misura esterna, di Borel regolare.

Dimostrazione. Hp è una misura esterna per le analoghe proprietà di Hp,δ. Per provare che è
di Borel, è sufficiente dimostrare che è una misura esterna metrica e utilizzare il teorema 1.2.2.
Se Hp(A ∪ B) = ∞ il caso è banale, supponiamo dunque sia finita. Siano A e B due insiemi

tali che dist(A,B) > 0 e 0 < δ < dist(A,B)
4 . Siano {Ek}k≥1 t.c. diam(Ek) < δ e A∪B ⊂

⋃
k≥1

Ek.

Definiamo
A = {j | Ej ∩A ̸= ∅}

e
B = {j | Ej ∩B ̸= ∅}
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A ⊂
⋃
j∈A

Ej e B ⊂
⋃
j∈B

Ej , Ej ∩ Ei = ∅ ∀i ∈ A e j ∈ B poichè dist(A,B) > 0. Da ciò segue

che:
ωp

2p

∞∑
j=1

diam(Ej)
p ≥ ωp

2p

∑
j∈A

diam(Ej)
p +

ωp

2p

∑
j∈B

diam(Ej)
p

≥ Hp,δ(A) + Hp,δ(B)

Segue che

Hp,δ(A) + Hp,δ(B) ≤ ωp

2p
inf


∞∑
j=1

diam(Ej)
p : A ∪B ⊂

⋃
j≥1

Ej

 = Hp,δ(A ∪B)

Per subadditività della misura esterna, si ottiene l’uguaglianza e passando al limite per δ → 0+

si ha
Hp(A) + Hp(B) = Hp(A ∪B)

Resta da mostrare la regolarità. Anzitutto, per l’osservazione 2.1.1, si può supporre che gli
insiemi {Ej}j≥1 siano chiusi, in quanto diam(Ej) = diam(Ēj).

Se Hp(A) = ∞ basta porre B = Ā. Sia, ora, A t.c. Hp(A) < ∞ allora Hp,δ(A) < ∞∀ δ > 0.

Dunque ∀ k ≥ 1 esistono
{
Ek

j

}
j≥1

chiusi e t.c. diam(Ek
j ) ≤ 1

k e A ⊂
⋃
j≥1

Ek
j e si ha:

ωp

2p

∞∑
j=1

diam(Ek
j )

p ≤ Hp, 1
k
(A) +

1

k
.

Posto Ak =
⋃
j≥1

Ek
j e B =

⋂
k≥1

Ak, A ⊂ B.

Hp, 1
k
(B) ≤ ωp

2p

∞∑
j=1

diam(Ek
j )

p ≤ Hp, 1
k
(A) +

1

k

Per k → ∞ si ottiene Hp(B) ≤ Hp(A) e, per subadditività, si ha l’uguaglianza.

Corollario 2.1.1. Hp è una misura sui boreliani.

2.2 Proprietà delle misure di Hausdorff

Osservazione 2.2.1. H0 è la misura che conta i punti. Infatti ω0 = 1 e H0(x) = 1 ∀x ∈ Rn

Teorema 2.2.1. H1 = L 1 in R

Dimostrazione. SiaA ⊂ R e δ > 0, L 1(A) = inf


∞∑
j=1

diam(Ej) : A ⊂
∞⋃
j=1

Ej , Ejintervalli

.

Poichè
∞∑
j=1

diam(Ej) : A ⊂
∞⋃
j=1

Ej , Ejintervalli

 ⊃


∞∑
j=1

diam(Ej) : A ⊂
⋃
j≥1

Ej , diam(Ej) < δ


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considerando l’estremo inferiore si ottiene che L 1(A) ≤ H1,δ(A).

Posto Ik = [kδ, (k + 1)δ], diam(Ej ∩ Ik) ≤ δ,
∑
k

diam(Ej ∩ Ik) ≤ diam(Ej) e dunque

L 1(A) = inf


∞∑
j=1

diam(Ej) : A ⊂
⋃
j

Ej , Ejintervalli


≥ inf


∞∑
j=1

(∑
k

diam(Ej ∩ Ik)

)
: A ⊂

⋃
j

Ej , diam(Ej ∩ Ik) < δ


≥ inf


∞∑
j=1

diam(Ej) : A ⊂
⋃
j

Ej , diam(Ej) < δ

 = H1,δ(A)

ciò vale ∀ δ > 0, passando a limite per δ → 0+ si ottiene la tesi.

Proposizione 2.2.1. Hp è invariante per isometrie e vale che

Hp(λE) = λpHp(E) ∀ λ > 0

Dimostrazione. L’invarianza per isometrie segue dalle analoghe proprietà della funzione E 7→
diam(E). Infatti le isometrie lasciano immutato il diametro di un insieme e diam(λE)p =
(λdiam(E))p = λpdiam(E)p.

Proposizione 2.2.2. Siano p ≥ 0 e E ⊂ Rn t.c. Hp,δ(E) = 0 per qualche 0 < δ < ∞, allora
Hp(E) = 0.
Inoltre, Hp = 0 in Rn ∀ p > n.

Dimostrazione. Per la prima parte possiamo suppore p > 0 in quanto la conclusione è ovvia
per p = 0. Fissiamo ϵ > 0, allora esistono degli insiemi {Ej}j≥1 che siano un δ-ricoprimento
di E e t.c.

ωp

2p

∞∑
j=1

(diam(Ej))
p ≤ ϵ

Segue che per ogni i

diam(Ei) ≤ 2

(
ϵ

ωp

) 1
p

= δ(ϵ)

Ma allora Hp,δ(ϵ)(E) ≤ ϵ e se ϵ 7→ 0 avremo δ(ϵ) 7→ 0 e cioè Hp(E) = 0
Sia Q = [0, 1]n il cubo di Rn e sia m ≥ 1, un intero. Allora Q si può decomporre in mn cubi
di diametro

√
n/m. Perciò

Hp,
√
n/m(Q) ≤ ωp

2p

mn∑
j=1

(
√
n/m)

p
=

ωp

2p
n

p
2mn−p

Se n− p < 0, cioè p > n e m → ∞ si ottiene Hp(Q) = 0 da cui Hp(Rn) = 0 per invarianza di
traslazioni.

Lemma 2.2.1. Valgono le seguenti due proprietà:

• Se Hp(E) < +∞ allora Hq(E) = 0 ∀q > p

• Se Hq(E) > 0 allora Hp(E) = +∞ ∀q > p
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Dimostrazione. Dimostriamo la prima delle due, la seconda segue dalla prima.
Se Hp(E) < +∞ allora Hp,δ(E) < +∞∀ δ > 0. Sia δ > 0 allora esistono {Ej}j≥1 t.c.

diam(Ej) < δ E ⊂
⋃
j≥1

Ej e
ωp

2p

∞∑
j=1

(diam(Ej))
p ≤ Hp,δ(E) + ϵ(= 1) ≤

supδ>0Hp,δ(E) + 1 = Hp(E) + 1

Se, ora q > p si ottiene

Hq,δ(E) ≤ ωq

2q

∞∑
j=1

(diam(Ej))
q =

ωq

2q

∞∑
j=1

(diam(Ej))
p (diam(Ej))

q

(diam(Ej))p
ωp2

p

ωp2p
=

ωq2
p−q

ω2
p2

p

∞∑
j=1

diam(Ej)
pdiam(Ej)

q−p ≤ ωq2
p−qδq−p

ωp
(Hp,δ(E) + 1) .

Passando al limite per δ → 0+ si ottiene Hq(E) = 0

2.3 Dimensione di Hausdorff

Definizione 2.3.1 (dimensione di Hausdroff). Sia E ⊂ Rn, definiamo dimensione di Hau-
sdorff

dimH (E) = inf {p ≥ 0 : Hp(E) = 0} = sup {p ≥ 0 : Hp(E) = ∞}

Osservazione 2.3.1. dimH (E) ≤ n perchè se p > n, Hp(E) = 0. Inoltre, per il lemma 2.2.1
Hq(E) = ∞ se q < dimH (E) e Hq(E) = 0 se q > dimH (E). Se, invece, q = dimH (E) non
si può dire nulla.

2.4 Equivalenza tra la misura di Hausdorff e la misura di Le-
besgue n-dimensionale

Prima di enunciare il teorema sull’equivalenza delle due misure, inseriamo alcuni enunciati
preparatori alla dimostrazione.

2.4.1 Disuguaglianza isodiametrica

Definizione 2.4.1 (simmetrizzazione di Steiner). Sia a ∈ Sn−1 e sia A ⊂ Rn, definiamo
simmetrizzazione di Steiner di A rispetto a πa l’insieme

Sa(A) =
⋃

b∈πa A∩La
b ̸=∅

{
b+ ta : |t| ≤

H1(A ∩ La
b )

2

}

ove πa = a⊥ indica il piano ortogonale ad a e La
b = {b+ ta | t ∈ R}.

Proposizione 2.4.1. Valgono le seguenti affermazioni

1. diam (Sa(A)) ≤ diam(A)

2. Sia f : Rn 7→ [0,∞] una funzione L n-misurabile, allora la regione al di sotto del grafico,
ovvero A = {(x, y) : x ∈ Rn, y ∈ R, 0 ≤ y ≤ f(x)} è L n+1-misurabile.
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Figura 2.1: esempio di simmetrizzazione di Steiner in R2

3. Se A è L n-misurabile, allora Sa(A) è misurabile e L n(Sa(A)) = L n(A).

Dimostrazione. 1. L’asserto risulta triviale se diam(A) = ∞, dunque assumiamo diam(A) <
∞. Fissiamo ϵ > 0 certamente esistono x, y ∈ Sa(A) t.c. diam(Sa(A)) − ϵ ≤ |x − y|.
Ponendo

b = x− (x · a)a c = y − (y · a)a

si ha che b, c ∈ πa. Definiamo ora i seguenti insiemi

r = inf{t | b+ ta ∈ A} s = sup{t | b+ ta ∈ A}

u = inf{t | c+ ta ∈ A} v = sup{t | c+ ta ∈ A}

Possiamo assumere che v − r ≥ s− u da cui

v − r ≥ v − r

2
+

s− u

2
=

s− r

2
+

v − u

2
≥

H1(A ∩ La
b )

2
+

H1(A ∩ La
c )

2

Notando che |x · a| ≤ H1(A∩La
b )

2 , |y · a| ≤ H1(A∩La
c )

2 si ha

v − r ≥ |x · a|+ |y · a| ≥ |x · a− y · a|

da cui

(diam(Sa(A))− ϵ)2 ≤ |x− y|2 = |b− c|2 + |x · a− y · a|2 ≤ |b− c|2 + (v − r)2 =

|(b+ ra)− (c+ va)|2 ≤ (diam(A))2

essendo diam(A) = diam(Ā), possiamo supporre che A sia chiuso e quindi b + ra ∈ A,
c+ ra ∈ A. Otteniamo quindi la tesi per l’arbitrareità di ϵ.

2. Definiamo g(x, y) = f(x)− y, allora è misurabile perchè lo è f . Dunque

A = {(x, y) | y ≥ 0} ∩ {(x, y) | g(x, y) ≥ 0}

è L n+1-misurabile perchè è l’intersezione di insiemi misurabili.
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3. Per l’invarianza per rotazioni della misura di Lebesgue, possiamo assumere che a = en,
n-esimo vettore della base canonica. Cos̀ı, πa = Rn−1. Definiamo

f(b) = H1(A ∩ La
b ) b ∈ Rn−1

allora essendo H1 = L 1, per il teorema di Fubini anche f : Rn−1 7→ R è misurabile e
L n(A) =

∫
Rn−1 f(b) db.

Scrivendo

Sa(A) =

{
(b, y) | −f(b)

2
≤ y ≤ f(b)

2

}
− {(b, 0) |La

b ∩A = ∅}

è L n-misurabile per il punto 2 e

L n(Sa(A)) =

∫
Rn−1

f(b) db = L n(A).

Teorema 2.4.1 (Disuguaglianza isodiametrica). Vale la seguente disuguaglianza

L n(E) ≤ ωn

2n
diam(E)n ∀ E ⊂ Rn , E ∈ BRn

Dimostrazione. Supponiamo che diam(E) < ∞, l’altro caso risulta triviale. Definiamo

E1 = Se1(E), . . . , En = Sen(En−1)

Osserviamo che En risulta simmetrico rispetto all’origine. Infatti E1 è simmetrico rispetto a
πe1 ; sia 1 ≤ k < n e supponiamo che Ek sia simmetrico rispetto a πe1 . . . πek . Chiaramente
Ek+1 è simmetrico rispetto a πek+1

. Sia, ora, 1 ≤ j ≤ k e Sj : Rn 7→ Rn la riflessione rispetto
a πej . Se b ∈ πek+1

, si ha
H1(Ek ∩ L

ek+1

b ) = H1(Ek ∩ L
ek+1

Sjb
)

poichè Sj(Ek) = Ek, da cui

{t | b+ tek+1 ∈ Ek+1} = {t |Sjb+ tek+1 ∈ Ek+1}

e allora Sj(Ek+1) = Ek+1 e cioè Ek+1 è simmetrico rispetto a πej ma allora è presente anche
una simmetria rispetto all’origine
Se x ∈ En, anche −x ∈ En, per quanto ossevato in precedenza. Dunque, diam(En) ≥ 2|x| e
quindi En ⊂ B(0, diam(En)/2), da cui, per il punto 1. della proposizione 2.4.1

B(0, diam(En)/2) ⊂ B(0, diam(En−1/2) · · · ⊂ B(0, diam(E)/2)

Perciò, per la proprietà 3. della proposizione 2.4.1

L n(E) = L n(En) ≤
ωn

2n
(diam(E))n

Proposizione 2.4.2. Hn è assolutamente continua rispetto a L n

Dimostrazione. Sia E ⊂ Rn, allora

Hn,δ(E) ≤ ωn

2n
inf

{ ∞∑
i=1

diam(Qi)
n : Qi cubi, E ⊂

∞⋃
i=1

Qi, diam(Qi) < δ

}
=

ωn

2n
√
n
n
inf

{ ∞∑
i=1

L n(Qi) : Qi cubi, E ⊂
∞⋃
i=1

Qi, diam(Qi) < δ

}
=

ωn

2n
√
n
n
L n(E).

Dunque se L n(E) = 0 anche Hn,δ(E) = 0 e passando a limite per δ → 0+ anche Hn(E) =
0
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2.4.2 Ricoprimento di Vitali

Teorema 2.4.2 (ricoprimento di Vitali). Sia F una collezione di palle chiuse in Rn t.c.

sup{diam(B) |B ∈ F} < ∞

allora esiste una famiglia numerabile G di palle in F disgiunte t.c.⋃
B∈F

⊂
⋃
B∈G

B̂

ove B̂ è la palla concentrica a B con raggio quintuplo.

Dimostrazione. Sia S = sup{diam(B) |B ∈ F}, allora S < ∞ e consideriamo

Fj =

{
B ∈ F | S

2j
< diam(B) ≤ 2S

2j

}
L’insieme {G |G famiglia di palle digiunte contenuta in F1} è parzialmente ordinato per in-
clusione, in cui ogni catena ammette maggiorante (l’unione degli elementi della catena). Dun-
que, per il lemma di Zorn esiste G1 elemento massimale. Procedendo induttivamente, suppo-
niamo di aver selezionato G1, . . . , Gk−1; Gk sarà una sottofamiglia massimale di palle disgiunte
contenute nel seguente insiemeB ∈ Fk |B ∩B′ = ∅ ∀ B′ ∈

k−1⋃
j=1

Gj


A questo punto definiamo

G =
⋃
j≥1

Gj

è una collezione numerabile di palle disgiunte contenuto in F ed è l’insieme cercato. Infatti
sia B ∈ F , allora esiste k t.c. B ∈ Fk. Se B /∈ G , essendo Gk massimale, deve esistere

B′ ∈
k−1⋃
j=1

Gj t.c. B ∩ B′ ̸= ∅. Osservando che diam(B) ≤ 2S
2k

e diam(B′) > S
2k

segue che

diam(B) ≤ 2diam(B′). Dunque B ⊂ B̂′ e cioè per ogni B ∈ F esiste B′ ∈ G t.c. B ∩B′ ̸= ∅
e B ⊂ B̂′, ossia la tesi. Se, invece, B ∈ G la conclusione è ovvia dalla definizione.

Corollario 2.4.1. Siano U ⊂ Rn un insieme aperto e δ > 0. Allora esiste una collezione
numerabile G di palle chiuse disgiunte contenute U e tali che diam(B) ≤ δ per ogni B ∈ G e

L n

(
U \

⋃
B∈G

B

)
= 0

Dimostrazione. Fissiamo ϵ t.c. 1− 1/5n < ϵ < 1 e supponiamo L n(U) < ∞.
Sia F1 = {B |B ⊂ U, diam(B) < δ}, dal teorema precedente, esiste una famiglia numerabile

di palle disgiunte G1 ⊂ F1 t.c. U ⊂
⋃

B∈G1

B̂. Ma allora

L n(U) ≤
∑
B∈G1

L n(B̂) = 5n
∑
B∈G1

L n(B) = 5nL n

 ⋃
B∈G1

B


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Da ciò segue dunque che

L n

U \
⋃

B∈G1

B

 ≤
(
1− 1

5n

)
L n(U)

Essendo la famiglia numerabile, esisteranno B1, . . . , BN1 palle in G1 t.c.

L n

(
U \

N1⋃
i=1

Bi

)
< ϵL n(U)

Definiamo, ora, U2 = U \
N1⋃
i=1

Bi e F2 = {B |B ⊂ U2, diam(B) < δ}; applicando quanto

dimostrato sopra otterremo delle palle BN1+1, . . . , BN2 in F2 t.c.

L n

(
U \

N2⋃
i=1

Bi

)
= L n

U2 \
N2⋃

i=N1+1

Bi

 < ϵL n(U2) < ϵ2L n(U)

Iterando il procedimento, si ottengono delle palle B1, . . . , BNk
t.c.

L n

(
U \

Nk⋃
i=1

Bi

)
< ϵkL n(U)

Per k → ∞ si ottiene quanto voluto.
Se L n(U) = ∞ basta considerare gli insiemi Um = {x ∈ U : m < |x| < m + 1} con
m = 0, 1, . . .

Teorema 2.4.3. Per ogni B ⊂ Rn boreliano e per ogni δ > 0 vale

L n(B) = Hn,δ(B) = Hn(B)

Dimostrazione. (≤) Fissiamo δ > 0 e siamo {Ej}j≥1 un δ-ricoprimento di B. Per la disugua-
glianza isodiametrica e per la subadditività di L n si ha:

L n(B) ≤
∞∑
j=1

L n(Ej) ≤
ωn

2n

∞∑
j=1

diam(Ej)
n

Considerando l’estremo inferiore al secondo membro, si ottiene L n(B) ≤ Hn,δ(B) ≤ Hn(B).
(≥) Fissiamo δ > 0 e ϵ > 0, possiamo considerare dei cubi {Qi}i≥1 che siano un δ-ricoprimento

di B e t.c.

∞∑
j=1

L n(Qi) ≤ L n(B) + ϵ. Utilizzando il corollario 2.4.1, per ogni i esistono{
Bk

i

}
k≥1

palle chiuse disgiunte, contenute in int(Qi) t.c. diam(Bk
i ) ≤ δ e

L n

(
int(Qi) \

∞⋃
k=1

Bk
i

)
= 0

Segue che

Hn

(
Qi \

∞⋃
k=1

Bk
i

)
= Hn

(
int(Qi) \

∞⋃
k=1

Bk
i

)
= 0
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poichè Hn << L n. Si ha dunque:

Hn,δ(B) ≤
∞∑
i=1

Hn,δ(Qi) =
∞∑
i=1

Hn,δ

( ∞⋃
k=1

Bk
i

)
≤

∞∑
i=1

∞∑
k=1

Hn,δ(B
k
i )

≤ ωn

2n

∞∑
i=1

∞∑
k=1

diam(Bk
i )

n ≤
∞∑
i=1

∞∑
k=1

L n(Bk
i ) =

∞∑
i=1

L n

( ∞⋃
K=1

Bk
i

)

=
∞∑
i=1

L n(Qi) ≤ L n(B) + ϵ



Capitolo 3

Formula dell’area e formula di
coarea

3.1 Richiami di algebra lineare

Utilizzeremo nel seguito alcune nozioni di algebra lineare, in particolare la decomposizione
polare di una funzione lineare.

Definizione 3.1.1. Sia T : Rn 7→ Rm una mappa lineare,

• T si dice ortogonale se (Tx) · (Ty) = x · y ∀x, y ∈ Rn

• T si dice simmetrica se x · (Ty) = (Tx) · y ∀x, y ∈ Rn

• l’aggiunta di T è una mappa lineare T ∗ : Rm 7→ Rn t.c. x · (T ∗y) = (Tx) · y ∀x ∈
Rn, y ∈ Rm

Teorema 3.1.1 (Decomposizione polare). Sia T : Rn 7→ Rm una funzione lineare

1. se n ≤ m esistono una mappa simmetrica S : Rn 7→ Rn e una ortogonale O : Rn 7→ Rm

t.c. T = O ◦ S

2. se m ≤ n esistono una mappa simmetrica S : Rm 7→ Rm e una ortogonale O : Rm 7→ Rn

t.c. T = S ◦O∗

Definizione 3.1.2. Sia T : Rn 7→ Rm una funzione lineare

1. Se n ≤ m definiamo jacobiano n-dimensionale di T la quantità

JnT =
√
det(T ∗ ◦ T )

2. Se m ≤ n definiamo jacobiano m-dimensionale di T la quantità

JmT =
√

det(T ◦ T ∗)

Proposizione 3.1.1. Nelle ipotesi della precedente definizione e con le notazioni del teorema
3.1.1, si ha:

1. Se n ≤ m e T = O ◦ S
JnT = |det(S)|

22
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2. Se m ≤ n e T = S ◦O∗

JmT = |det(S)|

Inoltre, JnT = JnT
∗.

Dimostrazione. Sia n ≤ m e T = O ◦ S, allora T ∗ = S∗ ◦ O∗ = S ◦ O∗. Da questo T ∗ ◦ T =
S∗ ◦ O∗ ◦ O ◦ S = S2, dove si è usato il fatto che O∗ ◦ O = In e (T ◦ S)∗ = S∗ ◦ T ∗. Quindi
det(T ∗ ◦ T ) = det(S2) = det(S)2.
Analogamente si prova l’altro caso

Teorema 3.1.2 (Formula di Binet-Cauchy). Sia n ≤ m e sia T : Rn 7→ Rm, allora

JnT =

√∑
B

det(B)2

ove B sono le sottomatrici n× n della matrice associata a T .

3.2 Funzioni lipschztiane

Definizione 3.2.1. Sia E ⊂ Rn e f : E 7→ Rm una funzione, diciamo che è una funzione
lipschtziana e scriviamo f ∈ Lip(E) se esiste una costante C ≥ 0 t.c.

|f(x)− f(y)| ≤ C|x− y| ∀x, y ∈ E

La miglior costante C con tale proprietà è detta costante di Lipschtz ed è pari a

Lip(f) = sup

{
|f(x)− f(y)|

|x− y|
: x, y ∈ E , x ̸= y

}
Teorema 3.2.1 (teorema di Kirszbraun). Sia E ⊂ Rn e sia f : E 7→ Rm una funzione
lipschtziana, allora esiste f̃ : Rn 7→ Rm lipschtziana t.c.:

1. f(x) = f̃(x) ∀x ∈ E

2. Lip(f) = Lip(f̃)

Dunque d’ora in poi possiamo considerare funzioni lipschtziane definite su tutto Rn

Lemma 3.2.1. Sia f ∈ Lip(Rn), allora

Hp(f(E)) ≤ Lip(f)pHp(E) ∀E ⊂ Rn

Dimostrazione. Sia δ > 0 e siano {Ej}j≥1 un δ-ricoprimento di E ⊂ Rn. Osserviamo che

diam(f(Ej)) = sup {|f(x)− f(y)| : x, y ∈ Ej} ≤ sup {L|x− y| : x, y ∈ Ej}
≤ Lip(f) sup {|x− y| : x, y ∈ Ej} = Lip(f)diam(Ej)

e f(E) ⊂
∞⋃
j=1

f(Ej). Dunque {f(Ej)}j≥1 è un δLip(f)-ricoprimento di f(E). Da ciò segue

Hp,Lip(f)δ(f(E)) ≤ ωp

2p

∞∑
j=1

diam(f(Ej))
p ≤ Lip(f)pωp

2p

∞∑
j=1

diam(Ej)
p

da cui, considerando l’estremo inferiore, Hp,Lip(f)δ(f(E)) ≤ Lip(f)pHp,δ(E). Passando a
limite per δ → 0+ si ha la tesi.
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Corollario 3.2.1. Sia P : Rn 7→ Rk, n > k, la proiezione, E ⊂ Rn, 0 ≤ p < ∞, allora

Hp(P (E)) ≤ Hp(E)

Dimostrazione. Segue dal lemma precedente, con Lip(P ) = 1

Proposizione 3.2.1. Sia f : Rn 7→ Rm, L n(A) > 0, allora:

1. dimH (grf |A) ≥ n

2. dimH (grf |A) = n se f è una funzione lipschtziana

Dimostrazione. Sia P : Rn+m 7→ Rn la proiezione, allora Hn(grf |A) ≥ Hn(P (grf |A)) =
Hn(A) > 0 e dunque dimH (grf |A) ≥ n
Sia ora f una funzione lipschtziana. Sia Q un cubo in Rn di lato 1 e consideriamo una sua

suddivisione in kn cubetti Q1, . . . , Qkn di lato 1/k. Allora diam(Qi) =
√
n
k . Consideriamo ora

aij = min
x∈Qj

fi(x) bij = max
x∈Qj

fi(x) i = 1, . . . ,m; j = 1, . . . , kn

segue, dalla lipschtzianità,

|bij − aij | ≤ Lip(f)diam(Qj) = Lip(f)

√
n

k

Definiamo Ej = Qj ×
m∏
i=1

(aij , b
i
j) allora grf |A∩Qj ⊂ Ej e diam(Ej) ≤ C/k. Dunque, essendo

grf |A∩Q ⊂
⋃
j≥1

Ej , si ottiene

Hn,c/k(grf |A∩Q) ≤
ωn

2n

kn∑
j=1

diam(Ej)
n ≤ kn

ωn

2n

(
C

k

)n

=
ωn

2n
Cn

Per k 7→ ∞ si ha Hn(grf |A∩Q) < ∞ da cui dimH (grf |A∩Q) ≤ n.

Definizione 3.2.2. Sia E ⊂ Rn e f : E 7→ Rm una funzione, diciamo che è localmente di
Lipschtz se per ogni compatto K ⊂ E esiste una costante CK ≥ 0 t.c.

|f(x)− f(y)| ≤ CK |x− y| ∀x, y ∈ K

Teorema 3.2.2 (Rademacher). Sia f : Rn 7→ Rm una funzione localmente lipschtziana, allora
è differenziabile L n-q.o.

Corollario 3.2.2. Siano f, g : Rn 7→ Rn due funzioni localmente lipschtziane, e Y = {x ∈
Rn : g(f(x)) = x}, allora

Dg(f(x))Df(x) = I perL n − q.o. x ∈ Y

Notazioni: sia f : Rn 7→ Rm una funzione lipschtziana, denotiamo con Df(x) il differen-
ziale di f nel punto x, che sappiamo esistere L n-q.o., per il teorema di Rademacher.
Se n ≤ m, indichiamo con Jf(x) = Jn(Df(x)) =

√
det(Df(x)∗ ◦Df(x)). Con abuso di nota-

zione, se n ≥ m indichiamo con Jf(x) = Jm(Df(x)) =
√
det(Df(x) ◦Df(x)∗). La differenza

sarà chiara dal contesto.
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3.3 Formula dell’area

In questa sezione considereremo funzioni lipschtziane definite su tutto Rn. Dimostreremo
prima la formula dell’area nel caso lineare (lemma 3.3.1) per poi passare ad altri due lemmi
preparatori che ci consentiranno di dimostrare la formula dell’area.

Lemma 3.3.1. Sia T : Rn 7→ Rm, n ≤ m, una funzione lineare, allora per ogni A ⊂ Rn

L n-misurabile si ha
Hn((T (A)) = (JnT )L n(A)

Dimostrazione. Consideriamo la decomposizione polare di T , ovvero T = O ◦ S, con O orto-
gonale e S simmetrica; sappiamo che JnT = |det(S)|.
Se JnT = 0 allora S non è invertibile, ovvero dim(Im(S)) ≤ n−1 da cui dim(Im(T )) ≤ n−1.
Di conseguenza, per l’osservazione 2.3.1, essendo dimH (Im(T )) ≤ n − 1 < n, avremo che
Hn(T (Rn)) = 0 e quindi l’uguglianza risulta verificata.
Se JnT > 0 allora, avremo

Hn(T (B(x, r))

L n(B(x, r))
=

L n(T (B(x, r))

L n(B(x, r))
=

L n(O∗ ◦ T (B(x, r))

L n(B(x, r))
=

L n(O∗ ◦O ◦ S(B(x, r))

L n(B(x, r))

=
L n(S(B(x, r))

L n(B(x, r))
=

L n(S(B(0, 1))

L n(B(0, 1))
=

L n(B(0, 1))|detS|
ωn

= |detS| = JnT

dove si è utilizzato il teorema di cambio di variabili, l’invarianza per similitudini e traslazioni
della misura di Lebesgue e L n(B(x, r)) = ωnr

n. Definiamo ora

ν(A) = Hn(T (A))∀A ⊂ Rn

Allora ν << L n e dal corollario 1.6.1, segue che dν = fdL n ove, per quanto visto sopra

f = lim
r→0

ν(B(x, r))

L n(B(x, r))
= JnT

Da questo

Hn(T (A)) = ν(A) =

∫
A
fdL n = JnTL n(A)

Lemma 3.3.2. Sia A ⊂ Rn un L n-misurabile e f : Rn 7→ Rm, n ≤ m una funzione
lipschtziana, allora:

1. f(A) è Hn-misurabile

2. la funzione y 7→ H0(A ∩ f−1{y}) è Hn-misurabile

3. ∫
Rm

H0(A ∩ f−1{y}) dHn ≤ Lip(f)nL n(A)

Dimostrazione. Supponiamo, senza perdita di generalità che A sia limitato. Il caso illimitato
si deduce facilmente dalla σ-finitezza. Dalla regolarità dall’interno della misura di Lebesgue,
segue che ∀ i ≥ 1 esistono Ki ⊂ A compatti t.c. L n(Ki) ≥ L n(A) − 1

i . Possiamo supporre
che Ki ⊂ Ki+1 ed essendo poi L n(A) < ∞ si ha L n(A \ Ki) < 1

i . Inoltre, f è supposta
lipschtziana e quindi è anche continua, per cui f(Ki) è anch’esso compatto e Hn-misurabile,
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essendo boreliano perchè chiuso. Ma allora anche f

⋃
i≥1

Ki

 =
⋃
i≥1

f(Ki) è Hn-misurabile.

Si ottiene quindi

Hn

f(A) \ f

⋃
i≥1

Ki

 ≤ Hn

f

A \
⋃
i≥1

Ki

 ≤ Lip(f)nL n

A \
⋃
i≥1

Ki


= Lip(f)nL n

⋂
i≥1

A \Ki

 = Lip(f)n lim
i→∞

L n(A \Ki) = 0

Ove si è usata la continuità dall’alto, essendo la successione {A \Ki} decrescente e L n(A \
Ki) < ∞. Ciò prova che f(A) è Hn-misurabile.
Definiamo

Bk = {Q |Q = (a1, b1]× (a2, b2]× · · · × (an, bn] ai =
ci
k
, bi =

ci + 1

k
, ci interi , i = 1, 2, . . . , n}

Per quanto dimostrato nel punto precedente,la successione

gk =
∑
Q∈Bk

χf(A∩Q)

è Hn-misurabile. Inoltre, per come è definita, gk(y) = numero di cubiQ ∈ Bk t.c. χf(A∩Q)(y) =
1, cioè il numero di cubi Q ∈ Bk tali che y ∈ f(A ∩Q), ovvero tali che f−1{y} ∩ (A ∩Q) ̸= ∅.
Osservando che Rn =

⋃
Q∈Bk

Q e che {Bk}k è crescente, avremo

gk(y) ↑ numero di elementi inA ∩ f−1{y} = H0(A ∩ f−1{y})

ove si è usata l’ossservazione 2.2.1. Da ciò segue 2., essendo la funzione limite puntuale di
funzioni misurabili.
Utilizzando il teorema di Beppo-Levi, si avrà anche∫

Rm

H0(A ∩ f−1{y}) dHn(y) = lim
k→∞

∫
Rm

gk dHn(y) = lim
k→∞

∑
Q∈Bk

Hnf(A ∩Q)

≤ lim sup
k→∞

∑
Q∈Bk

Lip(f)nL n(A ∩Q) = Lip(f)nL n(A ∩ Rn) = Lip(f)nL n(A)

ove si è usato il lemma 3.2.1.

Osservazione 3.3.1. La funzione y 7→ H0(A ∩ f−1{y}) è detta funzione molteplicità e ciò è
giustificato per l’osservazione 2.2.1.

Lemma 3.3.3. Sia f : Rn 7→ Rm, n ≤ m una funzione lipschtziana, t > 1 e

B = {x |Df(x) esiste, Jf(x) > 0}

allora esiste una famiglia numerabile {Ek}k≥1 di boreliani t.c.:

1. B =
∞⋃
k=1

Ek
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2. f |Ek
è iniettiva

3. per ogni k = 1, 2, . . . , esiste un automorfismo simmetrico Tk : Rn 7→ Rn t.c.

Lip((f |Ek
) ◦ T−1

k ) ≤ t, Lip(Tk ◦ (f |Ek
)−1) ≤ t

t−n|det(Tk)| ≤ Jf |Ek
≤ tn|det(Tk)|

Dimostrazione. Sia ϵ > 0 t.c. 1
t + ϵ < 1 < t− ϵ. Sia C ⊂ B denso e numerabile, S sottinsieme

denso e numerabile dell’insieme degli automorfismi simmetrici di Rn.
Per ogni c ∈ C e T ∈ S e i ≥ 1 definiamo E(c, T, i) l’insime di tutti i b ∈ B ∩ B(c, 1i ) che
soddisfano (

1

t
+ ϵ

)
|Tv| ≤ |Df(b)v| ≤ (t− ϵ)|Tv| ∀ v ∈ Rn (3.1)

e

|f(a)− f(b)−Df(b) · (a− b)| ≤ ϵ|T (a− b)| ∀ a ∈ B

(
b,
2

i

)
(3.2)

Essedo Df Borel-misurabile, anche E(c, T, i) sarà boreliano. Dalla (3.1) con v = a− b e dalla
(3.2) otteniamo

|f(a)− f(b)−Df(b) · (a− b) +Df(b) · (a− b)| ≤ (t− ϵ+ ϵ)|T (a− b)|

e ∣∣∣∣(1

t
+ ϵ

)
T (a− b)− ϵT (a− b)

∣∣∣∣ ≤ |Df(b) · (a− b)− f(a)− f(b)−Df(b) · (a− b)|

Da cui

1

t
|T (a− b)| ≤ |f(a)− f(b)| ≤ t|T (a− b)| ∀b ∈ E(c, T, i) e a ∈ B

(
b,
2

i

)
. (3.3)

Utilizziamo, ora, la decomposizione polare di Df(b) = O ◦ S, con b ∈ B e sia T ∈ S t.c.

Lip(T ◦ S−1) ≤
(
1

t
+ ϵ

)−1

e Lip(S ◦ T−1) ≤ t− ϵ

Siano poi i ≥ 1 e c ∈ C e c ∈ B(b, 1i ) e

|f(a)− f(b)−Df(b) · (a− b)| ≤ ϵ

Lip(T−1)
|a− b| ≤ ϵ|T (a− b)| ∀ a ∈ B

(
b,
2

i

)
.

Per le scelte fatte, b ∈ E(c, t, i). Dunque, scegliendo

{Ek}k≥1 = {E(c, i, T ) : c ∈ C , T ∈ S, i ≥ 1}

la prima implicazione risulta provata.
Con la scelta di {Ek} precedente, sia Tk = T . Per la (3.3) abbiamo

1

t
|Tk(a− b)| ≤ |f(a)− f(b)| ≤ t|Tk(a− b)| ∀b ∈ Ek e a ∈ B

(
b,
2

i

)
(3.4)

Poichè Ek ⊂ B(c, 1i ) ⊂ B(c, 2i ), la (3.4) risulta verificata ∀ a b ∈ Ek, per cui f |Ek
è iniettiva.

Infine, (3.4) implica
Lip(f |Ek

◦ T−1
k ) ≤ t Lip(Tk ◦ (f |Ek

)−1) ≤ t
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Si ha anche che
t−n|det(Tk)| ≤ J(f |Ek

) ≤ tn|det(Tk)|

Infatti se b ∈ E(c, T, i) allora (1t + ϵ)n|det(T )| ≤ Jf(b)| ≤ (t − ϵ)n|det(T )|. Usando la
decomposizione polare di Df(b) = O ◦ S, si ha Jf(b) = |detS|. Dalla (3.1)(

1

t
+ ϵ

)
|Tv| ≤ |(O ◦ S)v| = |Sv| ≤ (t− ϵ)|Tv| ∀ v ∈ Rn

e dunque (
1

t
+ ϵ

)
|v| ≤ |(S ◦ T−1)v| =≤ (t− ϵ)|v| ∀ v ∈ Rn

Essendo (S ◦ T−1)(B(0, 1)) ⊂ B(0, t− ϵ), si ha

|det(S ◦ T−1)|ωn ≤ L n(B(0, t− ϵ)) = ωn(t− ϵ)n

Da cui, |det(S)| ≤ (t− ϵ)n|det(T )|. Similmente per l’altra disuguaglianza.

Teorema 3.3.1 (Formula dell’area). Sia f : Rn 7→ Rm, n ≤ m una funzione lipschtziana,
allora ∫

Rm

H0(A ∩ f−1{y}) dHn(y) =

∫
A
Jf dx ∀A ⊂ Rn,L n −misurabile

Dimostrazione. Per il teorema di Rademacher, possiamo supporre che Df(x) esista per ogni
x ∈ A, senza perdita di generalità.
Supponiamo prima che A ⊂ {Jf > 0}. Fissiamo t > 1, esistono {Ek}k≥1 boreliani che
possiamo supporre disgiunti, che soddisfano la tesi del lemma 3.3.3. Definiamo, ora Bk come
nel lemma 3.3.2, ovvero

Bk = {Q |Q = (a1, b1]× (a2, b2]× · · · × (an, bn] ai =
ci
k
, bi =

ci + 1

k
, ci interi , i = 1, 2, . . . , n}

Siano
F i
j = Ej ∩Qi ∩A con Qi ∈ Bk , j = 1, 2, . . .

allora gli insiemi F i
j sono disigunti e A =

∞⋃
i,j=1

F i
j .

Similmente al lemma 3.3.2, sia

gk =

∞∑
i,j=1

χf(F i
j )

tale funzione quantifica il numero di insiemi F i
j tali che F i

j ∩ f−1{y} ̸= ∅. Allora gk(y) ↑
H0(A ∩ f−1{y}). Applicando il teorema di Beppo-Levi, otteniamo∫

Rm

H0(A ∩ f−1{y}) dHn(y) = lim
k→∞

∫
Rm

gk dHn(y) = lim
k→∞

∞∑
i,j=1

Hnf(F
i
j )

Dal lemma 3.3.3 e 3.2.1 e dal teorema 2.4.3 seguono le seguenti disuguaglianze

Hn(f(F
i
j )) = Hn(f |Ej ◦ T

−1
j ◦ Tj(F

i
j )) ≤ tnHn(Tj(F

i
j )) = tnL n(Tj(F

i
j ))

L n(Tj(F
i
j )) = Hn(Tj ◦ (f |Ej )

−1 ◦ f(F i
j )) ≤ tnHn(f(F

i
j ))



CAPITOLO 3. FORMULA DELL’AREA E FORMULA DI COAREA 29

Da cui, usando il lemma 3.3.1 e lemma 3.3.3

t−2nHn(f(F
i
j )) ≤ t−nL n(Tj(F

i
j )) = t−n|det(Tj)|L n(F i

j ) ≤
∫
F I
j

Jf dx

≤ tn|det(Tj)|L n(F i
j ) = tnL n(Tj(F

i
j )) ≤ t2nHn(f(F

i
j ))

Considerando la somma in i, j, si ottiene

t−2n
∞∑

i,j=1

Hn(f(F
i
j )) ≤

∫
A
Jf dx ≤ t2n

∞∑
i,j=1

Hn(f(F
i
j ))

passando a limite per k → ∞ avremo

t−2n

∫
Rm

H0(A ∩ f−1{y} dHn(y) ≤
∫
A
Jf dx ≤ t2n

∫
Rm

H0(A ∩ f−1{y}) dHn(y)

Infine, la tesi segue, per t → 1+.
Supponiamo, ora che A ⊂ {Jf = 0}. Fissiamo 0 < ϵ ≤ 1. Fattorizziamo f = p ◦ g, con

g : Rn 7→ Rm × Rn g(x) = (f(x), ϵx) x ∈ Rn

e
p : Rm × Rn 7→ Rm p(y, z) = y y ∈ Rm , z ∈ Rn

Da g = (f1, f2, . . . , fm, ϵx1, . . . , ϵxn), si ottiene (Df(x) ϵI)t. Dal teorema 3.1.2

Jg(x)2 = sommadeiminori n diDg(x) = ϵ2n + {termini positivi} ≥ ϵ2n > 0

Da cui
Jg(x)2 = Jf(x)2(= 0) + {sommadei rimanenti} ≤ C2ϵ2 ∀x ∈ A

osservando che |Df | ≤ Lip(f) < ∞. Per cui 0 < Jg(x) ≤ Cϵ , x ∈ A. Siccome p è la
proiezione, avremo

Hn(f(A)) ≤ Hn(g(A)) ≤
∫
Rn+m

H0(A ∩ g−1{y, z}) dHn(y, z) =

Usando il caso precedente ∫
A
Jg(x) dx ≤ ϵCL n(A)

Per ϵ → 0 otteniamo Hn(f(A)) = 0. Da ciò, essendo Supp
(
H0(A ∩ f−1{y})

)
⊂ f(A) segue∫

Rn

H0(A ∩ f−1{y}) dHn(y) = 0

Ma allora si ha l’uguaglianza, essendo Jf = 0.
Il caso generale si deduce dai casi precedenti, scrivendo A = A1 ∪ A2 con A1 ⊂ {Jf > 0} e
A2 ⊂ {Jf = 0}.

Osservazione 3.3.2. Se f è iniettiva, f−1{y} è costituita da un unico elementro, dunque la
formula diventa

Hn(f(A)) =

∫
A
Jf dx (3.5)
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In particolare, se f ∈ C1(A) ed è iniettiva, pensando a Jf(x) come ad un ”elemento
infinitesimo di area”, possiamo definire l’area di M = f(A) nel seguente modo

A(M) =

∫
A
Jf(x) dx

Cosicchè la formula dell’area diventa

A(M) = Hn(M)

Osservazione 3.3.3. Nel caso in cui f sia un diffeomorfismo di classe C1(Ω,Rn), con Ω ⊂ Rn

un aperto, dalla formula dell’area, si ottiene

L n(f(A)) =

∫
A
|det(Df(x))| dx A ⊂ Ω un insieme L n −misurabile

Infatti, dall’iniettività di f si può utilizzare la formula 3.5 ove, per la formula di Binet-Cauchy,

Jf(x) = Jn(Df(x)) =

√ ∑
B minore n× n

det(B)2 = |det(Df(x))|

Corollario 3.3.1 (Formula di cambio di variabili). Sia f : Rn 7→ Rm, n ≤ m una funzione
lipschtziana. Se g ∈ L1(L n), si ha∫

Rm

 ∑
x∈f−1{y}

g(x)

 dHn(y) =

∫
Rn

g(x)Jf(x) dx

Dimostrazione. Se g = χA, con A misurabile, si ottiene la formula dell’area. Dunque la tesi
risulta vera per funzioni caratteristiche.

Siano c1, . . . , cn ∈ R e E1, . . . , En insiemi misurabili, g =
n∑

i=1

ciχEi una funzione semplice. Per

linearità dell’integrale avremo∫
Rn

g(x)Jf(x) dx =

∫
Rn

(
n∑

i=1

ciχEi(x)

)
Jf(x) dx =

n∑
i=1

ci

∫
Rn

χEi(x)Jf(x) dx

=
n∑

i=1

ci

∫
Rm

H0(Ei ∩ f−1{y}) dHn(y) =
n∑

i=1

ci

∫
Rm

 ∑
x∈f−1{y}

χEi

 dHn(y)

=

∫
Rm

 ∑
x∈f−1{y}

(
n∑

i=1

ciχEi(x)

) dHn(y) =

∫
Rm

 ∑
x∈f−1{y}

g(x)

 dHn(y)

Sia, ora, g ≥ 0 una funzione L n-misurabile. Ricordando che si può approssimare con una
successione di funzioni semplici crescente, per il teorema 1.4.1, sia {ϕn}n≥1 t.c. ϕn ↑ g. Per il
teorema di Beppo-Levi si ha∫

Rn

gJf dx = lim
n→∞

∫
Rn

ϕnJf dx = lim
n→∞

∫
Rm

 ∑
x∈f−1{y}

ϕn

 dHn(y)

=

∫
Rm

 ∑
x∈f−1{y}

lim
n→∞

ϕn

 dHn(y) =

∫
Rm

 ∑
x∈f−1{y}

g(x)

 dHn(y)

Infine, se g ∈ L1(L n), si può scrivere g = g+ − g− e per ciascuna di esse vale la tesi.
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3.4 Formula di coarea

In questa sezione, data una funzione f : Rn 7→ Rm lipschtziana, con n ≥ m, vogliamo cercare
una formula che consenta di ridurre un integrale in un insieme A in un doppio integrale: prima
nell’insieme A ∩ {x | f(x) = y} integrato in Hn−m e il risultato integrato in L m.

Lemma 3.4.1. Sia T : Rn 7→ Rm, n ≥ m una funzione lineare e sia A ⊂ Rn un insieme
L n-misurabile, allora

1. la funzione y 7→ Hn−m(A ∩ T−1{y}) è L m-misurabile

2. ∫
Rm

Hn−m(A ∩ T−1{y}) dy = Jm(T )L n(A)

Dimostrazione. Caso 1: dim(Im(T )) < m.
Sotto queste ipotesi si ha che A ∩ T−1{y} = ∅ per L m q.o y ∈ Rm e dunque Hn−m(A ∩
T−1{y}) = 0 L m q.o. Infatti se T = {y ∈ Rn : A ∩ T−1{y} ≠ ∅}, T ⊂ Im(T ) e dunque
L m(T ) ≤ L m(Im(T )) = Hm(Im(T )) = 0 perchè dimH (Im(T )) < m y ∈ Rm. Segue che
è misurabile e utilizzando la decomposizione polare, T = S ◦ O∗, si ha che T (Rn) = S(Rm) e
dunque dim(Im(S)) < m da cui JmT = |det(S)| = 0

Caso 2: T = P = proiezione ortogonale.
Sotto queste ipotesi, se y ∈ Rm, P−1{y} è sottospazio di dimensione n − m, traslazione di
P−1{0}. Dal teorema di Fubini la funzione y 7→ Hn−m(A ∩ P−1{y}) è L m-misurabile e∫

Rm

Hn−m(A ∩ P−1{y}) dy = L n(A) = JmTL n(A)

Caso 3: dim(Im(T )) = m
Possiamo utilizzare ancora la decomposizione polare, T = S ◦O∗ e cos̀ı JmT = |det(S)| > 0.
O = P ◦ Q dove P è proiezione ortogonale e Q è ortogonale. Infatti se Q è una qualunque
applicazione ortogonale da Rn in sè, t.c. Q∗(x1, . . . , xm, 0, . . . , 0) = O(x1, . . . , xm) ∀x ∈ Rm,
osservando che P ∗(x1, . . . , xm) = (x1, . . . , xm, 0, . . . , 0) ∈ Rn ∀x ∈ Rm si ha O = Q∗ ◦ P ∗

e dunque O∗ = P ◦ Q. Similmente al caso precedente abbiamo che T−1{y} è sottospazio di
dimensione n−m, traslazione di T−1{0}. Dal teorema di Fubini la funzione y 7→ Hn−m(A ∩
T−1{y}) è L m-misurabile e sfruttando il caso 2

L n(A) = L n(Q(A)) =

∫
Rm

Hn−m(Q(A) ∩ P−1{y}) dy

=

∫
Rm

Hn−m

(
Q((A ∩ (Q−1 ◦ P−1{y}))

)
dy =

∫
Rm

Hn−m(A ∩ (Q−1 ◦ P−1{y}) dy

Effettuando il cambio di coordinate, z = Sy avremo y = S−1z e quindi dy = dz
|det(S)| e∫

Rm

Hn−m(A ∩ (Q−1 ◦ P−1{y}) dy =

∫
Rm

Hn−m(A ∩ (Q−1 ◦ P−1 ◦ S−1{z}) dz

= L n(A)|det(S)|

Ma sapendo che T = S ◦O∗ = S ◦ P ◦Q

L n(A)|det(S)| = JmTL n(A) =

∫
Rm

Hn−m(A ∩ (Q−1 ◦ P−1 ◦ S−1{z}) dz

=

∫
Rm

Hn−m(A ∩ T−1{z}) dz
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Lemma 3.4.2. Sia f : Rn 7→ Rm, n ≥ m una funzione lipschtziana e sia A ⊂ Rn un insieme
L n-misurabile, allora

1. A ∩ f−1{y} è Hn−m-misurabile per L m-q.o. y

2. la funzione y 7→ Hn−m(A ∩ f−1{y}) è L m-misurabile

3. ∫
Rm

Hn−m(A ∩ f−1{y}) dy ≤ (ωn−m)ωm

ωn
Lip(f)mL n(A)

Dimostrazione. Per ogni j ≥ 1 consideriamo delle palle chiuse
{
Bj

i

}
i≥1

t.c.

A ⊂
∞⋃
i=1

Bj
i diam(Bi

j) ≤
1

j

∞∑
i=1

L n(Bi
j) ≤ L n(A) +

1

j

Definiamo
gji =

ωn−m

2n−m
diam(Bj

i )
n−m

χ
f(Bj

i )

è misurabile perchè gli insiemi Bj
i lo sono e analogamente al lemma 3.3.2 si può dimostrare

che f(A) è misurabile, cos̀ı anche f(Bj
i ) lo sono. Inoltre

Hn−m, 1
j
(A ∩ f−1{y}) ≤

∞∑
i=1

gji (y)

Utilizzando la definizione di misura di Hausdorff, la diguguaglianza isodiametrica, le proprietà
delle funzioni lipschtziane oltre al lemma di Fatou si ottiene∫

Rm

Hn−m(A ∩ f−1{y}) dy =

∫
Rm

lim
j→∞

Hn−m, 1
j
(A ∩ f−1{y}) dy

≤
∫
Rm

lim inf
j→∞

∞∑
i=1

gji dy ≤ lim inf
j→∞

∞∑
i=1

∫
Rm

gji dy

= lim inf
j→∞

∞∑
i=1

ωn−m

2n−m
diam(Bj

i )
n−m

L m(f(Bj
i ))

≤ lim inf
j→∞

∞∑
i=1

ωn−m

2n−m
diam(Bj

i )
n−mωm

2m
diam(f(Bj

i ))
m

≤ ωn−mωm

ωn
Lip(f)m lim inf

j→∞

∞∑
i=1

ωn
diam(Bj

i )
n−m

diam(Bj
i )

m

2n

≤ ωn−mωm

ωn
Lip(f)m lim inf

j→∞

∞∑
i=1

ωn
diam(Bj

i )
n

2n

≤ ωn−mωm

ωn
Lip(f)m lim inf

j→∞

∞∑
i=1

L n(Bj
i )

≤ ωn−mωm

ωn
Lip(f)m lim inf

j→∞

(
L n(A) +

1

j

)
=

ωn−mωm

ωn
Lip(f)mL n(A)
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Ciò prova 3., se si dimostra 2.. La dimostrazione di 2. si fa per casi.

Caso 1: A compatto. Fissiamo t ≥ 0 e per ogni intero i sia Ui l’insieme di tutti i punti
y ∈ Rm per cui esiste un numero finito di insiemi S1, . . . , Sl t.c,

A ∩ f−1{y} ⊂
l⋃

j=1

Sj , diam(Sj) ≤
1

i
e

ωn−m

2n−m

l∑
j=1

diam(Sj)
n−m ≤ t+

1

i

allora Ui è aperto. Infatti, se y ∈ Ui, A ∩ f−1{y} ⊂
l⋃

j=1

Sj . Poichè f è continua, essendo

lipschtziana e A è compatto, per ogni z in un intorno di y si ha A ∩ f−1{z} ⊂
l⋃

j=1

Sj .

Si nota inoltre che {
y : Hn−m(A ∩ f−1{y}) ≤ t

}
=

∞⋂
i=1

Ui

da cui segue che l’insieme descritto è un boreliano, essendo intersezione numerabile di aperti.
Infatti:
(⊂) se y è t.c. Hn−m(A ∩ f−1{y}) ≤ t, allora per definzione di misura di Hausdorff, si ha che
Hn−m,δ(A ∩ f−1{y}) ≤ t ∀ δ > 0.
Fissato i, sia |δ| < 1

i , allora esistono degli insiemi {Sj}j t.c.

A ∩ f−1{y} ⊂
∞⋃
j=1

Sj , diam(Sj) <
1

i
,

ωn−m

2n−m

∞∑
j=1

diam(Sj)
n−m ≤ t+

1

i

Possiamo assumere che gli insiemi Si siano aperti. Poichè A ∩ f−1{y} è compatto (in quan-
to chiuso e limitato) e {Sj} è un suo ricoprimento, esiste un suo sottoricoprimento finito
{S1, . . . , Sl} e quindi y ∈ Ui.

(⊃) se y ∈
∞⋂
i=1

Ui, dalla definizione data

ωn−m

2n−m

l∑
j=1

diam(Sj)
n−m ≤ t+

1

i
con A ∩ f−1{y} ⊂

∞⋃
j=1

Sj , diam(Sj) <
1

i

Dunque

Hn−m, 1
i
(A ∩ f−1{y}) ≤ t+

1

i
∀ i ⇒ Hn−m(A ∩ f−1{y}) ≤ t

Segue quindi che la funzione y 7→ Hn−m(A ∩ f−1{y}) è Borel misurabile.

Caso 2: A aperto. Esistono dei compatti K1 ⊂ K2 ⊂ · · · ⊂ A t.c. A =
⋃∞

i=1Ki. Dunque
∀ y ∈ Rm

Hn−m(A ∩ f−1{y}) = lim
i→∞

Hn−m(Ki ∩ f−1{y})

Dal caso precedente, y 7→ Hn−m(Ki∩f−1{y}) è misurabile e quindi anche Hn−m(A∩f−1{y})
lo è essendo limite puntuale di funzioni misurabili.
Caso 3: L n(A) < ∞. Per la regolarità della misura di Lebesgue, esistono degli aperti
V1 ⊃ V2 ⊃ · · · ⊃ A t.c. L n(Vi) < ∞ e L n(Vi \A) < 1

i per cui

lim
i→∞

L n(Vi \A) = 0
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Per subadditività si ha

Hn−m(Vi ∩ f−1{y}) ≤ Hn−m(A ∩ f−1{y}) + Hn−m((Vi \A) ∩ f−1{y})

per cui

lim sup
i→∞

∫
Rm

|Hn−m(Vi ∩ f−1{y})− Hn−m(A ∩ f−1{y})| dy

≤ lim sup
i→∞

∫
Rm

Hn−m((Vi \A) ∩ f−1{y}) dy

≤ lim sup
i→∞

ωn−mωm

ωn
(Lip(f))mL n(Vi \A) = 0

Da ciò
Hn−m(Vi ∩ f−1{y}) 7→ Hn−m(A ∩ f−1{y}) per L m − q.o. y

Dal caso precedente, essendo Vi aperti, y 7→ Hn−m(A ∩ f−1{y}) è L m-misurabile. Inoltre,
Hn−m((Vi \A) ∩ f−1{y}) 7→ 0 L m-q.o. e allora A ∩ f−1{y} è misurabile per L m-q.o. y.
Caso 4: L n(A) = ∞. Segue dal caso finito, scrivendo A come unione di insiemi crescenti,
limitati e L n-misurabili.

Lemma 3.4.3. Siano h : Rn 7→ Rn una funzione lipschtziana, t > 1 e

B = {x : Dh(x) esiste, Jh(x) > 0}

allora esiste una famiglia numerabile {Dk}k≥1 di insiemi boreliani t.c.

1. L n

(
B \

∞⋃
k=1

Dk

)
= 0

2. h|Dk
è iniettiva

3. per ogni k = 1, 2, . . . , esiste un automorfismo simmetrico Sk : Rn 7→ Rn t.c.

Lip(Sk
−1 ◦ (h|Dk

)) ≤ t, Lip((h|Dk
)−1 ◦ Sk) ≤ t

t−n|det(Sk)| ≤ Jh|Dk
≤ tn|det(Sk)|

Dimostrazione. Applicando il lemma 3.3.3 con h al posto di f si trovano dei boreliani {Ek}k≥1

e degli automorfismi simmetrici Tk : Rn 7→ Rn t.c.

a) B =

∞⋃
k=1

Ek

b) h|Ek
è iniettiva

c)
Lip((h|Ek

) ◦ T−1
k ) ≤ t, Lip(Tk ◦ (h|Ek

)−1) ≤ t

t−n|det(Tk)| ≤ Jf |Ek
≤ tn|det(Tk)|
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per c) avremo che (h|Ek
)−1 è lipschtziana e ad essa si può applicare il teorema 3.2.1 per

estenderla a una funzione lipschtziana hk : Rn 7→ Rn t.c. hk = (h|Ek
)−1 in h(Ek).

Essendo hk ◦ h(x) = x per x ∈ Ek, per il corollario al teorema di Rademacher si ottiene

Dhk(h(x)) ◦Dh(x) = I L n − q.o. inEk

e dunque
Jhk(h(x))Jh(x) = 1 L n − q.o. inEk

Dunque, per c) e per quanto detto sopra, Jhk(h(x)) > 0 L n-q.o. in Ek. Da ciò si conclude
che Jhk > 0 L n-q.o. in h(Ek) perchè h è lipschtziana.

Appplicando nuovamente il lemma 3.3.3 a hk, troviamo dei boreliani
{
F k
j

}
j≥1

e degli auto-

morfismi simmetrici Rk
j : Rn 7→ Rn t.c.

d) L n

h(Ek) \
∞⋃
j=1

F k
j

 = 0

e) hk|Fk
j
è iniettiva

f)
Lip((hk|Fk

j
) ◦ (Rk

j )
−1) ≤ t, Lip(Rk

j ◦ (hk|Fk
j
)−1) ≤ t

t−n|det(Rk
j )| ≤ Jhk|Fk

j
≤ tn|det(Rk

j )|

Definiamo Dk
j = Ek ∩ h−1(F k

j ), S
k
j = (Rk

j )
−1 allora L n

B \
∞⋃

k,j=1

Dk
j

 = 0. Infatti no-

tando che hk

h(Ek) \
∞⋃
j=1

F k
j

 = h−1

h(Ek) \
∞⋃
j=1

F k
j

 = Ek \
∞⋃
j=1

Dk
j , dalla d) segue che

L n

Ek \
∞⋃
j=1

Dk
j

 = 0 e dunque, per a), L n

 ∞⋃
k=1

Ek \
∞⋃

k,j=1

Dk
j

 = L n

B \
∞⋃

k,j=1

Dk
j

 =

0.
Per il punto b) si ha che h|Dk

j
è iniettiva.

Infine si ha che per k, j ≥ 1

Lip((Sk
j )

−1 ◦ (h|Dk
j
)) ≤ t, Lip((h|Dk

j
)−1 ◦ Sk

j ) ≤ t

t−n|det(Sk
j )| ≤ Jh|Dk

j
≤ tn|det(Sk

j )|

Infatti Lip((Sk
j )

−1 ◦ (h|Dk
j
)) = Lip(Rk

j ◦ (h|Dk
j
)) ≤ Lip(Rk

j ◦ (hk|Fk
j
)−1) ≤perf) t e parimente

Lip(h|−1
Dk

j

◦ (Sk
j )) = Lip((h|Dk

j
)−1 ◦ (Rk

j )
−1) ≤ Lip((hk|Fk

j
) ◦ (Rk

j )
−1) ≤perf) t Per quanto già si

era notato
Jhk(h(x))Jh(x) = 1 L n − q.o. inDk

j

Per f)
t−n|det(Sk

j )| = t−n|det(Rk
j )|−1 ≤ Jh|Dk

j
≤ tn|det(Rk

j )|−1 = tn|det(Sk
j )|
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Teorema 3.4.1 (Formula di coarea). Sia f : Rn 7→ Rm, n ≥ m, una funzione lipschtziana,
allora ∫

A
Jf dx =

∫
Rm

Hn−m(A ∩ f−1{y}) dy ∀A ⊂ Rn,L n −misurabile

Osservazione 3.4.1. Il lemma 3.4.1 fornisce la dimostrazione del teorema nel caso di f = T
lineare.

Dimostrazione. Per la dimostrazione assumiamo che Df(x) e quindi poi anche Jf(x), esistano
∀x ∈ A e che L n(A) < ∞.
Caso 1: A ⊂ {Jf > 0}. Posto

Λ(m,n) = {λ : {1, . . . , n} 7→ {1, . . . ,m} |λ è crescente} n ≤ m

e per ogni λ ∈ Λ(m,n)

Pλ : Rm 7→ Rn Pλ(x1, . . . , xm) = (xλ(1), . . . , xλ(n))

Per ogni λ ∈ Λ(n, n−m) decomponiamo f = q ◦ hλ ove

hλ(x) = (f(x), Pλ(x)) x ∈ Rn

e
q(y, z) = y y ∈ Rm z ∈ Rn−m

Sia ora
Aλ = {x ∈ A : det(Dhλ) ̸= 0} = {x ∈ A : Pλ|(Df(x))−1(0) è iniettiva}

Ma allora A =
⋃

λ∈Λ(n,n−m)

Aλ (la ⊃ è ovvia dalla definizione di Aλ, l’altra inclusione segue

dal fatto che se x ∈ A allora Jf(x) > 0 e quindi esiste un λ t.c. det(Dhλ) ̸= 0)) e possiamo
assumere, senza perdita di generalità che A = Aλ per qualche λ.
Fissiamo, ora , t > 1 e applichiamo il lemma 3.4.3 con h = hλ ottendendo dei boreliani (che
supponiamo disgiunti) {Dk}k≥1 e degli automorfismi simmetici {Sk}k≥1 t.c.

1. L n

(
B \

∞⋃
k=1

Dk

)
= 0

2. h|Dk
è iniettiva

3.
Lip(Sk

−1 ◦ (h|Dk
)) ≤ t, Lip((h|Dk

)−1 ◦ Sk) ≤ t

t−n|det(Sk)| ≤ Jh|Dk
≤ tn|det(Sk)|

Sia Gk = A ∩Dk, allora

t−nJm(q ◦ Sk) ≤ Jf |Gk
≤ tnJm(q ◦ Sk)

Infatti, f = q ◦ h e da ciò Df = q ◦Dh = q ◦ Sk ◦ S−1
k ◦Dh = q ◦ Sk ◦D(S−1

k ◦ h) = q ◦ Sk ◦C
L n-q.o., ove C = D(S−1

k ◦ h). Per il lemma 3.4.3 segue

Lip(C) = Lip(S−1
k ◦ h) ≤ t e Lip(h ◦ Sk) ≤ t ⇒ Lip(C) ≥ t−1

Da cui
t−1 ≤ Lip(C) ≤ t in Gk (3.6)
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Utilizziamo ora la decomposizione polare per Df e q ◦ Sk

Df = S ◦O∗ e q ◦ Sk = T ◦ P ∗

con S, T simmetrici e O,P ortogonali.
Si ottiene che S ◦O∗ = T ◦P ∗ ◦C e quindi S = T ◦P ∗ ◦C ◦O. Poichè Gk ⊂ A ⊂ {Jf > 0},

det(S) ̸= 0 e quindi det(T ) ̸= 0

Sia v ∈ Rm, allora usando la (3.6) |T−1 ◦ Sv| = |P ∗ ◦ C ◦ Ov| ≤ |C ◦ Ov| ≤ t|Ov| = t|v|
da cui (T−1 ◦ S)(B(0, 1)) ⊂ B(0, t). Da quest’ultima inclusione si deduce che Jf = |det(S)| ≤
tn|det(T )| = tnJm(q ◦ Sk).

Similmente, essendo S = S−1 = O∗ ◦ C−1 ◦ P ◦ T−1, |S−1 ◦ Tv| = |O∗ ◦ C−1 ◦ Pv| ≤
|C−1 ◦ Pv| ≤ t|Pv| = t|v| da cui Jm(q ◦ Sk) = |det(T )| ≤ tn|det(S)| = tnJf .
Calcoliamo ora

t−3n+m

∫
Rm

Hn−m(Gk ∩ f−1{y}) dy

= t−3n+m

∫
Rm

Hn−m(Gk ∩ (h−1 ◦ q−1){y}) dy

= t−3n+m

∫
Rm

Hn−m(h−1(h(Gk) ∩ q−1{y})) dy

≤ t−3n+m

∫
Rm

Hn−m(tS−1
k (h(Gk) ∩ q−1{y})) dy

≤ t−3n+mtn−m

∫
Rm

Hn−m(S−1
k (h(Gk) ∩ q−1{y})) dy

≤ t−2n

∫
Rm

Hn−m(S−1
k (h(Gk) ∩ q−1{y})) dy

= t−2n

∫
Rm

Hn−m((S−1
k ◦ h)(Gk) ∩ (q ◦ Sk)

−1{y})) dy

= t−2nJm(q ◦ Sk)L
n(S−1

k ◦ h(Gk)) ≤ t−2nJm(q ◦ Sk)t
nL n(Gk)

≤ t−nJm(q ◦ Sk)L
n(Gk) ≤ JfL n(Gk) ≤

∫
Gk

Jf(x) dx

≤ tnJm(q ◦ Sk)L
n(Gk) ≤ t2nJm(q ◦ Sk)L

n(S−1
k ◦ h(Gk))

= t2n
∫
Rm

Hn−m((S−1
k ◦ h)(Gk) ∩ (q ◦ Sk)

−1{y})) dy

≤ t2n
∫
Rm

Hn−m(S−1
k (h(Gk) ∩ q−1{y})) dy

≤t 2ntn−m

∫
Rm

Hn−m(h−1(h(Gk) ∩ q−1{y})) dy

= t3n−m

∫
Rm

Hn−m(h−1(h(Gk) ∩ q−1{y})) dy

≤ t3n−m

∫
Rm

Hn−m(Gk ∩ f−1{y}) dy
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e, sommando su k si ottiene

t−3n+m
∑
k

∫
Rm

Hn−m(Gk ∩ f−1{y}) dy ≤
∑
k

∫
Gk

Jf dx

≤ t3n−m
∑
k

∫
Rm

Hn−m(Gk ∩ f−1{y}) dy

ricordando che L n

(
A \

∞⋃
k=1

Gk

)
= 0, per il teorema di integrazione per serie di Beppo-Levi

si può scambiare la somma con l’integrale ottenendo

t−3n+m

∫
Rm

Hn−m(A ∩ f−1{y}) dy ≤
∫
A
Jf(x) dx ≤ t3n−m

∫
Rm

Hn−m(A ∩ f−1{y}) dy

e quindi, con t → 1+ si ha l’uguaglianza voluta.
Caso 2: A ⊂ {Jf = 0}. Fissiamo 0 < ϵ ≤ 1 e consideriamo due funzioni g(x, y) = f(x) + ϵy
e p(x, y) = y con x ∈ Rn , y ∈ Rm, allora

Dg = (Df, ϵ I)

con un ragionamento già visto in precedenza, per la formula di Binet-Cauchy, si ottiene

ϵm ≤ Jg = Jn(Dg) = Jn(Dg∗) ≤ Cϵ∫
Rm

Hn−m(A ∩ f−1{y}) dy =

∫
Rm

Hn−m(A ∩ f−1{y − ϵw}) dy

=
1

ωm

∫
B(0,1)

∫
Rm

Hn−m(A ∩ f−1{y − ϵw}) dy dw

Se y ∈ Rm e w ∈ Rm e B = A × B(0, 1), allora

B ∩ g−1{y} ∩ p1{w} = (A ∩ f−1{y − ϵw})× {w}

se w ∈ B(0, 1), vuoto in caso contrario. Infatti (x, z) ∈ B∩g−1{y}∩p−1{w} se e solo se x ∈ A,
z ∈ B(0, 1), f(x) + ϵz = y e z = w e cioè se e solo se x ∈ A, z = w ∈ B(0, 1) e f(x) = y − ϵw
se e solo se w ∈ B(0, 1), (x, z) ∈ (A ∩ f−1{y − ϵw})x{w}.
Per quanto visto abbiamo∫

Rm

Hn−m(A ∩ f−1{y}) dy =
1

ωm

∫
Rm

∫
Rm

Hn−m(B ∩ g−1{y} ∩ p−1{w}) dw dy

≤lemma3.4.2 ωn−m

ωn

∫
Rm

Hn−m(B ∩ g−1{y}) dy

=caso1 ωn−m

ωn

∫
B
Jg dx dz ≤ ωn−mωm

ωn
L n(A) sup

B
Jg ≤ CL n(A)ϵ

Per ϵ → 0 otteniamo ∫
Rm

Hn−m(A ∩ f−1{y}) dy = 0 =

∫
A
Jf(x) dx

.
Il caso generale si riconduce ai casi precedenti, scrivendo A = A1 ∪ A2 con A1 ⊂ {Jf > 0} e
A2 ⊂ {Jf = 0}
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Osservazione 3.4.2. Nel caso

f : Rn−m × Rm 7→ Rm f(x, z) = z

sia proiezione ortogonale e A ∈ BRn, dalla formula di coarea si ottiene la seguente formulazione
del teorema di Fubini (per funzioni caratteristiche)

L n(A) =

∫
Rm

L n−m(Ay) dy

Infatti Jf(x) = det(Im×m) = 1 e A ∩ f−1{y} = Ay.

Corollario 3.4.1 (Integrazione su insiemi di livello). Sia f : Rn 7→ Rm, n ≥ m una funzione
lipschtziana. Se g ∈ L1(L n), allora g|f−1{y} ∈ L1(Hn−m) per L m q.o. y e

∫
Rm

(∫
f−1{y}

g dHn−m

)
dy =

∫
Rn

g(x)Jf(x) dx

Dimostrazione. Se g = χA, con A misurabile, si ottiene la formula di coarea. Dunque la tesi
risulta valida per funzioni caratteristiche e, per linearità dell’integrale, per funzioni semplici
che sono combinazione lineare di funzioni caratteristiche.
Sia ora g ≥ 0, una funzione L n-misurabile. Ricordando che si può approssimare con una
successione crescente di funzioni semplici, per il teorema 1.4.1, sia {ϕn}n≥1 t.c. ϕn ↑ g. Per il
teorema di Beppo-Levi si ottiene∫

Rn

gJf dx = lim
n→∞

∫
Rn

ϕnJf dx = lim
n→∞

∫
Rm

(∫
f−1{y}

ϕn dHn−m

)
dy =

∫
Rm

(∫
f−1{y}

lim
n→∞

ϕn dHn−m

)
dy =

∫
Rm

(∫
f−1{y}

g dHn−m

)
dy

Infine, se g ∈ L1(L n) si può scrivere g = g+ − g− e per ciascuna di esse vale la tesi.



Capitolo 4

Applicazioni

In questo capitolo vedremo alcuni esempi di applicazione della teoria svolta.
Si può subito osservare che se n = 1 nella formula dell’area si ottiene l’usuale lunghezza di una
curva.

Esempio 4.0.1 (lunghezza di una curva). Sia γ : [a, b] 7→ Rm una funzione lipschtziana
e iniettiva, allora Dγ = γ̇(t) e dunque Jγ = |γ̇(t)|. Applicando a C = γ([a, b]) la formula
dell’area, si ottiene (n = 1)

H1(C) = H1(γ([a, b])) =

∫
[a,b]

|γ̇(t)| dt =
∫ b

a
|γ̇(t)| dt

Ricordiamo ora la seguente definizione

Definizione 4.0.1. Sia M ⊂ Rn un insieme, si dice (sotto) varietà k-dimensionale, 1 ≤ k ≤
n − 1, C1 se per ogni x ∈ M esiste un intorno aperto A ⊂ Rn di x, un aperto U ⊂ Rk e una
funzione ϕ : U 7→ Rn di classe C1 t.c.:

i) ϕ è iniettiva e ϕ(U) = M ∩A

ii) ϕ è differenziabile in U e Dxϕ è iniettiva ∀ x ∈ U

iii) ϕ−1 : M ∩A 7→ U è continua

ϕ è detta carta locale o parametrizzazione locale di M .

Esempio 4.0.2 (Iper-superficie cartesiana). Sia U ⊂ Rn un aperto e ϕ : U 7→ R di classe C1

e consideriamo M = {(x, ϕ(x)), x ∈ U}, allora M è varietà n-dimensionale C1.
Infatti sia f : U 7→ Rn+1, f(x) = (x, ϕ(x)) è iniettiva e C1 e

Df =


1 . . . 0
... . . .

...
0 . . . 1
∂ϕ
∂x1

. . . ∂ϕ
∂xn


è iniettiva, avendo rango massimo. Dunque f verifica le proprietà richieste e M è varietà di
cui f è carta globale.
Usando la formula di Binet-Cauchy

Jf =
√
sommadeiminori n× n =

√
1 + |∇ϕ|2

40
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Supponendo che ϕ sia anche lipschtziana,applicando la formula dell’area otteniamo una for-
mula d’integrazione per il calcolo del’area di tale iper-superificie, ovvero

Hn(M) = Hn(f(U)) =

∫
U

√
1 + |∇ϕ|2 dx

Esempio 4.0.3 (Iper-superficie parametrica). Sia M una varietà n-dimensionale in Rn+1

ovvero una ipersuperficie con un’unica carta globale ϕ : U 7→ Rn+1 ove U ⊂ Rn è aperto.
Supponendo che ϕ sia lipschtziana globalmente avremo che

Dϕ =


∂ϕ1

∂x1
. . . ∂ϕ1

∂xn
... . . .

...
∂ϕn+1

∂x1
. . . ∂ϕn+1

∂xn


da cui, per la formula di Binet-Cauchy

Jϕ =
√

sommadei quadrati deiminori n× n =

√√√√n+1∑
k=1

(
∂(ϕ1, . . . , ϕk−1, ϕk+1, . . . , ϕn+1)

∂(x1, . . . , xn)

)2

e dunque applicando la formula dell’area,

Hn(M) = Hn(ϕ(U)) =

∫
U

√√√√ n∑
k=1

(
∂(ϕ1, . . . , ϕk−1, ϕk+1, . . . , fn)

∂(x1, . . . , xn)

)2

dx

=

∫
U

∣∣∣∣ ∂ϕ∂x1
∧ · · · ∧ ∂ϕ

∂xn

∣∣∣∣ dx
Osservazione 4.0.1. Sia f : U ⊂ R2 7→ R3 lipschtziana e iniettiva (n = 2), (u, v) 7→
(f1(u, v), f2(u, v), f3(u, v)), posto

∂f

∂u
=

∂f1
∂u
∂f2
∂u
∂f3
∂u

 ∂f

∂u
=

∂f1
∂v
∂f2
∂v
∂f3
∂v


aplicando la formula ricavata nell’esempio precedente si ha

H2(f(U)) =

∫
U

∣∣∣∣∂f∂u ∧ ∂f

∂u

∣∣∣∣ dudv
ovvero la nota formula d’integrazione per il calcolo di una superficie in R3.

Esempio 4.0.4 (Varietà k-dimensionale). Sia M ⊂ Rn una varietà k-dimensionale e suppo-
niamo che f : U ⊂ Rk 7→ M sia una sua carta, (globalmente) lipschtziana. Sia poi A ⊂ f(U)
un boreliano e B = f−1(A), poniamo

gi,j =
∂f

∂xi
· ∂f

∂xj
(1 ≤ i, j ≤ k) g = det((gi,j))

allora
Jf =

√
g

e applicando la formula dell’area ad A si ottiene

Hk(A) =

∫
B
Jf dx =

∫
B

√
g dx
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Proposizione 4.0.1 (Integrazione su insiemi di livello). Sia f : Rn 7→ R una funzione
lipschtziana, cosideriamo Lt = {x ∈ Rn : f(x) = t}, l’insieme di livello, allora∫

Rn

|∇f | dx =

∫ ∞

−∞
Hn−1 (Lt) dt

Dimostrazione. Jf = |∇f | e dunque applicando la formula di coarea con m = 1 si ottine∫
Rn

|∇f | dx =

∫
Rn

Jf dx =

∫
R

Hn−1(f
−1{t}) dt

Proposizione 4.0.2 (coordinate polari). Sia g : Rn 7→ R una funzione, g ∈ L1(L n), allora∫
Rn

g(x) dx =

∫ ∞

0

(∫
∂B(0,r)

g(x) dHn−1(x)

)
dr

Dimostrazione. Sia f(x) = |x|, allora Df(x) = x
|x| , da cui

Jf(x) = 1

e applicando il corollario 3.4.1, con m = 1 si ottiene la tesi.

Osservazione 4.0.2 (coordinate sferiche). Applicando la proposizione precedente al caso in
cui g(x) = f(|x|), ovvero in presenza di simmetria sferica, si ottiene la seguente formula
d’integrazione∫

Rn

g(x) dx =

∫ ∞

0

∫
∂B(0,r)

f(|x|) dHn−1(x) dr =

∫ ∞

0
f(r)Hn−1 (∂B(0, r)) dr

= Hn−1 (∂B(0, 1))

∫ ∞

0
rn−1f(r) dr

ove ∂B(0, 1) = Sn−1 è la sfera unitaria

Esempio 4.0.5. Vogliamo, ora, calcolare la misura superficiale di Sn−1, applicando la formula
d’integrazione ricavata nell’osservazione 4.0.2. Se scegliamo g(x) = χB(0,1) otteniamo

ωn = L n(B(0, 1)) =

∫
B(0,1)

dx = Hn−1(Sn−1)

∫ 1

0
rn−1 dr =

Hn−1(Sn−1)

n

Inoltre,

π
n
2 =

∫
Rn

e−|x|2 dx = Hn−1(Sn−1)

∫ ∞

0
rn−1e−r2 dr

=[r2=s] Hn−1(Sn−1)

∫ ∞

0
s

n
2
−1e−s ds

2

Sapendo che Γ(x) =
∫∞
0 e−ssx−1 ds

= Hn−1(Sn−1)
Γ(n2 )

2

da cui

Hn−1(Sn−1) =
nπ

n
2

n
2Γ(

n
2 )

= nωn = n
π

n
2

Γ(n2 + 1)

Sfruttando l’invarianza per omotetie della misura di Hausdorff si può avere una formula più
generale, ossia

Hn−1(∂B(0, r)) =
rn−1nπ

n
2

Γ(n2 + 1)
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