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Schema di presentazione:

1. Descrizione e analisi del problema

2. Risoluzione del problema piano

3. Lastra piana caricata: alcuni esempi di applicazione del metodo semi-inverso e del
principio di sovrapposizione degli effetti

4. Cilindro assial simmetrico in deformazione piana: soggetto a pressione interna,
esterna, tubo cerchiato, e soggetto a dilatazione termica

5. Metodi energetici: enunciato dei due teoremi energetici, proprieta estremali
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* Mezzo continuo di Cauchy, soggetto a forze di massa F, e a deformazioni
anelastiche §; (ad esempio termiche) nel volume V, a trazioni superficiali f; sul

contorno caricato S.
* Obiettivo: determinare la risposta del mezzo a tali azioni esterne  —— s;(x), ; (x), 0;;(x)

5. ()
X3=Z
Egq. di equilibrio , congruenza
. X=y
O-i,j+ F}-=OmV X=X
Oij n; = f] susS F
Fig. 4.1 Corradi Dall’acqua L., Meccanica delle strutture: il comportamento dei
1 ( n ) n Vv mezzi continui
Eii — = \S; i Sii) in . . .
Y 2 V4 it Legame costitutivo elastico lineare Energia di deformazione
S; = §;suSy, 1
0ij = Dijkt (&t — Ike) = Dijkeere ® =2 Dijie €ij exe >0,

Veij = gij_l()ij =0
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« Teorema che ci permette di dimostrare 1’unicita della soluzione al problema elastico (ambito di piccoli

spostamenti)

e Si dimostra ipotizzando ci1 siano 2 diverse soluzioni (Si(l), & j(l), O; j(l)) ) (Si @ &; j(z), O; j(z))

1

La cui differenza vale: ASl‘ = Sil — Siz; AEij = gij - Eijz; AO'ij = O'ijl - O'ijz

* Per la linearita, si sostituiscono As; , Ag;; , Aoy nelle equazioni di equilibrio € congruenza.

 Scrivendo la relazione di identita dei lavori virtuali:

jAO'ij AEijdV= 0= 2fa) Agij av

* Essendo w definita positiva: la relazione € valida se Ag;; = 0 e quindi: Ag;; = 0

* Dunque si afferma che la soluzione € unica, ma non necessariamente unica in termini di spostamenti, ma
siccome quest’ultima deve corrispondere alle stesse deformazioni, le due soluzioni potrebbero differire per un

moto rigido, ma ¢ impedito dai vincoli su S,
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FORMULAZIONI AGLI SPOSTAMENTI E ALLE TENSIONI

Spostamenti:  Hip: 9;; = 0

Legame deformazioni-spostamentt :

ds ds ds

n asy
ay 0z

6sx 0Sy
—26L=4 ) ( g 2

6x

1. Ponendo le due relazioni in :

* Equazioni di equilibrio
* Condizioni al contorno

OxNy + Tyx Ny + Ty Ny =...

Si ottengono le seguenti relazioni di Navier:

VZSi + 1 —ZVSk’ki +El= 0OinV
2V ;
(Si,j + Sj,i) n; + m SkkNi = E su SF

) con G, A le due costanti di Lameé

2. corpo privo di vincoli e soggetto a forze di volume e superficie
note e globalmente equilibrate, non si applicano le condizioni al

contorno.

* il legame spostamenti-deformazione : sostituito da condizioni

congruenza Interna — legame elastico forma inversa

Si ricavano le seguenti equazioni di Mitchell-Beltrami

VZO-ij +1—+V O-kk,ij =0
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Metodi semi-inversi
Sfruttando : principio di sovrapposizione degli effetti (PSE), di equivalenza elastica (PEE)

* Problema piano: Siano : F, =0 ind ; f,=0suly
Sy Ex Ox
ﬂ%y)={g};d%y)= & ( 5 o(x,y) =%
y
Vxy Txy

Equazioni di equilibrio indefinite e al contorno:

Relazioni di congruenza:

Legame costitutivo elastico-lineare : c=de;:s=aco
X
Fig. 4.4 Corradi Dall’acqua L., Meccanica
delle strutture: il comportamento dei mezzi Tzx = Tzy = 0 e che 0, = 0, (X, y) — > VYzx = Vzy = 0
continui
0 def tamenti heZ24+ 22£=0 Quindis,=s,(z2) —> g =Ces,=C
egame de ormazioni- spostamenti |mpone Cche Oy = QUIIl 1S, = S,\Z E, = e s, =0z

Seguendo un altro approccio , mediante le equazioni di congruenza interna, si otterra €, = C + C1x + Cyy
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Fy {1 el l’) ¥ 0 P Exy

Matrici che descrivono la risoluzione del problema elastico:
oy L E v (1-» 0 p &y
T [ (1% #)(1-2p) 0 0 ({(d-2»n2 0 Yxr . o
a, ¥ v 0 (-»| L 1. Nelle deformazioni: S, = €&, = 0 — Determinando le matrici d ed a
x I —» 0 —l | ox 1 —v Vv 0
Ey - L —p 1 0 -¥F qJy E
ol E 0 0 2(1+v O Fop d = v 1—v 0
Ex —y —¥ 0 1 oz (1 + V)(l — 21/) (1 - 21/)
0 0 >
Fig. 4.30 Corradi Dall’acqua L., Meccanica delle strutture: il comportamento dei mezzi continui i

1. Nelle tensioni: 0, = 0 — Ottenendo le matrici d ed a

1_|_v1—v —V 0]
a= —V 1—v O
E 0 0 2
E 1w 0 11 —v 0
d = v 1 0 e
1 — 2 1—v a—E v 1 0 ]
0 0 /5 0 0 2(1-v)
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La formulazione in termini di tensioni permette di
ottenere:

V4@ = 0 detta Funzione di Airy , in cui |
d a a
Y = F(fx»fy) ) % = G(fx'fy) sul’ 2

Fig.4.12 Corradi Dall’acqua L., Meccanica delle strutture: il comportamento dei mezzi continui

» Applicazione del metodo semi-inverso:
1. Ipotizzo funzione di tensione

Funzione di tensione quadratica:

. . 52 20 - o(x,y) = a;x* + axxy + azy?
2. Determino tension1 0, = —— , 0, = ——,,
oy2> Y dx2 ) 0%¢
2 ¢ U=—=2a3;0' =——2a1
0“@ . C e g x dy?2 y x>
Tyy = — — FEy — F,x e verifico condizioni di N 5
0x0y . _ o< Fx = 079
congruenza Txy = T 3xov xY yX = 9x0y a2
' 8, 24,
a'lﬂ[ﬂﬂm Em:u:;::) = 5=
a4 ‘ a, as
e e B PO
a) b) )

Fig. 4.13 Corradi Dall’acqua L., Meccanica delle strutture: il comportamento dei mezzi continui
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*  Fungzione di tensione cubica: @(x,y) = byx3 + b,x?y + byxy? + b,y>
« Tensioni: 0, = 2b3x + 6b,y ; 0y = 6b1x + 2by ;5 Tyy = —2 (byx + b3y)

® SEb1=b2=b3=0 —>0-x=6b4y ;O-y=7:xy=0

° b1=b3=b4=O—>O'x:0;0'y:2b2y,'7:xy:—2b2x
* Funzione di tensione di quarto e quinto
f,=2bx
"’25‘1 fy=-boa grado: non rispettano le condizioni di
ty =b b T AT AD
S0 ; : congruenza.
b ' by * Valide mediante un’approssimazione
j 11
/ ! | te=3can?
T =b o e
f,=—6b f,=6bsy
X 4y X 4 — S fr=304{2 e e fy.:)_sc‘YE fx=8c4ay
o S @'
a) Yti
» f=—2box / €4
Fig. 4.14 Corradi Dall’acqua L., Meccanica delle strutture: il comportamento dei mezzi continui —_ =
e e e

Fig. 4.15 Corradi Dall’acqua L., Meccanica delle strutture: il comportamento dei mezzi continui 9
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 Lastra rettangolare: momento flettente e taglio costante: utilizzando il PSE, ipotizzando

a2=—5t b4=_t, Cqp = —t 34 3;;';'_
M
2 xyS) \“—ﬁ‘% rf i)

h? =125y b)

a)

Fig. 4.17 Corradi Dall’acqua L., Meccanica delle strutture: il comportamento dei mezzi continui

Lastra rettangolare: soggetto a carico uniforme trasversale e vincolato agli estremi

Ipotizzando un polinomio di quinto grado , e 1 seguenti coefficienti:

—_1 _3p, _ _1 &2
g A T 22 R Je
p(,y) =p (=722 + 12xty = 5x%y% + 555) gﬂf S— T Ju-E2- 2
— 3 a }EE&
2P h Yy

Fig. 4.18 Corradi Dall’acqua L., Meccanica delle strutture: il comportamento dei mezzi continui

10
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do, _G9 = 0r _ 0 dey n €9 — &r —0 ‘ Equazione indefinita di equilibrio
dr T dr r

e equazione di congruenza interna

* Se cilindro: soggetto a sola pressione interna p:

ﬁT =6.T(r ) 2 2 2 2 2
— — r
g, = —p a b r___ b p P Dovep = -~
r 2 _ 42 2 o 2 _ 2
Fig. 4.22 sez. cilindrica. b a r 'B 1 P
Coordinate polari Corradi 2 2 2 2 2 b
Dall’acqua L., Meccanica delle Ga = a b* +r _ p ﬁ TP :8 - -
strutture: il comportamento dei mezzi v p b2 — g2 72 ﬁZ -1 ,02 a
continui
2 a’ 2 P
0, =2V ——— = LV —5—— = cost
z p b? — a? ﬁz -1 Fig. 4.23 Corradi Dall’acqua L.,
Meccanica delle strutture: il
e Se cilindro: soggetto a sola pressione esterna q: Se cilindro soggetto a AT (r) comportamento dei mezzi continui
PT1 \ DTE
| g \ '.338 G198,
‘-;q i) i - W@Bjﬁnm’
8 Fig. 4.24 Corradi Dall’acqua L., Meccanica 612 9,0, o085 Fig. 4.30 Corradi Dall’acqua
ad “delle strutture: il comportamento dei mezzi L., Meccanica delle strutture:
continui lo,-, | 15,5, . [128 i{ compq‘lamento dei mezzi
o, Py - continui
S o 870 ’
T - Mgt~ P~
2100’0y

11
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 Tubo cerchiato: andamento finale delle tensioni

e Siva aforzare un cilindro all’interno di un altro

\ 333 * Riscaldare un cilindro (di raggio c¢;) fino a produrre

una dilatazione termica che permette di inserire

un cilindro di raggio leggermente inferiore ¢, < ¢4

1573 ([ p (144
—1T3<?— ) 1,0<p <15

Ur(p) = 9 p (324
e k_E?’(? - 81) 15<p <20

Fig. 4.28 Corradi Dall’acqua L., Meccanica delle strutture: il comportamento dei mezzi continui ( p 144
14ip 1,0<p <15 _ m<? 1> MoEp=Ts

] 1432 %0(P) =1 1, 1324
Tmax(p) = 324 p L(—Z + 81) 1,5<p<20
14357 1,5<p=<20 143\ p

12
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* Semispazio elastico, omogeneo e isotropo, privo di forze di volume, soggetto ad un

carico lineare 2 2 2
a Oy = —n—zsenzﬁcoszﬁ ; Oy = —n—;ll cos* ; Ty = —n—zsenﬁcos3w9

q
Y 45 10 05 T 05 10 15
— toy T a
y=a 3 A=
Xy
N Ty
_29
x na
Oy
Fig. 4.32 Corradi Dall’acqua L., a) b Yy
Meccanica delle strutture: il @
comportamento dei mezzi continui _ ] ) ) ) , )
Fig. 4.34 Corradi Dall’acqua L., Fig. 4.35 Corradi Dall’acqua L., Meccanica
Meccanica delle strutture: il delle strutture. il comportamento dei mezzi

comportamento dei mezzi continui continui

13
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HIP: Processo deformativo avviene a spese del potenziale energia di deformazione (w = fog o de)

o della sua trasformata di Legendre (definita da y(o) = fOG € do)

* Stazionarieta dell’Energia Potenziale Totale

Nella classe delle soluzioni congruenti, il funzionale V (5;) é stazionario in corrispondenza di una soluzione equilibrata
V) =Jw§,- dv—jagdv—jﬁfjds
* Stazionarieta dell’Energia Complementare Totale

Nella classe delle soluzioni equilibrate, il funzionale H(ai j*) e stazionario in corrispondenza di una soluzione congruente.

H(O'l'j*) = j)/(O'U*)dV— jO'ij* TliS_l'dS

14
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Purché si abbia un minimo ¢ necessario che la derivata seconda dei funzionali risulti definita positiva:

1, 1 *
55 V>0V55j; 55 [1>0 V5Uij

Determinando le derivate seconde dei funzionali, si ottiene:

1., 1 5 1 02w — Condizione sufficiente: le due funzioni w(e; ]-) ev(e j) siano
=6V ==16“wdV == — 6€ij6€kt A%

2 2 2 0€;;0&; ovunque strettamente convesse

1 1 1 62)/ Integrandi > 0 =====) Funzioni strettamente
—52n=—j52 dV=—f 80" 8oy dV

5 5 14 5 ao'ij*aakt* ij kt convesse

* Dunque, si afferma che:

V() = V(Sio) ; H(O‘ij*) = H(O‘ijo) —— Incui: V(s;") e l'[(aijo) rappresentano i punti di stazionarieta

15
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* Presentazione e risoluzione problema elastico nel piano

* Metodi semi-inversi ‘ Varieta di soluzioni ‘ Applicazioni ed esempi

* Metodi energetici
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