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Introduzione

La dimensione topologica o di Lebesgue ¢ uno dei tanti invarianti introdotti dai matematici
all’inizio del Novecento per dare una definizione formale al concetto intuitivo di dimensione
per spazi topologici. La branca della Topologia che si occupa di tali invarianti ¢ la Teoria
della dimensione. Tali studi, iniziati negli anni Venti, erano concentrati quasi del tutto sugli
spazi metrici separabili e usavano principalmente la piccola dimensione induttiva ind, mentre la
grande dimensione induttiva Ind e la dimensione topologica dim giocavano un ruolo ausiliario
(le tre definizioni di dimensione vanno a coincidere nel caso degli spazi metrici separabili). La
dimensione induttiva e definita induttivamente a partire dal vuoto, che ha dimensione -1, e
poi nel caso della piccola dimensione induttiva ind(X) < n se e solo se lo spazio X ammette
una base di sottoinsiemi aperti B tale che ind(U\U) < n — 1 per ogni U € B; nel caso
della grande dimensione induttiva, Ind(X) < n se e solo se, per ogni coppia di sottoinsiemi
chiusi disguinti F, G esistono sottoinsiemi aperti disgiunti U,V di X taliche F C U, G C V
r Ind(X\(UUYV)) <n—1. La piccola dimensione induttiva era molto intuitiva e portava
velocemente allo sviluppo di una elegante teoria per gli spazi metrici separabili. Tali sviluppi,
riepilogati da W. Hurewicz e H. Wallman, in Dimension Theory del 1941 [3], in seguito si
bloccarono per piu di dieci anni. Una svolta e stata data all’inizio degli anni Cinquanta,
quando e stato scoperto che molti risultati ottenuti per gli spazi metrici separabili potevano
essere estesi a pit ampie classi di spazi topologici, a condizione che il concetto di dimensione
fosse propriamente definito. Fu scoperto infatti che in generale le dimensioni ind, Ind, e dim
non coincidono per tutti i tipi di spazi topologici. Si trovarono esempi di spazi metrici per i
quali ind < dim = Ind e di spazi di Hausdorff compatti per i quali ind < dim < Ind. Da
allora sono stati ottenuti molti risultati importanti sulla dimensione di spazi topologici che si

basano principalmente sulla dimensione topologica dim.



In questa tesi studieremo la dimensione di Lebesgue seguendo il testo [1]. Nel primo capitolo
verra data la definizione di dimensione topologica e si studieranno alcune proprieta fondamentali
riguardanti la dimensione topologica di diverse classi di spazi topologici. Nel secondo capitolo
verranno approfonditi gli spazi topologici zero-dimensionali, tra cui l'insieme di Cantor, per
arrivare ad una loro caratterizzazione in base alle ipotesi scelte. Il capitolo finale contiene la

dimostrazione di alcuni interessanti risultati lasciati come esercizio in [1].
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Capitolo 1

Prime definizioni

In questo capitolo, dopo alcune definizioni base di topologia generale, introdurremo la defini-
zione di dimensione topologica, chiamata anche dimensione di Lebesgue, dim(X) di uno spazio
topologico X. In seguito studieremo alcune proprieta fondamentali riguardanti la dimensione

di diversi tipi di spazi topologici tra i quali, dopo averli introdotti, gli spazi normali.

1.1 Definizione di dimensione topologica

Definizione 1.1. Sia X un insieme. Sia o = (A;);e; una famiglia di sottoinsiemi di X con

indici nell’insieme I. Per ogni z € X si definisce:
ord,(a) == =14+ #{iel|x e A}

La quantita ord,(«) € {—=1} UN U {oo} ¢ detta ordine di « nel punto z.

Definiamo 1'ordine (globale) della famiglia «, e lo indicheremo con ord(«) € {—1} UN U {o0},

come
ord(a) := sup ord,(«).
rzeX
Se X ¢ l'insieme vuoto @, si adotta la convenzione ord(a) = —1.

La definizione di ordine implica che ord(«) ¢ il pin grande intero n (0 0o se un tale intero non

esiste) tale che si possano trovare n + 1 elementi distinti g, i1, ..., 7, € I che soddisfano

Ay N AL N NA #O.



2 Capitolo 1. Prime definizioni

Definizione 1.2. Si dice che a ¢ un ricoprimento di un insieme X (o che « ricopre X) se si
ha:
xX=J4.
il
Si noti che o € un ricoprimento di X se e solo se si ha ord,(«) > 0Ve € X.
Inoltre, se « € una partizione di X, ossia a & un ricoprimento di X e A; N A; = & per ogni

i,j €I coni## j, ord,(a) =0 per ogni z € X.
L’insieme dei ricoprimenti di un insieme ammette un preordine.

Definizione 1.3. Siano a = (A4;);c; € § = (B;);jes due ricoprimenti di un insieme X.
Si dice che il ricoprimento § € piu fine del ricoprimento «, e si scrive 5 = «, se per ogni j € J

esiste ¢ € I tale che B; C A;.

Se «, B e 7y sono ricoprimenti di un insieme X tali che v > e 8 > «, allora si ha v > «
(> e transitivo). Si osservi che se a = (A;);er € B = (B;)ier sono due ricoprimenti di X tali che
B; C A; per ogni ¢ € I, allora 8 e piu fine di a.

Inoltre, per ogni z € X, si ha:
{iel|lzeB}cliel|lzeA}

e pertanto ord, () < ord,(«). Di conseguenza, si ha ord(f) < ord(a).

Iniziamo ora a considerare ricoprimenti di spazi topologici.
Si dice che il ricoprimento oo = (A4;);e; di uno spazio topologico X & un ricoprimento aperto
(risp. un ricoprimento chiuso) di X se A; & aperto (risp. chiuso) in X per ogni i € I.
Introduciamo un intero che mette in relazione ’ordine di un ricoprimento con quello dei suoi

raffinamenti.

Definizione 1.4. Sia X uno spazio topologico. Sia a = (U;);er un ricoprimento aperto finito

di X. Definiamo la quantita D(«) come

D(«) := mgn ord(5)
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dove i 8 variano tra tutti i ricoprimenti aperti finiti di X piu fini di «.
Dalla questa definizione seguono immediatamente i seguenti risultati:
1. Dato che a > «, si ha D(a) < ord(a) < —1 4 #1.
2. Si ha D(a) € {—1}UN.
3. Siha D(a) < n se e solo se esiste un ricoprimento aperto finito 5 > « tale che ord(5) < n.

Proposizione 1.5. Sia X uno spazio topologico. Siano a e o ricoprimenti aperti finiti di X

tali che o = o/. Allora si ha D(«) > D(d).

Dim. Sia  un ricoprimento aperto finito di X tale che 8 = a. Allora per la transitivita della

relazione > si ha > /. Pertanto abbiamo D(a) > D(d/). O

Lemma 1.6. Sia X uno spazio topologico. Sia o = (U;)ier un ricoprimento di X e sia f =
(Vj)jes un ricoprimento aperto di X tale che B > «. Allora esiste un ricoprimento aperto

v = (W))ier di X tale che ord,(y) < ord,(B) per ogni x € X e W; C U; per ogni i € 1.

Dim. Dato che 8 ¢ pit fine di «, esiste una mappa ¢ : J — I tale che V; C U,(;) per ogni
J € J. Si consideri la famiglia v = (W, );c; definita da
W,; = U V.
JjE€PT1(4)
Ognuno dei W; e unione di sottoisiemi aperti di X e, quindi, e aperto in X. Inoltre, si ha
W; C U; dato che V; C U; per ogni j € ¢ (7). Dato che X = Ujes Vi e Vj C Wy per ogni
j € J,sihache X = UjeJ W) = Uier Wi e quindi v ¢ ricoprimento di X. Infine, si consideri
un punto z € X. Si ha che x € W; se e solo se esiste un j € p'(4) tale che z € V;. Ne consegue

che ¢ induce una mappa suriettiva da {j € J |z € V;} su {i € I'|z € W;}. Questo implica che
ord,(y) < ord.(B). O

Proposizione 1.7. Sia X uno spazio topologico e sia o = (U;);er un ricoprimento aperto finito

di X. Allora si ha

D(«a) = mﬁm ord(B),



4 Capitolo 1. Prime definizioni

dove i 8 variano tra tutti i ricoprimenti aperti (finiti e non) di X piu fini di «.

Dim. Basta dimostrare che ogni ricoprimento aperto di X piu fine di o ha ordine almeno
D(«). Sia 8 un ricoprimento aperto di X tale che 5 > «. Per il lemma 1.6 possiamo trovare
un ricoprimento aperto finito v = (W;),e; tale che ord(y) < ord(B) e W; C U; per ogni
i € I. Dato che 7 ¢ un ricoprimento aperto finito pit fine di «, si ha D(a) < ord(y) e quindi
D(a) < ord(5). O

Proposizione 1.8. Sia X uno spazio topologico e sia o = (U;);er un ricoprimento aperto finito

di X. Allora si ha
D(«a) = mﬁm ord(B),

dove i B variano tra tutti i ricoprimenti aperti finiti di X della forma B = (V;)ier con V; C U;

per ogni i € I.

Dim. Dal Lemma 1.6 si ha che, per ogni ricoprimento aperto finito v di X piu fine di «, esiste

un ricoprimento aperto finito 8 = (V;);e; tale che ord(5) < ord(vy) e V; C U; perognii € I. [

Definizione 1.9. Sia X uno spazio topologico. La dimensione topologica dim(X) € {—1} U
NU {oo} di X ¢ la quantita definita come

dim(X) := sup D(«),
(e
dove gli v variano tra tutti i ricoprimenti aperti finiti di X.

La dimensione topologica dim(X) ¢ anche chiamata dimensione di Lebesque di X.
E chiaro dalla sua definizione che la dimensione topologica e un invariante topologico, cioe se

X e Y sono spazi topologici omeomorfi allora dim(X) = dim(Y').
FEsempio 1.10. Si ha dim(X) = —1 se e solo se X = @.

Esempio 1.11. Sia X # @ un insieme dotato della topologia discreta, cioe la topologia per cui
tutti i sottoinsiemi di X sono aperti. Allora la famiglia § = ({x}).ex € una partizione aperta
di X. Dato che > « per ogni ricoprimento « di X, dalla proposizione 1.7 segue che D(«) = 0.

Di conseguenza dim(X) = 0.
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Proposizione 1.12. Sia X uno spazio topologico e fissiamo n € N. Allora le sequenti condi-

ziont sono equivalenti:
(a) dim(X) <n;

(b) per ogni ricoprimento aperto finito o di X, esiste un ricoprimento aperto finito > «

tale che ord(5) < n;

(c¢) per ogni ricoprimento aperto finito o di X, esiste un ricoprimento aperto B > « tale che

ord(B) <n;

(d) per ogni ricoprimento aperto finito o = (Uy;)ier di X, esiste un ricoprimento aperto B =

(Vi)ier di X tale che ord(B) <n e V; C U; per ogni i € I.

Dim. Questa e una conseguenza immediata delle Definizioni 1.4, 1.9, e Proposizioni 1.7, 1.8. [

1.2 Dimensione topologica di sottoinsiemi chiusi

Dato X spazio topologico e Y C X, Y ¢ uno spazio topologico per la topologia indotta, ovvero
la topologia per cui i sottoinsiemi aperti sono della forma U =V NY dove V' e un sottoinsieme
aperto di X. Vogliamo andare a studiare la relazione tra la dimensione topologica di uno spazio
topologico e la dimensione topologica dei suoi sottoinsiemi. Per i sottoinsiemi chiusi si hanno i

seguenti risultati generali.

Proposizione 1.13. Sia X uno spazio topologico e sia F' C X un sottoinsieme chiuso. Allora

si ha dim(F) < dim(X).

Dim. Sia a = (U;);er un ricoprimento aperto finito di F. Dalla definizione di topologia indotta
per ogni ¢ € I possiamo trovare V; C X sottoinsieme aperto tale che U; = V; N F. Si ha quindi
che la famiglia 8 := (V;);er U {X\F'} & un ricoprimento aperto finito di X. Dunque esiste un
ricoprimento aperto finito v = (W;);e; di X tale che v > e ord(y) < dim(X). Definisco ora
v = (W;NF),c; che & un ricoprimento aperto finito di . Da 7y > ( ottengo ' > «a. Inoltre, si
ha ord,(v') = ord, () per ogni x € F e di conseguenza ord(y") < ord(y) < dim(X). Si conclude
osservando che D(«) < ord(y') < dim(X) e infine dim(F') = sup D(«a) < dim(X). O
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In generale, quando Y e un sottoinsieme di uno spazio topologico X, non sempre si ha
dim(Y') < dim(X). Un esempio in cui Y C X ha dim(Y") > dim(X) puo essere dato partendo
da uno spazio topologico Y, avente dimensione topologica positiva, per poi estenderlo ad uno

spazio topologico X di dimensione zero come nel seguente esempio.

Esempio 1.14. Sia Y uno spazio topologico e sia X := Y U{z¢} l'insieme ottenuto aggiungendo
ad Y l'elemento zy ¢ Y. Definisco su X una topologia per cui gli insiemi aperti sono X e tutti
i sottoinsiemi 2 C Y aperti per la topologia di Y. Si noti che la topologia indotta da X su Y e
la topologia di partenza di Y. Osserviamo ora che il ricoprimento aperto di X composto solo
da X e piu fine di ogni ricoprimento aperto di X dato che X & 'unico sottoinsieme aperto di

X contenente xy. Segue che dim(X) = 0.

Si osservi che lo spazio topologico X dell’esempio precedente non ¢ mai Hausdorff per Y # &.

Andiamo ora a studiare altri risultati per sottoinsiemi chiusi di spazi topologici.

Lemma 1.15. Siano X uno spazio topologico e F' un sottoinsieme chiuso di X. Sia o = (U;)ier
un ricoprimento aperto finito di X. Allora esiste un ricoprimento aperto 8 = (V;)ier di X tale

che V; C U; per ognii € I e ord,(B) < dim(F') per ogni v € X .

Dim. La famiglia v := (F N U;);e; € un ricoprimento aperto finito di /. Dunque, si ha
D(v) < dim(F). Per la Proposizione 1.8, si puo trovare un ricoprimento aperto 6 = (W;);er di
F tale che W; C FNU; per ogni i € I e ord(d) = D(y) < dim(F). Dato che i sottoinsiemi
W, sono aperti in F', si ha che per ogni ¢ € I esiste un sottoinsieme aperto (2; C X tale che
W; = F N Q. Definisco ora la famiglia 5 = (V;);e; formata da sottoinsiemi di X della forma
Vi = (U (X\F))NU; per ogni ¢ € I. Chiaramente 8 ¢ un ricoprimento aperto di X che
soddisfa V; C U; per ogni ¢ € I. Inoltre, si ha FNV, = FFNQ; =W, per ogni ¢ € I. Segue che

per ogni x € F,
ord,(B) = ord,(6) < ord(8) < dim(F).
Questo mostra che il ricoprimento § ha le proprieta richieste. O

Proposizione 1.16. Sia X uno spazio topologico. Siano F' e G sottoinsiemi chiusi di X tali

che X = FUG. Allora si ha
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dim(X) = max(dim(F), dim(QG)).

Dim. Dalla Proposizione 1.13 otteniamo dim(X) > dim(F) e dim(X) > dim(G). Quindi basta
dimostrare che dim(X) < max(dim(F),dim(G)). Sia a = (U;);er un ricoprimento aperto finito
di X. Per il Lemma 1.15 si puo trovare un ricoprimento aperto = (V;);e; di X tale che V; C U;
per ogni i € I e ord,(B) < dim(F') per ogni x € F. Sempre usando il Lemma 1.15 possiamo

trovare un ricoprimento aperto v = (W;);er di X tale che W; C V; per ognii € I e
ord,(y) < dim(G) per ogniz € G. (1.17)
Dato che W; C V; per ogni i € I, si ha ord,(y) < ord,(B) per ogni x € X. Si deduce che
ord,(y) < ord,(8) < dim(F') per ognix € F. (1.18)

Avendo X = FUG, le disuguaglianze 1.17 e 1.18 implicano che ord(y) < max(dim(F), dim(G)).

Dato che W; C V; C U; per ogni ¢ € [ il ricoprimento v € piu fine di .. Ne consegue che
D(a) < maz(dim(F), dim(G)).

Si conclude osservando che dim(X) = sup D(«) < max(dim(F), dim(G)). O
Usando la Proposizione 1.16 e procedendo per induzione sull’intero n > 1, si ottiene il

seguente risultato.

Corollario 1.19. Sia X uno spazio topologico e siano Fy,...F, (n > 1) sottoinsiemi chiusi di

X tali che

X = U F,.

1<k<n

Allora si ha

dim(X) = max dim(Fg).

1<k<n
1.3 Dimensione topologica di spazi connessi

Si ricordi che uno spazio topologico X si dice connesso se i soli sottoinsiemi di X sia aperti che

chiusi sono @ e X.
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Definizione 1.20. Si dice che uno spazio topologico X e accessibile se per ogni x € X il

singoletto {x} € chiuso in X.

Gli spazi accessibili sono anche chiamati spazi T;. Uno spazio topologico X e accessibile
se e solo se, per ogni x,y € X con x # y, esiste un intorno di x che non contiene y. Ogni
spazio di Hausdorff € anche uno spazio accessibile. L’implicazione inversa e invece falsa, come

dimostrato nel seguente esempio.

Esempio 1.21. Sia X un insieme infinito dotato della topologia cofinita, cioe la topologia per cui
gli insiemi aperti sono l'insieme vuoto e i sottoinsiemi U C X con X\U finito. I sottoinsiemi
chiusi di X sono X stesso e i suoi sottoinsiemi finiti. Dunque X & accessibile. Tuttavia X non
¢ Hausdorff dato che 'intersezione di due sottoinsiemi aperti non vuoti di X non ¢ mai vuota.

Si noti inoltre che X & connesso e compatto.

Proposizione 1.22. Sia X uno spazio topologico connesso e accessibile contenente pit di un

solo punto. Allora si ha dim(X) > 1.

Dim. Siano z,y € X con x # y. Dato che X ¢ accessibile, i sottoinsiemi X\{z} ¢ X\{y} sono
aperti in X. Si consideri il ricoprimento aperto a = {X\{x}, X\{y}}. Dalla connessione di X
otteniamo che ogni partizione aperta di X ¢ banale, quindi D(a) > 1. Concludiamo osservando
che dim(X) > D(«) e di conseguenza dim(X) > 1. O

La proposizione precedente risulta falsa nel caso si rimuova l'ipotesi di accessibilita. Infatti,
dato un insieme X, avente almeno due punti distinti e dotato della topologia banale, cioe la
topologia per cui gli unici aperti sono @ e X, si ha che X & connesso. Tuttavia dim(X) =0 in

quanto il ricoprimento banale { X}, che ha ordine 0, é piu fine di ogni altro ricoprimento aperto

di X.

1.4 Dimensione topologica di spazi metrici compatti

Sia (X, d) uno spazio metrico. Per x € X e r > 0, si denota con B(z,r) la palla aperta di

raggio r centrata in z. Il diametro diam(Y") di un sottoinsieme Y C X & definito come:

diam(Y') == sup d(y1,y2) € [0, 00].
y1,42€Y
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Definizione 1.23. Si definisce mesh di un ricoprimento o = (A4;);er di X come:
mesh(a) := sup diam(A;) € [0, o).
i€l
Dalla definizione si ottiene immediatamente che, dati o e 8 ricoprimenti di uno spazio metrico

tali che 8 > «a, mesh(f) < mesh(a).

Proposizione 1.24. Sia a = (U;);er un ricoprimento aperto di uno spazio metrico compatto X .
Allora esiste un numero reale A > 0 che soddisfa la sequente proprieta: per ogni sottoinsieme

Y C X tale che diam(Y') < A, esiste un ¢ € I tale che Y C Uj.

Dim. Per ogni € X scegliamo un indice i(x) € I tale che x € Ui(z)- Dato che gli Uj,) sono
aperti, possiamo trovare r, > 0 tale che la palla aperta B(z,2r,) sia tutta contenuta in Uj).
Le palle aperte B(zx,r,), * € X formano un ricoprimento aperto di X. Dalla compattezza di
X segue che esiste un sottoinsieme finito A C X tale che le palle B(z,r,), © € A ricoprono X.
Si ponga A := mingear, > 0. Supponiamo che Y C X soddisfi diam(Y) < A e scegliamo un
punto arbitrario y € Y. Si puo allora trovare un punto a € A tale che d(a,y) < r,. Usando la

disuguaglianza triangolare si ottiene
Y C Bla,r, +A) C B(a,2r,) C Uy

Di conseguenza, A ha la proprieta richiesta. O

Un numero reale A > 0 che soddisfa la condizione della Proposizione precedente ¢ detto

numero di Lebesgue del ricoprimento aperto a.

Corollario 1.25. Sia o un ricoprimento aperto di uno spazio metrico compatto X. Allora
esiste un numero reale A > 0 tale che ogni ricoprimento [ di X con mesh(f) < X\ soddisfi

B = a.

Dim. Si puo scegliere A come uno dei numeri di Lebesgue di «. O]

Proposizione 1.26. Sia X uno spazio metrico compatto e sia n € N. Allora le sequenti

condizioni sono equivalenti:

(a) dim(X) <mn;
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(b) per ogni € > 0, esiste un ricoprimento aperto finito o di X tale che mesh(a) < € e

ord(a) < n;

(c) esiste una successione (g )ren di ricoprimenti aperti finiti di X tali che limy_, o, mesh(ay) =

0 e ord(ag) <n per ogni k € N.

Dim. Le condizioni (b) e (c¢) sono banalmente equivalenti.

Sia ¢ > 0. La famiglia o := (B(2,£/2))zex ¢ un ricoprimento aperto di X. Dato che X
¢ compatto, possiamo trovare un insieme finito A C X tale che o := (B(x,£/2))zea € un
ricoprimento aperto finito di X. Se dim(X) < n, per la Proposizione 1.12 si puo trovare un
ricoprimento aperto finito 8 = o' con ord(f) < n. Si ha allora mesh(f8) < mesh(«/) < e.
Questo mostra che (a) implica (b).

Viceversa, si supponga (b). Sia o un ricoprimento aperto finito di X. Sia A > 0 un numeri di
Lebesgue per a. Dato che la condizione (b) & soddisfatta, esiste un ricoprimento aperto finito
B di X tale che mesh(f) < X e ord(8) < n. Questo implica che § > « e quindi D(«) < n. Si
deduce che dim(X) < n. Questo mostra che (b) implica (a). O

Usiamo i risultati ottenuti finora per andare a calcolare la dimensione topologica del seg-
mento unitario [0,1] C R. Si noti che ogni segmento di R, e, piu in generale, ogni segmento
di uno spazio vettoriale topologico di Hausdorff, & omeomorfo a [0,1] e quindi ha la stessa

dimensione, dato che la dimensione topologica ¢ un invariante topologico.
Proposizione 1.27. Il segmento unitario [0,1] C R ha dimensione topologica dim([0,1]) = 1.

Dim. Dato che [0, 1] & connesso, per la Proposizione 1.22 si ha che dim([0,1]) > 1. Sia k > 2
un intero. Si considerino i punti x; € [0, 1] definiti come

l

I%perogniie{o,l,...,%}.

X

Sia ay, il ricoprimento aperto finito di [0, 1] formato dagli intervalli [xg, z2), (z2x—2, Z2x] € da tutti
gli intervalli della forma (z;,z;12) per i € {1,2,...,2k — 3}. Si puod vedere che ord(ay) =1 e,
inoltre, che mesh(ax) = 1/k — 0 per k — oo. Usando la Proposizione 1.26 possiamo quindi

concludere che dim([0,1]) < 1. Abbiamo cosi dimostrato che dim([0,1]) = 1. O
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1.5 Spazi normali

In questa sezione verra introdotta un’importante classe di spazi topologici, quella degli spazi
topologici normali. Si vedra in particolare che tutti gli spazi metrizzabili e tutti gli spazi di

Hausdorff compatti sono normali.

Definizione 1.28. Uno spazio topologico X viene detto normale se, dati A, B C X due
sottoinsiemi chiusi di X tali che AN B = &, esistono due sottoinsiemi aperti U,V C X tali che
UNV=geAcCU,BCV.

Si noti che ogni spazio normale e accessibile ¢ Hausdorff. Gli spazi normali di Hausdorff

vengono anche chiamati spazi Tj.

Proposizione 1.29. Sia X uno spazio topologico. Allora le sequenti condizioni sono equiva-

lenti:
(a) X ¢ normale;

(b) per ogni sottoinsieme chiuso A C X e ogni sottoinsieme aperto U C X tali che A C U,
esiste un sottoinsieme aperto V. C X tale che A C'V C V. C U (con V si indica la
chiusura di V).

Dim. (a) = (b). Siano X uno spazio normale. Sia A un sottoinsieme chiuso e U un sottoinsieme
aperto con A C U. Allora 'insieme B = X\U & chiuso in X e AN B = @. Dunque si possono
trovare sottoinsiemi aperti disgiunti V e W di X tali che A C Ve B C W. L’insieme V &
contenuto nel sottoinsieme chiuso X\W e, dunque, V. C X\W C U. Questo mostra che X
soddisfa (b).

(b) = (a). Viceversa si supponga che X soddisfi (b). Prendiamo A e B, sottoinsiemi di X
chiusi e disgiunti. Allora il sottoinsieme aperto U := X\ B soddisfa A C U. Per (b) esiste un
sottoinsieme aperto V C X tale che A C V C V C U. Si osservi ora che i sottoinsiemi aperti
V e X\V sono disgiunti, aperti e contengono rispettivamente A e B. Questo mostra che X &

normale. O

Proposizione 1.30. Ogni spazio metrizzabile ¢ normale.
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Dim. Sia (X, d) uno spazio metrico.

Sia Y # @ un sottoinsieme di X. La distanza di un punto x € X da 'V ¢

dist(xz,Y) := infd(x,y).

yey
Segue dalla disuguaglianza triangolare che la mappa = + dist(z,Y) e 1-Lipshitz e quindi
continua su X. Inoltre si ha dist(z,Y) = 0 se e solo so z € Y. Siano ora A, B # @& due

sottoinsiemi chiusi di X. La mappa f: X — R definita da
f(z) :=dist(x, A) — dist(x, B)

¢ continua. I sottoinsiemi aperti U := {z € X | f(z) <0} eV :={x € X | f(z) > 0} sono

disgiunti e contengono rispettivamente A e B . DI conseguenza lo spazio X & normale. O]

Proposizione 1.31. Ogni spazio di Hausdorff compatto é normale.

Dim. Siano A e B sottoinsiemi chiusi disiunti di uno spazio di Hausdorff compatto X. Gli
insiemi A e B sono compatti in quanto sottoinsiemi chiusi di uno spazio compatto. Dimostriamo
che esistono U,V C X sottoinsiemi aperti disgiunti tali che AC Ue B C V.

Consideriamo prima il caso in cui B = {y}. Dato che X ¢ Hausdorff, per ogni z € X si
possono trovare U,, V, sottoinsiemi disgiunti tali che x € U, e y € V,. Per la compattezza di
A esistono finiti punti x4, ..., 2, in A tali che A C U,, U---UU,,. Allora i sottoinsiemi aperti
U=0U0,U---UU,, eV =V, N---NV, hanno le proprieta richieste.

Dimostriamo ora il caso generale. Dalla prima parte della dimostrazione, per ogni y € B
possiamo trovare U, V;, sottoinsiemi disgiunti tali che A C Uy e {y} C V,,. Per la compattezza
di B esistono finiti punti ¥,...,y, in B tali che B C V,,,U--- UV, . Allora i sottoinsiemi
aperti U := U, N---NU,, eV :=V, U---UV, hanno le proprieta richieste. ]

Osservazione 1.32. FEsistono spazi compatti e accessibili che non sono normali. Infatti, si
consideri un insieme infinito X dotato della topologia cofinita. Allora X é compatto e accessibile

ma non Hausdorff. Dunque X non e normale dato che ogni spazio mormale e accessibile e

Hausdorff.

Si noti che un sottospazio di uno spazio normale potrebbe non essere normale. Ciononostante

si ha il seguente risultato.
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Proposizione 1.33. Ogni sottoinsieme chiuso di uno spazio normale € normale.

Dim. Siano X uno spazio normale e F' C X un sottoinsieme chiuso. Siano A, B C F sottoin-
siemi chiusi e disgiunti. Dato che F' e chiuso in X, gli insiemi A, B sono chiusi in X. Dato
che X & normale, si possono trovare U,V C X sottoinsiemi disgiunti tali che A C U e B C V.
Allora gli insiemi UNF e V N F sono digiunti, aperti in F e contengono A e B rispettivamente.

Di conseguenza lo spazio F' € normale. O

1.6 Dimensione topologica di spazi normali

Due famiglie di insiemi (F;);es e (F})ier, con indici nell'insieme I, sono dette combinatoriamente
equivalenti se, per ogni sottoinsieme J C I, si ha

NE#0 < (F#2.

ieJ icJ
Osservazione 1.34. Se a = (E;)icr € 8 = (F})ier sono famiglie combinatoriamente equivalenti
di insiemi e v = (G;)ier € una famiglia di insiemi tale che E; C G; C F; per ogni i € I, allora

v e combinatoriamente equivalente a « e 3.

Osservazione 1.35. Date a = (A;)icr € 5 = (By)ier famiglie di sottoinsiemi di un insieme X

combinatoriamente equivalenti, si ha che ord(a) = ord(p).

Proposizione 1.36. Sia X uno spazio normale. Siano (F;);c; una famiglia finita di sottoin-
siemi chiusi di X e (U;)ier una famiglia di sottoinsiemi aperti di X tale che F; C U; per ogni
i € I. Allora esiste una famiglia (V;);er di sottoinsiemi aperti di X che soddisfa le sequenti
condizioni:

(i) F; CcV; C V; C U; per ognii € I;

(i1) le famiglie (F})icr, (Vi)ier € (Vi)ier sono combinatoriamente equivalenti.

Dim. Dato che (F});cs ¢ una famiglia finita, si puo assumere I = {1,...,n}.

Poniamo « = (F}, ..., F,) e proviamo l'esistenza, per ogni k € {0,1,...,n}, di una famiglia

a®) = AP AP
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di sottoinsiemi di X con le seguenti proprieta:

(C1) per ogni i < k 'insieme Agk) ¢ aperto in X e si ha
Fc A% ¢ A® -y,

(C2) per ognii>k+1,siha A" = F;;

(C3) le famiglie di insiemi a e a®, dove

a® = AP AP

sono combinatoriamente equivalenti.

Allora la famiglia o™ avra le proprieta richieste, cioe, bastera prendere V; := A§”> per ogni
1€ 1.
Proviamo ora esistenza di a® per induzione su k. Per k = 0, prendiamo a© := «, ciog,

A = F; per ogni i € I. Allora a”) banalmente soddisfa (C1), (C2) e (C3). Si supponga ora
che la famiglia a*~1) sia gia stata costruita per un k < n. Definiamo allora la famiglia a®) nel

seguente modo. Per ogni ¢ € I tale che ¢ # k, prendiamo

AR = AR,

(2

Rimane solamente da definire Agﬁ). Denotiamo ora con £ l'insieme composto da tutti i sottoin-

siemi J C {1,...,n}\{k} tali che

&m(ﬂAﬁ”):@.

ieJ
L’insieme
o= y(nar)
Jee \ieJ
¢ chiuso in X dato che ¢ unione finita di sottoinsiemi chiusi. Abbiamo che Fj, C X\® per
definizione di J. Dato che X & normale, segue dalla Proposizione 1.29 che possiamo trovare un

sottoinsieme aperto W C X tale che

F,cWCW C (X\®)NU,.
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Prendiamo A;gk) := W. Allora la famiglia

a®) = (AW AP

soddisfa chiaramente le condizioni (C1) e (C2). Proviamo ora che le famiglie a*~1) e a(k) sono

combinatoriamente equivalenti. Dato che Agk_l) = Agk) per ogni ¢ # k e A,(gk_l) =F C A,ik)

per costruzione, basta verificare che, per ogni sottoinsieme J C {1,...,n\}{k} tale che
0 (07 - o
ieJ
si ha

AT (naP) -,

ieJ

Dato che A,(fkfl) =Fe Agkfl) = Agk) per ogni ¢ # k, dobbiamo verificare che

AP (mAgM) =0
ieJ
per ogni J € €. Questo & conseguenza immediata del fatto che A;k) =W c X\®. Deduciamo

che le famiglie a*~1) e a() sono combinatoriamente equivalenti. Di conseguenza, la famiglia
a®) soddisfa (C3). O
Andiamo ora a dimostrare alcuni risultati riguardanti i ricoprimenti di spazi normali.

Corollario 1.37. Sia X wuno spazio normale e sia (U;);e; un ricoprimento aperto finito di X.

Allora esiste un ricoprimento aperto (V;);e; di X tale che V; Cc U; per ogni i € I.

Dim. I sottoinsiemi F; = X\U; sono chiusi in X e soddisfano (,.; F; = @. Usando la Pro-
posizione 1.36, possiamo trovare dei sottoinsiemi aperti W; C X, ¢ € I, tali che F; C W, e
Nic W, = @. I sottoinsiemi V; = X\W,; sono aperti in X e ricoprono X. Si ha inoltre che
V; € X\W;. Dato che X\W; & chiuso in X, segue che

Vic X\W; c X\F, =U..
Dunque, i sottoinsiemi V; hanno le propriea richieste O]

Proposizione 1.38. Sia X uno spazio normale e sia o un ricoprimento aperto finito di X.

Allora si ha
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D(a) = mvin ord(y),

dove v varia tra tutti i ricoprimenti chiusi finiti di X piu fini di o

Dim. Supponiamo « = (U;);e;. Sia v un ricoprimento chiuso finito di X piu fine di a. Cio
vuol dire che esiste una mappa ¢: J — I tale che F; C U, per ogni 7 € J. Usando la
Proposizione 1.36, possiamo trovare una famiglia 8 = (V});e, di sottoinsiemi aperti di X che &

combinatoriamente equivalente a v e soddisfa
F; €V C Uy (1.39)

per ogni 7 € J. Da 1.39 si deduce che 8 € un ricoprimento aperto finito di X piu fine di a.
Per la definizione di D(«) abbiamo quindi che D(«) < ord(/3). Essendo v e [ ricoprimenti
combinatoriamente equivalenti si ha che ord(y) = ord(f3), questo implica che D(«) < ord(7).

Viceversa, si supponga ora che 8 = (V;);e; sia un ricoprimento aperto finito di X piu fine di a
che soddisfa D(«) = ord(f3). Per il Corollario 1.37, esiste un ricoprimento chiuso v = (F}),es di
X tale che F; C Vj per ogni j € J. Tale ricoprimento ¢ piu fine di 5 e quindi, per la transitivita
di >, piu fine di a. Inoltre, soddisfa ord,(y) < ord,(B) per ogni x € X. Possiamo quindi
concludere che ord(v) < ord() = D(«). O

Corollario 1.40. Sia X uno spazio normale e sia n € N. Allora le sequenti condizioni sono

equivalentu:
(a) dim(X) <n;

(b) per ogni ricoprimento aperto finito o di X, esiste un ricoprimento chiuso finito f > «

tale che ord(3) < n.

Dim. Questa ¢ una conseguenza immediata della Proposizione 1.38 dato che, dalla definizione,

si ha che
dim(X) = supD(a),

dove « varia tra tutti i ricoprimenti aperti finiti di X. O
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Corollario 1.41. Sia X uno spazio metrico compatto e sian € N. Allora le sequenti condizioni

sono equivalenti:
(a) dim(X) <mn;

(b) per ogni € > 0, esiste un ricoprimento chiuso finito o di X tale che mesh(a) < € e

ord(a) <n;

(c) esiste una successione (o )ren di ricoprimenti chiusi finiti di X tali che klim mesh(ag) =0
— 00

e ord(ay) < n per ogni k € N.

Dim. Le condizioni (b) e (¢) sono chiaramente equivalenti.

Sia ¢ > 0. Se dim(X) < n, segue dalla Proposizione 1.26 che esiste un ricoprimento aperto
finito S di X con ord(B) < n e mesh(f) < e. Si ha allora D(8) < ord() < n. Dato che X
e normale, si deduce dalla Proposizione 1.40 che esiste un ricoprimento chiuso « di X tale che
a > [ e ord(a) <n. Questo mostra che (a) implica (b).

Viceversa, supponiamo (b). Sia « un ricoprimento aperto finito di X. Sia A > 0 un numero di
Lebesgue di a. Dato che la condizione (b) ¢ soddisfatta, esiste un ricoprimento chiuso finito g
di X tale che mesh(B) < X e ord(f) < n. Questo implica che 5 > a e quindi D(«) < n per
la Proposizione 1.40. Di conseguenza, si ha che dim(X) < n. Questo mostra che (b) implica

(a). O
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Capitolo 2

Spazi topologici zero-dimensionali

In questo capitolo andremo ad approfondire gli spazi topologici zero-dimensionali. Come conse-
guenza di quanto visto nel capitolo 1, gli spazi zero-dimensionali devono ammettere partizioni
aperte arbitrariamente fini, e quindi, dato che ogni partizione aperta e formata da sottoinsie-
mi chiuso-aperti, gli spazi zero-dimensionali devono contenere molti sottoinsiemi chiuso-aperti,
rivelando cosi la loro natura di spazi molto disconnessi. Andremo a vedere la relazione tra
classi di spazi topologici zero-dimensionali e altre classi di spazi molto disconnessi, tra i quali
gli spazi scattered, la classe degli spazi totalmente disconnessi, e la classe degli spazi totalmente

separati.

2.1 L’insieme di Cantor

In questa sezione descriveremo la costruzione dell’insieme di Cantor, un esempio fondamentale
di spazio metrizzabile compatto con dimensione topologica zero.

Siano a e b numeri reali con a < b. L’intervallo aperto

b—a b—a 20 +b a+2b
a+ ,b— = ,
3 3 3 3

e chiamato il terzo centrale del segmento [a,b]. Denotiamo con T'([a,b]) I'insieme ottenuto

eliminando dal segmento [a, b] il suo terzo centrale, ottenendo cosi

T([a,b]) = [a,ajub;“} U [b— b_a,b} . [a, 2““)} U [“%,b}

3 3 3
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Piu in generale, per ogni sottoinsieme A C R, unione di una famiglia finita ([a;, b;])1<;<x di

segmenti a due a due disgiunti, definiamo

k

T(A) = | JT([a;, bi])-

i=1
Definiamo ora una successione decrescente rispetto all’inclusione (K, ),en di sottoinsiemi chiusi

di [0, 1] ponendo

KO = [0, 1],
K1 :=T(K,) per ogni n € N.

Abbiamo quindi

1 2
Ko=0-lulZ1
1 |:073 U 37:|7

T P

Si osservi che I'insieme K, & I'unione di 2" segmenti a due a due disgiunti di lunghezza 1/3".
Questi segmenti sono le componenti connesse di K,.

L’insieme

K::ﬂKn

neN

¢ chiamato insieme ternario di Cantor o semplicemente insieme di Cantor. Uno spazio topo-

logico omeomorfo all’insieme di Cantor ¢ chiamato spazio di Cantor.
Proposizione 2.1. Linsieme di Cantor K é un sottoinsieme compatto di R con interno vuoto.

Dim. Dato che gli insiemi K, sono chiusi in [0, 1], e che l'intersezione di insiemi chiusi ¢ chiusa,
l'insieme di Cantor ¢ chiuso in [0,1] ed ¢ di conseguenza compatto.

Sia I un intervallo di R tale che I C K. Il fatto che I ¢ connesso implica che, per ogni n € N,
I'insieme [ sia contenuto in una delle 2" componenti connesse di K,. Dato che ognuna delle
componenti connesse di K,, ha lunghezza 1/3" e che I & sottoinsieme di una di tali componenti
connesse, si ha che I ha lunghezza minore o uguale a 1/3"™ per ogni n € N. Osservando che
lim,, . 1/3" = 0, otteniamo che anche I ha lunghezza zero e, dunque, & vuoto oppure ridotto

ad un singolo punto. Questo mostra che K ha interno vuoto. O
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Proposizione 2.2. L’insieme di Cantor ha dimensione topologica dim(K) = 0.

Dim. L’insieme K, & I'unione disgiunta di 2" segmenti 3,,(z), 1 < i < 2" chiuso-aperti in K.
Definiamo 'insieme U, (i) := KN, (7). La famiglia v, := (U,(7))1<;<2» € una partizione aperta
finita di K. Dunque si ha ord(a,) = 0. Dato che mesh(a,) = 1/3™ tende a 0 per n — oo,
deduciamo, usando la Proposizione 1.26, che dim(K) = 0. Si osservi che K # @ dato che
0e K. [

Si ricordi che ogni numero reale ammette una espansione ternaria, cioé una successione

(ug)ren € {0,1,2}Y tale che
00 .
T Z Rl
k=0

Scriveremo questa uguaglianza anche nella forma

x=0,ugtiUs ... Ug....

Quando x non & un numero razionale della forma n/3™ con n,m € Ne 1 <n < 3™ — 1, tale
espansione e unica. Quando lo e, il numero x ammette due espansioni: la prima chiamata
espansione ternaria propria di x, che termina con infiniti 0 consecutivi e l’altra, chiamata

espansione ternaria impropria, che termina con infiniti 2 consecutivi. Per esempio si ha

;1 = 0,0202020202 ...

g = 0,2100000...=0,202222.. ..

L’insieme K, & composto da tutti i numeri x € [0, 1] che ammettono un’espansione ternaria
(ug)gen tale che up € {0,2} per ogni £ < n — 1. Si deduce che l'insieme di Cantor K ¢
'insieme composto dai numeri « € [0, 1] che ammettono un’espansione ternaria i cui termini
appartengono all'insieme {0, 2}. Quindi, le espansioni ternarie date sopra mostrano che sia 1/4

che 7/9 appartengono a K.
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Andiamo ora a dimostrare che I'insieme di Cantor K ¢ omeomorfo all’insieme {0, 1}".

Proposizione 2.3. La mappa p: {0,1} — K definita da
> 2uk
plu) = oy
k=0

per ogni u = (u,) € {0,1} ¢ un omeomorfismo dallo spazio prodotto {0,1}N sull’insieme di

Cantor K.

Dim. Dalle osservazioni precedenti otteniamo che la mappa ¢ ¢ ben definita e biiettiva. Fis-
siamo una successione u € {0, 1}N. Per ogni intero n > 0, I'insieme V,,(u) C {0, 1} composto
da tutte le successioni v tali che vy = wu; per ogni k& < n € un intorno aperto di u. Per ogni

v € V,(u), abbiamo che

o

2 1
o) =N £ D mor = o

k=n+1

Dato che lim,, o, 1/3""! = 0, possiamo dedurre che ¢ ¢ continua. Lo spazio {0, 1} & prodotto
di spazi compatti e quindi per il teorema di Tichonov € compatto. Possiamo dunque concludere

che ¢ ¢ un omeomorfismo. O

Osservando che l'insieme {0, 1} ha la cardinalita del continuo otteniamo il seguete risultato.
Corollario 2.4. L’insieme di Cantor non é numerabile.
Introduciamo ora la nozione di spazio topologico perfetto.

Definizione 2.5. Sia X uno spazio topologico. Un punto x € X e detto isolato se il singoletto
{z} ¢ aperto in X.

Uno spazio topologico e detto perfetto se non contiene punti isolati.
Corollario 2.6. Linsieme di Cantor e perfetto.
Dim. Sia u € {0,1}"N. Si considerino i sottoinsiemi aperti

Vi(u) :={v € {0,1}Nvy, = uy per ogni k < n} C {0, 1}V

Per la definizione di topologia prodotto, ogni intorno di u in {0, 1} contiene gli insiemi V,,(u)
per n abbastanza grande. Dato che l'insieme V/,(u) € infinito per ogni n, si deduce che u non &
isolato. Questo mostra che lo spazio {0, 1} & perfetto. Dato che K & omeomorfo a {0, 1}, si

ha che anche K e perfetto. O
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2.2 Scattered spaces

In questa sezione introduciamo la classe degli spazi scattered. Proveremo che uno spazio topo-
logico accessibile X e scattered se e solo se esiste un insieme E tale che X ¢ omeomorfo ad un
sottospazio dello spazio prodotto {0, 1}%.

Diamo ora delle definizioni fondamentali di topologia generale che serviranno per definire gli

spazi scattered.

Definizione 2.7. Sia X uno spazio topologico. Una base dello spazio topologico X e un insieme
B di sottoinsiemi aperti di X tale che ogni sottoinsieme aperto di X puo essere scritto come
unione di elementi di B.

Un insieme N di intorni di un punto z € X & chiamato base di intorni di x se, per ogni intorno
aperto V di x, esiste un N € N tale che N C V. Si osservi che un insieme B di sottoinsiemi

aperti di X e una base di X se e solo se, per ogni x € X, I'insieme
B, :={B € B|z € B}
e una base di intorni del punto x.
Se B ¢ una base di uno spazio topologico X , allora B soddisfa le seguenti condizioni:
(B1) gli elementi di B ricoprono X;
(B2) se By, By € Bex € By N By, allora esiste By € B tale che x € By C By N Bo.

Viceversa, se X e un insieme e B ¢ un insieme di sottoinsiemi di X che soddisfa le condizioni

(B1) e (B2), allora esiste un’unica topologia su X che ammette B come base.

Esempio 2.8. Sia X uno spazio metrico. Allora l'insieme composto da tutte le palle aperte

B(z,1/n),dove z € X en € N, n > 1, & una base di X.

Ricordiamo che un sottoinsieme di uno spazio topologico X viene detto chiuso-aperto se e
sia aperto che chiuso in X. Si noti che i sottoinsiemi chiuso-aperti di uno spazio topologico

sono 1 sottoinsiemi aventi frontiera vuota.

Definizione 2.9. Uno spazio topologico X e detto scattered se ammette una base composta

da sottoinsiemi chiuso-aperti di X.
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Uno spazio topologico X e scattered se e solo se ogni punto di X ammette una base di

intorni composta da sottoinsiemi chiuso-aperti.

Esempio 2.10. Ogni insieme dotato della topologia discreta ¢ scattered.

Osservazione 2.11. Uno spazio connesso X é scattered se e solo se la topologia su X é quella

banale.

Si noti che uno spazio scattered potrebbe non essere accessibile. Per esempio, ogni insieme
X dotato della topologia banale e scattered. Tuttavia, tale spazio X non e accessibile se X

contiene piu di un punto.
Proposizione 2.12. Ogni spazio scattered accessibile ¢ uno spazio di Hausdorff.

Dim. Sia X uno spazio scattered accessibile. Prendiamo x,y € X con x # y. Dato che X
¢ accessibile, l'insieme X\{y} ¢ un intorno aperto di x e, dato che X & scattered, possiamo
trovare un intorno chiuso-aperto V' di x contenuto in X\{y}. Gli insiemi V' e X\V sono quindi

sottoinsiemi aperti disgiunti di X che contengono z e y rispettivamente. Questo mostra che X

¢ Hausdorff. O

Proposizione 2.13. Ogni sottospazio di uno spazio scattered é scattered.

Dim. Siano X uno spazio scattered e Y C X. Se B & una base per X composta da sottoinsiemi
chiuso-aperti, allora la famiglia B’ formata dagli insiemi Y N B, dove B € B, ¢ una base di Y

composta da sottoinsiemi chiuso-aperti e di conseguenza Y e scattered. O

Proposizione 2.14. Il prodotto di spazi scattered é scattered.

Dim. Sia (X;);c; una famiglia di spazi scattered e si consideri il loro prodotto diretto X :=
[L,c; Xi. Per ogni i € I sia B; una base di X; composta da insiemi chiuso-aperti. Si puo
assumere X; € B;. Allora 'insieme dei prodotti Hie[ U;, dove U; € B; perognii € [ e U; = X;
per tutti tranne un numero finito di 2 € I, sono chiuso-aperti in X e formano una base per la
topologia prodotto. Di conseguenza X e scattered. O

Nello spazio Euclideo R™ ogni palla aperta ¢ connessa. Di conseguenza, ogni sottoinsieme
scattered di R™ (n > 1) deve avere interno vuoto. Per i sottoinsiemi di R ¢ possibile dimostrare

anche l'inverso.
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Proposizione 2.15. Sia X un sottoinsieme della retta reale R. Allora X ¢ scattered se e solo

se ha interno vuoto.

Dim. Abbiamo gia visto che la condizione € necessaria. Mostriamo che ¢ anche sufficiente. Si
supponga X con interno vuoto. Siano x € X e € > (0. Dato che X ha interno vuoto, possiamo
trovare due numeri reali a,b ¢ X tali che t —¢ < a < x < b < x + . Allora l'insieme
V= (a,b)NX = [a,b]N X & un intorno chiuso-aperto di x in X che soddisfa V' C (x —e,x+¢).

Questo mostra che X e scattered. O

Come conseguenza della Proposizione precedente possiamo vedere che 'insieme dei numeri
razionali Q, l'insieme dei numeri irrazionali R\Q e l'insieme di Cantor K sono scattered, in

quanto sottoinsiemi della retta reale aventi dimensione topologica 0.

Proposizione 2.16. Sia X uno spazio accessibile. Allora le sequenti condizioni sono equiva-

lenti:
(a) lo spazio X ¢é scattered;

(b) esiste un insieme E tale che X é omeomorfo ad un sottoinsieme dello spazio prodotto

[0,1}%.

Dim. Dato un insieme E, usando la Proposizione 2.14 possiamo vedere che lo spazio {0, 1}¥
¢ scattered dal momento che ¢ prodotto di spazi discreti. Dato che ogni sottoinsieme di uno
spazio scattered ¢ scattered per la proposizione 2.13, questo mostra che (b) implica (a).

Viceversa, si supponga che X sia uno spazio scattered. Sia E una base di X composta da sot-
toinsiemi chiuso-aperti. Si consideri la mappa ¢: X — {0, 1}¥ definita da p(z) = (x5((2))seE,
dove xp: X — {0, 1} & la mappa caratteristica di B. Dato che B ¢ chiuso-aperto in X, la map-
pa xp ¢ continua per ogni B € E. Di conseguenza anche ¢ ¢ continua. D’altra parte, dato
che X & accessibile, se z,y € X con x # y, allora X\{x} & un intorno aperto di y. Dunque,
esiste un intorno By € E di y tale he By C X\{z}. Questo implica xp,(x) # x5,(y) € quin-
di p(z) # o(y). Ne consegue che ¢ & iniettiva. Abbiamo che ¢(B) = ¢(X) N 75 (1), dove
np: {0,1}¥ — {0,1} ¢ la mappa proiezione sul B-fattore di {0,1}¥. Questo mostra che p(B)

e aperto in ¢(X) per ogni B € E. Dato che E ¢ base di X, deduciamo che I'immagine per ¢
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di ogni sottoinsieme aperto di X ¢ aperto in ¢(X). Possiamo quindi concludere che ¢ induce

un omeomorfismo da X su ¢(X). Dunque, lo spazio X soddisfa (b). O

2.3 Spazi zero-dimensionali scattered

In questa sezione daremo una caratterizzazione degli spazi topologici zero-dimensionali. Questa

caratterizzazione mostrera che ogni spazio accessibile zero-dimensionale e scattered.

Teorema 2.17. Sia X # @ uno spazio topologico. Allora le sequenti condizioni sono equiva-

lenta:
(a) dim(X) = 0;

(b) per ogni coppia di sottoinsiemi chiusi disgiunti A, B C X, esistono sottoinsiemi aperti

disgiunti U,V C X tali che X =U UV, ACU eBCV;

(¢) per ogni sottoinsieme chiuso A C X e ogni sottoinsieme aperto U C X tali che A C U,

esiste un sottoinsieme chiuso-aperto V-C X tale che ACV C U.

Dim. Si supponga che dim(X) = 0. Siano A, B C X sottoinsiemi chiusi disgiunti. Si consideri
il ricoprimento aperto a = {X\A, X\B}. Dato che dim(X) = 0, esiste una partizione aperta
finita § di X tale che § > «. Dalla scelta di a abbiamo che nessun elemento di S puo
intersecare sia A che B. Denotiamo con U 'unione di tutti gli elementi di £ che intersecano A
esia V := X\U. Gli insiemi U e V formano una partizione aperta di X. Inoltre, abbiamo che
A CU e B CV. Questo mostra che (a) implica (b).

Mostriamo ora che (b) implica (c¢). Sia supponga che X soddisfi (b). Siano A un sottoinsieme
chiuso di X e U un sottoinsieme aperto di X tali che A C U. Allora B := X\U ¢ un sottoinsieme
chiuso che non interseca A. Per (b), segue che esiste una partizione di X in due sottoinsiemi
aperti V e W tali che A C V e B C W. Allora l'insieme V & chiuso-aperto in X e abbiamo
A CV CU. Questo mostra che X soddisfa (c).

Proviamo infine che (¢) implica (a). Si supponga che X soddisfi (¢). Sia o = (U;)ie; un
ricoprimento aperto finito di X. Dato che X soddisfa (c), segue dalla proposizione 1.29 che X

¢ normale. Applicando il corollario 1.37, deduciamo che esiste un ricoprimento chiuso (F;);er
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di X tale che F; C U; per ogni ¢ € I. Dato che X soddisfa (c), possiamo trovare, per ogni
1 € I, un sottoinsieme chiuso-aperto V; di X tale che F; C V; C U;. Senza perdita di generalita,
possiamo assumere che I = {1,...,n}. Si consideri la famiglia 8 = (W;);c; di sottoinsiemi di

X definita da W; : =V e
W, =V\(ViU---UV,y)

per ogni i € {2,...,n}. Chiaramente 5 := (W,);c; € una partizione di X. Inoltre abbiamo che

B > a dato che W; C V; C U; per ogni i € I. Questo mostra che dim(X) = 0. O

Corollario 2.18. Ogni spazio topologico X avente dim(X) =0 é normale.

Dim. Uno spazio topologico X avente dim(X) = 0 soddisfa la condizione (b) del teorema

precedente ed e quindi normale. O

Corollario 2.19. Ogni spazio accessibile X avente dim(X) =0 ¢é scattered.

Dim. Sia X uno spazio accessibile con dim(X) = 0. Sia V' un intorno di un punto x € X. Dato
che X ¢ accessibile, il singoletto {z} ¢ chiuso in X. Inoltre, dato che dim(X) = 0, lo spazio
X soddisfa la condizione (c¢) del teorema precedente . Dunque esiste U C X chiuso-aperto tale
che x € U C V. Di conseguenza ogni punto di X ammette una base di intorni composta da

sottoinsiemi chiuso-aperti di X. Possiamo quindi concludere che X & scattered. O

Corollario 2.20. Se X ¢ uno spazio topologico accessibile con dim(X) = 0, allora X ¢ di

Hausdorff.

Dim. Ogni spazio scattered accessibile € Hausdorff per la Proposizione 2.12. O

Osservazione 2.21. Il Corollario 2.20 puo anche essere dedotto dal Corollario 2.18 dato che,

come gia osservato nella sezione 1.5, ogni spazio normale accessibile ¢ Hausdorff.

2.4 Spazi di Lindelof

In questa sezione introdurremo la classe degli spazi di Lindelof e proveremo che ogni spazio di

Lindelof non vuoto e scattered ha dimensione topologica 0.
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Definizione 2.22. Uno spazio topologico X e chiamato spazio di Lindeldf se ogni ricoprimento

aperto di X ammette un sottoricoprimento numerabile.

Vediamo ora qualche esempio di spazi di Lindelof.

Esempio 2.23. Ogni spazio topologico numerabile ¢ di Lindelof. Infatti si supponga che X sia
uno spazio topologico numerabile. Sia oo = (U;);e; un ricoprimento aperto di X. Si scelga, per
ogni # € X, un indice i(x) € I tale che x € Uy(y). Sia J := {i(z)|z € X}. Allora 3 := (U;)ics ©

un sottoricoprimento numerabile di a.

Esempio 2.24. Ogni spazio compatto € uno spazio di Lindelof. Infatti, per la definizione di
compattezza, uno spazio topologico X € compatto se e solo se ogni ricoprimento aperto di X

ammette un sottoricoprimento finito.

Esempio 2.25. Ogni spazio topologico che € unione numerabile di una famiglia di sottoinsiemi
Lindel6f (per la topologia indotta) e Lindeléf. In particolare, ogni spazio o — compatto &
Lindeldf (si ricordi che uno spazio topologico ¢ detto o — compatto se ¢ 'unione di una famiglia
numerabile di sottoinsiemi compatti). Dato che lo spazio Euclideo R™ & o0 —compatto, otteniamo

che ¢ anche Lindel6f per ogni intero n > 1.

Esempio 2.26. Se un insieme non numerabile X e dotato della sua topologia discreta, allora X
non ¢ Lindeldf. Infatti, il ricoprimento aperto a := ({2})zex non ammette sottoricoprimenti
numerabili. Si noti perod che X & metrizzabile (una metrica che induce questa topologia ¢ data

da d(xz,y) =0se x =y e d(x,y) = 1 altrimenti) e localmente compatto.

Un sottoinsieme di uno spazio di Lindelof non e necessariamente di Lindelof. Tuttavia si ha

il seguente risultato.
Proposizione 2.27. Ogni sottoinsieme chiuso di uno spazio di Lindelof e di Lindelof.

Dim. Siano X uno spazio di Lindelof e F' un sottoinsieme chiuso di X. Prendiamo un ricopri-
mento aperto a = (U;);e; di F. Allora, per ogni ¢ € I, possiamo trovare un sottoinsieme aperto
Vi € X tale che U; = V;N F. Dato che la famiglia (V;);e; U{X\F'} ¢ un ricoprimento aperto di
X e X e Lindeldf, esiste un sottoinsieme numerabile J C I tale che la famiglia (V}),es U{X\F'}
ricopre X. Allora la famiglia (U;);ec; € un sottoricoprimento numerabile di a. Questo mostra

che F' ¢ Lindelof. N
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Tuttavia si osservi che il prodotto di due spazi di Lindelof potrebbe non essere Lindelof.

Definizione 2.28. Uno spazio topologico e detto secondo numerabile se ammette una base

numerabile.

Per esempio, lo spazio Euclideo R" ¢ secondo numerabile dal momento che le palle aperte
B(z,1/m), dove x € Q" e m > 1 ¢ un intero, formano una base numerabile di R™.
Uno spazio topologico X e detto primo numerabile se ogni punto di X ammette una base
numerabile di intorni. Chiaramente ogni spazio topologico secondo numerabile ¢ anche primo
numerabile. Tuttavia, un spazio primo numerabile non e necessariamente secondo numerabile.
Per esempio, un insieme non numerabile dotato della topologia discreta e primo numerabile ma
non secondo numerabile.

Vediamo ora alcune proprieta degli spazi secondo numerabili.

Proposizione 2.29. Ogni sottoinsieme di uno spazio topologico secondo numerabile e secondo

numerabile.

Dim. Se X e uno spazio topologico che ammette una base numerabile B e Y C X, allora
I'insieme composto da tutti i sottoinsiemi del tipo Y N B, dove B € B, ¢ chiaramente una base

numerabile di Y. OJ

Proposizione 2.30. Ogni prodotto numerabile di spazi secondo numerabili ¢ secondo numera-

bile.

Dim. Sia (X;);c; una famiglia numerabile di spazi secondo numerabili e si consideri il loro
prodotto diretto X := Hl.e ; X;. Per ogni i € I sia B; una base numerabile di X;. Possiamo
assumere che X; € B;. Allora gli insiemi della forma [[,_, U;, dove U; € B; per ogni i € |
e U; = X, per tutti tranne un numero finito di ¢ € I, formano una base numerabile per la

topologia prodotto. Dunque X ¢ secondo numerabile. O

Proposizione 2.31 (Lindelof). Ogni spazio topologico secondo numerabile é Lindeldf.

Dim. Siano X uno spazio topologico che ammette una base numerabile B e o« = (U;);e; un

ricoprimento aperto di X. Si denoti con B’ I'insieme composto da tutti i B € B tali che esiste
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i € I che soddisfa B C U;. Definiamo la mappa ¢: B — [ scegliendo, per ogni B € B, un
indice ¢(B) € I tale che B C Ug,p). Allora 'immagine J = ¢(B’) C I ¢ numerabile. Sia
x € X. Dato che « ricopre X, possiamo trovare un indice i(z) € I tale che z € Us). Dato
che B ¢ una base di X, esiste un sottoinsieme aperto B(x) € B tale che # € B(x) C Uyy).
Abbiamo che B(x) € B', per definizione di B', e x € B(x) C Ugyp(a)). Segue che (U;)ics € un

ricoprimento aperto di X. Questo mostra che X e di Lindelof. O]

Definizione 2.32. Uno spazio topologico ¢ detto separabile se ammette un sottoinsieme nu-

merabile denso.

Lo spazio Euclideo R", n > 1 e separabile dato che Q™ & un suo sottoinsieme numerabile

denso.
Proposizione 2.33. Ogni spazio topologico secondo numerabile é separabile.

Dim. Siano X uno spazio topologico e B una base di X. Per ogni B € B con B # @ scegliamo
un punto zp € B e denotiamo con Y l'insieme composto da tali punti xg. Dato che B ¢ una
base per X, ogni sottoinsieme aperto non-vuoto di X contiene un sottoinsieme B € B e quindi
un punto di Y. Di conseguenza Y ¢ denso in X. Dato che, per ipotesi, B ¢ numerabile, abbiamo

che anche Y e numerabile e quindi X e separabile. n

Dalle Proposizioni 2.29, 2.31 e 2.33, si deduce immediatamente il seguente risultato.

Corollario 2.34. Ogni sottoinsieme di uno spazio secondo numerabile e separabile e Lindelof.

In particolare, ogni sottoinsieme dello spazio Fuclideo R™ ¢ separabile e Lindeldf.

Il seguente esempio mostra che uno spazio di Hausdorff separabile e compatto puo non essere

primo numerabile.

Esempio 2.35. Sia X linsieme formato da tutte le mappe da R sul segmento unitario [0, 1].
Dotiamo X della topologia della convergenza uniforme. Lo spazio X puo quindi essere iden-
tificato con lo spazio prodotto [0, 1]% ed & uno spazio di Hausdorff compatto per il teorema di
Tichonov. Sia f € X. Per la definizione della topologia della convergenza puntuale, per ogni

£ > 0 e ogni sottoinsieme finito A C R, I'insieme

V(f,e,A):={g € X||f(x) —g(x)| < e per ogni x € A}
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¢ un intorno aperto di f. Inoltre, gli insiemi V' (f, e, A), dove ¢ > 0 e A C R ¢ un sottoinsieme
finito, formano una base di intorni di f. Denotiamo con D il sottoinsieme di X composto da
tutte le combinazioni lineari finite con coefficienti razionali di mappe caratteristiche di segmenti
di R con estremi razionali. Chiaramente D ¢ denso in X. Dato che D e numerabile, questo
mostra che X e separabile. Tuttavia, X non e primo numerabile. Altrimenti, ogni f € X
ammetterebbe una base numerabile di intorni W,,,n € N. Allora, per ogni n € N, esisterebbero
£, > 0 e dei sottoinsiemi finiti A, C R tali che V(f,e,, A,) C W,. L'insieme E := (J, .y An
sarebbe numerabile e quindi avremmo R\ F # &. Prendendo un punto zo € R\ E, ogni mappa
g: R — [0, 1] tale che g(xo) # f(xo) e g(x) = f(x) per ogni z € E soddisferebbe g € W, per ogni
n € N. Dato che X & Hausdorff, questo implicherebbe g = f, che contraddice g(zo) # f(z0).

Di conseguenza X non e primo numerabile e quindi neanche secondo numerabile.

Osservazione 2.36. Lo spazio topologico nell’esempio precedente non e metrizzabile. Infatti,
ogni spazio metrizzabile € primo numerabile dato che, in uno spazio metrico X, ogni pun-
to x € X ammette una base di intorni numerabile, ovvero quella formata dalle palle aperte

B(z,1/n),n > 1.
Per gli spazi metrizzabili, abbiamo le seguenti condizioni equivalenti.

Proposizione 2.37. Sia X uno spazio metrizzabile. Allora le sequenti condizioni sono equiva-

lenti:
(a) X ¢é secondo numerabile;
(b) X ¢ Lindeldf;
(c) X ¢ separabile;
(d) X ¢ omeomorfo ad un sottoinsieme del cubo di Hilbert [0, 1]N.

Dim. Il fatto che (a) implichi (b) ¢ conseguenza della Proposizione 2.31.
Fissiamo su X una metrica d compatibile con la sua topologia.
Si supponga (b). Dato un intero n > 1, si consideri il ricoprimento di X formato dalle palle

aperte B(z,1/n),z € X. Dato che X ¢ Lindelof, esiste un sottoinsieme numerabile Y,, C X
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tale che le palle B(y,1/n),y € Y, ricoprono X. L’insieme Y :={J, 5, ¥, ¢ numerabile e denso
in X. Di conseguenza X ¢ separabile. Questo mostra che (b) implica (c).

Il segmento unitario [0,1] C R & secondo numerabile. Dunque la condizione (d) implica (a)
dato che ogni prodotto numerabile di spazi topologici secondo numerabili ¢ secondo numerabile
per la Proposizione 2.30 e ogni sottoinsieme di spazi secondo numerabili ¢ secondo numerabile
per la Proposizione 2.29.

Per completare la dimostrazione, basta provare che (c¢) implica (d). Si supponga (c). Sia A =
{an|n € N} un sottoinsieme denso e numerabile di X. Dopo aver eventualmente rimpiazzato la
metrica d(z,y) con la metrica min(d(z, y), 1), che & compatibile con la topologia su X, possiamo

assumere che diam(X) < 1. Si consideri la mappa F': X — [0, 1]N definita da

F({E) = (d(Ivan))nEN'

La mappa F' & continua dato che tutte le mappe = — d(z, a,,) sono continue. Dal momento che
ogni punto di X e il limite di una successione di punti di A, segue che F' ¢ iniettiva (unicita del
limite negli spazi di Hausdorff). Siano ora 2o € X e ¢ > 0. Dato che A ¢ denso in X, esiste
un intero ng > 0 tale che d(zg,a,,) < /2. Allora il sottoinsieme U C [0,1]N formato delle
successioni (ty,)nen € [0, 1]N tali che u,, < £/2 ¢ un intorno aperto di F(z). Se z € X & tale

che F(z) € U, allora = soddisfa d(z, a,,) < €/2 e quindi
d(x,z0) < d(x,an,) + d(zo,an,) < €,
applicando la disuguaglianza triangolare. Di conseguenza abbiamo che
F~Y(U) C B(xg,¢).

Deduciamo che F' induce un omeomorfismo da X su F(X). Questo mostra che X soddisfa
(d) 0

Dato che ogni spazio compatto e Lindelof, abbiamo il seguente risultato.
Corollario 2.38. Ogni spazio compatto e metrizzabile € secondo numerabile e quindi separabile.

Come conseguenza del Corollario 2.19 abbiamo che ogni spazio topologico accessibile X

avente dim(X) = 0 e scattered. Il seguente teorema afferma che anche l'inverso ¢ vero nella
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classe degli spazi di Lindelof. Questo risulta molto utile per mostrare che certi spazi sono

zero-dimensionali.
Teorema 2.39. Sia X # & uno spazio di Lindelof scattered. Allora si ha dim(X) = 0.

Dim. Dato che X e scattered, X ammette una base B composta da sottoinsiemi chiuso-aperti.
Si consideri un ricoprimento aperto finito o = (U;);er di X. Per ogni € X, possiamo trovare
un indice i(z) € I tale che x € Uj,y. Dato che B ¢ una base di X, esiste un B(z) € B tale che
x € B(x) C Uyy). 1 sottoinsiemi B(x), x € X formano un ricoprimento aperto di X. Dato che
X e Lindelof, questo ricoprimento aperto ammette un sottoricoprimento numerabile. Pertanto
esiste un ricoprimento 5 = (B,)neny di X tale che § > a e B,, € B per ogni n.

Si consideri la successione v = (C,)nen di sottoinsiemi di X definita da Cy := By e
Cyn:=B\(B,U---UB,_1)

per ogni intero n > 1. Dato che i sottoinsiemi B,, sono chiuso-aperti e ricoprono X, ¢ chiaro che
~ € una partizione aperta di X. D’altra parte abbiamo che v > g > «. Usando la Proposizione
1.7, deduciamo che D(«) = 0. Quindi si ha dim(X) = sup, D(«) = 0. O

Per il corollario 2.19, ogni spazio accessibile X con dim(X) = 0 ¢ scattered. Combinando

questo risultato con il teorema precedente, abbiamo il seguente risultato.

Corollario 2.40. Sia X wuno spazio accessibile di Lindeldf (cioé uno spazio metrizzabile e
separabile o uno spazio di Hausdorff compatto) con X # &. Allora le sequenti condizioni sono

equivalenti:
(a) dim(X) =0;
(b) X é scattered.

Esempio 2.41. Dal Corollario precedente e dalla Proposizione 2.15 deduciamo che un sottoin-
sieme non vuoto X C R soddisfa dim(X) = 0 se e solo se X ha interno vuoto in R. Questo

mostra in particolare che I'insieme R\Q dei numeri irrazionali soddisfa dim(R\Q) = 0.

Come conseguenza immediata del Corollario precedente abbiamo i seguenti risultati.
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Corollario 2.42. Sia (X;)ier una famiglia di spazi di Hausdorff compatti con dim(X;) = 0 per
ogni i € 1. Allora lo spazio prodotto X := [],.; Xi soddisfa dim(X) = 0.

Dim. Per la proposizione 2.14, lo spazio X ¢ scattered dato che ¢ il prodotto di spazi scattered.
D’altra parte, X e il prodotto di spazi di Hausdorff compatti e quindi e uno spazio di Hausdorff

compatto. ]

Corollario 2.43. Sia (X;)ie; una famiglia di spazi discreti finiti e non vuoti. Allora lo spazio

prodotto X = [[,.; Xi soddisfa dim(X) = 0.

iel
Dim. Questo segue direttamente dal Corollario 2.42 dato che ogni X; € uno spazio di Hausdorff
compatto con dimensione dim(X;) = 0. O

Prendendo X; = {0, 1} per ogni i € I nel corollario 2.4.43, otteniamo il seguente risultato.
Corollario 2.44. Si ha dim({0,1}F) = 0 per ogni insieme E.

Esempio 2.45. Abbiamo dim({0,1}I) = 0. Dato che {0, 1} & omeomorfo all’insieme di Cantor
K per la Proposizione 2.3 si ottiene che dim(K) = 0 (come gia dimostrato nella Proposizione

2.2).

Corollario 2.46. Sia (X;)c; una famiglia numerabile di spazi metrizzabili e separabili tali che

dim(X;) = 0 per ogni i € I. Allora lo spazio prodotto X :=[[,.; X; soddisfa dim(X) = 0.

Dim. Per la Proposizione 2.14, lo spazio X e scattered dato che e prodotto di spazi scattered.
D’altra parte, X ¢ prodotto numerabile di spazi metrizzabili e separabili e quindi anche X e

metrizzabile e separabile. O

2.5 Spazi totalmente disconnessi

Sia X uno spazio topologico. Si ricordi che la componente connessa di un punto r € X ¢
I'unione di tutti i sottoinsiemi aperti di X che contengono z. Le componenti connesse dei punti

di X formano una partizione di X. Inoltre, ogni componente connessa e chiusa e connessa in

X.
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Definizione 2.47. Si dice che uno spazio topologico X e totalmente disconnesso se le compo-

nenti connesse di ogni punto z € X sono i singoletti {x}.

In altre parole, uno spazio topologico X ¢ totalmente disconnesso se e solo se i soli sottoin-

siemi non vuoti e connessi di X sono i singoletti.
Esempio 2.48. Ogni spazio discreto e totalmente disconnesso.

Esempio 2.49. Gli unici sottoinsiemi connessi di R sono gli intervalli. Segue che un sottoinsieme

X C R ¢ totalmente disconnesso se e solo se X ha interno vuoto.

Proposizione 2.50. Ogni sottoinsieme di uno spazio totalmente disconnesso é totalmente

disconnesso.

Dim. Questo segue immediatamente dall’osservazione che, se Y e un sottoinsieme di uno spazio
topologico X e y € Y, allora la componente connessa di ¢ in Y ¢ contenuta nella componente

connessa di y in X. O

Proposizione 2.51. Ogni prodotto di spazi totalmente disconnessi € totalmente disconnesso.

Dim. Sia (X;);c; una famiglia di spazi totalmente disconnessi e si consideri il loro prodotto
diretto X := [[,.; X;. Sia C' # @ un sottoinsieme di X. Dato che per funzioni continue
I'immagine di uno spazio connesso € connessa, la proiezione di C' su ogni X; & connessa e quindi
ridotta ad un singolo punto dato che ogni X; e totalmente disconnesso. Questo implica che C

stesso e composto da un singolo punto. O]

Proposizione 2.52. Ogni spazio totalmente disconnesso € accessibile.

Dim. In uno spazio topologico ogni componente connessa ¢ chiusa. Di conseguenza se X e

totalmente disconnesso si ha che {x} & chiuso in X per ogni z € X. ]

Il seguente esempio mostra che uno spazio totalmente disconnesso puo non essere Hausdorff.

Esempio 2.53. Sia X un insieme infinito. Fissiamo a,b € X distinti e sia Y := X\{a,b}. Sia

T linsieme composto da tutti gli U C X che soddisfano una delle seguenti condizioni:

1. UCY;
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2. U = U; UUs,, dove U & un sottoinsieme non vuoto di {a,b} e Uy C Y & tale che Y\U; &

un insieme finito.

E facile dimostrare che 7 & l'insieme dei sottoinsiemi aperti per una topologia su X. Assegniamo
ad X questa topologia. Si supponga che A C X abbia piu di un punto. Se si puo trovare un
punto yo € ANY, allora il singoletto {yo} € chiuso-aperto in A. Segue che A non & connesso.
Per questo lo spazio X e totalmente disconnesso. Tuttavia, X non ¢ Hausdorff dato che ogni

intorno aperto di a interseca ogni intorno aperto di b.

2.6 Spazi totalmente separati

In questa sezione introduciamo la classe degli spazi totalmente separati. Proviamo prima che
ogni spazio totalmente separato e totalmente disconnesso e che ogni spazio scattered accessibile

e totalmente separato.

Definizione 2.54. Sia X uno spazio topologico. La quasi-componente di un punto x € X
¢ l'intersezione di tutti gli intorni chiuso-aperti di X che contengono x. Si noti che la quasi-

componente di ogni punto x € X ¢ un sottoinsieme chiuso di X contenente x.

Definizione 2.55. Si dice che uno spazio topologico X e totalmente separato se la quasi-

componente di ogni punto z € X ¢ il singoletto {z}.

Osservazione 2.56. Uno spazio topologico X ¢ totalmente separato se e solo se soddisfa la
sequente condizione: per ogni coppia di punti distinti x,y € X, esiste una partizione di X in

due sottoinsiemsi aperti U eV tali chex € U ey e V.
Proposizione 2.57. Ogni spazio totalmente separato ¢ Hausdorff.

Dim. Questo segue immediatamente dall’osservazione precedente. O]

Proposizione 2.58. Siano X uno spazio topologico e x € X. Allora la componente connessa

di x e contenuta nella quasi-componente di x.

Dim. Si denoti con C), la componente connessa di x e con (), la sua quasi-componente. Si

consideri un intorno chiuso-aperto V' di x in X. Allora C, NV & un sottoinsieme chiuso-aperto
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di C, non vuoto e contenente x. Per la connessione di C,, deduciamo che C, NV = C,, che

significa C, C V. Da questo segue che C, C Q.. n

Corollario 2.59. Ogni spazio totalmente separato € totalmente disconnesso.

Uno spazio totalmente disconnesso non e necessariamente totalmente separato. Infatti nel-
I’esempio 2.53 e descritto uno spazio totalmente disconnesso che non ¢ Hausdorff. Tale spazio

non e totalmente separato dato che, per la Proposizione 2.57, ogni spazio totalmente separato

¢ Hausdorff.

Proposizione 2.60. Ogni spazio scattered accessibile € totalmente separato e quindi totalmente

disconnesso.

Dim. Sia X uno spazio scattered accessibile. Sia B una base di X composta da sottoinsiemi
chiuso-aperti di X. Si consideri un punto x € X. Dato che B e una base di X, 'insieme B,
composto dagli elementi di B contenenti x ¢ una base di intorni di x. L’intersezione di tutti gli
intorni di x ¢ il singoletto {x} dato che X & accessibile. Questo implica che I'intersezione degli
elementi di B, ¢ {z}. Di conseguenza, la quasi-componente di z ¢ il singoletto {z}. Questo

mostra che X e totalmente separato. O

L’ipotesi di accessibilita nella Proposizione 2.60 non puo essere rimossa. Infatti un insie-
me avente piu di un punto dotata della sua topologia banale ¢ scattered ma non totalmente

separabile (non & neanche totalmente disconnessa).

Lemma 2.61. Siano X uno spazio di Hausdorff compatto e v € X. Allora la componente

connessa di x coincide con la sua quasi-componente.

Dim. Si denoti con C, la componente connessa di x e con (), la sua quasi-componente. Si ha
che C, C @, per la Proposizione 2.58. Quindi basta provare che (), ¢ connesso. Siano A e B
sottoinsiemi disgiunti di @), tali che AU B = ),. Si puo assumere che z € A. Dato che @,
¢ chiuso in X, gli insiemi A e B sono chiusi in X. D’altra parte, dato che X & compatto e
Hausdorff, & normale per la Proposizione 1.31. Di conseguenza esistono V, W C X sottoinsiemi
aperti disgiunti tali che A C V e B C W. Si denoti con £ I'insieme composto da tutti gli

intorni chiuso-aperti di x in X. Abbiamo che
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(U=Q.cVuW
Ue&

Pertanto, i sottoinsiemi aperti X\U,U € &, ricoprono X \(V U W). Dato che X\(VUW) &

compatto, esiste una successione finita Uy, ..., U, di elementi di £ tali che
X\(VUw) c (X\Up)U---U(X\U,).

Ponendo Q :=U; N---NU, si ha che Q C VUW. Dato che V e W sono disgiunti, si deduce
che QNV = Q\U. Di conseguenza l'insieme 2NV & un intorno chiuso-aperto di  in X. Segue

che Q, C QN V. Dunque si ha che @), = A. Questo mostra che (), & connesso. n

Proposizione 2.62. Sia X uno spazio di Hausdorff localmente compatto. Allora le sequenti

condizioni sono equivalenti:

(a) X ¢ scattered;
(b) X é totalmente separato;

(c) X é totalmente disconnesso.

Dim. Il fatto che (a) implichi (b) segue dalla proposizione 2.13. D’altra parte il Corollario 2.59
mostra che (b) implica (c).

Si supponga X totalmente disconnesso. Sia z € X e sia V un intorno di x. Dato che X e
localmente compatto, esiste un intorno compatto W di x tale che W C V. Si denoti con U
Iinterno d W in X e con &£ l'insieme composto da tutti gli intorni chiuso-aperti di x in W.
Dato che W e totalmente disconnesso per la Proposizione 2.50, segue dal Lemma 2.61 che

{2} = Npee F- Questo implica che la famiglia
a:={UyU{W\F|F €&}

¢ un ricoprimento aperto di W. Dato che W e compatto, o ammette un sottoricoprimento
finito. Questo implica che esiste una successione finita Fj,..., FF —n € & tali che I'insieme
A:=FnN---NF,soddisfa A C U. Ogni F;,;,1 < i < n, e chiuso in W e quindi in X dato
che W ¢ chiuso in X. D’altra parte, A ¢ aperto in U e quindi aperto in X. Segue che A ¢
chiuso-aperto in X. Dato che x € A C V', deduciamo che gli intorni di x che sono chiuso-aperti
in X formano una base di intorni di x. Questo mostra che X & scattered. Pertanto (¢) implica

(a). O
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2.7 Spazi di Hausdorff compatti zero-dimensionali

Mettendo insieme i risultati ottenuti nelle sezioni precedenti, otteniamo la seguente caratteriz-

zazione degli spazi di Hausdorff zero-dimensionali.

Teorema 2.63. Sia X uno spazio topologico non vuoto. Allora le sequenti condizioni sono

equivalenti:
(a) X & uno spazio di Hausdorff compatto con dim(X) = 0;
(b) X ¢é uno spazio di Hausdorff compatto e scattered;
(¢) X é uno spazio di Hausdorff compatto totalmente separato;
(d) X ¢é uno spazio di Hausdorff compatto totalmente disconnesso;

(e) esiste un insieme E tale che X ¢é omeomorfo ad un sottoinsieme chiuso dello spazio

prodotto {0,1}%.

Dim. Le condizioni (a) e (b) sono equivalenti per il Corollario 2.40. D’altra parte, le condizioni
(b), (¢) e (d) sono equivalenti per la Proposizione 2.62. Infine I'equivalenza tra (b) ed (e) ¢ una
conseguenza immediata della Proposizione 2.16 dato che lo spazio prodotto {0, 1}¥ & uno spazio

di Hausdorff compatto per ogni insieme E per il Teorema di Tichonov. O

2.8 Spazi metrizzabili separabili zero-dimensionali

Otteniamo inoltre la seguente caratterizzazione degli spazi metrizzabili e separabili zero-dimensionali.

Teorema 2.64. Sia X uno spazio topologico non vuoto. Allora le sequenti condizioni sono

equivalenti:
(a) X & uno spazio metrizzabile e separabile con dim(X) = 0;
(b) X é uno spazio metrizzabile e separabile scattered;

(c¢) X é uno spazio metrizzabile e separabile che ammette una base numerabile composta da

sottoinsiemi chiuso-aperti;
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(d) X ¢ omeomorfo ad un sottoinsieme di {0, 1};

(e) X & omeomorfo ad un sottoinsieme dell’insieme di Cantor.

Dim. Le condizioni (a) e (b) sono equivalenti per il Corollario 2.40.

Si supponga che X sia uno spazio metrico separabile scattered. Sia B una base di X composta
da sottoinsiemi chiuso-aperti. Dato che X e separabile, possiamo trovare un sottoinsieme
numerabile Y denso in X. Per ogni y € Y ed ogni intero n > 1, scegliamo un intorno B, ,, € B
di y contenuto nella palla aperta di raggio 1/y centrata in y. Allora i sottoinsiemi B, ,, formano
una base numerabile di X. Questo mostra che (b) implica (c).

Mostriamo ora che (c¢) implica (d). Si supponga che X sia uno spazio metrico separabile e che
(B)nen sia una base di X composta da sottoinsiemi chiuso-aperti. Sia x,,: X — {0, 1} lamappa
caratteristica di B,. Si consideri la mappa p: X — {0, 1} definita da ¢(z) = (xn(T))nen per
ogni x € X. Dato che B, e chiuso-aperto, la mappa Y, € continua per ogni n € N. Questo
implica che ¢ e continua. Dato che X & Hausdorff, I'iniettivita di ¢ segue dal fatto che i
sottoinsiemi B,,n € N formano una base di X. Abbiamo che p(B,) = ¢(X) N, (1), dove
T, {0,131 — {0,1} & la proiezione sul n-fattore di {0,1}N. Questo mostra che p(B,) ¢
aperto in ¢(X). Dato che i sottoinsiemi B,, formano una base di X, deduciamo che I'immagine
attraverso ¢ di un qualunque sottoinsieme aperto di X & aperta in ¢(X). Di conseguenza, ¢
induce un omeomorfismo da X su ¢(X). Questo mostra che X soddisfa (d).

Per completare la dimostrazione basta osservare che (d) implica (b) per la Proposizione 2.16 e
che (d) ed (e) sono equivalenti dato che lo spazio {0, 1} & omeomorfo all’insieme di Cantor per

la Proposizione 2.3. [

2.9 Spazi metrizzabili compatti zero-dimensionali

Ogni spazio metrizzabile compatto e sia Hausdorff che separabile. Combinando i Teoremi 2.63

e 2.64, otteniamo il seguente risultato.

Teorema 2.65. Sia X uno spazio topologico non vuoto. Allora le sequenti condizioni sono

equivalentu:

(a) X € uno spazio metrizzabile compatto con dim(X) =0;
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(b) X & uno spazio metrizzabile compatto e scattered;
(c) X & uno spazio metrizzabile compatto totalmente separato;
(d) X & uno spazio metrizzabile compatto totalmente disconnesso;

(e) X € uno spazio metrizzabile compatto che ammette una base numerabile composta da

sottoinsiemi chiuso-aperti;
(f) X & omeomorfo ad un sottoinsieme chiuso di {0,1}";

(9) X é omeomorfo ad un sottoinsieme chiuso dell’insieme di Cantor.
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Capitolo 3

Alcune interessanti dimostrazioni

3.1 Dimostrazione di Furstenberg dell’infinita
dei numeri primi

Sia Z l'insieme dei numeri interi dotato della sua topologia profinita ossia la topologia che
ha come base B, cioe la famiglia di sottoinsiemi del tipo nZ + k al variare di n € N e di

k €{0,...,n—1}. Allora si ha che:
(a) Per ogni n € Z, nZ ¢ un sottoinsieme chiuso di Z;
(b) Ogni sottoinsieme di Z che ¢ aperto e non vuoto ¢ infinito;

(c) Sia P:=1{2,3,5,7,11,...} 'insieme dei numeri primi. Allora P & infinito.

n—1
(a) L’insieme A := U (nZ + k) ¢ aperto in quanto unione di sottoinsiemi aperti di Z. Questo

k=1
implica che nZ = Z\ A ¢ chiuso in Z.

(b) Sia X C Z un sottoinsieme aperto non vuoto e prendiamo un x € X. Dato che B ¢ base
della topologia profinita su Z, posso trovare B, € B tale che z € B, C X. Osservando che
ognuno dei B € B e infinito si ottiene che anche X ¢ infinito. Inoltre, da questo segue che un
insieme chiuso non puo essere il complementare di un insieme finito.

(c) Dato x € Z\{—1, 1} si ha che  puo essere fattorizzato in modo unico come x = sgn(x)pips . . . px
conpy <py<---<ppep; €P perognil <i<Ek. Segue che per ogni x € Z\{—1,1} esiste

p € P tale che x € pZ e quindi Z\{—1,1} = | J pZ.

peEP
Supponiamo ora per assurdo che P sia finito. Dato che gli insiemi pZ sono chiusi e P e finito,
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abbiamo che U pZ € chiuso in quanto I'unione finita di insiemi chiusi e chiusa. D’altra parte

peEP
Z\{—1,1} non puo essere chiuso poiché, come visto in (b), un sottoinsieme proprio chiuso non

puo essere il complementare di un insieme finito. Questa contraddizione mostra che I'insieme

P dei numeri primi ¢ infinito.

3.2 Spazi ultrametrici e numeri p-adici

Introduciamo ora gli spazi ultrametrici, degli speciali spazi metrici che soddisfano una versione

rinforzata della disuguaglianza triangolare.

Definizione 3.1. Uno spazio metrico (X, d) ¢ detto spazio ultrametrico se per ogni x,y, z € X

si ha:
d(z,y) < max(d(z,z),d(y, z))
Sia (X, d) uno spazio ultrametrico non vuoto, dimostriamo i seguenti risultati:

(a) Siano A un sottoinsieme chiuso di X e p > 0. Allora l'insieme C, := {z € X | dist(z, A) =

p} € un sottoinsieme chiusoaperto di X;

(b) Siano A e B sotttoinsiemi chiusi disgiunti di X. Allora l'insieme © = {z € X |

dist(x, A) < dist(x, B)} & un sottoinsieme chiusoaperto di X;
(c) dim(X) =0;
(d) Anche il completamento metrico (X', d’) di (X,d) & uno spazio ultrametrico.

Cominciamo dimostrando che dati z,y,z € X tali che d(x,y) > d(z,2) si ha che d(z,y) =
d(z,y). Questo & dovuto alla disuguaglianza triangolare stretta per cui, sapendo che d(z, z) <
d(x,y), si ha d(z,y) < max(d(z, 2),d(z,y)) = d(z,y) e d(z,y) < max(d(y,x),d(z,2)) = d(z,y)
e di conseguenza d(x,y) = d(z,vy).

(a) Dimostriamo che C, ¢ aperto. Fissiamo z € C,, vogliamo dimostrare che esiste ¢ > 0
tale che la palla aperta B(z,e) e contenuta in C,. Scegliamo un 0 < € < p e prendiamo
z € B(z,¢) che quindi soddisfa d(z, z) < € < p. Per quanto dimostrato in precedenza, dato che

d(z,z) < p <d(x,a) per ogni a € A, abbiamo che
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dist(z, A) = inf d(z,a) = inf d(z,a) = dist(z, A) = p

acA acA
Ne consegue che B(xz,¢) C C, e quindi l'insieme C, & aperto.
Allo stesso modo dimostriamo che gli insiemi U := {x € X | dist(z, A) <p}e Uf :={r e X
| dist(x, A) > p} sono aperti. Fissiamo x € U; e 0 < & < p. Prendiamo z € B(z,¢) che

soddisfa d(z, z) < e < p. Si ha quindi

dist(z, A) = inf d(z,a) = inf d(x,a) = dist(x, A) < p.

a€A a€A

Dunque B(x,e) C U, per cuild; ¢ aperto. Similmente fissiamo x € U;r e (0 < e < p. Prendiamo

z € B(x,¢) che soddisfa d(z,2) < e < p. Si ha quindi

dist(z,A) = inf d(z,a) = inf d(x,a) = dist(x, A) > p

acA acA
e B(z,e) C U per cui U & aperto. Deduciamo dunque che C, = X\ (U, UU") & un sottoin-
sieme chiuso di X.
(b) Fissiamo z € (2 tale che dist(z, A) = p < dist(xz, B). Prendiamo 0 < ¢ < pe z € B(z,¢).

Allora, osservando che d(zx, z) < & < p, si ottiene

dist(z,A) = inf d(z,a) = inf d(x,a) = p

acA acA
dist(z, B) = ;212 d(z,b) = ;gg d(x,b) > p

dunque z € Q e B(z,e) C Q. Di conseguenza €2 & aperto.

Allo stesso modo si pud dimostrare che I'insieme ' := {z € X | dist(x, B) < dist(z,A)} &
aperto e, dunque, che l'insieme 2 = X\ Q' & chiuso.

(c) Dati A, B C X sottoinsiemi chiusi disgiunti, gli insiemi €2, (', definiti come prima, sono due
sottoinsiemi aperti tali che X = QU Q' e A C Q, B C . Usando il Teorema 2.17 possiamo
concludere che dim(X) = 0.

(d) Ricordiamo che il completamento metrico (X', d’) di (X,d) ¢ dato dall'insieme X’ delle
classi di equivalenza delle successioni di Cauchy in X rispetto alla relazione di equivalenza ~

definita da

(Tn)nen ~ (Un)nen <= lim d(2p,yn) =0

n—oo

e dalla distanza d’ tale che



46 Capitolo 3. Alcune interessanti dimostrazioni

d/([($n)neN]a [(yn)neN]) = nlL\HOlO d(xn7 yn)

Se (X, d) & uno spazio metrico allora anche (X', d") & uno spazio metrico, quindi basta dimostrare
che anche per (X', d’) vale la disuguaglianza triangolare stretta. Prendiamo [(x,,)nen], [(Yn)nen],

[(2n)nen] € X', allora abbiamo che:

d'([(zn)nen], [(Yn)nen]) = nh_{go d(Tn, Yn) < lim max(d(2n, 2n), d(2n, Yn)) =

n—o0

max(lim d(z,, z,), nlgrolo d(2n,Yn)) = maz(d'([(xn)nen], [(2n)nen]), d' ([(2n)nen]s [(Yn)nen]))

n—oo

quindi (X’,d") & uno spazio ultrametrico.

3.2.1 Numeri p-adici

Introduciamo ora il sistema dei numeri p-adici. Fissato un numero primo p, esso sara un
completamento dell’insieme dei numeri razionali QQ diverso rispetto all’'usuale completamento

dei numeri razionali dato dai numeri reali R.

Definizione 3.2. Sia p un numero primo. Ogni numero razionale ¢ € Q\{0} puo essere
a
espresso nella forma g = p”g, doven € Z e a,b € Z\pZ sono interi non divisibili per p. L’intero

v,(q) :=n € Z & ben definito ed & chiamato p-valutazione di q.

Definiamo la mappa d : Q x Q — R come

7vp(x7y) se T
da,y) = {p i

0 sex =1y

per ogni z,y € Q e dimostriamo le seguenti affermazioni:
(a) (Q,d) e uno spazio ultrametrico;
(b) II completamento metrico Q, di (Q,d) soddisfa dim(Q,) = 0.

. Qg Q . . .
Prendiamo x,y € Q con x = p”zb— ey = p"yb—y . Supponiamo di avere n, < n,, e osserviamo
@ y

che
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avente numeratore e denominatore non divisibili per p. Otteniamo dunque che v,(z — y) =

min(v,(z), vp(y))-

(a) Dimostriamo che d & una ultrametrica sull’insieme Q:
1. d(z,y) = p @ ¥ >0 per ogni x £y e d(z,y) =0 <= x=y;
2. vz —y) = min(vp(z), v,(y)) = vp(y —2) = d(z,y) = d(y, z);

3. tralasciando il caso in cui almeno due tra z,y,z sono uguali, dove la disuguaglianza
triangolare stretta ¢ banalmente vera, consideriamo il caso in cui x,y, z sono a due a due

diversi ed otteniamo

d(x’ y) = p*vp(xfy) =p- min(vp(z),vp(y)) <p min(vp(z),0p(y),vp(2)) _

max(p~ min(vp(2),0p(2)) )= min(vp(y),vp(z))) - max(p—vp(x—Z)jp—vp(y—Z)) = max(d(z, 2),d(y, z))

Di conseguenza (Q, d) € uno spazio ultrametrico.
(b) Dato che (Q,d) & uno spazio ultrametrico, per quanto dimostrato in precedenza, si ha che
anche il suo completamento metrico Q,, ¢ uno spazio ultrametrico e quindi soddisfa dim(Q,) = 0.

L’insieme Q,, ¢ I'insieme dei numeri p-adici.
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