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Introduzione

La teoria dei semigruppi nasce nella prima meta del XX secolo, ed a partire
dal 1948, con il fondamentale teorema di Hille-Yosida, acquista un’impor-
tanza centrale per una vastissima gamma di applicazioni in svariati campi:
equazioni alle derivate parziali, equazioni integro-differenziali, equazioni con
ritardo, teoria dei controlli, modelli matematici in dinamica delle popolazio-
ni, meccanica quantistica ed altro ancora.

Un semigruppo su uno spazio di Banach X e, come vedremo, una famiglia
T'(t) di operatori lineari limitati, da X in se stesso, parametrizzata su R che
gode di alcune proprieta specifiche. Il risultato pit importante della teoria
dei semigruppi, come gia accennato, ¢ il Teorema di Hille-Yosida che carat-
terizza una particolare tipologia di semigruppi, chiamati fortemente continui
o Cy, in termini dei loro generatori infinitesimali. Questo Teorema, assieme
ad alcuni suoi corollari, risulta uno strumento molto potente per lo studio di
Problemi di Cauchy astratti come vedremo nel Capitolo 4. Prima, pero, ci
servira identificare il contesto teorico in cui ci troviamo e cio sara trattato
nel Capitolo 1, in cui c¢i occuperemo di definire semigruppi uniformemente
continui e fortemente continui e di dimostrare le principali proprieta di cui
essi godono. Successivamente nel Capitolo 2 ci occuperemo nello specifico
dei semigruppi Cp, piu in particolare vedremo quali condizioni su un gene-
rico operatore lineare A: D(A) C X — X ci permettono di concludere che
esso e proprio il generatore di un semigruppo Cy su X e viceversa. In questo
capitolo rientra l’enuciato e la dimostrazione del Teorema di Hille-Yosida.
Nel capitolo 3 ci occuperemo di un’altra particolare classe di semigruppi di
operatori, i semigruppi analitici, le cui proprieta saranno importanti per as-
sicurarci determinati risultati di regolarita per le soluzioni del Problema di
Cauchy nel capitolo 4. Infine nel Capitolo 5 vedremo un’applicazione del-
la teoria precedentemente sviluppata nel contesto delle equazioni a derivate
parziali del secondo ordine paraboliche. Come vedremo, tale teoria offre un
metodo elegante per costruire soluzioni di problemi di questo tipo.






Capitolo 1

Teoria dei semigruppi di
operatori lineari limitati

Iniziamo col dare una definizione generale di semigruppo di operatori lineari.

1 Definizione. Sia X spazio di Banach.
Una famiglia parametrizzata T'(t), 0 < t < oo, di operatori lineari limitati
da X in X e un semigruppo di operatori lineari limitati su X se:

i) T'(0) = I dove I ¢ l'operatore identita su X
i) T(t+s)=T(t)T(s) Vt,s > 0 proprieta del semigruppo
L’operatore lineare A: D(A) C X — X dove

T(t)x —
D(A) = {x € X: limw esiste}

£,0
definito da
T(t)x — drT(t
Az = lim )z =2 = (D) per x € D(A)
t10 t at |-,

si dice generatore infinitesimale del semigruppo 7'(t) e D(A) ¢ il dominio
di A.
1.1 Semigruppi uniformemente continui

1.1 Definizione. Il semigruppo 7'(t), 0 <t < oo, si dice uniformemente

continuo se
lim ||7(t) — I]| =0
t10
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dove || - || & la norma operatoriale dello spazio dei funzionali lineari e limitati
da X in X, cioe [|T(t)|| = sup,o % per t > 0, mentre || - ||x ¢ la norma
di X. Con un abuso di notazione indicheremo, da qui in avanti, entrambe le
norme con | - || ed il contesto chiarira a quale norma nello specifico ci stiamo
riferendo.

E facile verificare che se T'(t) & semigruppo uniformemente continuo allora
lim [|7'(t) = T(s)|| = 0
1.2 Teorema. Sia A operatore lineare. Allora

A ¢ il generatore infinitesimale di un semigruppo uniformemente continuo
<= A ¢ operatore limitato

Dimostrazione.
 (tA)"
= T(t) = = g — che converge in norma V¢ > 0 e quindi definisce
n!
n=0

un operatore lineare limitato 7'(¢), Vt > 0.
T(0) =1 ovvio e T'(s +t) = T(s)T(t) per formula del binomio di Newton.
Usando le stime

IT(t) — 1] < ¢l Alle M

T(t) — I

_A’

< [[All- max [[T'(s) — 1]

si vede che T'(t) € un semigruppo uniformemente continuo di operatori lineari
limitati su X e che A e il suo generatore infinitesimale.

— Sia T'(t) semigruppo uniformemente continuo di operatori lineari limitati
su X e sia A il suo generatore infinitesimo. Fissiamo p > 0, sufficentemente
piccolo, tale che HI —pt fop T(s)ds” < 1. Cio implica, per lemma di Banach
(1.3 di [Sall9], il quale afferma che, data || - || norma matriciale se per una
matrice quadrata A di ordine n vale ||, — A|| < 1 allora A ¢ invertibile) che
p~t [ T(s)ds ¢ invertibile e quindi [/ T'(s)ds ¢ invertibile. Ora

W (T(R) — 1) /0 " T(s)ds = bl ( /0 " (s + h)ds — /0 pT(s)ds)

= n! (/pMT(s)ds - /OhT(s)ds)

e quindi



Per h | 0 si ha quindi che h=1(T (h) I) converge in norma, quindi fortemente,

all’operatore lineare limitato (T'(p) — I) ( fo ) ' che @ il generatore
infinitesimale di 7'(¢). O

Quindi se T'(t) & uniformemente continuo allora il suo generatore infini-
tesimale e operatore lineare limitato. Viceversa ogni operatore lineare limi-
tato ¢ il generatore di un semigruppo uniformemente continuo 7'(t). Tale
semigruppo e unico?

1.3 Teorema. Siano T(t) e S(t) semigruppi uniformemente continui di
operatori lineari limitati. Se

M AOED. St =1
tl0 t t10 t

allora T'(t) = S(t) Vt > 0

Dimostrazione.

Mostriamo che, dato M > 0, si ha che S(t) =T'(t), 0 <t < M. Sia M >0
fissato, poiche t — [|T'(t)|| e t — ||S(t)|| sono continue, IC' costante tale che
IT(@)][|S(t)]| < C, per 0 <s,t <M. Dato € > 0, segue dallipotesi di avere
lo stesso generatore che 30 > 0 tale che

WY T(h) — S(h)|| < ¢/MC per 0 < h <6

Sia 0 < t < M e scegliamo n > 1 tale che t/n < 0. Dalla proprieta dei
semigruppi e dalla stima fatta qui sopra segue che

I7() — S]] = HT (ni) -9 ("%) H
( n)s<kt>—T(( —k—1>3)5(@>“

S n
<[ (s () - G Gl < onsir <

Poiche € > 0 ¢ arbitrario 7'(t) = S(¢) per 0 <t < M. O

1.4 Corollario. Sia T'(t) un semigruppo uniformemente continuo di opera-
tori lineari limitati. Allora

a) Esiste una costante w > 0 tale che | T(t)|| < e“*.
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b) Esiste un unico operatore lineare limitato A tale che T(t) = e
c) L’operatore A in b) ¢ il generatore infinitesimale di T'(t).
d) t — T(t) e differenziabile in norma e

dT'(t

T _ sty = T(1)A
dt

Dimostrazione. Seguono tutte da b). Per mostrare b) notiamo che il gene-

ratore infinitesimale di 7'(¢) € un operatore lineare limitato A. A & anche il

generatore infinitesimale di e/ definito nella dimostrazione del Teorema 1.2

e quindi per il Teorema 1.3, T'(t) = e'4. O

1.2 Semigruppi fortemente continui

In tutta questa sezione X ¢ uno spazio di Banach.

1.5 Definizione. Un semigruppo di operatori lineari limitati 7(¢),0 < t <
00, su X si dice fortemente continuo se

ImT(t)x =2 VrelX.
0

Un semigruppo di operatori lineari fortemente continuo su X verra chiamato
semigruppo di classe Cy o semplicemente semigruppo Cj.

1.6 Teorema. Sia T'(t) un semigruppo Cy. Allora esistono w >0 e M > 1
tali che
IT@)|| < Me**  per0 <t < cc.

Dimostrazione. Mostriamo prima che 3 1 > 0 tale che ||T'(t)] ¢ limitato per

0 <t <n. Se questo ¢ falso, allora esiste una successione {t,},>1 tale che

t, >0, lim t, = 0 e ||T(t,)|| > n. Dal teorema sull’uniforme limitatezza
n—oo

segue che per qualche x € X, {T(t,)x},>1 ¢ illimitato che ¢ in contrasto
con l'ipotesi che il semigruppo sia Cy. Quindi, [|T'(¢)|| < M per 0 <t <.
Poiche |T(0)|| = 1, deve essere M > 1. Sia w =n 'logM > 0. Datot > 0
abbiamo t = nn + 9 dove 0 < § < n e quindi per la proprieta dei semigruppi

IT@)I = 17T ()" < M < MM = Me*
O

1.7 Corollario. Se T'(t) ¢ un semigruppo Cy allora ¥x € X t — T(t)x e
funzione continua da Ry (la semiretta reale non negativa) in X .

12



Dimostrazione. Sia t,h > 0. La continuita di ¢ — T'(t)x segue da
17t + h)z = T(t)z|| < [TOINT(R)x — 2| < M| T(h)a — |
epert>h>0
1Tt = k) = T@)x|| < [Tt = W)llllz = T(h)z|] < Me* |z — T (h)x||
[

1.8 Teorema. Sia T'(t) un semigruppo Cy e sia A il suo generatore infini-
tesimale. Allora

a) Peraxz e X
t+h

1
}lll_r)% n ) T(s)xds =T(t)x

b) Perz € X, [}T(s)zds € D(A) e

A < /0 t T(s):cds) ~ Tt — 2

c) Perx € D(A), T(t)xr € D(A) e

d
ET(t)x = AT (t)x =T(t)Ax

d) Perx € D(A)

Tt)x —T(s)x = /: T(1)Axdr = /: AT (T)xdT

Dimostrazione.  a) segue direttamente dalla continuita di ¢ — T'(¢)x.

b) Siano x € X e h > 0. Allora

%/{) T(s)xds = %/0 (T(s+ h)x —T(s)x)ds

1 t+h 1 h
— - T [
h/t (s)xds h/o (s)xds

e per h | 0 il termine a destra tende a T'(t)x — x.

13



c) Siax € D(A) e h > 0. Allora

%T(m _ 7 (%) v - T(t)Az per h 0.
Quindi T'(t)x € D(A) e AT (t)x = T(t)Az. Da sopra segue che

d+
ET(t)x = AT (t)x = T(t)Ax,

cioe la derivata destra di T'(t)z & T'(t)Az. Ci rimane, quindi, solo da
dimostrare che per t > 0, la derivata destra di T'(¢)z esiste ed equivale

a T(t)Az. Questo segue da

. [Tz =Tt —h)x
1’3})1[ - — T(t)Ax]
= lim Tt — h) {W - Ax] (T (t — h) A — T(1) Az)

e dal fatto che entrambi i termini a destra siano 0, il primo poiche
x € D(A) e |T(t — h)| e limitato per 0 < h < t e il secondo per la
continuita forte di T'(¢).

d) Si ottiene integrando 4T (t)z = AT(t)x = T(t)Az del punto c) da
sat.
0

Ricordiamo ora la definizione di operatore lineare chiuso, di chiusura di
un operatore e di operatore chiudibile.

2 Definizione. Dato X spazio di Banach, un operatore lineare
A:DA)CX - X

¢ detto chiuso se per ogni successione {z,}, . in D(A) convergente a x € X
tale che:
lim Az, =y € X

n—oo

si ha che z € D(A) e che:
Ax =y

In modo equivalente, A e chiuso se il suo grafico e chiuso in X x Y. Dato
un operatore A, se la chiusura del suo grafico in X x Y & il grafico di un
qualche operatore A, allora A & la chiusura di A4, e A & detto chiudibile.
A ¢ quindi chiudibile se @ la restrizione di un operatore chiuso A al dominio

D(A) di A.

14



1.9 Corollario. Se A ¢ il generatore di un semigruppo Coy T'(t) allora D(A),
il dominio di A, é denso in X e A € un operatore lineare chiuso.

Dimostrazione. Yx € X pongo x; = %fot T'(s)xds. Per il punto b) del Teore-
ma 1.8, x; € D(A) per t > 0 e per a) dello stesso teorema z; — x per t | 0.
Quindi D(A), la chiusura di D(A), ¢ tutto X. La linearita di A & evidente.
Per provare la sua chiusura considero x,, € D(A),z, — = e Ax, — y per
n — oo. Dal punto d) del Teorema 1.8 abbiamo

t
T(t)x, — x, = / T(s)Ax,ds.
0

L’integranda del lato destro converge uniformemente a T'(s)y negli intervalli
limitati. Di conseguenza per n — oo abbiamo

Tt)r —x= /OtT(s)yds.

Dividendo per ¢ > 0 e mandando ¢ | 0, vediamo, usando il punto a) del
Teorema 1.8, che x € D(A) e Az =y. O

1.10 Teorema. Siano T(t) e S(t) semigruppi Cy di operatori lineari limitati
con generatori infinitesimali rispettivamente A e B. Se A = B allora T(t) =
S(t) pert > 0.

Dimostrazione. Sia x € D(A) = D(B). Dal punto c) del Teorema 1.8 segue
facilmente che la funzione s — T'(t — s)S(s)z ¢ differenziabile e che

d
d—T(t —5)S(s)x = —AT(t — s)S(s)x + T(t — s)BS(s)x

s

= —T(t—s)AS(s)zr+T(t — s)BS(s)x = 0.

Quindi s — T'(t — 5)S(s)x € costante ed in particolare i suoi valoriin s =0 e
s = t sono gli stessi, cioe T'(t)x = S(t)z. Questo vale Vo € D(A) e poiche, per

il corollario 1.9, D(A) ¢ denso in X e T'(t), S(t) sono limitati, T'(t)x = S(t)x
Vo e X. O

Se A e il generatore infinitesimale di un semigruppo Cj, allora per corol-

lario 1.9 D(A) = X. Vale anche il seguente risultato:

1.11 Teorema. Sia A il generatore infinitesimale di un semigruppo Co, T'(t).
Se D(A™) ¢ il dominio di A", allora (,_, D(A") ¢é denso in X.

Dimostrazione. 1.2.7 del [Paz92]. O

15



Concludiamo questa sezione con un’applicazione del Teorema 1.8.

1.12 Lemma. Sia A generatore infinitesimale di un semigruppo Co, T(t),
tale che |T(t)|| < M Vt > 0. Se x € D(A?), allora ||Az||* < 4M?|| A%z||||z]|.

Dimostrazione. Usando il punto d) del Teorema 1.8 ¢ facile verificare che per
r € D (A?)

T(t)x —x =tAx + /t(t — 5)T'(s)A%xds

Quindi

[Az|| < T @)l + [|(1) +t1/0 (t—s)||T(s)A%]| ds

Qui abbiamo usato che M > 1 poiche |[|T(0)|| = 1. Se A%z = 0 allora quella
sopra implica Az = 0 e quindi la tesi ¢ soddisfatta. Se A%x # 0 sostituiamo
t = 2||x||*/?||A%2||~"/? in quella sopra e quindi segue la tesi. O

16



Capitolo 2

Generatori infinitesimali di
semigruppi fortemente continui

Sia T'(t) un semigruppo Cy. Dal Teorema 1.6 segue che esistono costanti
w=>0eM >1tale che |T(t)|| < Me*! pert > 0. Se w = 0 allora T'(t) ¢
detto uniformemente limitato e, inoltre, se M = 1 & detto semigruppo
di contrazioni Cj. In questa sezione ci occuperemo della caratterizzazione
dei generatori infinitesimali di semigruppi C di contrazioni. Tali condizioni
riguardano il comportamento del risolvente del generatore infinitesimale A
del semigruppo di contrazioni preso in esame. Ricordiamo brevemente due
definizioni:

3 Definizione. Dato A operatore lineare su X, I’insieme risolvente p(A)
e l'insieme
p(A) ={A e C| (A — A) ¢ invertibile }
={AeC| (M — A)~" & operatore lineare limitato in X }

R(A: A)= (M — A" X € p(A), & chiamato risolvente di A.

2.1 1l teorema di Hille-Yosida

2.1 Teorema (Teorema di Hille-Yosida). Sia A un operatore lineare (non
necessariamente limitato).

A ¢é il generatore infinitesimale di un semigruppo Cy di contrazioni T'(t),t > 0
—

i) A é chiuso e D(A) = X.

17



ii) L’insieme risolvente p(A) di A contiene RT e VA > 0 vale

IR A <

> =

Dimostrazione.
— Se A ¢ il generatore infinitesimale di un semigruppo Cj allora e chiuso e
D(A) = X per corollario 1.9. Per A > 0 e z € X sia

RNz = /0°° e MT(t)xdt.

Poiche t +— T'(t)z ¢ continua e uniformemente limitata, I'integrale esiste come
integrale improprio di Riemann e definisce un operatore lineare limitato R(\)
che soddisfa

< 1
RNl S/O e T()lldt < S|
Inoltre, per h > 0

T =1 pye = % / (T (¢t + h)a — T(t))dt
0
My _ 1 oo N
= / e MT(t)zdt — c e MT(t)xdt
hJo hJo

Per h | 0, il membro a destra converge a AR(A)x — x. Questo implica che
Vee X eVA>0, R(A)z € D(A) e AR(N) = AR(\) — 1,0

(M — A)R(\) = I

Per z € D(A) abbiamo
R(\) Az = / e MT(t) Axdt = / e MAT (t)xdt
0 0

=A (/OOO e_’\tT(t)xdt) = AR(\)zx

Qui abbiamo usato il punto ¢) del Teorema 1.8 e la chiusura di A. Dalle
ultime ultime due uguaglianze qui sopra segue che

RMNM —A)x=x per z € D(A)

Quindi, R(\) e l'inverso di AI — A, esiste YA > 0 e soddisfa la stima in ii).
Le condizioni i) e ii) sono quindi necessarie se A ¢ il generatore infinitesimale
si un semigruppo Cy di contrazioni. L]
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Per dimostrare che le condizioni i) e ii) sono sufficienti per affermare che
A ¢ il generatore infinitesimale di un semigruppo Cy di contrazioni ci servono
tre lemmi.

2.2 Lemma. Sia A operatore che soddisfa le condizioni i) e i1) del Teorema
2.1 di Hille-Yosida e sia R(\: A) = (M — A)~L. Allora

lim AR(A: A)x =2  per z€X.

A—00
Dimostrazione. Supponiamo prima che = € D(A). Allora
INR(A : A)z — z|| = [JAR(A : A)z||
1
=||R(\: A)Az|| < XHAJ;H —0 per A — o0

Ma D(A) ¢ denso in X e [[AR(A : A)|] < 1. Quindi AR\ : A)x — x per
A—o0 Ve lX. O

Definiamo ora, VA > 0, Papprossimazione di Yosida di A come
Ay =AAR\: A) = N>R\ : A) — AT
A, e un approssimazione di A nel senso seguente:

2.3 Lemma. Sia A operatore che soddisfa le condizioni i) e ii) del Teorema
2.1 di Hille-Yosida. Se Ay ¢ l'approssimazione di Yosida di A, allora

lim Ayx = Az perx € D(A)

A—00

Dimostrazione. Per x € D(A) abbiamo per il Lemma 2.2 e per definizione di
A, che

lim Ayz = lim AR(\: A)Az = Ax

A—00 A—00

O

2.4 Lemma. Sia A operatore che soddisfa le condizioni i) e ii) del Teorema
2.1 di Hille-Yosida. Se Ay é l'approssimazione di Yosida di A, allora Ay
e il generatore infinitesimale di un semigruppo uniformemente continuo di
contrazioni e">. Inoltre, per ogni x € X, X\, u > 0 abbiamo

e — ethea] < ¢ e — Ayl

19



Dimostrazione. Dalla definizione di A, e chiaro che esso € un operatore
lineare limitato e quindi ¢ il generatore infinitesimale di un semigruppo
uniformemente continuo e!** di operatori lineari limitati per Teorema 1.2.
Inoltre

—tA

tAk‘ e

t)\QR()\:A)H < o~ IRNA < 1

e =e

e quindi e & un semigruppo di contrazioni. E chiaro dalla definizione che
e, et Ay e A, commutano tra loro. Di conseguenza

|’€tA>‘I . €tA“x|| _ H/l % (etSAket(l_s)Aum) ds
0

1
< / t ||etSA*et(1_s)A“ (A — Auz)| ds < t|| Az — ALz
0

]

Siamo ora pronti per concludere la dimostrazione del Teorema 2.1 di
Hille-Yosida.

Dimostrazione. (Necessita Teorema di Hille-Yosida)
<= Sia z € D(A). Allora

tAyz etAuz

e | < tl|Ave — Auz|| < t||Asa — Az|| + t]| Az — Az
Dalla disuguaglianza qui sopra e dal Lemma 2.3 segue che per z € D(A), etz
converge per A — 00 e la convergenza ¢ uniforme sugli intervalli limitati.
Poiche D(A) ¢ denso in X e HetA*H < 1, segue che

/\113010 ey =T(t)xr perogni 1z € X.

Il limite qui sopra € ancora uniforme sugli intervalli limitati. Da tale limite
segue facilmente che il limite T'(¢) soddisfa la proprieta dei semigruppi, che
T(0) = I e che ||T(t)|| < 1. Inoltre t — T'(t)x & continua V¢ > 0 in quanto
limite uniforme della funzione continua ¢ +— ¢z, Quindi 7'(t) ¢ un semi-
gruppo Cjy di contrazioni su X. Per concludere la dimostrazione mostreremo
che A & il generatore infinitesimale di T'(t). Sia x € D(A). Allora usando il
limite usato prima sopra e il Teorema 1.8 abbiamo

t

t
T(t)x —z = lim (e“z —2) = lim [ M Axds = / T(s)Axds
0

A—00 A—00 0

L’ultima uguaglianza segue dalla convergenza uniforme di e Az a T'(t) Az
sugli intervalli limitati. Sia B il generatore infinitesimale T'(t) e siaz € D(A).
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Dividendo I'espressione sopra per t > 0 e mandando ¢ | 0 vediamo che x €
D(B) e che Bx = Az. Quindi B D A. Poiche B ¢ il generatore infinitesimale
di T'(t), segue dalla condizione necessaria che 1 € p(B). Viceversa, supponia-
mo per ii) che 1 € p(A). Poiche B2 A, (I —B)D(A)=(I—-A)D(A) =X
che implica che D(B) = (I — B)™'X = D(A) e quindi A = B. O

Il Teorema 2.1 di Hille-Yosida e la sua dimostrazione portano a delle
semplici conseguenze che vedremo ora.

2.5 Corollario. Sia A il generatore infinitesimale di un semigruppo Cy di
contrazioni T'(t). Se Ay é Uapprossimazione di Yosida di A, allora

T(t)z = lim e perz € X.
A—00
Dimostrazione. Dalla dimostrazione del Teorema 2.1 segue che il limite a

destra definisce un semigruppo Cj di contrazioni, S(¢), il cui generatore
infinitesimale ¢ A. Dal Teorema 1.10 segue allora che T'(t) = S(t). O

2.6 Corollario. Sia A il generatore infinitesimale di un semigruppo Cy di
contrazioni T(t). L’insieme risolvente di A contiene il semipiano destro
aperto, cioé, p(A) 2 {\: ReX > 0} e per tali A

1
RA: A < =—.

1RO A)) < oy

Dimostrazione. L'operatore R(A\)z = [~ e MT(t)xdt & ben definito per A

che soddisfa Re A > 0. Nella dimostrazione della necessita del Teorema 2.1

¢ stato mostrato che R(\) = (A — A)™! e quindi p(A) 2 {\: ReX > 0}. La

stima della tesi per R(\) ¢ ovvia. O

Sia T'(t) un semigruppo Cy che soddisfa ||T'(¢)]| < e** (per w > 0 ). Con-
sideriamo S(t) = e “'T'(t). S(t) & ovviamente un semigruppo Cy di contra-
zioni. Se A ¢ il generatore infinitesimale di 7'(¢), allora A—wI ¢ il generatore
infinitesimale di S(t). Viceversa se A ¢ il generatore infinitesimale di un se-
migruppo Cj di contrazioni S(t), allora A+ wl ¢ il generatore infinitesimale
di T'(t), semigruppo Cy che soddisfa ||T(¢)|| < e“'. Queste osservazioni ci
portano alla caratterizzazione dei generatori infinitesimali di semigruppi C
che soddisfano ||T(t)]| < e“".

2.7 Corollario. Un operatore lineare A ¢ il generatore infinitesimale di un
semigruppo Cy che soddisfa || T(t)| < e*! <

i) A é chiuso e D(A) = X
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ii) L’insieme risolvente p(A) di A contiene il raggio {\ : Im A = 0, A > w}

e per tali A

1
RN A < ——.
1RO A < +—

Concludiamo questa sezione con un risultato che e spesso utile per provare
che un dato operatore A soddisfa le condizioni sufficienti del Teorema di
Hille-Yosida, le quali implicano che esso ¢ generatore infinitesimale di un
semigruppo Cy di contrazioni. Sia X spazio di Banach e sia X* il suo duale.
Denotiamo il valore di z* € X*inxz € X con (z*,z) o (z,z*). Se A & un
operatore lineare in X il suo range numerico S(A) ¢ I'insieme

S(A) = {(z", Az) - x € D(A), [|lz] =1,
e X ||| =1, (z",z) = 1}.
2.8 Teorema. Sia A un operatore lineare chiuso con dominio D(A) denso in
X. Sia S(A) il range numerico di A e sia 3 il complementare di S(A) in C.
Se A € ¥ allora \I — A ¢ invertibile e ha tmmagine chiusa. Inoltre, se
Yo C X ¢ tale da soddisfare p(A) Ny # O allora lo spettro di A é contenuto
nel complementare Sy di Yo e

1
[R(A:A)|| < m

dove d(\ : S(A)) e la distanza di X da S(A).
Dimostrazione. 1.3.9 del [Paz92] O

2.2 1l teorema di Lumer-Phillips

Nella precedente sezione abbiamo visto la caratterizzazione di Hille-Yosida
del generatore infinitesimale di un semigruppo Cj di contrazioni. In questa
sezione vedremo una caratterizzazione differente degli stessi generatori infi-
nitesimali. Per fare cio abbiamo bisogno di alcune nozioni preliminari.

Sia X spazio di Banach e sia X* il suo duale. Denotiamo il valore di z* € X*
inz € X con (z*,x) o (x,x*). Per ogni x € X definiamo I’insieme duale
F(z) C X* come

Flz)={a" 12" € X" e (") =|z]* = |«*|"}
Dal Teorema di Hahn-Banach segue che F(z) # (0 Vz € X.

2.9 Definizione. Un operatore lineare A ¢ dissipativo se Vo € D(A) Jz* €
F(x) tale che Re (Azx, z*) < 0.
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In seguito diamo una utile caratterizzazione degli operatori dissipativi.

2.10 Teorema. Sia A operatore lineare.
A ¢ dissipativo <= ||(M — A)z|| > A||z|| Vo € D(A) e A > 0.

Dimostrazione.
= Siano A dissipativo, A > 0 e z € D(A). Se z* € F(x) e Re (Az,z*) <0
allora

1Az — Az|[[lz]] = [(Az — Az, 2")] = Re (Az — Az, 2") > A||z||”

e quindi segue la tesi.
<= Sia * € D(A) e supponiamo che A||z|| < |[Ax — Az| VYA > 0. Se
yr € F(hr — Az) e z5 = y3/ |ly3l), allora [[z5]| = 1 e

Azl < f[Az = Az|| = Az — Az, 25)
= ARe (x, 2}) — Re (Az, 23) < A||z|| — Re (Ax, 23)

per ogni A > 0. Quindi
1
Re(Az,z;) <0 e Re(z,25) 2 [lz]| - [l Az|

Poiche la palla unitaria di X* ¢ compatta nella topologia debole di X*, la rete
25, A — 00, ha un punto di accomulazione debole z* € X*, ||z*|| < 1. Dalle
ultime due disequazioni qui sopra segue che Re (Azx, z*) < 0 e Re (z,2*) >
|lz]|. Ma Re(z,z*) < |[(z,2*)| < ||z]| e quindi (x,z*) = ||z||. Prendendo
x* = ||z||]z* abbiamo che z* € F(x) e Re (Az,z*) < 0. Quindi Vo € D(A)
Jz* € F(x) tale che Re (Az,z*) < 0 e quindi A ¢ dissipativo. ]

2.11 Teorema (Teorema di Lumer-Philips).
Sia A un operatore lineare con dominio D(A) denso in X.

a) Se A ¢ dissipativo ed g > 0 tale che l'immagine, R (Nl — A), di
Ml — A e X, allora A ¢ il generatore infinitesimale di un semigruppo
Cy di contrazioni su X.

b) Se A é il generatore infinitesimale di un semigruppo Cy di contrazioni
su X allora RIAI — A) = X VA > 0 e A é dissipativo. Inoltre,
Vo € D(A) e Va* € F(z), Re (Az,2*) <0.

Dimostrazione. — a) Sia A > 0, A dissipativo implica per Teorema 2.10 che
| Az — Az|| > A||z|| per ogni A > 0 e z € D(A). Poiché R (NI — A) =
X, segue da sopra con A = A\g che (A\g] — A)fl e un operatore lineare
limitato e quindi chiuso. Ma allora A\gI — A ¢ chiuso e quindi anche
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A & chiuso. Se R(AI — A) = X VA > 0 allora p(A) 2]0,00[ e ||R(\ :
A)|| < A7t (segue da sopra per teorema 2.10). Dal Teorema di Hille-
Yosida segue che A ¢ il generatore infinitesimale di un semigruppo Cj
di contrazioni su X. Per completare la prova di a) rimane da mostrare
che R(AI — A) =X VA > 0. Consideriamo 'insieme

A={N:0<A<ooeRWN—-A) =X}

Sia A € A. Per cio che si ¢ visto sopra si ha che A € p(A). Poiche p(A)
¢ aperto, un intorno di A ¢ in p(A). L’intersezione di questo intorno
con la retta reale & chiaramente in A e quindi A e aperto. Sia infatti
A€M, > A>0 Vye X Tz, € D(A) tale che

Ay, — Az, = .

Dalla disequazione data dal teorema 2.10 segue che ||z, || < X\ H|y|| < C
per C' > 0. Ora,

Am 20 = Tl < A (T — 2m) — A (@0 — 20|

= A0 = Al lznll < CA = Al
Quindi {mn}n21 ¢ successione di Cauchy. Sia x,, — x. Allora Az, —
Az —y. Poiche A ¢ chiuso, z € D(A) e \x—Ax = y. Quindi R(\—A) =
X e X € A, Quindi A ¢ anch’esso chiuso in ]0,00[ e poiche Ay € A
dallipotesi A # @ segue A =] 0,00 [. Cio completa la dimostrazione di

a).
Se A e il generatore infinitesimale di un semigruppo Cj di contrazioni,
T(t), su X, allora per il Teorema di Hille-Yosida p(A) 2]0, oo | e quindi
R(AM —A) = X VA > 0. Inoltre, se z € D(A), z* € F(x) allora
(T, < IT@] o] < o)

e quindi,

Re(T(t)x — x,2%) = Re (T(t)z,2*) — ||z||* < 0
Dividendo per ¢t > 0 e mandando ¢ | 0 si ha

Re (Azx,z*) <0.

Cio vale Vz* € F(z) e completa la dimostrazione.
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2.12 Corollario. Sia A un operatore lineare chiuso con dominio denso in X.
Se entrambi A e A* sono dissipativi, allora A é il generatore infinitesimale
di un semigruppo Cy di contrazioni su X.

Dimostrazione. Per a) del Teorema 2.11 di Lumer-Phillips e sufficiente pro-
vare che R(I — A) = X. Poiche A ¢ dissipativo e chiuso R(I — A) ¢ un
sottospazio chiuso di X. Se R(I — A) # X allora dz* € X*, z* # 0 tale
che (z*,x — Ax) = 0 per x € D(A). Questo implica z* — A*z* = 0. Poiche
A* e anch’esso dissipativo segue da Lumer-Philips che z* = 0 e cio e assurdo
perche z* # 0 per ipotesi. ]
Concludiamo la sezione con alcune proprieta degli operatori dissipativi.
2.13 Teorema. Sia A un operatore dissipativo su X.

a) Se IXg > 0, tale che R (Nl — A) = X allora R(N — A) = X VA > 0.

b) Se A ¢ chiudibile allora A, la chiusura di A, & anch’essa dissipativa.

c) Se D(A) = X allora A ¢é chiudibile.
Dimostrazione.

a) B gid stato mostrato nella dimostrazione di a) del Teorema 2.11 di
Lumer-Phillips.

b) Siax € D(A), y = Az. Allora 3{2,},~, : 2, € D(A), tale che z,, — x
e Ar, — y = Az. Dal Teorema 1.22 segue che |[Az, — Az, || > M|z,
per A > 0 e mandando n — oo abbiamo

Az — Az|| > M||z| per A >0

Poiche quella sopra vale Vo € D(A) si ha che A ¢ dissipativo per
Teorema 2.10.

¢) Suppongo, per assurdo, che A non sia chiudibile. Allora 3 {ycn}n21 tale
che z,, € D(A),z, — 0 e Az, — y con ||y|| = 1. Dal Teorema 2.10
segue che Vt > 0 e Vz € D(A)

o 2 A (o )| 2 o+ 70

Mandando n — oo e dopo t — 0 segue che ||z —y|| > ||z|| Vz € D(A).
Ma questo € impossibile se D(A) e denso in X e quindi A é chiudibile.

]

2.14 Teorema. Sia A un operatore dissipativo con R(I —A) = X, immagine

dell’operatore I — A. Se X é riflessivo, allora D(A) = X.
Dimostrazione. 1.4.6 del [Paz92] O
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2.3 Generatori infinitesimali di semigruppi Cj
generali

Nelle precedenti due sezioni abbiamo dato due caratterizzazione differenti dei
generatori infinitesimali di semigruppi Cy di contrazioni. Abbiamo visto alla
fine alla fine della sezione 2.1 che queste caratterizzazioni producono carat-
terizzazioni di generatori infinitesimali di semigruppi Cj di operatori lineari
T(t) che soddisfano || T'(t)|| < e*!. Ora poniamo lattenzione sulla caratte-
rizzazione di generatori infinitesimali di semigruppi Cy di operatori lineari
limitati in generale. Per il Teorema 1.6 esistono costanti reali M > 1 e w tali
che | T'(¢)|] < Me*'. Usando argomentazioni simili a quelle gia viste alla fine
della sezione 2.1 mostriamo che per caratterizzare i generatori infinitesimali
nel caso generale ¢ sufficiente caratterizzare i generatori infinitesimali di se-
migruppi Cp uniformemente limitati (w = 0). Questo verra fatto cambiando
la norma dello spazio di Banach X in modo che il semigruppo C uniforme-
mente limitato diventi, con la nuova norma, un semigruppo di contrazioni,
permettendoci quindi di usare i risultati precedenti per caratterizzarne il
generatore. Iniziamo con un Lemma che cambia la norma.

2.15 Lemma. Sia A un operatore lineare per il quale p(A) D]0, 0. Se
IN"TRN: A | <M pern=1,2,...,A>0,

allora esiste una norma |- | su X che é equivalente alla norma originale || - ||
su X e soddisfa:

o]l < Jof < M[zf|  per  ze X

AR\ : A)x| < |z| per ze€X, X>0.
Dimostrazione. Sia > 0 e

]|, = sup || R(p : A)"x]| .
n>0

Allora ovviamente,
2] < flfl,, < M|

IuR(: A, < 1.

Mostriamo che

IAR(A:A)|, <1 per 0<A<p.

26



Infatti, se y = R(\ : A)x allora y = R(p : A)(x + (1 — N)y) e per disugua-
glianza sopra,

1 A
ol < Ll + (1 - ;) Il

dove A|y||, < ||z||,, come mostrato. Dalle precedenti disuguaglianze segue
che

IR : Al < [AR(A: A)'all, < llell,  per 0 < A < p.

Prendendo il sup per n > 0 del membro sinistro di quella sopra si ha che
|lz][x < ||z]|, per 0 < A < p. Infine, definiamo

o = lim ]l

Allora otteniamo la prima disuguaglianza cercata e per n = 1 nell’ultima
disuguaglianza qui sopra otteniamo

IAR(A = A)f],n < [l
ottenendo anche la seconda disuguaglianza cercata mandando pu — oco. [

2.16 Teorema. Un operatore lineare A ¢ il generatore infinitesimale di un
semigruppo Cy, T(t), che soddisfa ||T(t)|| < M (M >1), <

i) A ¢é chiuso e D(A) é denso in X.
i1) L’insieme risolvente p(A) di A contiene R e

|R(A: A < M/A* per A\>0, n=1,2....

Dimostrazione. Sia T'(t) un semigruppo Cjy su uno spazio di Banach X e
sia A il suo generatore infinitesimale. Se la norma in X & sostituita da una
norma equivalente, 7'(¢) rimane un semigruppo Cp su X con la nuova norma.
Il generatore infinitesimale A non cambia cosi come non cambia il fatto che
A & chiuso e ha dominio denso quando passiamo alla norma equivalente su
X. Queste sono proprieta topologiche che sono indipendenti dalla norma
equivalente che diamo ad X.

—> Sia A il generatore infinitesimale di un semigruppo Cj che soddisfa
|T(t)|| < M. Definiamo,

|| = sup | T'(¢)x].
t>0
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Allora
2] < |z| < M|z||

e quindi |- | ¢ norma su X che ¢ equivalente alla norma originale || - || su X.
Inoltre,
[T(t)z] = sup [T(s)T ()] < sup [[T(s)x]| = |z

e T(t) & un semigruppo Cy di contrazioni su X munito della norma | - |.
Segue dal Teorema di Hille-Yosida e dalla premessa fatta che A e chiuso e
ha dominio denso in X e che |R(A : A)] < A7! per A > 0. Quindi, per le
disequazioni viste sopra, abbiamo che

[R(A = A)* 2| < [R(A - A" < A7 < MA™" ||z

e le condizioni i) e ii) sono necessarie.

<= Supponiamo che le condizioni i) e ii) siano soddisfatte. Per il Lemma
2.16 esiste una norma |-| su X che soddisfa le due disequazioni di tale Lemma.
Considerando X con questa norma, A & operatore chiuso e ha dominio denso
in X con p(A) D]0,00[ e |[R(A : A)] < X' per A > 0. Quindi per il
Teorema di Hille-Yosida, A e il generatore infinitesimale di un semigruppo
Cy di contrazioni su X munito della norma | - |. Ritornando alla norma
originale, A & ancora il generatore infinitesimale di T'(¢) e

IT@)z]| < |T@)x] < || < M|

quindi ||T°(t)|| < M come richiesto. Le condizioni i) e ii) sono quindi anche
sufficienti. O

Se T'(t) ¢ un semigruppo Cy generale su X allora per il Teorema 1.6
esistono costanti M > 1 e w tali che

1T < Me".

Consideriamo il semigruppo Cy S(t) = e “!T(t), allora ||S(t)]| < M e A ¢l
generatore infinitesimale di 7'(t) <= A —w/ ¢ il generatore infinitesimale di
S(t). Usando queste osservazioni insieme al Teorema 2.16 otteniamo:

2.17 Teorema. Un operatore lineare A é il generatore infinitesimale di un
semigruppo Co, T(t), che soddisfa ||T(t)]] < Me*t, <

i) A ¢ chiuso e D(A) ¢é denso in X.
ii) L’insieme risolvente p(A) di A contiene |w, o] e

|RA: A < M/(A—w)" perA>w, n=12 ...
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2.18 Osservazione. La condizione per cui VA € R tale che A > w stia
in p(A) messa assieme a [[R(A: A)"|| < M/(A—w)* perA >w, n =
1,2,.... implica che VA € C con Re A > w sta in p(A) e

IR(A: A" < M/(ReA—w)® con ReA>w, n=12,....
Dimostrazione. 1.5.4 del [Paz92]. O

Concludiamo la sezione estendendo la formula di rappresentazione del
Corollario 2.5 al caso generale:

2.19 Teorema. Sia A il generatore infinitesimale di un semigruppo Cy su
X. Se Ay é Uapprossimazione di Yosida di A, cioé Ay = NAR(X: A), allora

T(t)x = lim g
A—00

Dimostrazione. Iniziamo con il caso in cui || 7(¢)|| < M. Nella dimostrazione

del Teorema 2.16 abbiamo esibito una norma ||| - ||| su X che ¢ equivalente
alla norma originale || - || su X e per la quale T'(¢) ¢ un semigruppo Cj
di contrazioni. Dal Corollario 2.5 segue allora che |||e*x — T(t)z||| — 0
per A — oo Va € X. Dal momento che ||| - ||| ¢ equivalente a || - || si

ottiene la tesi su X. Nel caso generale in cui |T(t)|] < Me*" abbiamo per
w < 0,[|T(t)]] < M e quindi per quello che abbiamo gia provato, la tesi
vale. Rimane da provare il risultato per w > 0. Sia w > 0 e notiamo che
A — He”‘A H ¢ limitato per A > 2w. Infatti,

HetAAH _ 6—)\t 6>\2R()\:A)t
00 2k tk . k
<eMy - Hng(!/\ AP et < g

k=0

Successivamente consideriamo il semigruppo uniformemente limitato S(t) =
e “'T(t) il cui generatore infinitesimale ¢ A — wl. Dalla prima parte di
dimostrazione abbiamo che

T(t)xr = /\lim etA—wntety  per  ze X,
—00

Un semplice calcolo mostra che
(A — CL)I))\ —|—wI = A)\_Hu + H()\)
dove
H(\) =2wl —w(w+2\)RA+w: A)
=wwRA+w:A) —2AR(N+w : A)]
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E facile verificare che ||[H(A)| < 2w + (2w + A'w?) M e allora per z €
D(A) |[HN)z|| < MA ' (w?|z| + 2w||Az]) — 0 per A — oco. Quindi
H(\)xz — 0 per A - oo Vo € X. Poiche

HetH(A)w B 1’” < tetHMII | H\)z||

abbiamo che

tH(N)

lim e r=x per x€X

A—00

Infine, poiche H(A) e Ayy, commutano abbiamo che
ez = T(t)a|| < [|e T Dg — T(t)a]| + ||| [l )a — a

Per A — oo il primo termine a destra tende a zero (per cio che ci mostra il
semplice calcolo sopra) mentre il secono termine tende a zero per la stima

fatta ad inizio dimostrazione e per /\lim TNy = 2 per € X. Quindi
—00

lim ez =T(t)x per z€X

A—00

come volevamo. O
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Capitolo 3
Semigruppi analitici

Fino a questo punto abbiamo trattato semigruppi il cui dominio era R*
(T'(t), t > 0). Ora consideriamo la possibilita di espandere tale dominio
considerando una regione del piano complesso che contenga il semiasse reale
positivo. E chiaro che, per presentare la struttura di semigruppo, il dominio
nel quale varia il parametro complesso deve essere un semigruppo additivo
di complessi. In questa sezione ci restringeremo a domini complessi molto
speciali, chiamati angoli attorno all’asse reale delle ascisse positive.

3.1 Definizione. Sia A ={z € C: p; <argz < pg,p1 <0 < o} e per z €
A sia T(z) un operatore lineare limitato. La famiglia T'(z), z € A, & un
semigruppo analitico in A se:

i) z — T(z) ¢ analitica in A;

i) T7(0)=1 e limT(z)rx=x Vre X;

z—0
i) T (21 4+ 22) =T (21) T (22)  per 21,29 € A.

Un semigruppo 7'() sara chiamato analitico se ¢ analitico in qualche settore
A contenente ’asse reale non negativo.

Chiaramente la restrizione di un semigruppo analitico all’asse reale € un
semigruppo Cy. Di seguito ci interesseremo alla possibilita di estendere un
dato semigruppo Cy ad un semigruppo analitico in qualche settore A attor-
no all’asse reale non negativo. Poiché la moltiplicazione di un semigruppo
Co, T(t), per e non influisce sulla possibilita o sull'impossibilita di esten-
derlo ad un semigruppo analitico in qualche settore A, ci limiteremo in molti
dei risultati di questa sezione al caso dei semigruppi Cy uniformemente limita-
ti. I risultati per i semigruppi Cj generali derivano dai risultati corrisponden-
ti per i semigruppi Cy uniformemente limitati in modo ovvio. Per comodita
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spesso assumeremo anche che 0 € p(A) dove A ¢ il generatore infinitesima-
le del semigruppo Cy. Questo puo sempre essere ottenuto moltiplicando il
semigruppo uniformemente limitato 7'(t) per e~¢* con € > 0.

3.2 Teorema. Sia T(t) un semigruppo Cy uniformemente limitato. Sia A
il generatore infinitesimale di T'(t) e supponiamo che 0 € p(A). Le segquenti
preposiziont sono equivalenti:

a) T(t) puo essere esteso ad un semigruppo analitico in un settore As =
{7 |argz| <&} e||T(2)] ¢ uniformemente limitato in ogni sottosettore

Ag di As con &' < 9.

b) Esiste una costante C tale che Vo >0, 7 #0

IR +ir: A < &

I
c) Esiste 0 <6 <7/2 e M >0 tale che
p(A) DX = {)\: larg \| < g+5}u{0}
M
IR\ :A)| < o per A € ¥, A # 0.
d) T(t) ¢ differenziabile per t > 0 ed 3C' costante tale che

I|AT(t)| < pert > 0.

+|Q

Dimostrazione. o
a) = b): Sia 0 < § < § tale che ||T'(2)|| < C) per z € Ay = {z : |argz| <
d'}. Per x € X e 0 > 0 abbiamo che

R(oc+it: A)x = / e~ THINP () et
0

Dall’analiticita e dalla uniforme limitatezza di T'(z) in Ay segue che possia-
mo cambiare il cammino di integrazione dell’integrale sopra dall’asse reale
positivo ad un qualiasi raggio pe?’ | 0 < p < oo e || < §'. Per 7 > 0, cam-
biando il cammino d’integrazione al raggio pe?® e stimando I'integrale che ne
risulta, otteniamo

HR(O'—FZT . A)ZCH S/ efp(acos(S’JrTsing/)Cl”dep
0
Gl _c

zl|.
~ ocosd + T7sind’ 7'” |
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In modo simile, per 7 < 0 cambiamo il cammino d’integrazione al raggio

pe~" e otteniamo ||R(c + it : A)|| < —C/1 e quindi segue la tesi.

b) = c¢): Dall’assunzione che A ¢ il generatore infinitesimale di un se-
migruppo Cj abbiamo che [[R(A : A|]| < M;/ReX per ReA > 0. Dal
punto b) abbiamo che per ReA > 0, [|R(A : A)|] < C/|Im\| e quindi
|IR(A : A)|| < Cy/|A| per ReX > 0. Sia ¢ > 0 e scriviamo ’espansione di
Taylor per R(\ : A) attorno A = o + it

RA:A)= iR(J +i7 2 A" o it — A"

n=0

Questa serie converge in B(X) per ||R(o + i1 : A)||loc +it — A < k < 1.
Scegliendo A = Re A 4 i7 nella serie sopra e usando la stima in b), vediamo
che la serie converge uniformemente in B(X) per [c —Re A| < k|7|/C e poiché
sia ¢ > 0 sia k < 1 sono arbitrari segue che p(A) contiene I'insieme di tutti
i A con Re A <0 che soddisfano |[Re A|/|Im A| < 1/C' ed in particolare

p(A) D {/\:|arg)\| < g+5}

dove 6 = karctan 1/C,0 < k < 1. Inoltre, in questa regione

C 1 _VC+1i1 M
RN A <o 5 7m0 = o
O N ET RN Y

Dall’assunzione 0 € p(A) segue che A soddisfa c).

¢) = d): Se A soddisfa c) segue dal Teorema 1.7.7 del [Paz92] che
1
T(t) = s— [ e"R(\: A)dA
() = 3 [ RO A

dove T' & il cammino composto dai raggi pe™” e pe™™ 0 < p < 00 e 7/2 <
v < 7m/2+4 9. T' ¢ orientata in modo che lm A aumenti lungo I'. L’integrale
sopra converge in B(X) per ¢t > 0. Derivandolo rispetto a ¢ (a priori solo
formalmente) otteniamo

() = / AMR(N: A)dA.

- omi

Ma tale integrale converge in B(X) V¢ > 0 poiché

1 > M 1
|W%M§—/ Mammwz( )<
T Jo t

7 cos v
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Quindi la differenziazione formale di T'(¢) ¢ giustificata , T'(t) ¢ differenziabile
pert>0e
AT @I = T < ¢/t per t > 0.

d) = a): Poiche T'(¢) ¢ differenziabile per ¢ > 0, segue dal Lemma 2.4.5
del [Paz92] che ||[T™(t)|| = ||T"(¢t/n)"|| < [|T"(t/n)||". Usando questo fatto,
I'ultima disequazione sopra e nle™ > n', abbiamo che:

T Ce\"
T < (7) :

Consideriamo ora la serie di potenze

)

T(z)=T()+ > (®) (z —t)".

n!

Questa serie converge uniformemente in B(X) per |z —t| < k(t/eC) Vk < 1.
Quindi 7°(2) ¢ analitico in A = {z : |arg z| < arctan 1/Ce}. Poiché per valori
reali di z, T(z) = T(t), T(z) estende T'(t) ad un settore A. Dall’analiticita
di T'(z) segue che T(z) soddisfa la proprieta dei semigruppi, e dalla serie
sopra si vede che T'(z)x — x per z — 0 in A. Infine, riducendo il settore
A ad ogni sottosettore chiuso A, = {z : |arg 2| < arctan(1/Ce) — ¢}, vedia-
mo che || 7(2)| & uniformemente limitato in A, e la dimostrazione & quindi
completata. O

Ci sono diverse relazioni tra le diverse costanti che appaiono nell’enun-
ciato del Teorema 3.2. Queste relazioni possono essere scoperte controllando
attentamente i dettagli della dimostrazione. In particolare il ¢ in ¢) implica
lo stesso § in a) del teorema. Questo consegue facilmente controllando le
regioni di convergenza dei primi due integrali che compaiono nella dimostra-
zione di ¢) = d). Nell’implicazione d) = a) del Teorema abbiamo visto che
se ||AT'(t)|| < C/t, allora T'(t) puod essere esteso ad un semigruppo analitico
in un settore intorno all’asse reale positivo. Se la costante C & piccola a
sufficienza I’angolo di apertura del settore diventa piu grande di 27 e T'(t) &
analitico nell’intero piano e cio implica, in particolare, che A e limitato. Piu
precisamente abbiamo:

3.3 Teorema. Sia T'(t) un semigruppo Cy differenziabile pert > 0. Sia A il
generatore infinitesimale di T'(t). Se

1
limsup t||AT(t)]| < -
t—0 €

allora A ¢ un operatore limitato e T(t) puo essere esteso analiticamente
all’intero piano complesso.
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Dimostrazione. Dall’ipotesi segue che

t t
lim sup =T <—) <1le
n

n—oo 5 N

e quindi la serie

() = f: %ﬂ%) = f} (Zt_—w% (%T <%))

converge nella topologia uniforme dell’operatore, per |z — t|/t < 1+ 0 e per
0 > 0. Ma questo dominio contiene ’origine come punto interno. Quindi
2ltilr% |T(t) — I|| = 0 e, per Teorema 1.2, abbiamo che A & operatore lineare
H

limitato. Ma un operatore lineare limitato genera chiaramente un semigruppo
T'(t) che puo essere esteso analiticamente all’intero piano. O

La caratterizzazione del generatore infinitesimale A di un semigruppo Cj
riguarda, in generale, solo stime di R(A : A) per valori reali di A, come
abbiamo nei Teoremi 2.1 e 2.16 mentre la caratterizzazione del generatore
infinitesimale di un semigruppo analitico che abbiamo usato nel Teorema 3.2
stima R(\ : A) per valori complessi di A. Il prossimo teorema ci da una
caratterizzazione del generatore infinitesimale di un semigruppo analitico in
termini di stime di R(\ : A) per soli valori reali di A.

3.4 Teorema. Sia A il generatore infinitesimale di un semigruppo Cy T(t)
che soddisfa |T(t)|| < Me“t. Allora T(t) é analitico <= esistono costanti
C>0eA>0 tali che

HAR()\:A)”H” < ni)\” per A>nA n=12,....

Dimostrazione. 2.5.5 del [Paz92]. O

Le caratterizzazioni dei semigruppi analitici dati finora sono basate sul
generatore infinitesimale A del semigruppo oppure su condizioni sul risol-
vente R(A : A) di A. Nel prossimo Teorema vediamo una caratterizzazione
differente basata sul comportamento di 7'(t) vicino al suo raggio spettrale.

3.5 Teorema. Sia T'(t) un semigruppo Cy uniformemente limitato. Allora
le sequenti condiziont sono equivalenti:

a) T(t) ¢ analitico in un settore attorno all’asse reale non negativo.
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b) V¢ € C, ¢ # 1, [C] > 1 esistono costanti positive § e K tali che
Cep(T(t) e
I(CI=T@E) <K per 0<t<d

c) AC € C, |¢| =1 ed esistono costanti positive § e K tali che
1
(¢TI —=T(t))z| > ?HxH per ogni  x € X, 0 <t <.

Dimostrazione. 2.5.6 del [Paz92]. O
3.6 Corollario. Sia T'(t) un semigruppo Cy. Se
limsup ||[I = T(t)|| < 2
£10

allora T(t) & analitico in un settore attorno all’asse reale non negativo.
Dimostrazione. Dall’ipotesi segue che 30 > 0,e > 0 tali che
II-=T@)|| <2—¢e per 0<t<o.
Ma allora
(=1 =T(@)xl| = 2f|z]| = [I(1 = T(@)zl = ellzl]  per 0<t<d
e questo implica, per ¢) del Teorema 3.5 con ( = —1, che T'(¢) ¢ analitico. [

3.7 Corollario. Se T(t) e un semigruppo analitico di contrazioni su X,
spazio di Banach uniformemente convesso, allora

limsup || —T(t)|| < 2
£0

Dimostrazione. Se T'(t) ¢ un semigruppo di contrazioni allora |1 —T'(¢)|| < 2.
Se

limsup [|[I —T(t)|| = 2
£,0

allora esistono successioni {z, },>1 € {t,}n>1 tali che ||z,|| =1, t, = 0e

(T = T(tn))za] > 2 — %

Poiche ||T'(t,)z,|| < 1, segue da sopra e dall’'uniforme convessita di X che
|(I+T(t,))zn]| =0 per n— oo.

Ma questo contraddice il punto b) del Teorema 3.5 e quindi deve valere la
tesi. [
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Capitolo 4

Problema di Cauchy astratto

4.1 1l problema omogeneo del dato iniziale

Sia X uno spazio di Banach e sia A un operatore lineare da D(A) C X in
X. Dato x € X, il problema di Cauchy astratto per A con dato iniziale x
consiste nel trovare una soluzione u(t) al problema del dato iniziale

du(t)
dt

= Au(t), t>0

(4.1)
u(0) ==

dove per soluzione intendiamo una funzione a valori in X, u(t), tale che u(t)
sia continua per ¢t > 0, differenziabile con continuita, u(t) € D(A) per t > 0
e (4.1) e soddisfatto. Notiamo che, poiché u(t) € D(A) per t > 0 e u &
continua in ¢t = 0, (4.1) non puo avere soluzione per x ¢ D(A). Dai risultati
dei precedenti capitoli ¢ chiaro che se A ¢ il generatore infinitesimale di
un semigruppo Cy, T'(t), il Problema di Cauchy astratto per A ha soluzione,
chiamata u(t) = T'(t)x, v € D(A) (per Teorema 1.8). Non ¢ difficile mostrare
chesex € D(A), u(t) = T(t)x ¢ 'unica soluzione di (4.1). In realta, I'unicita
della soluzione di (4.1) segue da ipotesi pitt deboli come vedremo nel Teorema
4.2.

4.1 Lemma. Sia u(t) una funzione continua a valori in X definita su [0, T].

Se
T
/ e u(s)ds
0

allora u(t) = 0 su [0, 7).

<M per n=12 ...
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Dimostrazione. Sia z* € X* e detta p(t) = (z*,u(t)) allora ¢ & chiaramente
continua su [0, 7] e

T
/ e p(s)ds
0

Vediamo che tale disuguaglianza implica che ¢(t) = 0 su [0,7] e poiche
x* € X* & arbitrario segue che u(t) = 0 su [0,T]. Consideriamo la serie

> &

k=1

T
= ‘<$*;/ ensu(5>d8>’ <||lz*|-M =M, per n=12,...
0

M =1 —exp{—e"}.

Questa serie converge uniformemente in 7 sugli intervalli limitati. Quindi,

T %0 (_q1)k-1 B
/ Z ( k>' 6kn(t T+s)g0(8)d8
0 pe :
il n(t—T) /Tekns ( )dS
= 0

Per t < T il membro a destra tende a zero per n — oo. D’altra parte abbiamo

< M; (exp{e (¢ T} 1)

[ S S s = [ (- (e s

k=1

Usando il teorema di convergenza dominata di Lebesgue vediamo che il mem-
bro a destra qui sopra converge a ff_ . p(s)ds per n — oco. Combinando que-
sto piu quello visto poco sopra troviamo che, per 0 <t < T, f;ﬂt o(s)ds =0
e cio implica che ¢(t) = 0 su [0, T1. O

4.2 Teorema. Sia A un operatore lineare con dominio denso in X. Se
R(\: A) esiste VA > Ao, A reale e

limsup At log [|[R(A : A)|| <0,

A—00
allora (4.1) ha al pit una soluzione YV € X.

Dimostrazione. Notiamo prima di tutto che u(t) ¢ una soluzione di (4.1) <=
e**u(t) ¢ soluzione del problema del dato iniziale

dv

g =(A+zhHv, v(0)==x
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Quindi possiamo traslare A di zA, con z costante, e supporre che R(A : A)
esista per ogni reale A, A > 0 e quindi l'ipotesi ¢ soddisfatta. Sia u(t) una
soluzione di (4.1) che soddisfa u(0) = 0. Proviamo che u(t) = 0. Per arrivare
a tale conclusione consideriamo la funzione ¢ — R(X : A)u(t) per A > 0.
Poiche u(t) ¢ soluzione di (4, 1), abbiamo che

SR Ayu(t) = RO A)Au(t) = ARO\: Apu(t) — u(t)

che implica

R(A: Au(t) = — /Ot A (7)dr

Dall’ipotesi segue che Vo > 0

lim e”™*|R(\ : A)|| =0

A—00

e quindi segue dalla penultima equazione sopra che

t—o

lim A==y (7)dr = 0.
A—oo J

Dal lemma 4.1 deduciamo che u(7) = 0 per 0 < 7 <t — ¢. Dall’arbitrarieta
di t e T segue che u(t) =0 per t > 0. O

Dal Teorema 4.2 segue che per ottenere I'unicita della soluzione del pro-
blema del dato iniziale (4.1) non e necessario assumere che A sia il generato-
re infinitesimale di un semigruppo Cj o, equivalentemente, che per qualche
w e R, pla) Dlw, o[ e ||[(A—=w)"R(A: A)"|| < M per A > w, ma ¢ sufficiente
molto meno per avere I'unicita. Anche per ottenere 'esistenza di soluzioni
di (4.1) per alcuni sottoinsiemi densi D di valori iniziali non & necessario as-
sumere che A sia generatore infinitesimale di un semigruppo Cy. A seconda
dell’insieme D, i risultati di esistenza si possono ottenere sotto assunzioni piu
deboli. Tuttavia per ottenere esistenza ed unicita Vo € D(A), cosi come la
differenziabilita della soluzione in [0, 0o si deve assumere che A sia il gene-
ratore infinitesimale di un semigruppo Cjy. Questo ¢ il contesto del prossimo
Teorema.

4.3 Teorema. Sia A un operatore lineare con dominio denso in X e con
p(A) # 0. Il problema del dato iniziale (4.1) ha un’unica soluzione u(t), che
¢ differenziabile con continuita su [0,00[, Yz € D(A) dato iniziale <—= A
¢ il generatore infinitesimale di un semigruppo Cy T(t).

Dimostrazione. 4.1.3 del [Paz92] O
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Il nostro prossimo Teorema descrive una situazione in cui il problema del
dato iniziale (4.1) ha soluzione unica Vz € X.

4.4 Teorema. Se A ¢ il generatore infinitesimale di un semigruppo differen-
ziabile allora (4.1) ha soluzione unica Vx € X.

Dimostrazione. L'unicita segue dal Teorema 4.2. Se x € D(A), esistenza
segue dal Teorema 4.3. Se x € X, segue dalla differenziabilita di T'(t)x
e dai risultati della sezione 2.2.4 di [Paz92] che Va € X (d/dt)T(t)z =
AT(t)x pert > 0 e AT(t) e Lipschitziana per ¢ > 0 e quindi T'(¢)x ¢ la
soluzione di (4.1). O

4.5 Corollario. Se A ¢ il generatore infinitesimale di un semigruppo anali-
tico allora Vx € X allora (4.1) ha un’unica soluzione.

Quindi se A e il generatore infinitesimale di un semigruppo Cj che non
e differenziabile allora, in generale, se x ¢ D(A) (4.1) non ha soluzione.
La funzione ¢t — T(t)x & quindi una ”soluzione generalizzata” di (4.1) che
chiameremo soluzione mild. Ci sono vari modi per definire soluzioni gene-
ralizzate di (4.1), uno di questi ¢ il seguente:
una funzione continua u su |0, 00[ & soluzione generalizzata se I{x, },>1 C
D(A) tale che z,, — u(0) per n — oo e T(t)x, — u(t) uniformemente sugli
intervalli limitati. E ovvio che tale soluzione generalizzata ¢ indipendente
da {z,},>1, ¢ unica e se u(0) € D(A) ci da la soluzione di (4.1). Chiara-
mente, con questa definizione di soluzione generalizzata, (4.1) ha soluzione
generalizzata Vx € X e tale soluzione e T'(t)z.

4.2 1l problema non omogeneo del dato ini-
ziale
Ora consideriamo il problema non omogeneo del dato iniziale

du(t)
dt

= Au(t) + f(t), t>0
(4.2)
u(0) ==z

dove f:[0,7]— X. In questa sezione supporremo che A sia il generatore
infinitesimale di un semigruppo Cy, T'(¢) in modo che 'equazione omogenea
associata, cioe quella con f = 0, abbia un’unica soluzione Vx € D(A) dato
iniziale.

40



4.6 Definizione. Una funzione u: [0, 7[— X ¢ una soluzione (classica) di
(4.2) su [0, T se ¢ continua su [0, T, differenziabile con continuita su |0, 77,
u(t) € D(A) per 0 <t < T e (4.2) ¢ soddisfatta su [0, 7.

Sia T'(t) un semigruppo Cj generato da A e sia u una soluzione di (4.2).
Allora la funzione a valori in X, ¢(s) = T(t — s)u(s) e differenziabile per
O0<s<te

% = —AT(t - s)u(s) + T(t — s)u/(s)
= —AT(t — s)u(s) + T(t — s)Au(s) + T(t — 5) f(s)
=T(t—s)f(s)

Se f € L'(0,T : X), allora T(t — s) f(s) ¢ integrabile ed integrando sopra da
0 a t si ottiene

t
u(t) =T(t)x + / T(t—s)f(s)ds.
0
Di conseguenza abbiamo:

4.7 Corollario. Se f € L'(0,T : X), allora Vx € X il problema del dato
iniziale (4.2) ha al piv una soluzione. Se ha soluzione, essa € data da

uw(t) =T(t)x + /0 T(t—s)f(s)ds.

Per ogni f € LY0,T : X) il membro a destra di tale soluzione, qui
sopra, ¢ una funzione continua su [0, 7. E naturale considerarla come una
soluzione generalizzata di (4.2), anche se non ¢ differenziabile e non soddisfa
rigorosamente ’equazione nel senso della Definizione 4.6. Quindi definiamo:

4.8 Definizione. Sia A il generatore infinitesimale di un semigruppo Cy, T'(%).
Siaze X e felLY(0,T:X). La funzione u € C([0,T] : X) data da
t
Mﬂ_T®x+/Tﬁ—@ﬂQ$,0§t§ﬂ
0

¢ la soluzione mild del problema del valore iniziale (4.2) su [0, 7.

Tale definizione di soluzione mild di (4.2) coincide quando f = 0 con
la definizione di T'(t)x come soluzione mild della corrispondente equazione
omogenea. B chiaro quindi che non tutte le soluzioni mild di (4.2) sono
infatti anche soluzioni (classiche) nel caso di f = 0. Per f € L}(0,T : X) il
problema (4.2) ha un’unica soluzione mild in base alla Definizione 4.8.
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Ci interessiamo ora alle condizioni da imporre a f per fare in modo che,
per x € D(A), la soluzione mild diventi una soluzione (classica), in modo
da provare, quindi, sotto queste condizioni, l'esistenza di soluzioni di (4.2)
per x € D(A). Iniziamo mostrando che la continuita di f, in generale, non
¢ sufficiente per assicurare l'esistenza di soluzioni di (4.2) per z € D(A).
Infatti, sia A il generatore infinitesimale di un semigruppo Cy, T'(t) e sia
x € X tale che T'(t)z ¢ D(A) per nessun t > 0. Sia f(s) = T'(s)x. Allora

f(s) & continua per s > 0. Consideriamo il problema del dato iniziale

du(t)
dt

= Au(t) + T(t)x

u(0) = 0.

Dimostriamo che non ha soluzione anche se u(0) = 0 € D(A). Infatti, la
soluzione mild di tale problema e

u(t) = /0 T(t—s)T(s)x ds =tT(t)x

ma t7'(t)z non ¢ differenziabile per t > 0 e quindi non puo essere soluzione
di tale problema del dato iniziale.

Quindi, per provare 'esistenza di soluzioni per (4.2), dobbiamo richiedere di
piu rispetto alla sola continuita di f. Iniziamo con un criterio per 'esistenza

di soluzioni di (4.2).
4.9 Teorema. Sia A il generatore infinitesimale di un semigruppo Co, T(t),

feLY0,T:X) continua su |0,T)] e sia

v(t):/OtT(t—s)f(s) ds, 0<t<T

Allora il Problema di Cauchy (4.2) ha soluzione u su [0,T[ Yx € D(A) se
una delle sequenti e soddisfatta:

i) v(t) é differenziabile con continuita su |0, T7.
ii) v(t) € D(A) per 0 <t <T e Av(t) e continua su |0, T7.

Se (4.2) ha soluzione u su [0, T| per qualche x € D(A), allora v soddisfa
entrambe i) e ii).

Dimostrazione. Se (4.2) ha soluzione u per qualche z € D(A) allora tale
soluzione & data da u(t) = T(t)x + fot T(t—s)f(s)ds. Di conseguenza v(t) =
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u(t) — T(t)x ¢ differenziabile per ¢ > 0 in quanto differenza di due funzioni
differenziabili e v(t) = u(t) — T'(t) ¢ ovviamente continua su |0, 7. Quindi
i) e soddisfatta. Inoltre se + € D(A) T(t)xr € D(A) per t > 0, quindi
v(t) =u(t) —T(t)xr € D(A) per t > 0 e Av(t) = Au(t) — AT (t)x = u/(t) —
f(t) = T(t)Az & continua su |0, T’[. Quindi anche (ii) & soddisfatta. D’altra
parte, e facile verificare che per h > 0 I'identita

—(t) = olt + h})l —vlt) _ % /t T(t+h— s)f(s)ds.

Dalla continuita di f & chiaro che il secondo termine a destra tende a f(t)
per h — 0. Se v(t) ¢ continuamente differenziabile su ]0, 77 allora segue
dallidentita sopra che v(t) € D(A) per 0 <t < T e Av(t) = V'(t) — f(t).
Poiché v(0) = 0, segue che u(t) = T'(t)x + v(t) ¢ la soluzione di (4.2) per
xz € D(A). Sew(t) € D(A), segue dall’identita sopra che v(t) ¢ differenziabile
da destra per t e la derivata destra DT v(t) di v soddisfa DTv(t) = Av(t) +
f(t). Poiché DT wv(t) & continua, v(t) ¢ differenziabile con continuita e v'(t) =
Av(t) + f(t). Poiche v(0) = 0, si ha che u(t) = T'(t)x + v(t) & soluzione di
(4.2) per x € D(A) e quindi la dimostrazione ¢ completata. O

Dal teorema 4.9 ricaviamo due utili corollari.

4.10 Corollario. Sia A il generatore infinitesimale di un semigruppo Co, T'(t).
Se f(s) ¢ differenziabile con continuita su [0,T] allora il problema di Cauchy
(4.2) ha soluzione u su [0,T], Vo € D(A).

Dimostrazione. Abbiamo
(t) /0 T(t—s)f(s) /0 T(s)f(t—s)

E chiaro che v(t) & differenziabile per t > 0 e che la sua derivata

J(t) = T(H)1(0) + / T(s)f'(t — s) ds = T(£)1(0) + / Tt — $)f'(s) ds

¢ continua su |0, T'[. Il risultato quindi segue dal punto i) del Teorema 4.9 [

4.11 Corollario. Sia A il generatore infinitesimale di un semigruppo Co, T'(t).
Sia f € L'(0,T : X) continua su |0,T[. Se f(s) € D(A) per 0 < s <T e
Af(s) € LY0,T : X) allora Yx € D(A) il problema di Cauchy (4.2) ha
soluzione su [0, T7.
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Dimostrazione. Dalle ipotesi segue che per s > 0, T(t — s)f(s) € D(A) e
che AT(t — s)f(s) = T(t — s)Af(s) ¢ integrabile. Quindi v(¢) definita nel
Teorema 4.9 ¢ tale che v(t) € D(A) pert >0e

A/ (t—s)f ds—/o T(t — s)Af(s) ds

e continua. Il risultato segue quindi dal punto ii) del Teorema 4.9. O
Come conseguenza di risultati precedenti possiamo provare,

4.12 Teorema. Sia f € L'(0,T : X). Se u ¢ la soluzione lieve di (4.2) su
0,71, allora VT' < T, w ¢ il limite uniforme di soluzioni di (4.2) su [0,T"].

Dimostrazione. 4.2.7 del [Paz92]. O

Concludiamo questa sezione con un paio di osservazioni riguardanti un’al-
tra nozione di soluzione del problema del dato iniziale (4.2) che chiameremo
soluzione forte.

4.13 Definizione. Una funzione u differenziabile q.o. su [0,7] tale che
v € LY0,T : X) ¢ detta soluzione forte del problema di Cauchy (4.2) se
u(0) =z e u/(t) = Au(t) + f(t) q.0. su [0,T].

Notiamo che se A = 0e f € L'(0,7 : X) il problema di Cauchy (4.2)
non ha soluzioni generalmente se f non e Contlnua. Ha tuttavia sempre una
soluzione forte data da wu(t )+ fo s. B facile mostrare che se u &
una soluzione forte del problema d1 Cauchy (4 2) e fe LY 0,T: X) allora la
u e data da u(t) = T(t)x + f(f T(t—s)f(s)ds e quindi & una soluzione mild di
(4.2) ed ¢ l'unica soluzione forte del problema (4.2). Un problema naturale
¢ determinare quando una soluzione mild e una soluzione forte. Con una
dimostrazione simile del Teorema 4.9 si puo mostrare:

4.14 Teorema. Sia A il generatore infinitesimale di un semigruppo Cy, T(t),

feLY0,T:X) e sia

v(t) :/OtT(t—s)f(s) ds, 0<t<T.

Allora il problema di Cauchy (4.2) ha soluzione forte u su [0,T] Vo € D(A)

se una delle sequenti ¢ soddisfatta:
i) v(t) & differenziabile q.o. su [0,T] e v'(t) € L'(0,T : X).
i) v(t) € D(A) q.o. su[0,T] e Av(t) € L'(0,T : X).
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Se (4.2) ha soluzione forte u su [0,T] per qualche x € D(A) allora v soddisfa
entrambe i) e ii).

4.15 Corollario. Sia A il generatore infinitesimale di un semigruppo Co, T'(t).
Se fé differenziabile q.0. su [0,T] e f' € L*(0,T : X) allora Vx € D(A) il
problema di Cauchy (4.2) ha un’unica soluzione forte su [0,T].

In generale, la Lipschitzianita di f su [0, 7’| non ¢ sufficiente per assicurare
I'esistenza di una soluzione forte del Problema di Cauchy (4.2) per z € D(A).
Tuttavia, se X ¢ riflessivo e f & Lipschitziana su [0, 77, cioe

1F(t1) = f(t2)l < Cltr =t per ta, 25 € [0, 7]

allora per un risultato classico si ha che f ¢ differenziabile q.o. e f' € L*(0,T :
X). 11 corollario 4.15 implica quindi:

4.16 Corollario. Sia X uno spazio di Banach riflessivo e sia A il generatore
infinitesimale di un semigruppo Cy, T(t), su X. Se f é Lipschitziana su
[0,T] allora Yz € D(A) il problema di Cauchy (4.2) ha un’unica soluzione
u su [0,T) data da

u(t) =T(t)x +/0 T(t—s)f(s) ds.

Dimostrazione. Dalle osservazioni precedenti e ovvio che (4.2) ha una so-
luzione forte. Quindi per Teorema 4.14, v(t) del medesimo Teorema, &
differenziabile q.0. su [0,T] e

V(1) = T(1)£(0) + / T(t - 8)f'(s) ds = glt).

E facile verificare che g(t) & continua su [0,7] e la tesi segue dal Teorema
4.9. [

4.3 Regolarita delle soluzioni mild per semi-
gruppi analitici

Sia A il generatore di un semigruppo Cy, T(t) e sia f € L'(0,T : X). Nella
precedente sezione abbiamo definito la soluzione mild del problema del dato
iniziale
du(t)
dt

= Au(t) + f(t), t>0
(4.2)
u(0) ==z
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come la funzione continua

u(t) =T(t)r + /0 T(t—s)f(s)ds.

Abbiamo visto che se si impongono ulteriori condizioni su f, cioe che f &€
CY([0,T] : X), allora la soluzione mild di (4.2) diventa una soluzione (clas-
sica), cioe una soluzione di (4.2) differenziabile con continuita. Se A e il
generatore di un semigruppo analitico, abbiamo risultati piu forti. Per esem-
pio vedremo che se f e Holderiana, allora la soluzione mild definita qui sopra
¢ soluzione di (4.2), dove con Holderiana di esponente ¥, 0 < ¥ < 1 per
f: I — X, sul intervallo, si intende che esiste una costante L tale che

1£(t) = F(s) < LIt — sl per s,tel.
Iniziamo con il seguente Teorema:

4.17 Teorema. Sia A il generatore di un semigruppo analitico T(t) e sia
feLlP0,T:X)conl<p<oo. Seu éla soluzione mild di (4.2) allora u
¢ Holderiana con esponente (p—1)/p su [e,T], Ye > 0. Se inoltre v € D(A)
allora w & Hélderiana con lo stesso esponente su [0, T]

Dimostrazione. Sia |T(t)|| < M su [0,T]. Poiché T(t) ¢ analitico esiste
una costante C' tale che ||[AT(¢)|| < Ct=! su |0, 7] (Per il punto (b) del
Teorema 3.2). Questo implica che T'(¢)x e Lipschitziana su [e,T] Ve > 0. Se
z € D(A),T(t)z & Lipschitziana su [0, 7]. E sufficiente quindi provare che se
feLP0,T:X),1<p< oo allorav(t) = fot T(t — s)f(s)ds ¢ Holderiana
con esponente (p — 1)/p su [0,7]. Per h > 0 abbiamo

o(t+h) — v(t) = /f T(t+h — s)f(s)ds

+ /t(T(t+ h—s)=T({t—s))f(s)ds =1+ I,

Stimiamo I e I separatamente. Per [; usiamo la disuguaglianza di Holder
ottenendo

1/p

t+h t+h
il s as < a0 ([ g as) < gl po
t t

1
dove |f], = (fOT Hf(s)des) " & la norma di fin LP(0,T : X). Per stimare
15 notiamo che per h > 0

|T(t+h)—T)|| <2M pert,t+hel0,T]
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h
|7t +h)—T()] < C>  pertit+h €0, 7]
Quindi,

|T(t+h) = T(t)]] < Cru(h,t) = Cymin <1, %) per t,t+h € 0,7

dove C) € una costante che soddisfa €} > max(2M,C). Usando l'ultima
stima e la disequazione di Holder troviamo

(r—1)/p

| 12| < 01/0 p(h,t —s)|[f(s)|lds < Cilflp (/0 wu(h,t — s)p/(p_l)ds)

Ma poiche p > 0 abbiamo

t t 00
/ p(h,t — 8)p/(p—1)d3 — / u(h, T)p/(p—l)dT < / w(h, T)P/(P—l)dT = ph
0 0 0

e combinando la stima fatta di I3 con I'ultima disequazione qui sopra trovia-
mo || L[| < const - AP~D/P. -

Ora poniamo l'attenzione sulle condizioni su f che assicurano che la
soluzione mild di (4.2) & una soluzione forte.

4.18 Teorema. Sia A il generatore di un semigruppo analitico T(t). Sia
f € LY 0, T : X) e supponiamo che per ogni 0 < t < T esista un 6; > 0 ed
una funzione continua a valori reali Wy(7): [0, 00[— [0, 00 tale che

() = F()]l < Wi([t = s)

" W)

0 T
Allora Yz € X la soluzione mild del problema di Cauchy di (4.2) é una
soluzione classica.

dr < 0.

Dimostrazione. Poiche T'(t) ¢ un semigruppo analitico, T'(t)x ¢ la soluzione
dell’equazione omogenea con dato iniziale x Vr € X. Per dimostrare il
Teorema ¢ quindi sufficiente, per il Teorema 4.9, mostrare che v(t) = f(f T(t—
s)f(s) ds € D(A) per 0 <t < T e che Av(t) ¢ continua su questo intervallo.
Per arrivare a cio scriviamo

v(t) = vi(t) + va(t)
= [ T=s)0) = fenas+ [ 7= )50
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Dal punto b) del Teorema 1.8 segue che vq(t) € D(A) e che Avy(t) = (T'(t) —
I)f(t). Poiche le ipotesi del nostro Teorema implicano che f & continua su
10, T'[ segue che Avs(t) ¢ continua su |0, T'[. Per provare la stessa conclusione
per vy definiamo

vl,a(t):/O_ST(t—s)(f(s)—f(t))ds per t > e

V(1) =0 per t<e.

Da questa definizione & chiaro che vy () — v1(t) per € — 0. E chiaro inoltre
che v;. € D(A) epert>c¢

Av (1) = /0 CAT( = $)(f(s) — f(£))ds

Dalle ipotesi del Teorema segue che per ¢t > 0 Av; . converge per € — 0 e che

lim A, (1) = /0 AT(t — 5)(F(s) — F(1))ds

La chiusura di A implica che v1(t) € D(A) pert >0 e

Avn(t) = / AT(t — 5)(f(s) — F())ds

Per completare la dimostrazione dobbiamo mostrare che Aw(t) € continua
su ]0,T[. Per 0 < 6 <t abbiamo

) t
Ant) = [ AT = 5)((5) = F)ds + [ AT = 9)(5(0) = 1(0)ds

Per § > 0 fissato il secondo integrale a destra ¢ una funzione continua di
t mentre il primo integrale ¢ O(J) uniformemente in t. Quindi Avy(t) &
continua e la dimostrazione ¢ completa. O

Una funzione f: I — X si dice localmente Holderiana se Vt € [ esiste
un suo intorno in cui f ¢ Holderiana. E facile verificare che se I & compatto
allora f ¢ Holderiana su I se e localmente Holderiana. Denotiamo la famiglia
di tutte le funzioni Holderiane con esponente 9 su I con C?(1 : X).

4.19 Corollario. Sia A il generatore infinitesimale di un semigruppo ana-
litico T'(t). Se f € LY0,T : X) ¢ localmente Holderiana su ]0,T] allora
Va € X il problema di Cauchy (4.2) ha un’unica soluzione u.
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Si puo dire di piu sulla regolarita della soluzione u sotto le ipotesi del
Corollario 4.19 come vedremo nel Teorema 4.21, la cui dimostrazione richiede
il seguente Lemma:

4.20 Lemma. Sia A il generatore infinitesimale di un semigruppo analitico

T(t) e sia f € C*([0,T] : X). Se

ui(t) = / T(t - )(f(s) - (1)) ds

allora vi(t) € D(A) per 0 <t < T e Avi(t) € C?([0,T] : X).
Dimostrazione. 4.3.4 del [Paz92]. O

Il principale risultato di regolarita per il caso in cui A genera un semi-
gruppo analitico e f ¢ Holderiana ¢ il seguente:

4.21 Teorema. Sia A il generatore infinitesimale di un semigruppo analitico
T(t) e sia f € C¥[6,T] : X). Sew ¢ la soluzione del problema di Cauchy
(4.2) su [0,T] allora:

i) Per ogni 6 >0, Au e C?([5,T]: X) e du/dt € CY([6,T] : X).
it) Se x € D(A) allora Au e du/dt sono continue su [0,T].
iii) Sex =0 e f(0) =0 allora Au, du/dt € C*([0,T]: X).

Dimostrazione. i) Abbiamo,

uw(t) =T(t)x + /0 T(t—s)f(s)ds =T(t)x + v(t).

Dalla dimostrazione del Lemma 4.20 abbiamo che AT'(t)z ¢ Lipschi-
tziana su 0 < ¢t < T V§ > 0, quindi e sufficiente provare che Av(t) €
CY([6,T] : X). Per fare cid decomponiamo v come fatto prima

v(t):vl(t)—i-vg(t):/o T(t—s)(f(s)—f(t))ds—l—/o T(t — s)f(t)ds.

Dal Lemma 4.20 segue che Avi(t) € C?([0,T] : X). Rimane da
mostrare solo che Avy(t) € CY([5,T] : X) V& > 0. Ma Awy(t) =
(T(t) — I)f(t) e poiche f € C?([0,T] : X) dobbiamo solo mostrare che
T@t)f(t) e C°([6,T]: X) V6 >0. Siat >4 e h>0. Allora
IT(t + ) f(Et+h) =T@) @)
<T@+ M@ +h) = FON+ T+ ) =T @]

C
< MLE + Shl|f [l < Cib”
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dove qui abbiamo usato un ragionamento gia visto nella dimostrazio-
ne del Teorema 4.17, la definizione di funzione Holderiana e abbiamo
denotato [|flle = max |If(t)]I

ii) Notiamo innanzitutto che se x € D(A) allora AT (t)x € C([0,7] : X).
Dal Lemma 4.20 Av,(t) € C?([0,T] : X) e poiche f & continua su [0, T,
rimane solo da mostrare che 7'(t) f(¢) ¢ continua su [0, 7]. Dal punto i)
¢ chiaro che T'(¢) f(t) ¢ continua su ]0,7]. La continuita in ¢ = 0 segue
facilmente da

IT(@) (&) = FO) < [[T(#)£(0) = fO) + MIf(E) = fO)].

iii) Dobbiamo solo mostrare che in questo caso T'(t)f(t) € C?([0,T]: X) e
questo segue da
IT(t+h)f(E+h) =TE)f)]

<T@+ MIfE+R) = FOI + (T +h) =T@) O

< MLR® + / o AT(7)f(t)dr

< MLI + / JAT(F)(f(t) — F(0))]|dr

t+h t+h
<MLK’ +CL / T 4dr < MLK’ + CL / ' dr < ChY.
t t
O

Concludiamo questa sezione con un risultato analogo al Teorema 4.18,
dove la condizione di continuita sul modulo di f e sostituita da un’altra
condizione di regolarita.

4.22 Teorema. Sia A il generatore di un semigruppo analitico T(t) e sia
0 € p(A). Se f(s) e continua, f(s) € D((—A)*), 0 <a<1e|(=A)*f(s)]
¢ limitato, allora Yx € X la soluzione mild di (4.2) € una soluzione classica.

Dimostrazione. Come nella dimostrazione del Teorema 4.18 ¢ sufficiente mo-
strare che v(t) € D(A) per t > 0 e che Av(t) ¢ continua per ¢ > 0. Poiche
T'(t) & analitico T'(t — s) f(s) € D(A) per t > s e per Teorema 2.6.13 punto
¢) nel [Paz92]

IAT(t = 5)f ()]l = [[(=A)"T(t — s)(=A)*f ()]
< Clt = s|" HI(=A)*f(s)ll
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Quindi AT(t — s)f(s) e integrabile e v(t) € D(A) cosi come

Av(t) = /Ot AT (t — s)f(s)ds

La continuita di Av(t) per t > 0 di dimostra esattamente come si ¢ mostrata
quella di A;v(t) nel Teorema 4.18. O

4.4 Andamento asintotico delle soluzioni

In questa sezione vogliamo studiare il comportamento asintotico delle solu-
zioni del problema del dato iniziale
du(t)
dt

— Au(t) + f(1)
(4.2)
u(0) ==z

Iniziamo con le soluzioni del problema omogeneo associato e vediamo quali
condizioni garantiscono il loro decadimento esponenziale.

4.23 Teorema. Sia A il generatore infinitesimale di un semigruppo Cy, T'(t).
Se per qualche p, 1 < p < o0

/ IT()z|Pdt < 0 Vi € X
0

allora esistono costanti M > 1 e p > 0 tali che |T(t)|] < Me #.
Dimostrazione. 4.4.1 del [Paz92]. O

Questo teorema mostra che se T'(t)xr € LP(RT : X) Vo € X allora
IT@®)|| < Me # per qualche M > 1 e u > 0. Vediamo ora quali devono
essere le condizioni sul generatore infinitesimale A di 7'(¢) per ottenere un
simile andamento. Per uno spazio di Banach di dimensione finita & noto che
|T(t)|| decade esponenzialmente se sup{ReX : A € o(A)} < 0, dove con
o(A) intendiamo lo spettro dell’operatore A. Questo comportamento ¢ una
conseguenza del fatto che gli operatori lineari in spazi di Banach finiti hanno
solo spettro puntuale, cioe composto da tutti e soli gli autovalori. Cio non e
piu vero in generale negli spazi di Banach infiniti. Quindi per ottenere tale
andamento si devono aggiungere ulteriori condizioni su T'(¢) o su A. Ci sono
diverse assunzioni possibili che implicano tale risultato e noi assumiamo che
A sia il generatore di un semigruppo analitico.

51



4.24 Teorema. Sia A il generatore di un semigruppo analitico T'(t). Se
oc=sup{ReA: A€ d(4)} <0
allora esistono costanti M > 1 e > 0 tali che | T(t)| < Me #t.

Dimostrazione. Dai risultati del Capitolo 3 segue facilmente che esistono
costanti w > 0, M > 1, 0 > 0 ed un intorno U di A = w tali che

p(A)DE:{)\:|arg()\—w)|<g+5}UU

IR A <

A€
D —wl per

Inoltre,
1

At )
T(h) = 5 /F RN A)dA
dove I' & formata da due raggi I't = {A = pe”’ + w: p > 0,7/2 < ¥ < 7/2+
6tely = {A=pe+w:p>0,7/2<V<m/2+6} ed & orientata tale
che Im A aumenti lungo I'. La convergenza dell’integrale qua sopra per ¢ > 0
¢ nella topologia uniforme dell’operatore. Dalle nostre ipotesi R(A : A) ¢
analitico in un intorno del triangolo

A={)N:Re) >0y, |arg(\ —w)| > I}

dove 0 > o1 > 0. Dal Teorema di Cauchy segue che I' nell’integrale sopra
puo essere sostiuita, senza cambiare il valore dell’integrale, dal cammino I
dove I & composto da

=3\ =pe p> 2%
! { pettw 'O_|cosz9| ’

I'y={Rel=o0;:|Im)\| < (w—o0y)|tand|},
Ty ={A=pe ™ fw:p>— 2
3 { pe Hwip =2 | cos |
ed ¢ orientato in modo che Im A cresca lungo I, Quindi

1
T(t) = 5 /F / eMR(N: A)dA.

Stimando ||T(¢)||, su I';, i = 1,2, 3, si trova facilmente che per ¢ > 1 ed una
costante My, || T(t)|| < Mie®'. Poiche ||T'(t)]] < My per 0 < ¢ < 1, abbiamo
IT@)| < Me ' per t > 0 e cid completa la dimostrazione. O
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Diamo ora alcuni semplici risultati sull’andamento asintotico delle solu-
zioni mild del problema di Cauchy non omogeneo (4.2).

4.25 Teorema. Sia u > 0 e sia A il generatore di un semigruppo Cy T'(t)
che soddisfa ||T(t)|| < Me™#. Sia f limitata e misurabile su [0, 00[. Se

lim f(t) = fo
t—00
allora, u(t), la soluzione mild di (4.2) soddisfa
lim u(t) = —A"' fo.
t—00

Dimostrazione. Poiche ||T(t)|] < Me " segue che 0 € p(A) (per il Teorema
2.17) e || T(t)z| — 0 per t — oco. Ora

1MZATWﬂV®@=Aﬂ%®V®—m%
+ /0 T(t — s)fods = v1(t) + va(t)

Chiaramente, (dalla dimostrazione del Teorema di Hille-Yosida 2.1),

lim vy(t) = /Oo T(t)fodt = R(0: A)fg = —A"1f,
0

t—o00

Per completare la dimostrazione dobbiamo mostrare che v;(t) — 0 per t —
oo. Dato € > 0, scegliamo t, tale che per t >

18 = foll < 5o

Allora, ponendo || f|loc = sup;s, ||f(#)|| abbiamo,
to
(Ol < [ 17 = 9I17() = ol ds

t

g

4 [T =s)176) = fllds < 2| flldtpte e 4 2,
to

Scegliendo t > t; sufficientemente grande, il primo termine a destra diventa
pit piccolo di £/2, quindi per t sufficientemente grande ||v1(t)| < € e la
dimostrazione e completata. O

Un risultato simile e il seguente:
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4.26 Teorema. Sia i > 0 e sia A il generatore di un semigruppo Co T'(t)
che soddisfa | T(t)|| < Me . Sia f continua e limitata su [0,00[. Se uc(t)
e la soluzione mild di

du,(t)
dt

€ = Au.(t) + f(t), u.(0)==z, >0

allora

limu.(t) = —A71f(t)

e—0

ed il limite ¢ uniforme su ogni intervallo [0,T) dove 0 < 6 < T.
Dimostrazione. 4.4.5 del [Paz92]. O

1 Osservazione. Nel Teorema 4.26 se x € D(A) e f ¢ differenziabile con
continuita su |0, oo[ allora non ¢ difficile mostrare che

dug(t
ud—t() — —ATf(t) pere—0

ed il limite ¢ uniforme sui sottoinsiemi compatti di |0, 77.
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Capitolo 5

Applicazione della teoria dei
semigruppi: PDE del secondo
ordine parabolica

In questo capitolo vediamo come un’equazione alle derivate parziali (PDE)
del secondo ordine parabolica puo essere realizzata all’interno del contesto
della teoria dei semigruppi. Iniziamo con delle definizioni preliminari che ci
aiutano a capire in che contesto ci troviamo.

5.1 Definizione. Siano U C R" aperto, u,v € L} (U) e a = (aq, ..., )

loc
un multi-indice. Diciamo che v € L} (U) ¢ la derivata parziale debole
o — estma di u e scriveremo

D% = v,
se
t/uwm:—mm/wm Vo € C>(U)
U U
dove |a] = ag + - -+ 4+ «, ordine del multi-indice.

In altre parole se data u esiste una funzione v che soddisfa I'identita tra
integrali qui sopra V¢ diciamo che D“u = v nel senso debole. Se tale funzione
non esiste diremo che u non possiede una derivata parziale debole a — esima.

5.2 Definizione. Fissati 1 < p < oo e k € Z", chiamiamo spazio di Sobo-
lev, W¥P(U), lo spazio composto da tutte le funzioni localmente integrabili
u: U — R tali per cui per ciascun multi-indice « con |o| < k, D%u esiste
nel senso debole e sta in LP(U).

Per p = 2 scriveremo

WhH(U)=H"U) k=0,1....
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Notiamo che H°(U) = L*(U).
Se u € W*P(U) definiamo la sua norma

1/p
(Z\algk Ju 1D%ul” dﬂ?) (1<p<oo)

la|<k €SS SUDy | D%l (p=00)

HUHW’W(U)

Siano {um},,~,,u € W*P(U). Diciamo che u,, converge a u in W*P(U),
scritto
Uy — u  in WHP(U)
se
A ltm =l @y = 0

Denotiamo con W ?(U) la chiusura di C2°(U) in W*?(U). Quindi u €
WP (U) <= esiste {tm }ms1 C C2(U) tale che u,, — u in W*P(U).

5.3 Definizione. Sia U C R™ aperto e limitato, sia 7" > 0 e poniamo
Ur = Ux]0,T]. Consideriamo il problema del valore iniziale

uy+ Lu = fin Ur
uw=01in 0U x [0,T]
u=gin U x {t =0}

dove f: Up — R e g: U — R sono date mentre u: Up — R ¢ incognita,

u=u(x,t) eu = %. L denota, per t €]0, T], un operatore differenziale del
secondo ordine che puo essere in forma divergenza

n

Lu=— Z (a”(z, t)uri)zj + Z b (z, t)u,, + c(x,t)u (5.0.1)

ij=1 i=1

oppure puo avere la forma

n

Lu = — Z a’(z, g, + Z V' (z, t)u,, + c(z,t)u

ig=1 =1
per dati coefficienti a”, b, ¢ (i,5 = 1,...,n) ed usando ancora la notazione
T ou

:r,L o axi ’ .. ..
D’ora in poi supporremo che a” =a’* 4,7 =1,...,n.

L’operatore differenziale % + L ¢ (uniformemente) parabolico se esiste una
costante 6 > 0 tale che

n

> a(z, )68 > 01 V(x,t) € Ur, £ €R™

i,j=1
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Per ¢t € [0, T fissato 'operatore L ¢ uniformemente ellittico nella variabile
spaziale x, cioe esiste una costante 6 > 0 tale che

n

S ali(a, )6 > 0P per qo. w €U e VEER”

ij=1

In termini matriciali, detta A(z) = ((a¥(x)) la matrice n x n simmetrica
associata all’operatore L, diciamo che L ¢ uniformemente ellittico se A(x) &
definita positiva e con Ay > 60, V4 autovalore di A e Vx € U.

Un noto esempio & rappresentato da a = ¢;;, b' = ¢ = f = 0, per il
quale abbiamo L = —A, dove

A= —
iz_; 0x?
e I'operatore Laplaciano e quindi la PDE 88—7; + Lu = 0 diventa

uy — Au =0 equazione del calore.

Vedremo infatti che le soluzioni delle generali PDE del secondo ordine para-
boliche sono molto simili alle soluzioni dell’equazione del calore.

Nelle applicazioni fisiche le equazioni paraboliche del secondo ordine gene-
rali descrivono I’evoluzione nel tempo della densita di qualche quantita wu,
chiamata concentrazione chimica, all'interno della regione U. Il termine del
secondo ordine Y77, aVuy,,,; descrive la diffusione, il termine del primo or-
dine Y7 | b'u,, descrive il trasporto e il termine di ordine zero cu descrive la
creazione o deplazione.

Consideriamo ora il problema

us + Lu =0 in Ur
u=01in oU x [0, T
u=gin U x {t =0}

nel quale assumiamo che L sia in forma divergenza (5.0.1), sia uniformemente
ellittico, abbia coefficienti che non dipendono da t di classe C*°. Supponia-
mo inoltre che I'insieme aperto e limitato U abbia bordo OU che puo essere
descritto localmente come zero di una funzione differenziabile, cioe suppo-
niamo che OU sia una varieta differenziabile n — 1 dimensionale. Quello che
vogliamo fare ora e reinterpretare questo problema all’interno della teoria dei
semigruppi. Per fare cio poniamo

D(A) = Hy(U) N H*(U)
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e definiamo
Au=—Lu seu€ D(A).

Chiaramente A & un operatore lineare su X = L*(U). Da (6.2.2) di [Eval0]
abbiamo la stima dell’energia

BllulZy oy < Blu,u] +|lullzaw,
per costanti 5 > 0,7 > 0, dove B[, | ¢ la forma bilineare associata a L.

5.4 Teorema. L’operatore A genera un semigruppo Co S(t), t > 0, su
X = L*(U) che soddisfa ||S(t)|| < €.

Dimostrazione. Dobbiamo verificare le ipotesi del Corollario 2.7 di Hille-
Yosida, dove w = . D(A) definito come sopra ¢ chiaramente denso in L*(U).
Dimostriamo ora che A ¢ operatore chiuso. Sia {uy}r>1 C D(A) tale che

up — u, Aup — f in L*(U).
In accordo con il Teorema di regolarita 4 in 6.3.2 di [Eval0O] abbiamo
||u;€ — ul||H2(U) < C’(HAuk — Aul||L2(U) + ||uk — ulHLz(U)) VEk, 1.

Si ha dunque che {uy}r>1 ¢ una successione di Cauchy in H%(U) (per con-
vergenza di u; e Auy, in L*(U)) e quindi

up —u in H*(U).

Quindi u € D(A) ed inoltre da sopra segue che Auy — Au in L*(U) e dunque
si ha f = Au.

Adesso controlliamo le condizioni sul risolvente di A, cioe che
1
frroolC p(4) e RO A)] € 5= per A > 7.

Consideriamo il problema al bordo

Lu+ M= finU
uw=01n U

In accordo con il Teorema 3 in 6.2.2 del [Eval0] per A > ~, esso ha un’unica
soluzione debole u € H}(U) Vf € L*(U). Per la teoria della regolarita
ellittica si ha infatti che u € H*(U)N H}(U) e quindi u € D(A). Riscrivendo
tale problema sfruttando il fatto che Au = —Lu se u € D(A) otteniamo

Au— Au = f.
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Quindi (A —A): D(A) — X ¢ invertibile per A > v e dunque p(A4) D [y, ool
Considero ora la forma debole del medesimo problema al bordo

Blu,v] + AMu,v) = (f,v) Vo€ Hy(U)

dove (, ) ¢ il prodotto scalare in L*(U). Poniamo v = u e ricordando la
stima dell’energia per calcolare, per A >,

A =Dl < If 2@ lullzw)-

Quindi, poiche u = R(\ : A)f, abbiamo la stima
1
IR(A = A) fll oy < )\——’Y”f”LQ(U).
Questo ¢ valido Vf € L*(U) e quindi
1
AA) < — (A
RO A < = (> 9)

come richiesto. ]
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