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Abstract

Questo studio ha l'obiettivo di applicare metodi di previsione gerarchica alla Volati-
lita Realizzata, cercando di ottenere risultati migliori rispetto alle previsioni ricavate
mediante la modellazione HAR-RV (Heterogeneous Auto Regression), prese come rife-
rimento. Le strutture gerarchiche proposte per le previsioni derivano da possibili de-
composizioni della Volatilita Realizzata. In particolare, si e interessati a commentare i
risultati ottenuti partendo da una specificazione alternativa della Volatilita Realizzata,
chiamata Partition-based RV o Volatilita Realizzata Parziale, proposta per la prima vol-
ta da Caporin (2020) [15]. Nella prima parte dell’elaborato si trattano a livello teorico
i due macro-argomenti affrontati: il concetto di Volatilita Realizzata e le sue decompo-
sizioni, le previsioni gerarchiche. Successivamente, le tecniche di previsione gerarchica
vengono applicate per predire la Volatilita Realizzata di un particolare titolo finanziario.
Dal punto di vista predittivo, i risultati riportati evidenziano un miglioramento ottenuto
grazie all'utilizzo di strutture gerarchiche, in particolare quella basata sulla Volatilita

Realizzata Parziale.
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Introduzione

La stima e la previsione della volatilita di un titolo finanziario sono fondamentali per
ricavare informazioni utili sulla sua natura e sulla sua rischiosita.

La volatilita, che indica quanto i prezzi di uno strumento finanziario variano nel tempo,
difatti, viene utilizzata in numerose applicazioni finanziarie come 1’asset pricing, il risk
management e I'allocazione del portafoglio.

Negli anni sono stati compiuti numerosi studi per prevedere in maniera affidabile tale
quantita che, a differenza dei rendimenti grezzi, non e direttamente osservabile.

Un approccio possibile per trattare la latenza della volatilita dei rendimenti ¢ quello
di utilizzare modelli parametrici come il (Generalized) Autoregressive Conditional He-
teroskedasticity ((G)ARCH) introdotto da Engle (1982) [19] e Bollerslev (1986) [13] e i
modelli di volatilita stocastica presentati da Taylor (1986) [37].

La volatilita puo essere anche prevista attraverso 1'utilizzo di un modello di pricing delle
opzioni. Questo metodo permette di invertire i prezzi osservati dei derivati in previsioni
basate sul mercato della “volatilita implicita” su un orizzonte futuro fisso.

Un’altra procedura, che non fa uso di imposizioni parametriche o ipotesi di mercato,
ma tiene solo conto della volatilita passata del titolo, consiste nel valutare la Volatilita
Realizzata. La Volatilita Realizzata ¢ una stima della volatilita effettiva dell’attivita
finanziaria e si basa sulla misurazione della variazione dei rendimenti storici del titolo,
che, grazie alla crescente disponibilita di dati ad alta frequenza, puo essere calcolata in
maniera accurata.

Uno dei modelli piu conosciuti per la stima e la previsione di quest’ultima quantita di
interesse ¢ sicuramente il modello Heterogeneous Auto Regression (HAR-RV), proposto
da Corsi nel 2009 [16]. Altri modelli predittivi per la Volatilita Realizzata sono stati
realizzati a partire da differenti decomposizioni della stessa, come la decomposizione in
componenti di salto e continua, presentata da Andersen, Bollerslev e Diebold nel 2007
2], o quella in componenti Good Volatility e Bad Volatility, introdotta da Patton e
Sheppard nel 2015 [34].



Un nuovo metodo per la previsione della Volatilita Realizzata di un titolo e ’applica-
zione di tecniche di previsioni gerarchiche per serie storiche. Questo approccio viene
adoperato in presenza di una struttura gerarchica composta da molteplici serie tempo-
rali. Per quanto riguarda la Volatilita Realizzata, tali strutture possono essere imposte
a partire dalle sue differenti decomposizioni. Questa metodologia sfrutta, quindi, le re-
lazioni e i vincoli di aggregazione presenti tra le diverse serie storiche che compongono

la struttura per prevedere in maniera coerente ed accurata la quantita di interesse.

L’obiettivo di questo elaborato ¢ quello di applicare quest’ultima metodologia per
la previsione della Volatilita Realizzata di un titolo, partendo da una decomposizione
innovativa della Volatilita Realizzata denominata ”Partial Realized Volatility”, proposta
da Caporin nel 2020 [15]. Impiegando questa metodologia, si vogliono ottenere risultati
predittivi migliori rispetto al modello HAR-RV di Corsi.

Nel Capitolo 1 vengono presentati il concetto di Volatilita Realizzata e le sue possibili
decomposizioni, per trattare poi, nel capitolo successivo, le basi teoriche inerenti alle
previsioni gerarchiche di serie storiche; nel Capitolo 3, invece, ¢ proposta un’applicazione
specifica della metodologia gerarchica per la previsione della Volatilita Realizzata del
titolo Clisco Systems. Infine, nel Capitolo 4 sono riportate le conclusioni dello studio

compiuto.



Capitolo 1

Volatilita Realizzata

A partire dal nuovo millennio, sono stati effettuati numerosi studi inerenti alla stima
e alla modellazione della varianza giornaliera, sfruttando i contemporanei sviluppi tec-
nologici e la disponibilita di dati ad alta frequenza.
Gli economisti Andersen, Bollerslev, Diebold e Labys (2001) [3] e Barndorff-Nielsen e
Shephard (2002) [9] hanno introdotto il concetto di Volatilita Realizzata, una stima
non parametrica della varianza giornaliera calcolata come somma dei rendimenti intra-
giornailieri al quadrato.
Da Ii in poi molti economisti hanno dato contributi importanti, soprattutto riguardo
alla stima della Volatilita Realizzata in presenza di salti di prezzo e alla modellazione
delle serie di tale quantita di interesse.
In questo capitolo, nella sezione 1.1 vengono presentati i concetti di Varianza Integrata
e Variazione Quadratica, fondamentali per comprendere come si ottiene lo stimatore di
Volatilita Realizzata; poi, nella sezione 1.2 ¢ illustrata una procedura per l'individuazio-
ne dei salti di prezzo; infine, nella sezione 1.3 sono presenti delle possibili decomposizioni
della Volatilita Relizzata, tra cui I'innovativa partizione in componenti parziali intro-
dotta da Caporin nel 2020 [15].
I grafici inseriti in questo capitolo fanno riferimento ai rendimenti intra-giornalieri del
titolo American Ezpress (AXP) nel periodo che va dal 04/01/2021 al 31/12/2021.
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1.1 Dalla Volatilita Integrata alla Volatilita Realiz-

zata

La teoria della Volatilita Realizzata [6] ¢ legata alla disponibilita di prezzi e, di con-
seguenza, di rendimenti di un determinato asset con frequenze elevate all’interno del
giorno.

E naturale che in primo luogo venga considerata l’evoluzione dei prezzi in un contesto
di tempo continuo, cosi da ottenere un corretto stimatore della volatilita giornaliera,
anche se successivamente i dati relativi a prezzi e rendimenti saranno disponibili solo a

intervalli discreti.

Il prezzo di uno strumento finanziario segue un moto browniano geometrico esplici-

tato dalla seguente equazione differenziale stocastica:

dpt = [Ltdt + Utth, (11)
dove p; e il logaritmo del prezzo del titolo, u; ¢ la media (drift) del processo, o, & la

volatilita istantanea e W, ¢ un moto browniano standard.

L’obiettivo ultimo e quello di ricavare una misura di variazione del rendimento sul-
I'intervallo di tempo giornaliero, che & possibile ottenere riscrivendo il processo (1.1) nel

seguente modo:

t t
Dt = Pr—1 + / fsds + / osdWs,
t—1 t—1

. . (1.2)
Tt =Pt — Pt—1 = / ,ust + / o, dWs.
t—1 t—1
Isolando la componente di volatilita, si ottiene la Varianza Integrata:
t
IV(t—1,t) = / olds. (1.3)
t—1

Tuttavia, non avendo a disposizione il prezzo ad ogni istante di tempo, si puo pensare
di suddividere 'intervallo giornaliero (¢ — 1,¢) in m sottointervalli.

Si definisce il rendimento intra-giornaliero come la variazione di prezzo nell’i-esimo
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periodo all’interno del giorno t:

Tit = Dit — Di—14

coni=1,..,m.

Barndorff-Nielsen e Shephard (2002) [9] hanno sfruttato tali rendimenti intra-giornaileri
per stimare la Varianza Integrata definendo il concetto di Variazione Quadratica che,

in assenza di salti nei prezzi, coincide con la Volatilita Integrata:

m

QV(t—1,t) = mLiIEOOZ;th = IV(t—1,t). (1.4)

Questa quantita puo essere approssimata considerando un numero finito di intervalli
intra-giornalieri. Si ottiene, quindi, la Volatilita Realizzata o Varianza Realizzata
(termine piu appropriato, ma meno utilizzato) che corrisponde alla somma dei rendi-

menti intra-giornailieri al quadrato:

RV, => 1}, (1.5)
=1
con
RV, 2%, QU (t — 1,1). (1.6)

Barndorff-Nielsen e Shephard (2002) [9] hanno ricavato anche la distribuzione asintotica
della Volatilita Realizzata:

Vm (RV" = QV(t —1,1))
20Q( — 1,1)

dove RV;™ ¢ la Volatilita Realizzata calcolata con m sottointervalli, QV (¢t — 1,t) ¢

~ N(0,1), (1.7)

la variazione quadratica giornaliera, I() e la Integrated Quarticity che viene stimata

ricorrendo alla Realized Quarticity:

m m
m 4
RQP =5 > rly
i=1

Una volta definiti lo stimatore (1.5) e la sua distribuzione asintotica (1.7), & necessario

determinare il numero di intervalli m con cui sottocampionare la giornata borsistica.
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Infatti, come si nota dal grafico in Figura 1.1, a seconda della frequenza di campiona-

mento giornaliera si ottengono serie di Volatilita Realizzata differenti.

RV, stimata con dati a frequenze diverse

1min

0.003 1 = zec

= Bmin

0.002+

0.0014

FiguraA 1.1: Sequenze di Volatilita Realizzata del titolo AXP a frequenze diverse

Dalla convergenza (1.6) si puo notare che, all’aumentare del numero m di sotto-intervalli
giornalieri, la Volatilita Realizzata approssima in maniera migliore la Variazione Quadra-
tica. Tuttavia, esistono alcuni motivi per cui non e conveniente utilizzare una frequenza
di campionamento eccessivamente alta.

In primis, e necessario tenere in considerazione che per titoli poco liquidi non si puo
utilizzare un campionamento elevato poiche introduce un errore di discretizzazione nella
misura della Volatilita Realizzata.

In aggiunta, aumentando il numero di intervalli m, i rendimenti osservati possono essere
contaminati dal rumore dovuto alla micro-struttura del mercato che induce un’autocor-
relazione spuria nelle serie storiche di rendimenti ad altissima frequenza. Sono diversi
i fattori che possono causare tale correlazione spuria; alcuni esempi sono i rimbalzi tra
domanda e offerta o il cosiddetto “trading asincrono” dovuto ai differenti tempi di rea-
zione di titoli con diversa liquidita agli shock del mercato.

Possibili soluzioni adottabili in presenza di tale distorsione sono 1'utilizzo di frequenze
relativamente basse (1 o 5 minuti) quando si lavora con titoli abbastanza liquidi o 'uso

di stimatori robusti in presenza di errori di microstruttura, come il Two-time scales
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volatility proposto da Zhang, Mykland e Ait-Sahalia (2005) [40].

1.2 Varianza giornaliera e salti nei prezzi

Talvolta I’evoluzione dei prezzi puo presentare delle discontinuita o salti che alterano

il loro processo continuo. In questo caso l'equazione (1.2) diventa:

t t Ny
Ty =DP; — Pi_1 = / sds + / o, dWs + Z JZ, (1.8)
t—1 t—1

i=1

dove NV, & un processo di conteggio ad attivita finita (Poisson) e J; ¢ un salto.
Tale situazione fa si che la Variazione Quadratica non coincida piu con la Volatilita

Integrata come in (1.4), ma si ha

t Nt Nt
QV(t,t—1) = / oldW, + > T =1V(tt— 1)+ ) J} (1.9)
=1 i=1 i=1

e di conseguenza:

¢ Ny
RV(t —1,t) —» / o2dW, + Y 7.
=1 i=1

Per modellare e prevedere la Volatilita Realizzata, quindi, diventa necessario stimare le
sue componenti continua e di salto.

Nel corso degli anni sono stati presentati diversi test per I'identificazione di salti e sti-
matori robusti delle componenti continua e discontinua della Volatilita Realizzata.

I primi a trattare ’argomento sono stati Barndorff-Nielsen e Shephard (2004, 2006) [10]
[11] che hanno proposto un test basato sul confronto tra la Volatilita Realizzata e la
Bipower Variation, stimatore robusto della sola componente continua.

Approcci alternativi sono stati quelli di Ait-Sahalia e Jacod (2009) [1] e Corsi et al.
(2010) [17], che hanno introdotto metodologie di troncamento nella costruzione delle
statistiche per la rilevazione dei salti, o anche Lee e Mykland (2008) [30], che, invece,
hanno utilizzato test di tipo non parametrico.

Un contributo notevole & stato apportato anche da Andersen, Bollerslev e Dobrev (2007,
2010) [4] [5] con I'introduzione di un nuovo test di identificazione di salti a livello intra-
giornaliero. Questi, in aggiunta, hanno proposto una procedura iterativa per l'indivi-
duazione dei salti intra-giornalieri molto utilizzata anche con altri test come quello BNS
(Barndorff-Nielsen e Shephard, 2006 [11]).
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Certamente meritano una mensione anche i lavori di Boudt, Croux e Laurent (2011)
[14] che hanno mostrato l'esistenza di una periodicita intra-giornaliera della volatilita

che influenza la prestazione dei test sui salti.
Di seguito vengono presentati il test BNS che tiene conto della staleness, la procedura

iterativa di Andersen per 'individuazione di salti a livello intra-giornaliero e, infine, il fil-

traggio dei rendimenti per la periodicita della volatilitlita introdotta da Boudt et al. [14].

1.2.1 Test BNS corretto per la staleness

Sia la Bipower Variation (Barndorff-Nielsen and Shephard, 2004 [10]) lo stimatore

di riferimento per la sola componente continua della Volatilita Realizzata:

m m
BP‘/;/ = uilm Z ‘Ti,tHrifl,t‘ (110)
1=2

con = \/g e m numero di intervalli in cui e stato suddiviso il giorno.

In presenza di salti si ha quindi:
t N
RV(t —1,t) — / oW, + > T2,
=1 i=1
t
BPV(t —1,t) — / o2dW, (1.11)
t—1
Ny
RV(t—1,t)=BPV(t—1Lt)~ Y J.
i=1
Nella Figura 1.2 sono presentate le serie di Volatilita Realizzata e Bipower Variation

calcolate con frequenza di 5 minuti (m=78), mentre nella Figura 1.3 & illustrata la loro

differenza.
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Serie di RV, e BPV, con rendimenti a 5 minuti

0.0031 — BRV
- RV
0.002 1
0.001 1
0.000 1
gen 2021 apr 2021 lug 2021 oft 2021 gen 2022

FIGURA 1.2: Sequenze di Volatilita Realizzata e Bipower Variation con frequenza di
5 minuti del titolo AXP

RV, - BPV,
3e-041
2e-04 1
1e-04 1
0e+00 1 M M
gen 2021 apr 2021 lug 2021 ot 2021 gen 2022

FicuraA 1.3: Differenza tra sequenze di Volatilita Realizzata e Bipower Variation con

frequenza di 5 minuti del titolo AXP
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Proprio dalla differenza tra BPV; e RV; si ottiene la componente di salto; il test
BNS (Barndorff-Nielsen and Shephard, 2006 [11]) sfrutta questa intuizione per ricavare
la statistica test che permette di individuare la presenza di salti nella giornata borsistica

t-esima:

RV, — BPV,)RV;*
\/Gmax <1, gﬁ&)

con f = % <”72 + 7 — 5), TPV, = MZ/%mm__Qg >, ]ri,t|%|n-,17t]§ ’T’ifgyt‘% stimatore robusto

della Integrated Quarticity, p, = E|[|Z]*] con Z ~ N(0,1) e a > 0.

Tale test si distribuisce asintoticamente come una Normale standardizzata per m — oo.

BNSt: (

— N(0,1) (1.12)

Quando BN S; > ®(1 — a)~! con « livello di significativita, allora nel giorno t-esimo ¢

presente un salto.

BNS test

P
1

|
a2
L

gen 2021 apr 2021 lug 2021 oft 2021 gen 2022

FIGURA 1.4: Valori del test BNS calcolato con rendimenti a 5 minuti del titolo AXP
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Salti dei prezzi

3e-04 1
2e-04 1
2 n
& o Q
2 qK .
2 1e-04 m
() ) nl
o I
"L'i Y
0e+00 1 W
gen 2021 apr 2021 lug 2021 oft 2021 gen 2022

FiguraA 1.5: Individuazione dei giorni in cui & presente un salto di prezzo tramite il
test BNS con a = 0.001

Kolokolov e Reno [29] hanno proposto una correzione di questo test che tenesse in
considerzione la presenza di staleness, ovvero di periodi all’interno della giornata in cui
sono presenti rendimenti intra-giornalieri nulli.

Per fare cio, hanno introdotto il seguente stimatore Multipower Variation robusto:

mt—q

MVE(e) = > [(AN, i) 2AP|" (AN i+ g — 1)) 2 Ai 1 P|™
i=1

con m; numero di rendimenti intra-giornalieri non nulli del giorno ¢, e vettore g-
dimensionale di esponenti di potenza, A(N,i) = 7; — 7,_1 indicatore del tempo passato
tra due osservazioni di prezzo con Ty, Ty, ..., Ty, Sottoinsieme della griglia temporale delle
osservazioni dei prezzi, A; P = logP;, ,—logP;,, , rendimento tra due istanti 7 successivi.
L’idea e, appunto, di ponderare i rendimenti, utilizzati per il calcolo dello stimatore,

per il tempo che intercorre tra le due osservazioni di prezzo differenti.

Il test BNS corretto per la staleness diventa:

(RV? — BPVY) RV

TPVE
N

BNS, = (1.13)
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dove RV = MVE(2) = RV;, BPVE = iy 2MVe ([ 11 D
TPVE = MZ/%MVtC <[ B D ¢ lo stimatore dell’ Integrated Quarticity e 0, = (%2 +
7—5)AN, con Ay = E[A(N, )] dipendente dal numero di rendimenti non nulli presenti
in un dato giorno.

Grazie a questa correzione, si evita di considerare eventuali salti spuri dovuti alla

poca liquidita del titolo.

Una volta definito il test BN.SY, esso viene utilizzato nella procedura iterativa di
Andersen per individuare i rendimenti intra-giornalieri associati a dei salti e definire

cosi le componenti continua e discontinua della Volatilita Realizzata.

1.2.2 Procedura iterativa di Andersen

Il test BN S} permette di individuare se nel giorno ¢ ¢ presente un salto nei prezzi
per il titolo considerato, ma non indica quali rendimenti intra-giornalieri sono associati
a dei salti. Tale informazione e necessaria per poter decomporre la Volatilita Realizzata
nella componente continua e discontinua. Un possibile approccio ¢ quello proposto da
Andersen, Bollerslev, Frederiksen e Nielsen (2010) [5], che individua i salti in modo

indiretto.

Sia m; il numero di salti e Z 'insieme di indici di posizione dei salti; tale procedura

viene applicata per ogni giornata borsistica t-esima:

1. si valuta la presenza di salti con il test BN SY; se si rifiuta 'ipotesi nulla, allora e

presente almeno un salto e si pone inizialmente m; =1 e Z = {0};

2. si individua il salto massimizzando la seguente differenza:

m

5 1 2 .

maxr rp; — ———— Tt

1€1,2,...m 7 m—m; . 7
J=Lj7#4,5¢T

3. il rendimento individuato viene rimosso, 'insieme Z viene aggiornato Z = ZU {i},
lo stimatore della componente continua BPV; rimane invariato, mentre la RV}

viene ricalcolata:

m "
RV, _ 2.,
tm; = § , Tts
m—m,;

i=1,i¢T



Capitolo 1 - Volatilita Realizzata 13

4. a questo punto, viene rieseguito il test BNS; nello stesso giorno, con il nuovo

valore RV, ., per vedere se ci sono ulteriori salti; se si rifiuta I'ipotesi nulla, allora

si ricomincia dallo step 2, altrimenti si passa allo step successivo;

5. irendimenti individuati da tale procedura vanno a formare la componente di salto,

mentre i restanti vengono utilizzati per calcolare la componente continua.

1.2.3 Periodicita della volatilita e salti nei prezzi

Nel 2011, Boudt, Croux e Laurent [14] hanno apportato un contributo importante

per la rilevazione dei salti, notando un’anomalia nella distribuzione di questi all’interno

della giornata borsistica. Nell’esempio in Figura 1.6 si puo notare come la maggior

parte dei salti si concentri all’inizio della giornata, fatto non coerente con l'ipotesi di

distribuzione casuale dei salti.

salti
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Distribuzione dei salti per finestra temporale
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FicURA 1.6: Distribuzione dei salti a livello intra-giornaliero del titolo AXP nel 2021

Alcuni elementi strutturali dei mercati, come la reazione ad informazioni rilasciate

overnight o le attivita di day-trading, influenzano la volatilita intra-giornaliera che non

risulta costante, ma presenta picchi ad inizio e fine giornata, come si nota nella Figura

1.7, che mostra la componente f}’f definita successivamente nell’equazione (1.13).
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Componente periodica intragiornaliera in varianza
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FiguraA 1.7: Componente periodica della varianza all’interno del giorno con dati ogni

5 minuti

Considerare questo andamento della volatilita giornaliera migliora notevolmente l’ac-
curatezza dei metodi di rilevamento dei salti intra-giornalieri. Difatti, si aumenta la
capacita di identificare salti relativamente piccoli che si verificano in momenti in cui
la volatilita e periodicamente bassa e si riduce sostanzialmente il numero di salti spuri
individuati in momenti di volatilita periodicamente elevata.

I rendimenti, percio, devono essere filtrati da questa periodicita per non distorcere i test

di rilevazione dei salti e la stima delle componenti continue e discontinue della volatilita.

Seguendo l'approccio di Boudt, Croux e Laurent [14], si ha il seguente modello ge-

neratore dei rendimenti intra-giornalieri:

Tit = fitSitZit + Qig,

dove

fit € una componente deterministica che influenza la volatilita;
e s;; ¢ una componente in volatilita costante all’interno di una finestra;
e 2;; ¢ una innovazione i.i.d. a media nulla e varianza unitaria;

e a;; ¢ una componente di salto.
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L’obiettivo ¢ quello di filtrare i rendimenti per le componenti s;; e f; ;.

Inizialmente, viene calcolata s;;, componente della volatilita che rimane costante
all'interno di una finestra temporale scelta, in genere la giornata borsistica.
Questa viene stimata riscalando la Bipower Variation, in quanto bisogna considerare la

presenza di salti:

. 1 ¢
Si,t = M_Qm JZQ |,rj,tHTj—1,t|‘ (].].4)

Una volta ottenuta s, la si rimuove dai dati prima di calcolare f;:

Tit

Tip =

~

Sit

Per la stima della componente deterministica che influenza la volatilita esistono diversi
approcci, sia parametrici che non. Il piu immediato tra gli approcci non parametrici
¢ quello proposto da Taylor and Xu (1997) [38], basato sulla deviazione standard dei

rendimenti intra-giornalieri appartenenti alla stessa finestra temporale:

(1.15)

dove T e la lunghezza del campione di giornate considerate.

Utilizzando questo stimatore, la componente periodica dipende esclusivamente dalla
finestra temporale associata al rendimento i-esimo all’interno del giorno. Percio, tutte
le osservazioni calcolate alla stessa ora sono caratterizzte dallo stesso valore della com-
ponente periodica.

Tale assunzione puo risultare restrittiva, ma enfatizza il fatto stilizzato che la volatilita

intra-giornaliera presenti picchi all’inizio e alla fine della giornata.

La stima della periodicita giornaliera si ottiene standardizzando la quantita (1.14):

5 SD;
e S— 1.16
fz,t %Zgl SDZQ ( )

Tit
Fsd
fs

possono applicare i test per l'identificazione dei salti evitando distorsioni dovute alla

I rendimenti filtrati delle due componenti della volatilita sono 7; = e ad essi si

volatilita giornaliera.
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1.3 Decomposizione della Volatilita Realizzata

1.3.1 Componente continua, discontinua, Good e Bad Volati-
laty

La Volatilita Realizzata viene decomposta per analizzare il diverso contributo ap-
portato dai rendimenti a seconda della loro dimensione o del loro segno. Inoltre, la
suddivisione della volatilita giornaliera in componenti puo migliorare la sua modellazio-

ne e la sua previsione.

Una volta individuati i salti a livello intra-giornaliero, una prima possibile decompo-
sizione puo essere quella che suddivide la Volatilita Realizzata in componenti continua
e discontinua [2]:

R\@=JE+CW=ZT§t+Zrﬁt

1€ icT

con Z set di indici temporali in cui compaiono salti e Z suo complementare, C'V; com-

ponente continua e J? componente discontinua o di salto.

Tale decomposizione mette in luce il contributo dovuto alla diversa dimensione dei
rendimenti. Siricordi che, mentre i salti sono individuati utilizzando i rendimenti filtrati,
le componenti sono calcolate successivamente a partire dai rendimenti iniziali.

Un altro aspetto che puo essere evidenziato e il diverso contributo alla Volatilita
apportato dai rendimenti negativi rispetto ai rendimenti positivi. Patton e Sheppard
(2015) [34] hanno introdotto, cosi, il concetto di Good wvolatility e Bad wvolatility che

compongono la Volatilta Realizzata giornaliera nel seguente modo:

RV, = GV, + BV, (1.17)

dove
m m

GVy =Y 1} I(riy > 0), BV, = 1 d(ri; <0).

i=1 i=1
Infine, combinando questi due approcci, si ottiene un’unica decomposizione che tiene

conto sia del segno che della dimensione dei rendimenti.
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RV, =CV}t + I +CVi + JP~

con
OVt =Y 1 (i > 0), T =i (i > 0),
i€l tel
OV =Y rl (i < 0), JiT =2 (rie < 0).
i€T i€z

1.3.2 Decomposizione basata sulle partizioni: Volatilita Rea-

lizzata Parziale

La decomposizione della Volatilita Realizzata giornaliera in componenti continua e
discontinua ¢ fortemente condizionata dal modo in cui vengono individuati i salti.
Huang e Tauchen (2005) [27] hanno dimostrato come la variazione della statistica test
di salto porti all’identificazione di salti differenti e, quindi, ad un loro diverso impatto
relativo sulla Volatilita Realizzata.

Un altro elemento che influisce sull’individuazione dei salti ¢ la scelta del valore critico
associato al test che permette di classificare un rendimento estremo come un evento raro.
Tale valore viene scelto a discrezione di chi effettua il test e in base alle caratteristiche
della distribuzione dei rendimenti del titolo specifico.

Solitamente per i test di salto vengono scelti valori critici o inusuali e piu piccoli dei
classici valori 0.05 e 0.01. Tuttavia, ’aumento della precisione dei test e I’applicazione di
questi valori critici portano ad una riduzione del numero di eventi su cui ci si concentra
per la stima dei salti.

Di conseguenza, l'informazione relativa ai rendimenti di grandi dimensioni viene par-

zialmente persa.

Per ovviare a tale problema, Lee e Wang (2019) [31] hanno provato ad impiegare
un valore critico di 0.05, molto piu alto dei valori usuali per i test di salto, ottenendo
dei risultati empirici interessanti per la stima e la previsione della Volatilita Realizzata
giornaliera. Questo differente approccio, si focalizza sull’effetto di rendimenti intra-

giornalieri che non possono essere considerati come veri e propri salti nei prezzi, ma
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rendimenti di grandi dimensioni.

Tale evidenza ha ispirato alla formulazione di una nuovo metodo per la decomposi-
zione della Volatilita Realizzata, proposto da Caporin (2020) [15].
Questo risulta piu flessibile, in quanto scompone la quantita di interesse in gruppi di
rendimenti intra-giornalieri e non utilizza alcun test per I'identificazione dei salti.
Data la distribuzione asintotica proposta da Andersen et al. (2007) [4] per i rendimenti

filtrati dalla periodicita della volatilita intra-giornaliera
Tt

\/LBPV,

sia L il numero di gruppi in cui si vogliono suddividere i rendimentie ¢ conl = 1,2, ..., L

~ N(0,1),

i quantili della normale standardizzata utilizzati per dividere i gruppi.

L’appartenenza dell’i-esimo rendimento del ¢-esimo giorno al gruppo denominato N; si

ha quando:
Tit
Ni=Rripiqa<—=——=<gq, [=12,..,L%,
\/ ~BPV,
m
dove gy = —00, qr, = +00 e i restanti ¢ = ®(d;)~! sono scelti arbitrariamente in modo

taleche 0 < 01 <9y < ... <y < 1.

La Volatilita Realizzata del giorno ¢ viene suddivisa in L partizioni:

L
RV, =) PRV,
=1

dove

2
PRWJZEZQW
1EN

In questo modo si tiene conto allo stesso tempo sia del valore dei rendimenti, poiche
quelli di dimensione assoluta piu elevata si collocano nei gruppi estremi e quelli piu
piccoli nei gruppi centrali, sia del loro segno, in quanto i rendimenti negativi si trovano

nei primi gruppi, i positivi negli ultimi e quelli vicini alla neutralita in quelli centrali.

E da precisare, infine, che le partizioni della Volatilita sono state calcolate utilizzando

i rendimenti non filtarti, mentre per individuare i gruppi di appartenenza N sono stati
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utilizzati quelli filtrati.

Per questo motivo, i rendimenti dopo ’apertura del mercato possono essere inclusi nei
9

gruppi piccoli o medi, anche se la loro dimensione ¢ maggiore dei rendimenti osservati

nel resto della giornata.

Tale partizione, percio, si svincola da ogni possibile definizione di salto e di statistica
test, ma allo stesso tempo prende in considerazione il contributo apportato alla Volatilita

dai rendimenti di segno e dimensione differenti.






Capitolo 2

Previsioni gerarchiche per serie

storiche

In economia e in finanza molte applicazioni richiedono la previsione di un insieme di
serie temporali correlate tra loro che possono essere organizzate in una struttura gerar-
chica o essere raggruppate in base a delle caratteristiche comuni.

A seconda del tipo di struttura presente si effettua una distinzione degli insiemi di serie.
Quando esiste una sola struttura di raggruppamento annidata, la collezione di serie viene
denominata “serie temporale gerarchica”. Ad esempio, le vendite di una multinazionale
di biciclette possono essere suddivise secondo una gerarchia geografica in paesi, regioni,
citta e negozi. Infatti, solitamente I’azienda non ¢ interessata a conoscere solamente le
previsioni future delle vendite totali, ma anche di quelle per paese, regione e negozio e
pretende che queste si sommino in modo appropriato rispettando la gerarchia.
Quando, invece, si e in presenza di raggruppamenti che rispettano vincoli di aggregazio-
ne incrociati, piu che annidati, la collezione di serie viene denominata “serie temporale
raggruppata’.

Riprendendo ’esempio precedente, il produttore di biciclette puo essere interessato ad
attributi quali le dimensioni del telaio, il tipo di bici (sportiva, da citta, da montagna...),
la fascia di prezzo, ecc.. In questo caso, tali attributi non si disaggregano naturalmente

in un modo gerarchico unico, poiché non sono annidati.

La conoscenza della struttura gerarchica o di vincoli di aggregazione che sono presenti
tra le varie serie temporali, ¢ utile per ottenere delle previsioni migliori nei vari livelli
della gerarchia. Attraverso 1'utilizzo di previsioni gerarchiche, si tiene conto di queste
informazioni a priori per ottenere delle previsioni che siano coerenti con la struttura

di aggregazione delle serie, cosa che non accadrebbe se si prevedessero tutte le serie in

21
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maniera indipendente.

Inoltre, modellando simultaneamente 'intera gerarchia, si tiene in considerazione 1'in-
fluenza di cambiamenti di una serie temporale sulle serie dello stesso livello o di livelli
superiori e inferiori.

I primi approcci utilizzati sono quelli in cui viene predetto un unico livello della gerar-
chia che successivamente viene aggregato o disaggregato. Il metodo bottom-up aggrega
le previsioni delle serie al livello piu basso per ottenere i livelli superiori, mentre il me-
todo top-down prevede la serie al livello superiore per poi disaggregarla e ottenere i
livelli inferiori; per ultimo, 'approccio midlle-out parte da un livello intermedio della
gerarchia che poi aggrega e disaggrega nelle serie superiori e inferiori. Nessuno di questi
metodi, pero, tiene conto della struttura di correlazione intrinseca della gerarchia.

Nel 2011, Hyndman et al. [28] hanno proposto un nuovo approccio alla previsione ge-
rarchica che fornisce risultati migliori di quelli prodotti da un approccio top-down o
bottom-up. Il metodo innovativo si basa sulla previsione indipendente di tutte le serie
a tutti i livelli della gerarchia e sull’utilizzo di un modello di regressione per combinare
tali previsioni in maniera ottimale.

Successivamente, Wickramasuriya et al. (2019) [39] hanno dimostrato che tale approc-
cio risulta impossibile da applicare ed hanno, quindi, presentato un nuovo metodo per

la riconciliazione delle previsioni.

In questo capitolo, nella sezione 2.1 viene descritta la differenza tra strutture gerarchi-
che e raggruppate; successivamente, nella sezione 2.2, vengono presentati gli approcci a
livello singolo, mentre nella sezione 2.3 viene utilizzata la notazione matriciale per espri-
mere il modello predittivo che viene poi impiegato per spiegare i metodi di riconciliazione

delle previsioni presenti nella sezione 2.4.

2.1 Serie storiche gerarchiche e raggruppate

Nella Figura 2.1 ¢ rappresentato un semplice esempio di struttura gerarchica. In
cima alla gerarchia si trova il Totale (TOT), ovvero il livello pitt aggregato dei dati. La
t-esima osservazione del totale viene indicata con y; per t = 1,...,T". Si noti che il Totale
e suddiviso in due serie che a loro volta si disaggregano rispettivamente in tre e due serie
che compongono il livello inferiore. Al di sotto del livello superiore, si usano y;; per
indicare 'osservazione ¢ della serie corrispondente al nodo j. Ad esempio, y4, indica
'osservazione t della serie corrispondente al nodo A, mentre y4p, indica l'osservazione

t della serie corrispondente al nodo AB e cosi via.
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A
AA) (AB) (AC

FicuraA 2.1: Rappresentazione di serie storiche gerarchiche

In questo esempio, il numero totale di serie della gerarchia e n = 1+ 2+ 5 = 8§,
mentre il numero di serie al livello inferiore € m = 5, con n maggiore di m in tutte le
gerarchie: in ogni istante ¢ le serie di un livello si vanno a sommare per costituire le

serie del livello superiore. In questo caso si ha:
Yt = Yaar +YABt T Yact T YBAt + YBB;

Yat = Yaar T YaBt + Yac, YBt = YBAt T YBB,t

e di conseguenza y; = yYat + Yny.

In presenza di serie storiche raggruppate, la struttura dei dati non si disaggrega
naturalmente in un unico schema gerarchico. Tale caratteristica si nota nell’esempio in
Figura 3.2. In cima alla struttura raggruppata si trova sempre il Totale, il livello piu
aggregato dei dati, rappresentato da y;. Il Totale puo essere disaggregato per attributi
(A, B), formando le serie ya; € yg+, o per attributi (X, Y), formando le serie yx; e yy.

Al livello inferiore, troviamo le stesse serie disaggregate per entrambi gli attributi.
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©
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Ficura 2.2: Rappresentazione di serie storiche raggruppate

Questo esempio mostra che esistono percorsi di aggregazione alternativi per le strut-

ture raggruppate. Per calcolare il totale al tempo ¢ si ha sempre:

Y = Yaxe +Yave + Ybx, + YBye (2.1)

Tuttavia, il primo livello della struttura raggruppata ¢ composto da

Yar = Yaxt + Yavye, YBt = YBx,t + YBY L (2.2)

ma anche

Yxt = Yaxt + YBxit, Yy = Yavie + YByit- (2.3)

Le serie temporali raggruppate possono essere considerate come serie temporali gerar-
chiche che non impongono una struttura gerarchica unica, infatti non esiste un singolo

ordine con cui le serie possono essere raggruppate.

2.2 Approcci a livello singolo

I primi approcci proposti per predire le serie temporali gerarchiche o raggruppate sono
quelli in cui si effettuano previsioni per un solo livello della gerarchia. Queste vengono poi
aggregate per ottenere le previsioni dei livelli superiori o disaggregate per ottenere quelle
dei livelli inferiori. Tali metodi permettono di ottenere, dunque, previsioni coerenti, in

quanto rispettano la struttura di aggregazione presente nei dati.
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2.2.1 Approccio bottom-up

Un primo approccio utilizzato per ottenere previsioni coerenti ¢ quello in cui vengo-
no generate previsioni indipendenti, denominate “previsioni di base”, solamente per le
serie storiche al livello inferiore, che poi vengono sommate per ottenere quelle ai livelli
superiori.

Riprendendo I'esempio in Figura 2.1, innanzitutto vengono generate previsioni h passi

in avanti per le serie al livello inferiore:

YAA hy YABhy YAC,hy, YBAh, YBBh,

dove il generico g, indica, per comodita, la previsione di base §r 7.

Sommandole si ottengono le previsioni coerenti per le serie ai livelli superiori:

Un = YAaAh + YaBL + YAC,h + UBAL + UBB A,
Ya,h = YaAn + YABR + YAC, (2.4)

UB,h = UBA.L + UBB A,

dove la “tilde” viene utilizzata per le previsioni coerenti.

2.2.2 Approccio top-down

Questo metodo, a differenza di quello precedente, genera previsioni per la serie totale
che poi disaggrega nella serie di livello inferiore. Riprendendo ’esempio in Figura 2.1,
siano py, ..., pm le proporzioni di disagreggazione che determinano come le previsioni della
serie totale sono distribuite per ottenere le previsioni al livello pitt basso della struttura

gerarchica. Si ottengono, cosi, le seguenti previsioni coerenti per il livello inferiore:

Yaah = P1Unh, YaBh = P2Un, YACh = D3Yn, YBAL = Daln YBB.h = P5Uh-

Queste, poi, vengono sommate appropriatamente per ottenere le previsioni delle serie
ai livelli intermedi. A questo punto € necassario scegliere un metodo per calcolare le

proporzioni di disaggregazione.

Proporzioni storiche medie
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con j =1,....,m.
Ogni proporzione p, riflette la media delle proporzioni storiche delle serie di livello

inferiore y;; rispetto al valore dell’aggregato totale ;.

Proporzioni delle medie storiche

HIQ

T T
P DY,
con j=1,....,m.

Ogni proporzione p; rappresenta il valore storico medio della serie al livello inferiore y;,

rispetto al valore medio dell’aggregato totale ;.

Questi primi due approcci sono semplici da applicare e garantiscono buone presta-
zioni come risulta nello studio di Gross, Sohl e Jeffrey (1990) [23], ma non considerano

la possibilita che le proporzioni possano cambiare nel tempo.

Proporzioni di previsione

Nel 2009, Athanasopoulos et al. [7] hanno proposto l'utilizzo di proporzioni che si
basassero su previsioni future piuttosto che su dati storici. Per spiegare come vengono
ottenute, si consideri il caso piu semplice di una gerarchia avente un solo livello.

Per prima cosa vengono effettuate le previsioni di base h passi in avanti di tutte le serie
al livello inferiore. Ovviamente, le previsioni ottenute non si sommano coerentemente.
Dopodiche si calcola la proporzione tra ogni previsione di base h passi in avanti al livello
inferiore e la somma di tutte le previsioni di base a questo livello. Si ottengono, quindi,
le cosiddette “proporzioni di previsione”, che vengono poi utilizzate per disaggregare le
previsioni di base del livello superiore h passi in avanti, ottenendo quelle coerenti per
Iintera gerarchia.

Generalizzando ad una gerarchia di K livelli, questo processo viene ripetuto per ogni

nodo dal livello piu alto a quello piu basso; si ottiene cosi la seguente regola:

K- A(Z)

|| - (2.5)
Z+1

=0 th )

. ~(l .. . .. . . .
con j =1,....,m, yj( ZL previsione di base h passi in avanti della serie corrispondente al

nodo situato [ livelli sopra a quello j e SYJ(Z,;L Y somma delle previsioni di base delle serie
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sottostanti al nodo situato [ livelli sopra a quello j. Una volta ricavate, le proporzioni
vengono utilizzate per disaggregare le previsoni h passi in avanti della serie totale e

ottenere le previsioni h passi in avanti delle serie inferiori.

Si riprenda come esempio la gerarchia in Figura 2.1 e si supponga di aver ricavato
le previsioni per tutte le serie della gerarchia, ricordando che per gli approcci top-down
si ha 9y, = y,. Vengono riportati di seguito gli elementi per calcolare le proporzioni

secondo la formula (2.1):

(1 (1 (1 .
¢ ygi,h = y(Al)B,h = y(AC)J,h = YA h;

<
g
>
+
<>
w
T

Di conseguenza

A (1)
by = (?JAA,h ) ( YAaAh )
ERWO) &(2) '
SAA SAAh
Le altre proporzioni si ottengono allo stesso modo.

2.2.3 Approccio middle-out

L’approccio middle-out combina le due tecniche viste in precedenza e puo essere
utilizzato solo con strutture strettamente gerarchiche. Inizialmente vengono effettuate
le previsioni di base delle serie di un livello intermedio, dopodiche le previsioni coerenti
per le serie a livelli superiori si ottengono tramite ’approccio bottom-up, mentre quelle

a livello inferiore tramite ’approccio top-down.
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2.2.4 Aspetti positivi e negativi degli approcci

Negli ultimi decenni del "900, la maggior parte della letteratura previsionale in questo
settore ha esaminato le prestazioni di questi approcci cercando di capire quale fosse il
migliore in termini predittivi. Gia nel 1960, Grunfeld e Griliches [24] hanno apportato
un primo contributo sostenendo che i dati disaggregati sono soggetti ad errori e per
questo motivo le previsioni top-down risultano piu accurate. Conclusioni simili sono
state tratte successivamente da Fogarty et al. (1991) [21], Narasimhan et al. (1995) [32]
e Fliedner (1999) [20].

D’altra parte, Orcutt et al. (1968) [33] e Edwards et al. (1969) [18] hanno sostenuto che
con la disaggregazione vengono perse informazioni importanti, percio il metodo bottom-
up fornisce previsioni piu accurate. Anche Shlifer e Wolff (1979) [36] hanno confrontato
le prestazioni previsionali di entrambi i metodi e hanno concluso che quello bottom-up
¢ preferibile a determinate condizioni sulla struttura della gerarchia e sull’orizzonte di
previsione. Schwarzkopf et al. (1988) [35], esamindando il bias e la robustezza dei due
metodi, hanno concluso che il metodo bottom-up ¢ migliore, tranne quando i dati a livelli

piu bassi sono scarsi o inaffidabili.

Le tabelle successive riassumono i principali aspetti positivi e negativi degli approcci

bottom-up e top-down.

Pro Contro
e Non si ha perdita di informazione e Produce previsioni non accurate
dovuta alla disaggregazione con dati ai livelli inferiori di scarsa
qualita

e Le previsioni coerenti ottenute non
sono distorte e Necessita della previsione di piu

serie di base

TABELLA 2.1: Pro e contro del metodo bottom-up
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Pro Contro
e Non ¢ influenzato dal rumore e Si ha una perdita di informazioni
presente nei dati dovuta alla disaggregazione
e Necessita della previsione della e Le previsioni coerenti ottenute
sola serie totale sono distorte

TABELLA 2.2: Pro e contro del metodo top-down

2.3 Notazione matriciale

La notazione matriciale [39] viene utilizzata per rappresentare in maniera piu efficien-
te i vincoli di aggregazione che intercorrono tra le varie serie della struttura gerarchica
o raggruppata. Si prendano come esempio la struttura raggruppata in Figura 2.2 e le
equazioni di aggregazione (2.1), (2.2), (2.3). I vincoli di aggregazione che intercorrono

tra le serie possono essere rappresentati nella seguente forma matriciale:

=<

= Sbt

Yt
YAt
YB.t

Yx t

YAX ¢t

YAY
Yyt =
YBX,t
YAX ¢t
YBY t
YAY ¢t

YBX, ¢t

|
o O O = O = O = =
o O = O = O O = =
o = O O O = = O =
_ O O O = O = O =

| YBY,t |

dove S € R™™ ¢ la matrice somma che determina il modo in cui le serie di livello
inferiore si aggregano, Y; ¢ un vettore di dimensione n composto dal valore di tutte le
serie storiche della gerarchia al tempo ¢, mentre b; ¢ un vettore m-dimensionale costi-
tuito dai valori delle serie situate nel livello inferiore della gerarchia al tempo ¢.

Si noti che la prima riga della matrice S rappresenta ’equazione in (2.1), la seconda e
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la terza le equazioni in (2.2) e la quarta e la quinta le equazioni in (2.3). Le ultime m
righe sono sostanzialmente una matrice identita Iy, tale che le serie del livello inferiore

nel lato destro dell’equazione siano uguali a loro stesse nel lato sinistro.

Questa notazione matriciale permette di rappresentare tutti i metodi di previsione
gerarchica per le serie temporali. Infatti, tutti gli approcci di previsione coerente per

strutture gerarchiche o raggruppate possono essere riscritti nella seguente maniera:

Y, = SGY}, (2.6)

dove ffh = Y/TJrth rappresenta il vettore delle previsioni coerenti di tutte le serie h passi
in avanti, Y, = Y/T+h|T e il vettore di previsioni di base h passi in avanti ottenute in
maniera indipendente per tutte le serie della gerarchia, S ¢ la matrice somma vista in
precedenza che indica i vincoli di aggregazione della struttura e G rapprensenta la ma-
trice che mappa le previsioni di base in previsioni disaggregate di livello inferiore che
vengono poi sommate da S.

La matrice G viene definita in base all’approccio che si vuole applicare.

Prendendo di nuovo in considerazione ’esempio di struttura raggruppata in Figura
2.2, se si volesse adoperare ’approccio bottom-up per ottenere le previsioni coerenti, la

matrice G sarebbe la seguente:

0O 0O0OOO0OT1UO0TO0FPO

0O 0O0OO0OO0OO0OT1TTUO0OFPO
G =

0O 00O0O0OO0OO0OT1TFQO0

00 O0OO0OO0OO0OT 01

Le prime cinque colonne della matrice G sono composte da tutti zeri, in quanto annul-
lano le previsioni di base delle serie al di sopra di quelle inferiori, mentre la restante
matrice identita m-dimensionale seleziona solo le previsioni di base del livello inferiore,
che vengono poi sommate dalla matrice S per ottenere le previsioni coerenti delle serie

ai livelli superiori.
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Se si decidesse di usare, invece, un approccio top-down, la matrice G diventerebbe:

P 00000000

00000000
G=|" (2.7)

ps 000000 00

pL 00000000

La prima colonna comprende 'insieme di proporzioni che serve a disaggregare il livello
piu alto della gerarchia per ottenere le previsioni coerenti del livello piu basso. Queste,
poi, vengono sommate opportunamente dalla matrice S per ottenere le restanti previ-
sioni di serie. Le altre colonne azzerano le previsioni di base al di sotto del livello di

aggregazione piu alto.

Quindi, I'equazione (2.5) mostra che per ottenere le previsioni coerenti ¢ sufficiente
premoltiplicare le previsioni di base per le opportune matrici SG, dove la matrice G
cambia a seconda dell’approccio utilizzato. Tuttavia, i metodi visti in precedenza sono
piuttosto limitati in quanto utilizzano le previsioni di base di un solo livello per otte-
nere le previsioni coerenti delle altre serie, perdendo cosi I'informazione ricavabile dalle
restanti previsioni di base e non tenendo conto delle correlazioni presenti tra le diverse
serie temporali. Nel 2011, Hyndman et al. [28] hanno proposto un nuovo approccio in

cui viene ricavata la matrice G ottimale per ottenere previsioni coerenti piu accurate.

2.4 Riconciliazione delle previsioni

La riconciliazione delle previsioni e il processo che modifica le previsioni di base
per renderle coerenti alla struttura di aggregazione delle serie temporali. I metodi di
riconciliazione delle previsioni vengono, quindi, adoperati per individuare la matrice G
ottimale e ottenere previsioni riconciliate non distorte che siano le piu accurate possibili.
Usando questi metodi, si tiene conto della struttura di correlazione presente all’interno
della gerarchia, cosa che non accade quando si utilizzano gli approcci a livello singolo

trattati precedentemente.

2.4.1 Correttezza delle previsioni coerenti

Innanzitutto, si vogliono ottenere delle previsioni coerenti che non siano distorte.
Hyndman et al. [28] hanno dimostrato che non tutti gli approcci rispettano tale condi-

zione.
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Riprendendo la formula (2.5), con la quale possono essere riscritti tutti i metodi di
previsione gerarchica,

Y, = SGY,,

si assuma che le previsioni di base indipendenti siano non distorte E[Y}] = E[V},].
Per ricavare previsioni coerenti non distorte, & necessario che E[Y;] = E[Y;] = SE[by],
con b, = b, vettore m-dimensionale di tutte le serie del livello piu basso della gerarchia
al tempo T+ h.
Si supponga che 8, = E[b,|Y1, ..., Yr] sia il valore atteso futuro del livello inferiore alla
gerarchia. Percio, secondo la formula (2.5), si ha che E[Y;] = SGE[Y,] = SGSS,.
Quindi, le previsioni coerenti risultano non distorte imponendo un vincolo alla matrice
G in modo tale che

SGS =S.

Tale condizione si verifica, per esempio, quando si utilizza un approccio bottom-up, in
quanto la matrice G ¢ la (2.6), mentre non si verifica con 'approccio top-down con G

in (2.7), qualsiasi siano le p nella prima colonna.

2.4.2 Riconciliazione GLS

Nel 2011, Hyndman et al. [28] hanno proposto un metodo di riconciliazione basato
su un semplice modello lineare che combinasse in maniera ottimale le previsioni di base
di tutte le serie.

Le previsioni ottenute con questo approccio si sommano in maniera appropriata nelle
gerarchie, non sono distorte e hanno minima varianza tra tutte le combinazioni di pre-

visioni possibili.

Il loro approccio, denominato anche approccio della “combinazione ottimale”, si basa

sul seguente modello di regressione:

Yy, =SB + en,

dove f) rappresenta il valore atteso sconosciuto delle serie al livello inferiore della

gerarchia al tempo T'+h e €, € l'errore di coerenza con media zero e matrice di covarianza
VGT’(Eh‘It) = Zh. (28)

Se X, e nota, e possibile utilizzare la stima dei minimi quadrati generalizzati per
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ottenere la stima non distorta e con varianza minima di 3, pari a
Bn = (8'5;,18) 718/ 1Y,
da cui si ottengono le seguenti previsioni riconciliate:
Y, = 8p, = SGY,,

dove

G = (9%, 's)"'s's, (2.9)

Tali previsioni risultano non distorte e la loro varianza e:
Var[V;] = S(S'%,'S)~'S’.

Il metodo esposto, pero, presenta un importante punto critico. Nel 2019, Wickra-
masuriya et al. [39] hanno dimostrato che I"approccio proposto da Hyndman et al. [28]
risulta impraticabile, in quanto la matrice di covarianza ¥, non rispetta la condizione
di identificabilita del modello.

Per questo motivo, hanno introdotto un nuovo metodo per la riconciliazione, denominato
MinT.

2.4.3 Riconciliazione Minimum Trace (MinT)

L’approccio di riconciliazione Minimum Trace (MinT), presentato da Wickramasu-
riya et al. nel 2019 [39], stima la matrice G ottimale, minimizzando la somma delle

varianze degli errori di previsioni riconciliate sotto il vincolo di non distorsione.

Gli errori di previsioni riconciliate o coerenti h passi in avanti sono definiti nella

seguente maniera:
ér(h) = Yran — Y, (2.10)

dove Y}, sono le previsioni riconciliate h passi in avanti ottenute utilizzando le informa-
zioni fino al tempo T compreso e Y7, sono i valori osservati di tutte le serie al tempo
T + h.

Di conseguenza, la matrice di varianza-covarianza degli errori di previsioni coerenti h
passi in avanti e:

Vh = Var[YTJrh — Y/h] = SGWhG,S,, (211)
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dove W, = Var[Yr, — Yi| = E[én(h)ér(h)] ¢ la matrice di varianza-covarianza dei

corrispondenti errori di previsione di base
ér(h) = Yrin — Ya. (2.12)

Secondo 'approccio di Wickramasuriya et al. [39], la matrice G ottimale ¢ quella che
minimizza le varianze di errore delle previsioni coerenti. Tali varianze si trovano nella
diagonale della matrice V}, dell’equazione (2.10), percio la somma delle varianze di errore
equivale alla traccia di tale matrice.

Wickramasuriya et al. [39] hanno mostrato che la matrice G che minimizza la traccia
di V},, tale che SGS = S, e pari a

G = (W, 's)"'s'w,*, (2.13)
percio le previsioni riconciliate ottimali sono:
Y, = S(S'W,1S)"1S'W, 1Yy, (2.14)

Si noti che I'unica differenza tra la soluzione GLS in (2.7) e quella MinT in (2.10) ¢ la
matrice di covarianza che entra negli stimatori. Nella soluzione GLS ¢ presente X, ovve-
ro la matrice di covarianza degli errori di coerenza (2.7), che non puo essere identificata,
mentre in quella MinT compare la matrice W), di covarianza degli errori di previsione
di base (2.11).

Nonostante W}, non soffra di una mancanza di identificazione, rimane difficile da stimare,
in particolar modo quando i > 1. Al suo posto vengono utilizzate diverse approssimazio-
ni, discusse da Wickramasuriya et al. [39], che vengono scelte a seconda delle assunzioni

fatte sulla struttura dei dati presenti.

2.4.3.1 Stimatori alternativi di W,

1. Wy = kiI, Vh, dove k;, > 0 e una costante. Adoperando questa semplice ap-
prossimazione, lo stimatore MinT collassa a quello dei minimi quadrati OLS di
Hyndman et al. [28].

In questo caso, si assume semplicemente che la matrice G sia indipendente dai
dati. Tale soluzione comporta sostanziali vantaggi computazionali, ma non tiene

conto né delle differenze di scala tra i vari livelli della struttura, né delle relazioni
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che intercorrono tra le varie serie temporali. Quindi, risulta una buona appros-
simazione quando gli errori di previsione di base sono equivarianti e incorrelati,

fatto che raramente accade in presenza di una struttura gerarchica o raggruppata.

2. Wy, = kydiag(W;) Vh, dove k, > 0 & una costante e

¢ lo stimatore distorto di covarianza campionaria degli errori di previsione di base
un passo avanti calcolati nel campione. Con questa specificazione il MinT puo esse-
re considerato uno stimatore dei minimi quadrati pesati, applicando una varianza

scalata (WLS,).

3. W, = KyA, Yh dove k;, > 0 e A =diag(S1) con 1 un vettore colonna unitario di
dimensione m. Questa soluzione, proposta per la prima volta da Athanasopoulos
et al. [8], assume che gli errori di previsione di base di livello inferiore abbiano una
varianza kj e siano non correlati tra i nodi. Quindi, ogni elemento della matrice
diagonale A contiene il numero di varianze di errore di previsione che contribuisco-
no a quel livello di aggregazione. Questo stimatore dipende esclusivamente dalla
struttura di aggregazione delle serie e non dai dati, pertanto viene denominato
WLS;,, ovvero uno stimatore che applica lo scaling strutturale. Rispetto a quello
OLS, ha il vantaggio di assumere errori di previsione equivarianti solo al livello in-
feriore della struttura e non a tuttii livelli. L’applicazione di questa ponderazione
strutturale e particolarmente utile nei casi in cui i residui non siano disponibili e
quindi non e possibile applicare il WLS,,; ad esempio, nei casi in cui le previsioni
di base sono generate da previsioni basate sul giudizio (previsioni fatte in assenza
di dati storici).

4. Wy, = k:hW1 Vh, con k, > 0 [39]. In questo caso si assume solo che le matrici di
covarianza degli errori siano proporzionali tra loro e viene stimata direttamente la
matrice di covarianza completa un passo in avanti W, senza alcuna restrizione. 11
modo piu ovvio per la stima sarebbe quello di utilizzare la covarianza campionaria
che, tuttavia, non e un buono stimatore nei casi in cui il numero di serie di livello
inferiore m ¢ elevato rispetto alla lunghezza T' della serie. In tali condizioni, viene
impiegato uno stimatore shrinkage che comprime la covarianza del campione a

una matrice diagonale.
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5 W, = k‘th*’D Vh, dove kj, > 0; Wl*p = ApWip + (1 — Ap)W; & uno stimatore
shrinkage con target diagonale, Wl* p € una matrice diagonale costituita dai va-
lori diagonali di Wi e Ap ¢ il parametro di intensita dello shrinkage. Pertanto,
gli elementi fuori dalla diagonale di W1 sono compressi verso lo zero, mentre gli

elementi lungo la diagonale, ovvero le varianze, non cambiano.



Capitolo 3

Applicazione: previsione della
Volatilita Realizzata del titolo Cisco

Systems

3.1 Contesto e obiettivo dell’analisi

In questo capitolo viene applicata la teoria delle previsioni gerarchiche, trattata in
precedenza, per prevedere la Volatilita Realizzata di un titolo finanziario.
Lo scopo dell’analisi e quello di ottenere delle previsioni gerarchiche coerenti che siano
piu accurate di quelle ricavate a partire dal modello HAR-RV (Heterogeneous Auto Re-
gression) di Corsi [16], che rimane uno dei modelli pit utilizzati per la previsione della
Volatilita Realizzata.
Le previsioni gerarchiche sono state ricavate specificando quattro strutture di aggrega-
zione della Volatilita Realizzata, ognuna delle quali e stata creata a partire da decom-
posizioni differenti di tale quantita di interesse. Per rendere piti completo I'esperimento
predittivo, sono state utilizzate strutture con complessita varie. In questo modo si
riesce a comprendere se l'imposizione a priori di diversi vincoli di aggregazione porti
esiti significativamente migliori nella previsione della Volatilita Realizzata. Tra i risul-
tati dell’analisi viene posto maggiore interesse su quelli ottenuti a partire da strutture
che si riferiscono alla decomposizione della Volatilita Realizzata basata sulla partizione

quantilica descritta nella sezione 1.3.2.

37
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3.2 Dati utilizzati: il titolo Cisco Systems

I dati utilizzati nelle analisi fanno riferimento ai rendimenti ad un minuto del tito-
lo Clisco Systems (CSCO) dal giorno 02/08/2010 al 30/06/2022, per un totale di 3000

giornate borsistiche, e sono stati scaricati dal sito www.kibot.com.

Clisco Systems e una societa americana che produce attrezzature di rete, software e
servizi per l'industria delle telecomunicazioni. La societa e stata fondata nel 1984 ed
¢ diventata un’importante forza nell’industria delle telecomunicazioni. Cisco Systems
e stata quotata in borsa per la prima volta il 16 febbraio 1990; in quell’occasione, le
azioni della societa sono state messe in vendita tramite un’offerta pubblica iniziale (IPO)
sulla borsa NASDAQ), uno dei principali mercati azionari degli Stati Uniti. Nel corso
degli anni, le azioni di Cisco Systems hanno subito fluttuazioni a seconda di una serie
di fattori, tra cui le prestazioni finanziarie dell’azienda, le notizie relative all'industria

delle telecomunicazioni, le tendenze del mercato azionario e altri eventi geopolitici.

3.3 Esercizio di previsione e criteri di raffronto

Per confrontare la capacita predittiva del modello di Corsi con quella dei metodi ge-
rarchici e stato considerato il seguente esercizio di previsione: si e scelto di adottare un
approccio rolling per la previsione della Volatilita Realizzata. E stata, quindi, fissata
una finestra mobile di 1000 osservazioni, all’incirca 4 anni, mentre il periodo out-of-
sample & composto dalle restanti 2000 osservazioni, che vanno dal giorno 23/07/2014 al
30/06/2022.

Per ogni modello si ottengono, cosi, 2000 previsioni un passo in avanti della Volatilita
Realizzata che vengono comparate in termini di Mean Absolute Error, di Mean Squared
Error e applicando il Model Confidence Set.

L’esercizio, poi, € stato ripetuto per verificare se i risultati dell’analisi sono sensibi-
li all’ampiezza della finestra rolling e del periodo out-of sample. Questa volta la fi-
nestra rolling e stata fissata a 250 osservazioni e quella out-of-sample a 2750, dal

28,/07/2011 al 30,/06,/2022.

Il Mean Absolute Error e il Mean Squared Error sono due metriche di valutazione

della bonta di un modello di previsione e si calcolano attraverso le seguenti formule:

N
MAE =% ‘th _ RV,
t=1

1 1 N N2
~ , MSE:NZ;(RW—}M) :
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dove Eﬁ ¢ la serie della Volatilita Realizzata prevista un passo in avanti per ogni mo-
dello e N il numero di osservazioni out-of-sample.

I1 MSE tende a penalizzare gli errori piu grandi in modo piu significativo rispetto al
MAE poiché gli errori sono elevati al quadrato. D’altra parte, il MAE & meno sensibile
a possibili outliers. Per le esigenze specifiche di questo esercizio, si € deciso di tener con-
to principalmente dei risultati in termini di MSE, in quanto si vuole dare piu peso agli
errori maggiori poiché essi portano a valutazioni completamente errate della Volatilita
del titolo.

Per effettuare un confronto affidabile tra piu modelli, & stato adottato anche il Model
Confidence Set (MCS) di Hansen et al. (2003, 2011) [26] [25], cio¢ un metodo flessibile
che esclude da un insieme di modelli solamente quelli che producono delle previsioni
significativamente peggiori.

Per comparare i modelli concorrenti, viene effettuato un test creato a partire da una
funzione di perdita. In particolare, possono essere effettuati due diversi test statistici:
il test R e il test SQ. Entrambi associano ai modelli confrontati un p-value relativo alla
probabilita di inclusione di ciascuno di essi nell’insieme dei modelli statisticamente equi-
valenti. L’MCS, poi, include nel set di modelli quelli che superano una soglia (p-value)
relativamente alta.

In questa applicazione, il test utilizzato per il Model Confidence Set ¢ il test SQ, basato
sulla funzione di perdita del MSE; inoltre, il p-value minimo affincheé un modello possa
entrare nell’insieme e stato fissato a 0.20.

Per maggiori dettagli su questa procedura e sulla sua implementazione in R, si consul-
tino gli articoli di Hansen et al. (2011) [25] e Bernardi e Catania (2018) [12].

3.4 Analisi descrittive della Volatilita Realizzata

La Volatilita Realizzata ¢ stata calcolata attraverso I’equazione (1.5)

m
_ 2
RV, = E Tits
i=1

dove r;; ¢ I't-esimo rendimento al minuto della giornata t e di conseguenza m = 390,

dato che il mercato americano apre alle ore 09:30 USA e chiude alle ore 16:00 USA.
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Il grafico in Figura 3.1 mostra la serie della Volatilita Realizzata del titolo Cisco

Systems durante il periodo considerato.

Volatilita Realizzata CSCO

60 -

40-

2010 2011 2012 2013 2014 2015 2016 2017 2018 2019 2020 2021 2022 2023

F1GURA 3.1: Andamento della Volatilitd Realizzata con rendimenti al minuto del
titolo CSCO

Si puo notare come la Volatilita non sia costante nel tempo: sono presenti periodi
di Volatilita minore, come nel 2017, e fasi di maggiori fluttuazioni, come all’inizio della
pandemia (dopo il 2020). Inoltre, & evidente la presenza di un considerevole picco il 24
agosto 2015, giorno in cui e avvenuto il crollo delle borse cinesi che ha scatenato una
vendita massiccia di azioni in tutto il mondo e un conseguente aumento di volatilita dei
titoli.
Di seguito vengono riportati anche l'istogramma della distribuzione della Volatilita Rea-

lizzata (Figura 3.2) e una tabella riassuntiva dei quantili della serie di interesse (Tabella
3.1).
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Istogramma Volatilith Realizzata
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FicuraA 3.2: Istogramma delle Volatilita Realizzate del titolo CSCO

min | max | media | q. 10% | q. 30% | q. 50% | q. 70% | q. 90%
0.237 | 71.198 | 1.844 0.646 0.954 1.321 1.758 2.997

TABELLA 3.1: Statistiche riassuntive della Volatilita Realizzata

Dai risultati ottenuti emergono le caratteristiche empiriche della distribuzione della
Volatilita Realizzata calcolata con frequenze elevate. Essa risulta, infatti, asimmetrica
e fortemente leptocurtica, in quanto assume valori positivi e molto concentrati intorno
alla media, ma presenta anche dei picchi che comportano code lunghe alla destra della

distribuzione.

Nella Figura 3.3 sono rappresentate le funzioni di autocorrelazione globale e parziale:
la serie risulta persistente poiché, in generale, ’'andamento della volatilita in un periodo
di tempo tende a influenzare I’andamento della volatilita nei periodi successivi, formando
i cosiddetti clusters di volatilita. Si noti che la persistenza della Volatilita Realizzata si

mantiene per poco piu di un mese borsistico, composto da 22 giornate.
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FI1GURA 3.3: Funzioni di autocorrelazione globale e parziale della Volatilita Realizzata
di CSCO

3.4.1 DModellazione e previsione della Volatilita Realizzata

Uno dei modelli piu utilizzati per la stima e la previsione della Volatilita Realizzata
e sicuramente 1" Heterogeneous Auto Regression o HAR-RV, presentato da Corsi (2009)

[16], che e specificato nella seguente maniera:

RV, =a+ BpRVi_1 4+ BwRVi_14—5 + BuRVi_1.4—22 + €,

dove RV} 1.4 = %Z?:l RVij.

Tale definizione del modello si basa su elementi di natura economica, ovvero la presen-
za di traders che operano nel mercato con orizzonti temporali differenti, dal giornaliero
al settimanale, fino al mensile. Questo approccio approssima la presenza di memoria
lunga, in quanto corrisponde ad un modello AR(22) con restrizioni sui parametri. I
parametri da valutare, infatti, sono solo tre e vengono stimati tramite OLS utilizzando

standard errors robusti a causa della presenza di eteroschedasticita nei residui.
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Le previsioni ottenute a partire da questo modello, utilizzando ’approccio rolling
precedentemente descritto, fungono da benchmark per il confronto con le previsioni ge-

rarchiche.

3.5 Previsioni gerarchiche

Le previsioni gerarchiche sono state ricavate a partire da quattro differenti strutture
di aggregazione per la Volatilita Realizzata. Per ogni struttura e stato scelto ’approc-
cio che producesse un MSE minore nell’ out-of-sample tra il bottom-up e il MinT con le
cinque specificazioni della matrice W}, definite nella sezione 2.5.3.
Per gli approcci MinT, 1'utilizzo di una finestra rolling comporta il ricalcolo della ma-
trice G ottimale ad ogni ciclo.
Tutte le previsioni di base delle componenti di ogni struttura sono state realizzate a par-
tire dal modello di Corsi, applicato sempre con approccio rolling. Per tutte le procedure

di riconciliazione si ¢ utilizzato il pacchetto R FoReco (Di Fonzo e Girolimetto 2022 [22]).

3.5.1 Gerarchia Good-Bad Volatility

La prima struttura gerarchica che viene proposta ¢ quella basata sulla decomposi-
zione della Volatilita Realizzata in componenti Good e Bad, presentata da Patton e
Sheppard nel 2015 [34]. Tale gerarchia risulta la pitu semplice tra quelle trattate in
quanto ¢ composta da un solo livello, ovvero quello inferiore in cui compaiono le serie
delle componenti Good e Bad, calcolate come nella (1.17), che si aggregano per formare
la Volatilita Realizzata (Figura 3.4). Tale gerarchia ¢ stata denominata “Gerarchia
GBV”.
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GV

FigurA 3.4: Gerarchia Good-Bad Volatility

Le due componenti, ricavate a partire dal segno dei rendimenti, hanno caratteristiche
simili a quelle della Volatilita Realizzata. Infatti, seguono lo stesso andamento, hanno
distribuzione asimmetrica con code a destra e hanno le funzioni di autocorrelazione e
correlazione incrociata persistenti ad indicare non solo una dipendenza seriale, ma anche

una dipendenza tra le due serie nel tempo.
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FicurA 3.5: Andamento delle componenti Good e Bad Volatility del titolo CSCO

min | max | media | q. 10% | q. 30% | q. 50% | q. 70% | q. 90%
GV | 0.122 | 41.280 | 0.936 0.322 0.479 0.651 0.888 1.516
BV | 0.110 | 29.918 | 0.639 0.310 0.465 0.639 0.886 1.484

TABELLA 3.2: Statistiche riassuntive delle componenti Good e Bad Volatility
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Ficura 3.6: Funzioni di autocorrelazione e correlazione incrociata delle componenti
Good Volatility e Bad Volatility

3.5.2 Gerarchie temporali e quantiliche

Le restanti gerarchie sono state strutturate a partire da una decomposizione della
Volatilita Realizzata sia a livello temporale che sfruttando la partizione quantilica dei

rendimenti (sezione 1.3.2).

3.5.2.1 Decomposizione temporale della Volatilita Realizzata

La decomposizione temporale mette in luce il diverso apporto alla Volatilita Realiz-
zata dei rendimenti in fasi differenti della giornata borsistica.
Difatti, all’interno della giornata borsistica si hanno periodi di volatilita maggiore, so-
prattutto all’inizio, a causa delle informazioni overnight, e periodi di volatilita minore.
E stato deciso di suddividere la giornata borsistica composta da 390 minuti in 5 parti

da 78 minuti ciascuna.
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Si sono cosl ottenute le seguenti componenti della Volatilita Realizzata:

78
RVA = Z 7“@‘2,75 calcolata con i rendimenti osservati dalle ore 9:30 alle 10:48;
i=1
156
RVP = Z th calcolata con i rendimenti osservati dalle ore 10:48 alle 12:06;
=79
234
RV = Z Tit calcolata con i rendimenti osservati dalle ore 12:06 alle 13:24;
=157
312
RVP = Z rf’t calcolata con i rendimenti osservati dalle ore 13:24 alle 14:42;
=235
390

RVF = Z rit calcolata con i rendimenti osservati dalle ore 14:42 alle 16:00.
=313

Quindi, la Volatilita Realizzata del giorno t-esimo puo essere scomposta in:

RV, = RV + RVP + RV + RV,” + RV/F.

Nella Figura 3.7 sono rappresentate le serie delle componenti temporali, mentre nella
Tabella 3.3 le statistiche riassuntive per ogni componente. Da tali analisi descrittive
si nota che la componente RV presenta valori dei quantili molto piu alti rispetto alle
altre componenti e quindi apporta un contributo maggiore alla Volatilita Realizzata del
titolo.

Un esempio lampante ¢ il picco della RV del 24 agosto 2015 che ¢ causato quasi esclu-
sivamente da fluttuazioni della prima componente, come si nota nei grafici delle serie
storiche in Figura 3.7. Dalla Tabella 3.3 si evince anche che le componenti RV 5 e RVE
hanno quantili leggeremente pilt alti di quelle RV e RV?: inoltre le componenti RV
e RV¥ hanno come valore minimo della serie 0 perche in alcune giornate borsistiche il

mercato americano chiude anticipatamente (festivita).
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FiGUurA 3.7: Grafici della serie storica della Volatilita Realizzata e delle sue compo-
nenti temporali
min | max | media | q. 10% | q. 30% | q. 50% | q. 70% | q. 90%
RV4 | 0.106 | 40.073 | 0.799 0.269 0.417 0.571 0.771 1.320
RV® | 0.033 | 13.184 | 0.294 0.099 0.150 0.207 0.287 0.497
RVC | 0.015 | 11.173 | 0.220 0.069 0.105 0.146 0.209 0.373
RVP | 0.000 | 13.084 | 0.222 0.059 0.097 0.139 0.203 0.377
RV® | 0.000 | 19.529 | 0.309 0.079 0.124 0.181 0.269 0.509

TABELLA 3.3: Statistiche riassuntive delle componenti temporali della Volatilita Rea-

lizzata

3.5.2.2 Decomposizione in partizioni quantiliche della Volatilita Realizzata

Un altro modo per scomporre la Volatilita Realizzata ¢ quello di applicare la partizio-

ne quantilica dei rendimenti come illustrato nella sezione 1.3.2. In questa applicazione

sono stati utilizzati i quantili 10%, 30%, 70% e 90% per la formazione delle diverse

componenti nella seguente maniera:
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n ~

PRV;y =Y 120 | ——A— < (0.10) " |,
i=1 ,/%BPVt

PRVip =Y r20 | ®(0.10)" < —— < (0.30)" | ,
i=1 LBPV,

PRVig =Y r20 | ®(0.30)" < —2— < (0.70)" | ,

s LBPYV;
PRV =Y 12,0 [ 9(0.70)7" < —— < 9(0.90)7" |,
i=1 1BpV,

Tt > 9(0.90)"!

pa JLBPV,

Grazie a questa partizione, la Volatilita Realizzata del giorno t viene suddivisa nel

contributo di cinque componenti:
RV, = PRV,1 + PRV, 2+ PRV, 3+ PRV, 4 + PRV, 5.

La scelta di questi quantili specifici permette, cosi, di ottenere due gruppi calcolati a
partire da rendimenti filtrati di grandi dimensioni negativi e positivi (PRV; 1, PRV,5),
due gruppi da rendimenti filtrati di medie dimensioni negativi e positivi (PRV; 2, PRV, 4)
e un gruppo da rendimenti di piccole dimensioni sia positivi che negativi (PRV;3).

L’analisi grafica in Figura 3.8 confronta gli andamenti delle partizioni quantiliche e
della Volatilita Realizzata nell’orizzonte di tempo considerato. Come ci si poteva aspet-
tare, le serie delle componenti quantiliche presentano i picchi nelle stesse posizioni della
Volatilita Realizzata. Un’eccezione puo essere rappresentata sempre dal picco della RV
corrispondente al 24 agosto 2015, evidente anche nella PRV, e nella PRVE, ma meno
nelle altre componenti.

Osservando la Tabella 3./, si nota che le componenti PRV; e PRV; hanno valori elevati
dei diversi quantili della distribuzione, le PRV, e PRV}, invece presentano una distribu-
zione quantilica spostata su valori leggermente piu bassi, mentre la componente PRV3
presenta valori inferiori in tutte le statistiche riassuntive, a dimostrazione del fatto che

apporta un minor contributo alla Volatilita Realizzata.
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FicurA 3.8: Grafici della serie storica della Volatilita Realizzata e delle sue compo-

nenti quantiliche

min | max | media | q. 10% | q. 30% | q. 50% | q. 70% | q. 90%

PRV, | 0.096 | 20.257 | 0.638 0.225 0.330 0.453 0.635 1.043

PRV, | 0.008 | 13.077 | 0.243 0.070 0.117 0.165 0.228 0.414

PRVy | 0.000 | 2.752 | 0.054 0.003 0.014 0.031 0.054 0.100

PRV, | 0.004 | 11.841 | 0.240 0.072 0.120 0.167 0.226 0.409

PRV | 0.100 | 28.645 | 0.669 0.230 0.341 0.465 0.636 1.112

TABELLA 3.4: Statistiche riassuntive delle componenti quantiliche della Volatilita

Realizzata

3.5.3 Decomposizione temporale e quantilica

Le due decomposizioni appena trattate, quella temporale e quella quantilica, possono
essere combinate in una scomposizione della Volatilita Realizzata che, quindi, tiene conto
di entrambi gli aspetti. Si ottengono, cosi, venticinque componenti che si sommano nella

seguente maniera per ricavare la Volatilita Realizzata:

5 FE
RV,=)_» PRV (3.1)

j=1 i=A
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dove la componente PRI/;ij e stata calcolata con rendimenti osservati nel periodo i-esimo

della giornata t-esima che fanno parte del gruppo j-esimo della partizione quantilica.

Le componenti ricavate da questa decomposizione piu dettagliata vanno a costituire
il livello inferiore delle restanti tre strutture gerarchiche della Volatilita utilizzate per

ottenere le previsioni riconciliate.

3.5.3.1 Strutture temporali e quantiliche

La seconda struttura che viene utilizzata per ottenere le previsioni gerarchiche della
Volatilita Realizzata ¢ denominata “Gerarchia temporale RV” o, per abbreviare,
“Gerarchia RV”. Essa e costituita da un livello inferiore composto dalle venticinque
serie temporali e quantiliche trattate in precedenza (PRV}’), che poi si aggregano secon-
do vincoli temporali per ottenere un livello intermedio caratterizzato dalle componenti
temporali della Volatilita Realizzata (RV?). 1l livello pitt alto ¢ sempre occupato dalla

Volatilita Realizzata complessiva.

G @ @) @ w
o ) ) 09 ) 6 ) D )2 ) ) ) 20 ) D ) o s

FiGURA 3.9: Gerarchia temporale RV

La terza struttura presentata e simile a quella precedente, ma varia nello strato
intermedio. Difatti, le serie di livello inferiore si aggregano secondo la partizione quan-
tilica andando a formare i cinque gruppi PRV;. Questa organizzazione gerarchica viene

chiamata “Gerarchia quantilica PRV” oppure “Gerarchia PRV”.

- 2 2 @) =
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Ficura 3.10: Gerarchia quantilica PRV
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L’ultima struttura e la piu complessa delle quattro utilizzate e rappresenta un esem-

pio di serie storiche raggruppate viste nella sezione 2.1. Infatti, tale raggruppamento
viene ottenuto considerando allo stesso tempo le due gerarchie viste in precedeneza.
Il livello inferiore & sempre formato dalle venticinque serie che, in questo caso, si aggre-
gano nei due modi differenti, sia secondo i vincoli temporali, sia rispettando la parti-
zione quantilica. Quindi, lo strato intermedio ¢ formato dalle componenti RV e dalle
componenti PRV;. Tale struttura viene nominata “Raggruppamento temporale-
quantilico RVPRV” o semplicemente “Gerarchia RVPRV.
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Conclusioni

4.1 Risultati ottenuti

Il primo esercizio consiste nella previsione ad un passo in avanti della Volatilita
Realizzata con finestra rolling di 1000 osservazioni e orizzonte predittivo che va dal
23/07/2014 al 30/06/2022. L’andamento della Volatilita Realizzata del titolo Clisco

Systems nella finestra di valutazione considerata ¢ descritto dal seguente grafico.

Volatilita Realizzata CSCO

60-

40-

2015 2016 2017 2018 2019 2020 2021 2022

F1GURA 4.1: Andamento della Volatilita Realizzata del titolo CSCO

53
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Inizialmente si € dovuto stabilire I’approccio gerarchico da utilizzare per ogni strut-
tura, scegliendo tra il bottom-up (BU) e quello MinT con le cinque diverse specificazioni
della matrice W}, elencate nella sezione 2.4.3.1. In particolare, e stato scelto il metodo
che minimizzasse il MSE nell’orizzonte predittivo. Nella Tabella 4.1, in cui vengono

riassunti i risultati ottenuti, i numeri riportati di fianco agli approcci che compongono

la prima riga fanno riferimento alle matrici W), della sezione 2.4.3.1.

BU | OLS(1) | WLS,(3) | WLS,(2) | SHR(5) | SAM(4)

Ger. GBV | 10586.80 | 10543.23 | 10551.93 | 10558.61 | 10557.47 | 10524.44
Ger. RV | 10672.74 | 10380.12 | 10254.85 | 10333.80 | 10045.53 | 9296.88

Ger. PRV | 10672.74 | 10511.30 | 10452.67 | 10521.17 | 10513.32 | 10779.48
Ger. RVPRV | 10672.74 | 10412.30 | 10347.19 | 10390.28 | 10140.20 | 11598.45

TABELLA 4.1: MSE dei diversi approcci applicati alle gerarchie su finestra out-of-

sample di 2000 osservazioni

Si nota che I'approccio SAM, il quale utilizza la matrice di varianza-covarianza cam-
pionaria degli errori di previsione un passo in avanti, risulta il migliore sia per la Ge-
rarchia GBYV sia per la Gerarchia RV, mentre per le altre due gerarchie ottiene
MSE abbastanza alti. Utilizzando lo shrinkage per la matrice W}, invece, si conseguono
dei buoni risultati per tutte le gerarchie e, nello specifico, il migliore per la Gerarchia
RVPRYV, ovvero quella che ha una struttura pit complessa.

Al contrario, il modello bottom-up € quello che, in generale, performa in maniera peg-
giore, mentre tra gli approcci che utilizzano una matrice W}, diagonale, il WLS, & quello

che porta a risultati piu vantaggiosi, soprattutto per la Gerarchia PRV.

Nella Tabella 4.2 sono riportati il MSE e il MAE del modello di Corsi e dei modelli

di previsione gerarchica considerati.

MSE MAE

Corsi 10530.24 | 1544.76
Ger. GBV 10524.44 | 1548.16
Ger. RV 9296.88 | 1510.00
Ger. PRV 10452.67 | 1546.60
Ger. RVPRV | 10140.20 | 1531.14

TABELLA 4.2: MSE e MAE dei cinque modelli su finestra out-of-sample di 2000

osservazioni
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Si osserva che il modello basato sulla Gerarchia RV con approccio MinT(SAM)
presenta valori migliori sia in termini di MSE che di MAE. La gerarchia temporale,
quindi, trae maggiore vantaggio dalle relazioni che sussistono tra le serie dei dati.

Allo stesso modo, con la Gerarchia RVPRYV si ottengono buoni risultati in confronto
a quelli del modello di Corsi, mentre quella PRV ¢ preferibile al modello di Corsi in
termini di MSE, ma non di MAE.

D’altra parte, 'applicazione di una struttura gerarchica semplice come la Gerarchia

GBYV non apporta sostanziali miglioramenti in questa situazione.

Gli andamenti del MSE dei modelli adoperati, mostrati nella Figura 4.2, sono espli-
cativi riguardo a quanto presentato in precedenza. Infatti, per il modello basato sulla
Gerarchia RV si evidenzia un MSE finale minore rispetto agli altri modelli. Questo
e dovuto al fatto che il primo performa meglio degli altri nei giorni in cui la Volatilita

Realizzata presenta un picco, quindi quelli in cui il MSE aumenta vertiginosamente.

MSE cumulativo per diversi modelli

10000 /,f——_/_:_J'i._/—J‘
— Corsi
=== gerarchia GBY

gerarchia PRY
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75001

5000 1

MSE Curmulative

Ef;’

2015 2016 2017 2018 2019 2020 2021 2022

FiGurA 4.2: Andamento del MSE dei cinque modelli su finestra out-of-sample di

2000 osservazioni

Per confrontare la bonta predittiva dei modelli e stato applicato anche il Model Confi-
dence Set, secondo la procedura descritta nella sezione 3.3. 11 test ha escluso dall’insieme

di modelli quello di Corsi e quello basato sulla Gerarchia GBV, a conferma del fatto



96

Section 4.1 - Risultati ottenuts

che 'applicazione di previsioni gerarchiche con strutture quantiliche e temporali apporta

sostanziali miglioramenti nella previsione della Volatilita Realizzata in termini di per-

dita quadratica.

Le capacita predittive dei vari metodi sono state confrontate anche su orizzonti tem-
porali minori. La finestra out-of-sample lunga 2000 osservazioni e stata suddivisa in
quattro parti, per ognuna delle quali sono stati calcolati il MSE e il MAE dei cin-

que modelli confrontati. Ogni sezione valutativa e caratterizzata da oscillazioni della

Volatilita pitt 0 meno marcate. I quattro periodi considerati sono:

pandemia.

I risultati ottenuti sono riportati nella Tabella 4.3, in cui sono inseriti intervalli di tempo

convenzionali che fanno riferimento ai periodi sopracitati.

dal 23/07/2014 al 31/12/2015, con il primo picco di Volatilita;
dal 04/01/2016 al 29/12/2017, che presenta meno oscillazioni della Volatilita;
dal 02/01/2018 al 31/12/2019, con piu oscillazioni rispetto al precedente;

dal 02/01/2020 al 30/06/2022, caratterizzato da molte oscillazioni dovute alla

2014-2016 2016-2018
MSE MAE | MSE | MAE
Corsi 2570.20 | 247.54 | 347.00 | 248.03
Ger. GBV 2524.09 | 244.86 | 348.08 | 251.40
Ger. RV 2242.79 | 232.08 | 301.47 | 217.36
Ger. PRV 2370.40 | 239.74 | 340.97 | 247.71
Ger. RVPRV | 2313.41 | 234.70 | 334.41 | 24391
2018-2020 2020-2022
MSE | MAE MSE MAE
Corsi 926.66 | 353.63 | 6686.38 | 695.56
Ger. GBV 935.04 | 354.54 | 6717.24 | 697.35
Ger. RV 884.21 | 348.37 | 5868.42 | 712.19
Ger. PRV 897.27 | 353.12 | 6844.03 | 706.03
Ger. RVPRV | 867.12 | 350.02 | 6625.26 | 702.52

TABELLA 4.3: MSE e MAE nei quattro periodi considerati
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Nonostante i quattro periodi non siano della stessa durata, si nota facilmente che per
tutti i modelli il MSE & molto alto nel primo e nel quarto intervallo di tempo per via
dei picchi inaspettati che li caratterizzano.

Anche utilizzando piu finestre per la valutazione, il modello con la Gerarchia RV ri-
sulta preferibile in tutti i periodi, eccetto che nel terzo in termini di MSE e nell’ultimo
rispetto al MAE.

Nel complesso, a partire dalla Gerarchia PRV e dalla Gerarchia RVPRV si otten-
gono risultati migliori rispetto al modello di Corsi e a quello basato sulla Gerarchia
GBYV, tranne che nell’ultima fase, in cui il modello costruito con la Gerarchia PRV

risulta il peggiore.

Il secondo esercizio predittivo ¢ quello che utilizza una finestra rolling di 250 osser-
vazioni e un periodo out-of sample che va dal 28/07/2011 al 30/06/2022. Per questa
applicazione vengono presentate solo la tabella per la scelta dell’approccio gerarchico da
applicare ad ogni modello (Tabella 4.4) e quella che riporta le due misure di accuratezza

dei modelli di previsione considerati (Tabella 4.5).

BU | OLS(1) | WLS,(3) | WLS,(2) | SHR(5) | SAM(4)

Ger. GBV 13887.13 | 14106.58 | 14046.26 | 13989.73 | 13992.36 | 14363.47

Ger. RV 12792.54 | 13706.86 | 12705.66 | 12595.12 | 12423.93 | 15214.93

Ger. PRV 12792.54 | 13947.53 | 13042.71 | 12978.41 | 13006.46 | 18933.64

Ger. RVPRV | 1279254 | 13659.83 | 12891.28 | 12800.98 | 12684.68 | 27692.12

TABELLA 4.4: MSE dei diversi approcci applicati alle gerarchie su finestra out-of-

sample di 2750 osservazioni

Differentemente da quanto osservato nel primo esercizio predittivo, applicando 'ap-
proccio MinT(SAM) alle diverse gerarchie si ottengono MSE molto alti, specialmente
quando la struttura e piu complessa, come nel caso della Gerarchia RVPRV. Al con-
trario, lo shrinkage produce risultati migliori, infatti e consigliabile sia per la Gerarchia
RV che per la Gerarchia RVPRV. Un altro aspetto da sottolineare e che per la Ge-
rarchia GBYV e per la Gerarchia PRV e preferibile utilizzare ’approccio bottom-up,

il quale produce risultati migliori con finestre rolling piu piccole.

Dalla Tabella 4.5 risulta che il modello associato alla Gerarchia RV e nuovamente
quello che prevede la Volatilita Realizzata pitt accuratamente, sia in termini di MSE

che di MAE. Inoltre, anche gli altri modelli basati sulle due gerarchie create a partire
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dalle decomposizioni temporali e quantiliche della Volatilita, ottengono risultati migliori

rispetto al modello di Corsi e al modello gerarchico Good-Bad Volatility.

MSE MAE
Corsi 14238.15 | 2011.86
Ger. GBV 13887.13 | 2011.23
Ger. RV 12423.93 | 2005.98
Ger. PRV 12792.54 | 2066.57
Ger. RVPRV | 12684.68 | 2003.90

TABELLA 4.5: MSE e MAE dei cinque modelli su finestra out-of-sample di 2750

osservazioni

4.2 Considerazioni finali

Le prime considerazioni che si possono fare a partire dai risultati dei due esercizi ri-
guardano la scelta dell’approccio da applicare per i modelli gerarchici. L'utilizzo del me-
todo MinT con matrice SAM & preferibile in presenza di campioni di grandi dimensioni
perché puo trovare difficolta nella stima della matrice di varianza-covarianza; al contario,
il bottom-up funziona meglio con finestre di stima meno ampie. In generale, il meto-
do MinT che applica lo shrinkage rimane I’approccio preferibile, sia perché produce dei

buoni risultati sia perché evita problemi nella stima della matrice di varianza-covarianza.

Passando al confronto sulla bonta di previsione dei modelli considerati, si nota, in-
nanzitutto, che il modello gerarchico basato sulla Gerarchia RV produce le previsioni
piu accurate della Volatilita Realizzata in termini di MSE e MAE. Anche i modelli
con Gerarchia PRV e Gerarchia RVPRYV sono preferibili al modello di Corsi, in
particolar modo secondo la misura del MSE. Cio suggerisce che, in questo caso, le infor-
magzioni ricavabili dalle strutture temporali e quantiliche della Volatilita portino ad una
migliore previsione di tale quantita d’interesse. La previsione delle diverse componenti
della Volatilita Realizzata, infatti, permette di rilevare eventuali cambiamenti struttu-
rali della stessa, soprattutto in periodi con maggiori fluttuazioni.

D’altra parte, il modello costruito a partire dalla Gerarchia GBYV non produce esiti
particolarmente diversi da quelli del modello di Corsi, probabilmente a causa della mi-

nima specificazione della Volatilita Realizzata.
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In conclusione, 'applicazione di modelli gerarchici per la previsione della Volatilita
Realizzata permette di migliorare i risultati ottenuti dal modello HAR-RV, soprattutto
quando si inseriscono dei vincoli temporali e quantilici nella struttura della Volatilita.
L’utilizzo di questi modelli, pero, comporta un maggiore onere computazionale, in quan-
to necessita di previsioni di piu serie temporali. Per questo motivo, non sempre si pre-
ferisce applicare i modelli gerarchici, soprattutto quando il miglioramento nei risultati

non ¢ rilevante.

4.3 Possibili miglioramenti

Per capire se effettivamente 1’approccio gerarchico sia preferibile al modello di Corsi,
I'esercizio predittivo dovrebbe essere ripetuto per piu titoli differenti, in modo tale da
compiere delle valutazioni trasversali. Inoltre, si potrebbe verificare la robustezza dei
risultati ottenuti utilizzando un maggior numero di finestre rolling e out-of-sample di
ampiezze diverse.

Altri aspetti che potrebbe essere interessante esaminare sono la distribuzione delle pre-
visioni gerarchiche ottenute e gli intervalli di previsione. Difatti, negli esercizi svolti
sono state adoperate solo previsioni puntuali.

Gli intervalli di previsione possono essere ricavati facilmente se si ipotizza che le previ-
sioni di base siano normalmente distribuite, ma cio risulta poco ragionevole; quindi, ¢
necessario calcolarli tramite tecniche bootstrap.

Ulteriori sviluppi possono essere raggiunti adoperando strutture gerarchiche della Volati-
lita Realizzata diverse dalle quattro proposte o applicando differenti metodi per ottenere

le previsioni di base, come, ad esempio, il modello autoregressivo vettoriale.
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