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Abstract

In questa tesi si studia la distanza di Wasserstein adattata, si tratta di una variante
della usuale distanza di Wasserstein tra misure di probabilita definita con lo scopo
di tener conto del flusso di informazione codificato negli spazi di probabilita filtrati
e piu in particolare nei processi stocastici. Ne diamo la definizione e ne studiamo le
principali proprieta, in particolare evidenziamo come esse si differenziano da quelle
della distanza classica. Infine forniamo una applicazione allo studio della sensitivita
di una classe di problemi di ottimizzazione stocastica.
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Introduzione

In questa tesi viene trattata la distanza di Wasserstein adattata una distanza tra
misure di probabilita, la definizione che si usa nell’elaborato é quella data da Geor-
ge Ch. Pflug e Alois Pichler nel libro Multistage Stochastic Optimization del 2014.
Essa ¢ definita sulla base della usuale distanza di Wasserstein tra misure di pro-
babilita su spazi Polacchi. Ricordiamo infatti che dato uno spazio polacco (X, d),
pensato dotato della sua o-algebra dei Boreliani, é possibile, date due misure di
probabilita p, v € P(X) definire la distanza tra esse come

1Yr
Wr(lua V) = inf // d(l’, y)T dﬂ'(l’7 y) )
mell(p,v) XxX

ove r > 1 & un parametro e I1(u, v) é 'insieme delle misure di probabilita su X x X
con marginali i e v rispettivamente. Tuttavia si vede, anche tramite esempi molto
semplici, che, nel caso in cui gli spazi di probabilita siano dotati di filtrazioni,
ovvero nel caso in cui si consideri anche I'informazione disponibile ad ogni istante,
tale definizione di distanza non ¢ in grado di captare la differenza nei flussi di
informazione. Si contruiscono infatti esempi di processi molto simili come valori
assunti, ma molto diversi dal punto di vista dell’informazione che racchiudono.
Cio nonostante in tali casi la distanza V), é arbitrariamente piccola e quindi non é
adatta per differenziare i processi sotto quel punto di vista. Per ovviare al problema
si definisce una nuova metrica, ancora come il valore ottimo di un problema di
ottimizzazione, simile a quello che definisce W,. In particolare AW, (u, )" sara
I’estremo inferiore dello stesso funzionale considerato sopra, fatto pero sull’insieme
delle misure di probabilita 7 su X x X che soddisfano le condizioni

T(AX X | M @Ny) = (A | My)
(X X B| My @N;) =v(B | Ny)

per ogni 0 < ¢t < T, con T € N. Dove (M;)i—o1..7 € (Ni)i=o1,..r sono le due
filtrazioni su X che modellizzano il flusso di informazione relativo alle due misure.
Calcolare questa distanza sugli stessi esempi che mostrano come mai W, fallisce,
mostra che invece AW, con questa definizione ¢ in grado di cogliere la differenza
in informazione, e quindi processi che sono arbitrariamente vicini dal punto di
vista dei valori assunti, ma diversi dal punto di vista dell’informazione, non sono
arbitrariamente vicini nella metrica AW,., come voluto.

6



Questa tesi consta di tre capitoli, il primo del quale é dedicato allo studio delle
principali proprieta della distanza di Wasserstein usuale W, vengono trattate alcu-
ne proprieta classiche della metrica W,., ad esempio il suo legame con il problema di
trasporto ottimo di Kantorovich, il teorema di Kantorovich-Rubenstein, il legame
con la convergenza debole delle misure e la completezza di tale metrica.

Nel secondo capitolo si introduce la distanza adattata e si spiega perché quella
classica fallisce come metrica in informazione, si mostrano inoltre alcune proprieta
della distanza AW, ad esempio il fatto che la nuova metrica definisce uno spazio
non completo. Si spiega anche come estendere la nozione di misura di probabilita
allo scopo di identificare il completamento di tale spazio. Per entrambi questi ca-
pitoli I'ultima sezione riguardera cosa accade nel caso in cui si considerino misure
discrete a supporto finito, ovvero le uniche per cui é possibile una implementazione
numerica. Si mostra in particolare il legame tra i problemi di ottimizzazione che de-
finiscono le distanze suddette e la programmazione lineare. Nel caso della distanza
adattata si mostra anche il modo di modellizzare il flusso di informazione contenuto
in una filtrazione su uno spazio finito e il legame con gli alberi finiti, ovvero dei
grafi orientati aciclici con una sola radice. Nell’appendice B si forniscono per queste
casistiche delle implementazioni numeriche, con MATLAB, per il calcolo di queste
distanze.

Infine nell’'ultimo capitolo vediamo come la distanza AW, puo essere utilizzata
per studiare la sensitivita di una classe di problemi di ottimizzazione stocastica
multiperiodale. Questo é possibile perché si pud mostrare che la topologia indotta
dalla distanza adattata é la piu grossolana topologia rispetto a cui i problemi di
ottimizzazione stocastica multiperiodali sono continui. In questa tesi trattiamo il
problema di minimizzazione del valore atteso di una funzione convessa, f: RT x
RT — R, sotto controlli predicibili, ossia vettori a = (ay,...,ar) tali che a;: RT —
R dipende solamente da xq,...,z; ;. Indichiamo I'insieme dei controlli predicibili
con A. Siamo quindi interessati al problema

o(P) = inf E¥ [1(¢,a(6))),

ove P € P(RT) e &: RT — RT ¢ il processo canonico. Si noti che il problema
di massimizzazione dell’utilita attesa, uno dei problemi fondamentali della finanza
matematica, puod essere scritto in tale forma e verra trattato come un caso specia-
le. In particolare il risultato centrale che viene provato in questo ultimo capitolo
asserisce che, fissato un modello con misura P é possibile ottenere uno sviluppo al
primo ordine dell’errore che si commette nel valore ottimo del problema quando si
usa Q, anziché P, ove Q varia in un intorno di P rispetto AW,. Pil precisamente
definito, per ogni 6 > 0, I'insieme

Bs(P) := {Q € P(RT) | AW,(P,Q) < §},
si prova che, per 6 — 0

sup v(Q) = v(P) 4+ C6 + o(6),
QeBs(P)



con C' > 0 una costante. In realta viene data un’espressione esplicita alla costante
C, che nel caso del problema di massimizzazione dell’utilita attesa puo essere inter-
pretata come la variazione quadratica attesa dell’ottimizzante al problema ottenuto
con la misura P ma distorta da il valore atteso condizionato della derivata prima
di £ = —U dove U ¢ la funzione di utilita.



Capitolo 1

La Distanza di Wasserstein

1.1 Problema e Dualita di Kantorovich

In questo capitolo definiamo la distanza di Wasserstein tra misure di probabilita che
nel prossimo capitolo verra adattata ad una metrica in informazione tra processi
stocatistici. Vedremo che essa ¢ definita come un caso particolare di un proble-
ma di ottimizzazione pitt generale il problema di Kantorovich, in questa sezione
formuliamo quindi tale problema e ne dimostriamo un teorema di dualita. Per la
maggiorparte per la stesura di questo capitolo abbiamo utilizzato come referenza
i capitoli 1 e 7 di [12] ad esclusione del teorema 1.12 che ¢é il risultato principale
presentato in [4].

Definizione 1.1. Siano (X, M, u) e (Y, N,v) due spazi di probabilita, definiamo
allora l'insieme:

(p,v) == {m € P(XXY) | 7(AXY) = p(A),7(XxB) = v(B) per ognid € M,B € N'}.
Gli elementi di II(x, v) sono detti couplings tra p e v.

Lemma 1.1. Siano (X, M, u) e (Y,N,v) due spazi di probabilita, allora le sequenti
affermazioni sono equivalents:

1. mell(u,v)

2. 7 & una misura non negativa su X XY e per ogni funzione misurabile (,v) €
LY(p) x L*(v) vale:

//XXy [W(x)+¢(y)] dr(z,y) = /Xgod,u—ir/ywdu. (1.1)

3. 7 & una misura non negativa su X XY e per ogni funzione misurabile (p,1)) €
L>(u) x L®(v) vale:

//Xxy [‘P(x) +1Zz(y)] dr(z,y) = /Xgodu + /Yp/}du. (1.2)
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1.1. PROBLEMA E DUALITA DI KANTOROVICH

Dimostrazione. Dimostriamo prima l’equivalenza tra 1. e 2., supponiamo 7 sia
una misura non negativa su X x Y per cui valga (1.1)). Osserviamo che allora 7 &
necessariamente una misura di probabilita, infatti siccome (1,0) € L*(u) x L*(v):

7T(XxY)://Xxy(lJrO)dw:/Xduzl,

inoltre fissati A € M, B € N possiamo scegliere le coppie: (14,0) € L'(u) x L'(v)
e (0,15) € L'(n) x L'(v). Applicando la proprieta ([1.1)) alla prima otteniamo:

T(AXY) ://Xxyhxydw://xxy(u(x)w) dr(z, 1) :/}(1AdM:#(A),

mentre con la seconda coppia otteniamo:

w(XxB)://XXY 1XXB(x,y)dw<x,y)://Xxy<o+13(y))dw(x,y):/Y1de:y(A>.

Quindi 7 € II(p,v). Supponiamo ora m € II(u,v) allora dalle uguaglianze sopra
otteniamo che la proprieta ¢ vera per le coppie: (14,0),(0,15) € L' (u)x L*(v),
con A € M, B € N. Da questo si deduce poi per linearita che la ((1.1)) vale per le
coppie: (f,g) € L'(u) x L'(v) con f e g funzioni semplici non negative, infatti date
tali f e g si ha che:

f:chlAj,g:deIBk per certi ¢;,dp > 0,A; € M, B, € N,
j=1 k=1

allora:

// x)+ gy dwzy / f(x)dn(x,y) // y)dm(z,y)
XxY XxY X><Y

n

://Xxyjzlcjuj(x) dw(x,y)+//my;dk13k(y) dr(z,y)

:ch/lAjdu—l—de/]_Bkdl/

j=1 X k=1 Y

=Y eula) + Y dwB) = [ fdu+ [ g
j=1 k=1 X Y

Presa poi una coppia: (p,v) € L'(u) x L'(v) di funzioni integrabili non negative

¢ noto che esistono due successioni crescenti di funzioni semplici non negative:

(fu)nen C L' (1) € (gn)nen € L'(v) tali che: f,, — ¢ e g, — 1 puntualmente.
n—oo n—oo

Allora f,,(z) 4+ gn(y) —— @(x) + ¥ (y) crescendo, per ogni (z,y) € X x Y. Segue
n—oo

10



1.1. PROBLEMA E DUALITA DI KANTOROVICH

allora dal teorema di convergenza monotona che:

[ e v it = [t () ) antay
:zigih/llxy(ﬁﬂx)*—gn@n)dﬂ(xﬁn

= lim fndp+ lim / gn dv

:/ lim fnd,u—i—/ lim g, dv
Xn—>oo Yn-)OO

:A¢@+Aww

Infine per (¢,v) € L'(u) x L*(v) generiche ¢ sufficiente passare alle parti positiva
e negativa:

/ /X (p@) + () dr(e,y)

t/éyy ©) + 7)) drl,y) - ]QQM, U (y)) dn(z.y)
:/deﬂ+/y¢+dV—/Xso‘dﬂ—/y¢‘dy
=A¢W+wa

Proviamo ora l'equivalenza tra 2. e 3., il fatto che 2. implichi 3. segue subito in
quanto poiché p e v sono misure di probabilita sono, in particolare, misure finite,
quindi: L*®(u) C L'(p) e L®(v) C L'(v). Per mostrare che 3. implica 2. &
sufficiente osservare che 3. implica 1. e quindi 2. per i calcoli sopra. Infatti se vale
3. come sopra: m € P(X xY) e, per ogni A € M,B € N, si ha: 14, € L>(u) e
15 € L>(v), dunque:

(A XY) ://XxylAXydW://XXY 14(2) dr(z, ) :/XlAduzu(A),

e analogamente:

w@x&:[&dth:[&db@m@w:mecwm.D

Definizione 1.2 (Problema di Kantorovich). Siano (X, M, u) e (Y, N, v) due spazi
di probabilita e ¢: X xY — [0, 400] una funzione misurabile rispetto alla o-algebra
M @ N. Definiamo il funzionale:

I:P(X xY)—[0,+00] tramite: 7~ I[m //
X><Y

11



1.1. PROBLEMA E DUALITA DI KANTOROVICH

Si dice allora problema di trasporto ottimo di Kantorovich il problema di minimo:

inf I[n].
mell(p,v)

Ne indichiamo il valore ottimo con: Z.(u, v).

Osservazione 1.1. Usando la notazione probabilistica il problema di Kantorovich
pud essere scritto come

inf B (U, V)],

ove l'estremo inferiore ¢ fatto su tutte le possibili v.a. U,V definite su uno spazio
di probabilita (2, F,P) e a valori rispettivamente in (X, M) e (Y, N) tali che U ~
u,V ~ v. Da questa osservazione otteniamo la conseguenza importante che date
le misure p e v se riusciamo a costruire delle v.a. U,V con leggi v e v abbiamo la
validita della stima fondamentale

Zo(p, v) <E'[c(U,V)].

Prima di enunciare il teorema di dualita ricordiamo la definizione e una proprieta
importante delle funzioni semicontinue inferiormente.

Definizione 1.3. Sia (F, d) uno spazio metrico e F': £ — R una funzione, F si dice
essere semicontinua inferiormente se vale che: per ogni successione (x,),eny C E
convergente ad un punto x € E si ha:

F(z) < liminf F(x,).

n—o0

Proposizione 1.2. Sia (E,d) uno spazio metrico e F': E — R una funzione semi-
continua inferiormente e tale che F' > 0. Allora esiste una successione crescente
(¢n)nen di funzioni definite su E a valori in R, uniformemente continue e tali che

lim ¢,(x) = F(x) Vxe€FE.

Dimostrazione. E sufficiente porre, per ognin € N
pulw) = E{F() 4+ nd(, )},
e verificare che tale successione verifica le proprieta volute. Infatti ovviamente
0 < ¢n < Pnyr,
inoltre fissato (z,y) € £ x E ed n € N abbiamo
F(z)+nd(z,2) < F(2) +nd(y, 2) + nd(z, y),
per ogni z € E. Quindi passando all’estremo inferiore otteniamo

n(7) < @n(y) +nd(z,y).
12



1.1. PROBLEMA E DUALITA DI KANTOROVICH

Invertendo i rouli di x e y troviamo allo stesso modo

en(y) < pul) + nd(z,y),

e quindi

[on(2) — @n(y)] < nd(z,y).
Disuguaglianza che implica subito 'uniforme continuita (Lipschitzianita). Per pro-
vare che F' ne ¢ il limite puntuale, fissiamo z € E e ¢ > (. Siccome F' é semicontinua
inferiormente, abbiamo che esiste § > 0 tale che per ogni x € E tale che d(z,z) < ¢
si ha

F(z) — g < F(z).

Sia @ € N tale che
F(z) —¢/2

J

<n
e sia n > m. Allora per ogni x € E se d(z, z) > ¢, risulta

F(z) — g < né < F(z) +né < F(z) + nd(z, 2).

Se invece d(z,y) < 0, risulta

In ogni caso vale

F(z) - g < F(z) < F(z) + nd(z, ),

da cui per arbitrarieta di x segue
F(z) —e < @n(2),
ed ora per arbitrarieta di € > 0 otteniamo

F(z) = sup pn(z) = lim @ ()

neN n—oo

e si conclude. O

Teorema 1.3 (Dualita di Kantorovich). Siano X e Y due spazi Polacchi e p €
P(X),v e P(Y) ec: X xY — [0,+00] una funzione misurabile e semicontinua
inferiormente. Allora per ogni ™ € P(X xY) e (p,v¢) € LY () x LY (v) definiamo
rispettivamente 1 due funzionali:

M= [ damyinn,  Jeil= [ odus [ v

Definiamo linsieme:

®. = {(p,0) € L'(W)xL'(v) | p(a)+¢(y) < c(z,y) per p-qo. v € X ev-qo. y€Y}.
13



1.1. PROBLEMA E DUALITA DI KANTOROVICH

Allora:
inf I[n] = sup Jp, . (1.3)
mell(p.v) (o) €D
Inoltre, 'estremo inferiore nel membro di sinistra di (1.3) & raggiunto, in piv il va-

lore dell’estremo superiore a destra in (1.3]) non cambia se si restringe la definizione
di ®. alle funzioni (p, ) € Co(X) x Cp(Y).

Osservazione 1.2. Quando sara necessario distinguere i casi per la definzione del-
Iinsieme @, useremo le notazioni: ®.N L' e ®.NC, rispettivamente. E utile inoltre
prima di effettuare la dimostrazione completa del teorema, osservare che una delle
disuguaglianze, che danno 'uguaglianza ¢ relativamente semplice.

Proposizione 1.4. Sotto le stesse ipotesi e con le stesse notazioni del teorema
st ha:

sup  J[p, ] < sup J[p, ] < inf [x]. (1.4)
(0, )€DNCy (p,h)e®NLY mell(p,v)

Dimostrazione. Poiché Cy(X) x Co(Y) C L'(u) x L*(v) la prima disuguaglianza
in (1.4) segue subito, siccome il primo sup ¢ fatto su un insieme pia piccolo. Per
provare la seconda disuguaglianza consideriamo: (p,v) € ®. N L', 7 € U(u,v)
allora:

1. Esistono Ny € M, Ny € N tali che: u(Ny) = v(Ny) = 0 e per ogni (z,y) €
NY x NJ si ha:
p(z) +U(y) < c(z,y)
ma allora poiché:
T((Nf x N5)¢) < m(Ny x Y) +m(X x Na) = p(N) + v(N2) =0,
abbiamo che ¢ + ¢ < ¢ 7-q.0.

2. Inoltre per la proprieta sulle marginali si ha:

J[WM:/Xsodwr/ywdvz//Xxy[sﬁ(w)Jriﬂ(y)} dr(z,y).

Mettendo insieme 1. e 2. otteniamo:

Jpv] < / /X cley)dn(z.y)

e ora il membro di destra dell’equazione precedente é indipendente da 7, mentre
quello di sinistra ¢ indipendente da (¢, ). Quindi posso passare al sup a poi all’inf

nella disuguaglianza precedente, la quale viene mantenuta, ottenendo esattamente
la (1.4). O

Osservazione 1.3. Si noti che questa proposizione implica in particolare che per
dimostrare il teorema di dualita e sufficiente dimostrare 'altra disuguaglianza solo
per ®.NCy.

14



1.1. PROBLEMA E DUALITA DI KANTOROVICH

Necessitiamo ancora di una ultima definizione e di un ultimo risultato prima di
poter effettuare la prova del teorema di dualita.

Definizione 1.4 (Trasformata di Legendre-Fenchel). Sia £ uno spazio normato, e
©: F — RU {+o00} una funzione convessa, ossia:

Ve,ye E;A€[0,1] OAx+ (1 —N)y) < O(z) + (1 — N)O(y)

con le ovvie estensioni delle operazioni di R a RU{+o0}. Si dice allora trasformata
di Legendre-Fenchel di © la funzione:

©*: E* - R definita tramite ©*(f) :=sup[(f,z) — O(x)].

zel

Teorema 1.5 (Frenchel-Rockfellar). Sia E uno spazio normato, ©,A: E — R U
{+o0} due funzioni convesse tali che esiste vy € E per cui:

O(z9), A(zg) < 00 € © ¢é continua in x.
Siano poi ©*, A* le loro trasformate di Legendre-Fenchel. Allora:
inf [O(z) + A(z)] = max[-O*"(—f) — A*(f)]. (1.5)

z€E ferE*
Dimostrazione. Notiamo che dalla definizione di trasformata di Legendre-Fenchel
segue che:

sup [~0°(—f) = A*(f)] = sup |~ sup[(—f.) — ©()] = sup (£, ) — A(y)] |

ferE* fer* zelk yeE

inf [O(x) + (f,2)] + inf [A(y) = (f, y>H

zeFE

= sup [
feE*

= sup inf [O(z)+Ay) + (f,z —y)],

feE* x,yEE
quindi Pequazione (1.5 ¢ equivalente a:

sup inf [O(z) + A(y) + (f,z — y)] = inf [O(z) + A(z)].

feE* zyelk z€E

Osserviamo allora che nell’estremo inferiore nel membro di sinistra ¢ possibile
prendere x = y si ha allora che per ogni forma lineare f € E*:

inf [6(z) + Ay) + (f,2 = y)] < inf [O(x) + A(x)]

ryelk

poiché l'inf é fatto su un insieme piu grande di numeri reali. Quindi passando al
sup in f si ottiene:

sup inf [O(z) + A(y) + (f,z — y)] < inf [O(z) + A(z)].

feEx z,yelE z€E
15



1.1. PROBLEMA E DUALITA DI KANTOROVICH

I quindi sufficiente dimostrare che esiste una forma lineare f € E* tale che:

Ve,ye E O(x)+Aly) + (f,x—y) >m:= ;g}%[@(w) + A(2)].

Siccome per ipotesi O(zg) + A(zg) < +oo l'estremo inferiore m ¢ finito. Definiamo
gli insiemi:

(2,0) € E xR | O(z) < 0}

C:={(x,0
C"={(y, ) e ExR|A<m—A(y)}

siccome © e A sono funzioni convesse allora C' e C’ sono insiemi convessi, in quan-
to ne sono i rispettivi epigrafici. Dall’ipotesi che © sia continua in x, segue che:
(20, O(z0) + 1) € Int(C), in particolare quindi C' ha interno non vuoto e di conse-

guenza: C' = Int(C). Notiamo poi che i due insiemi sono necessariamente disgiunti,
se infatti esistesse (x,7) € E x R tale che:

n>0(x),n+ A(z) <m otterremmo che: O(z)+ A(z) <n+A(z) <m

che ¢ assurdo per definizione di m. Segue allora dal teorema di Hahn-Banach in
forma geometrica che esistono f € E* o € R non nulli tali che, per ogni (x,0) €
C, (y,\) € C' si abbia:

(f,x) +ab > (f,y) +al.
Proviamo che cio é possibile solamente se @ > 0, infatti se fosse: a < 0 si avrebbe,
per ogni (z,0) € C, (y,\) € C":

(f,2) +aO(x) > (f,2) + ab > (f,y) + aX > (f,y) + a(m — A(y)),
da cui:
(f,z —y) 4+ a(O(x) + Aly)) > am

Scegliendo ora due coppie in C' e C’ tali che x = y otteniamo dividendo ’equazione
sopra per a:
O(x) + A(x) >m
che ¢ assurdo per definizione di m (¢ 'inf di tali quantita). Defininendo allora
f := f/a abbiamo:
(fi2) +0 > (f,y) + A\

scegliendo allora per € > 0 le coppie: (z,0(z) +¢) € C,(y,m — A(y) —¢) € C'
otteniamo:

Per arbitrarieta di € > 0 otteniamo (passando al limite ¢ — 07) che:
(F2) +0(x) 2 (F,y) +m — Ay)

per ogni z,y € F. Riordinando otteniamo la tesi. O]
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1.1. PROBLEMA E DUALITA DI KANTOROVICH

Dimostrazione teorema [L.3 Prima di iniziare con la effettiva dimostrazione del
teorema ricordiamo alcune proprieta delle misure su spazi polacchi:

1. Una misura di Borel y su uno spazio Polacco X é regolare, quindi in particolare
é di Radon.

2. Le misure di Borel finite (quindi, in particolare, le misure di probabilita) su
uno spazio Polacco sono serrate (risultato |A.1).

3. Dal teorema di Prohorov famiglie uniformemente serrate di misure di
probabilita sono debolmente relativamente sequenzialmente compatte, ovvero
da ogni successione in tali famiglie ¢ possibile estrarre una sottosuccessione
convergente debolmente.

Cominciamo ora con 'effetiva dimostrazione del teorema di Dualita. Dividiamo la
dimostrazione in tre passi, aumentando il livello di generalita.

Assumiamo inizialmente che X,Y siano spazi compatti e che la funzione ¢ sia
continua su X x Y. Consideriamo Cy,(X X Y') dotato della norma della convergenza
uniforme: ||-||». Dal teorema di Riesz, il suo duale topologico puo essere identificato
con lo spazio delle misure di Radon con segno, ossia (Cp(X x Y))* = M(X xY),
ma di pitt una forma lineare non negativa su C(X x Y') ¢ identificata da una misura
non negativa in M(X x Y). Introduciamo poi le seguenti funzioni:

> — 1 1-q.o. -(.0.
@:Cb(XxY)%RU{—i—oo},u'—){O se u(x,y) > —c(x,y) per ogni p-q.0. x € v-q.0. Y,

400 altrimenti,

dy + dy s u@y) =e(@) +4(y)
A: Cb(X X Y) S RU {+OO},U — /X wap /};77/} per ogni u-q.0. T € v-q.0. Y,

400 altrimenti,

per certe funzioni ¢ € Cy(X),1 € Cy(Y). Sinoti che A ¢ ben definita, infatti se @,
é un’altra coppia di funzioni che verifica: u(x,y) = @(x)+1(y), questo implica che:
p=0p+s,9=19—s,cons R, equindi:

A¢@+A¢W_A¢@+A¢W

Ora vediamo che le ipotesi del teorema [1.5] sono verificate per © e A, infatti esse
sono convesse, per ogni u, v € Cp(X xY'),t € [0,1] si ha che: se una tra u, v verifica:
u< —couv< —c allora o O(u) = 400 oppure O(v) = +oo da cui segue subito:

O(tu+ (1 —t)v) <tO(u) + (1 —t)O(v) = +o0.
Se invece u, v > —c allora: tu+(1—t)v > —tc—(1—t)c = —c¢, quindi la disuguaglian-

za diviene: 0 < 0 che ¢ vera. Analogamente per A, siano u,v € Co(X xY),t €[0,1],

allora: se u(x,y) # p(z) + ¥(y) o v(z,y) # @(x) + ¥(y) su insiemi di misu-
ra non nulla, si ha: A(u) = +oo oppure A(v) = 400, da cui segue banalmente
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1.1. PROBLEMA E DUALITA DI KANTOROVICH

la disuguaglianza di convessita come sopra. Se invece: u(z,y) = ¢(z) + ¥(y)
o v(z,y) = p(x) + ¢¥(y), per u-q.o. z e v-q.o. y e per opportune funzioni:
0, € Cp(X), ¥, € Cp(Y) allora per p-q.0. x e v-q.o. y:

tu(z, y) + (1 = o(z,y) = to(r) + t(y) + (1 = )p(z) + (1 =)y

= typ(z) + (1 = )p(x) + t(y) + (1 = )¢(y)

ed ora to(z) + (1 — 1)@(x) € Co(X), t(y) + (1 = 1)ib(y) € Cy(Y), dunque:

Altu+ (1 -ty / to+(1—1) }du+/[tw+(1—t)zlz}dy

( <pdu+/wd1/> 1—t)(/X§0du+/Y{pdz/)

= tA(u) + (1 = )A(v).

Quindi ©, A sono convesse, ed é inoltre ovvio che 1 € Cp(X X Y) verifica che
©(1),A(1) < 400, e O ¢é continua in 1 poiché é costante in un intorno sufficien-
temente piccolo di 1 in (Co(X x Y),|||ls). E allora possibile applicare la formu-
la (L.5)). Calcoliamone entrambi i membri. Quello di sinistra ¢ relativamente facile
e risultera:

inf { [t [ war @) = o)+ 00) 2 (o) prao. x e v y}

u€C (X X Y)

=—  sup Jp, ]
(%WG‘I’cﬂCb

con il significato visto in precedenza di ®. N C, e J. Per il membro di destra ci
servono le trasformate di Legendre-Fenchel di © e A, osserviamo allora che, per
ogni m € M(X xY) si ha:

O*(—m) = sup { // wdr | u > —c}
u€CH(X XY) XxY
= sup {// udﬁ]u<c}
u€Cy(X XY) XxY

e Se 7 non € una misura non negativa, allora certamente esiste una funzione non
positiva: v € Cp(X x Y') tale che:

// vdmr > 0.
X XY

Ma allora la scelta: u = tv, con t € R, mostra che, per t — +oo l'estremo
superiore €& +o00.

ed ora notiamo che:
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1.1. PROBLEMA E DUALITA DI KANTOROVICH

e Se invece, 7 & non negativa ¢ chiaro che per convergenza monotona tale estremo
superiore é:
// cdm
XxY
Dunque, otteniamo:

d XxY
0 () = //Xxycﬂ sem e Mi(X xY),

+00 altrimenti.

Ragionando in modo simile, abbiamo, per ogni 7 € M(X x Y):

A*(m) = sup {// wdmr — A )}
u€CL(X XY) XxXY
=— inf {A(u) — // udﬂ}
uecb(XXY) XXY

ora ¢ sufficiente, per calcolare tale estremo inferiore, considereare solo le u € Cy(X x
Y') tali per cui esistono ¢ € Cy(X), 9 € Cp(Y) tali che: u(z,y) = o(z) + ¥(y) per
{-q.0. = e v-q.0. ¥y, se cosi non é si ha infatti: A(u) = +oo. Adesso distinguiamo
due casi per 7:

e Se 7 ¢ tale che, esistono (p, ) € Cp(X) x Cp(Y), per cui:

//XXY 2) + ¥(y)] dr(z, y) ¢/¢du+/¢d;j

e senza perdere di generalita supponiamo valga il > (altimenti ¢ sufficiente
prendere gli opposti), allora con la scelta: u(z,y) = t[p(x)+1¥(y)], pert € Ry,
abbiamo per ¢ — +o00, che:

t(/xsodwfywdu—//Xxy[c,amw(y)] dw(x,w) .

Quindi in questo caso:

A*(m)=— inf A(u) — // udm p = +00
uecb(XXY) XxY

e Se invece 7 & tale che, per ogni (p, 1) € Cy(X) x Cp(Y'), si ha:

//Xxy[so@)w(y)} dm,y):/xgpdw/ym’

allora in questo caso:

[ war= [ dns [war- [[ [otw)+ v ane —o
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per ogni u, che si scrive come somma di (¢, ), quindi in questo caso 'inf, e
di conseguenza A*(m) sono 0.

Riassumendo abbiamo calcolato che:

0 se (90 w)GCb(X)XCb(Y) si ha
A*(’ﬂ') = I x xyle@) o) dr(z,y)= [y ¢ dut+ [y, ¢ dv
+o00 altrimenti.

Da questo ricaviamo in particolare che:

cdr sew e l(p,v),
O (=) + A*(n //XXy (1, V)

altrimenti.
Applicando dunque la formula (1.5)), otteniamo:

— sup  Jlp,¥]= max [-O*(—m)—A*(7)]

(p,)EPNCy TEM(X XY)
in [07(=m) + A*(m)]
_min [67(=) + A"(7)]

= — min // cdmr =— min [[r].
well(p,v) XxY well(p,v)

Cambiando il segno a destra e sinistra si ottiene la tesi, si noti che abbiamo anche
mostrato che, in questo caso, il minimo ¢é raggiunto. Questo termina il primo passo
della dimostrazione.

Per il secondo passo, tralasciamo l'ipotesi di compattezza per X e Y, e man-
teniamo le ipotesi di limitatezza e uniforme continuita della funzione di costo c.
Definiamo:

lelloc == sup  c(z,y).
(z,y)eX XY

Ora per prima cosa dimostriamo che si raggiungie il minimo. A tale scopo osservia-
mo che poiché XY sono spazi polacchi, le misure di probabilita u, v sono serrate,
ossia per ogni € > 0, esistono insiemi compatti K. C X, L. C Y tali che:

W(KE) < 22, (L) < /2.

Questo implica che II(u, ) é una famiglia di misure uniformemente stirate, infatti:
per ogni € > (0 possiamo considerare 'insieme: K. x L. C X x Y, allora esso é
compatto dal teorema di Tychonoff ed inoltre per ogni 7 € II(p, v) si ha:

7((KoxL.)°) = m(KSx L) < m(KExY)+m(X x L) = pu(K°)+v(L°) < g/2+¢/2 = e.

Segue allora dal teorema di Prohorov che II(u, v) é relativamente sequenzialmente
compatta per la topologia debole® in M (X x Y). Osserviamo anche che II(yx,v)
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1.1. PROBLEMA E DUALITA DI KANTOROVICH

é anche debolmente* chiuso, e quindi debolmente™ compatto. Se infatti (7, ),en C
II(, v) ¢ una successione tale che m, —— 7 (debolmente), abbiamo certamente
n—oo

che m € P(X xY), infatti: 1 € Co(X X Y) e quindi:

(X xY) = / dr = lim dm, = 1.

XxXY =0 Jxxy

Inoltre ¢é facile osservare che m € II(p, ). Questo segue dal fatto che se una suc-
cessione di misure su uno spazio prodotto (m,),en converge debolmente a 7, allora
anche le marginali di (7,),en convergono debolmente a quelle di 7. Infatti siano
[n, it le marginali di m,, 7 sul primo spazio, allora detta p: X xY — X la proiezione
canonica, abbiamo che data f € Cp(X), si ha: fop e Cy(X x Y). Dunque:

/fduz/ fopdn
X XxY
= lim/ fopdr, = lim/fd,un,

cioé p, — p (debolmente). Allo stesso modo per I'altra marginale. Nel nostro
n—oo

caso la successione (7, )neny ha marginali costanti: p e v, che quindi sono anche le
marginali di 7, e quindi 7 € II(y, v). Quindi IT(u,v) é debolmente compatto. Ora
lintegrale di una funzione continua e limitata su X x Y, come ¢, é¢ ovviamente
continuo rispetto a la topologia debole*, per come essa ¢ definita. Dunque segue
dal teorema di Weistrass che il minimo ¢ raggiunto.

Sia allora m, € II(u,v) che realizza il minimo e 6 > 0 arbitrariamente piccolo.
Allora come conseguenza della uniforme serratezza di II(u,v), si ha che esistono
Xo € X, Yy C Y tali che: pu(Xy),v(Yy) < 9, ragionando come sopra otteniamo
allora:

W*((Xo X Yo)c) S 20.

Sia 7,9 la probabilitd condizionata rispetto a X, x Y| associata a m,, ovvero:

7T*(' N (Xp x YO))
T (Xo x Yy)

Tx0 =

Siano inoltre g, vy le sue marginali su X, Yy rispettivamente. Costruiamo un
secondo problema di Kantorovich su X, x Yj, allo scopo di usare il primo passo
della dimostrazione (X x Yj € infatti compatto). Definiamo quindi l'insieme:

Ho(luo, 1/0) = {7T0 S P(Xox}/b) | ’/T(_)(AX%) = /LD(A),W(XUXB) = Vo(B) VA € M|XO7B S NYO}’
ed il funzionale:

Iy: Ho(,uo,yo) — [O, +OO), o > // Cdﬂ'o.
X()XY()
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1.1. PROBLEMA E DUALITA DI KANTOROVICH

Sia 7y € Ily(po, o) tale che:

IR inf I .
O[TFO] WOEHIOI%.UO,VO) O[WO]

L’esistenza di 7y é garantita dal primo passo della dimostrazione. Costruiamo ora
7 usando 7 e m, nel seguente modo:

7= (Xo X Yo)7o + m (- N (Xo x Yp)°),
Allora 7 € TI(u, v), infatti é certamente una misura non negativa su X x Y, inoltre:
T(X X Y) =m(Xo x Yo)To(X x Y) + 7. ((X x Y) N (Xy x Yp)°)
= m.(Xo X Yo) + m.((Xo x Y5)9) =1,
e per ogni A € M, B € N si ha:
T(AXY) =m(Xo x Yo)To(AXxY) 4+ m ((AxY)N (X x ¥p)°)
= m.(Xo X Y)7o (AN Xo) x Yp) + m (AN X§) x Y)
(Xo x Yo)po(A N Xo) + m (AN X§) x Y)
= m.(Xo X Yo)mo((AN Xo) x Yo) + m (AN X§) x Yy)
=7 (( AmXO) x Yo)+m (AN X§) x Y§)
(4

= T,

= T, Y) = u(A),

(X x B) = m.(Xo % Yp)7o(X x B) + 1. ((X x B) N (X x ¥p)°)
= m(Xo x Y5)7o(Xo x (BNYy)) + m. (XS x (BNYY))
= 7. (Xo X Yo)uo(BNYp) + (XS x (BNY))
= 7. (Xo x Yo)mo(Xo X (BNYp)) + m (X5 x (BNYY))
=7 (Xo x (BNYy))+m(X§ x (BNYY))
= m.(X x B) = v(B).

Allora:

1[7] = m(Xo x Yo)lo[fo] + // cdr,
(X()XYO)C

S [0[7}0] + 2||C||oo(5 = inf I()[’]T()] + 2||C||005
WoEHo(uo,lIo)
Da cui segue:
inf Ilr] < inf  Iy[mo] + 2|¢|| 000

mell(p,v) mo€llo(1o,v0)

Introduciamo ora il funzionale:

Jo: L' (o) x L' (vo) = R, (0, %0) — Joleo, Y] := / o dpg + | o duy.

Xo Yo
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Dal primo passo della dimostrazione sappiamo che:

inf  Iylmo] = sup  Jo[yo, Yol
mo€1lo (1o,v0) (0,%0)EPoc

ove:

Do := {(p0,10) € Ll(,uo)xLl(yo) | wo(x)+o(y) < c(z,y) per po-q.0. x € Xg e vp-q.0. y € Yp}.

In particolare quindi, esistono (@,,1,) € P, tali che:

Jol@os ol > sup  Jo[go, to] —
(¢0,10)EPoc

Il nostro scopo ¢ ora costruire da ((,,1,) una coppia (@, ) € ®,, che sia efficiente
per il problema di massimizzazione di J. A tale scopo sara utile che la disugua-
glianza: @y(z) + ¥y(y) < ¢(x,y) sia valida per ogni (x,y) € X X Y, non solo quasi
ovunque. Questo si puo fare fissando due versioni di @, @7)0 che valgono —oo negli in-
siemi di misura nulla dove la disuguaglianza non é vera. Senza perdita di generalita,
possiamo assumere § < 1. Poiché Jo(0,0) = 0, si ha: sup(, y0)ea,. Jol®o, 0] >0, e

quindi Jy[py, 1] > —0 > —1. Ora scrivendo:

Jolo, ol = / /X [pola) + Bufw)] e ).

ove Ty € un qualsiasi elemento di I1y(p, 1), deduciamo che esiste (o, y0) € Xo X Yo
tale che:

Po(T0) + @Do(?/o) —1.

Adesso é sempre possibile scegliere s € R tale che sostituendo la coppia: (@0,2710)

con (@, + 8,9, — ), che si noti & ancora ammissibile e non altera il valore di Jy, si
abbia:

Po(wo) = _%7 @Lo(yo) > —%.

Questo implica in particolare che, per ogni (z,y) € Xy X Yj si ha:

Ora definiamo, per z € X:

Po(w) = inf {e(w,y) — do(y) }-

YEY)

Dalla disuguaglianza @,(x)

& < c(z,y) — ¥(y) abbiamo che @, < B, su X, e cio
implica: Jo[@g, ¥o] = JolPg, Yol

Ma di piu, per ogni x € X abbiamo controlli
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da sotto e sopra di @, tramite la funzione di costo ¢, grazie alle disuguaglianze
precedenti:

1

() 2 inf {c(z,y) — c(zo,y)} —

l\DI»—t

2’
Bolw) < e, 40) — Po(yo) < c(x,y0) +
Infine definiamo, per y € Y:

Uoly) = inf {c(z,y) = Fyla)}.

rzeX

Allora per ogni (z,y) € X x Y, si ha:

Pola) + Tols) = Fola) + inf {c(z.) — 7o()}
< @) + c(z,y) = Po(z) = c(z,9),

quindi: (By, Ug) € .. Ora non ¢ difficile controllare che: Jy[By, o] = Jo[Bo, o] >
Jo[Pg, o). Infatti per ogni y € Yy si ha:

boly) = inf {c(z,y) — Fy(2) }

rzeX
= inf{ew.9) = inf {el,2) = D()} }
= inf{c(az,y)+sup{— c(w, 2) + 1o (2 }}
ZEYp
2;2;{01’9 c(z,y) +w0 } @DO

Inoltre, per ogni y € Y,

oly) = inf {c(z,y) — c(z,90)} -

bo(y) < e(wo,y) = Polwo) < e(0,y) + Polo)

In particolare, per ogni (z,y) € X x Y=

1 — 1
Bo(2) > ~llelle — 5. Bo(w) > ~lelle — 5
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Ed ora grazie a tali disuguaglianze segue:

J[@o, Dol =/X¢0du+/y%du=//Xxy[%@)%o(y)] dr.(z,y)

=m0 %) [ @ Tl drate. )+ [[ ) + Tow] dr.
> (=20 [ godot [ o) = @l + D (060 % 300)

> (1 —20)Jo[g, o] — 22l clloe + 1)6

> (1 —28)Jo[@o, o] — 2(2)Iclloc + 1)8

> (1- 25)%5&,50,”0)[ olmo] = 0) = 2(2]lclloc + 1)0

> (1 —26)( mf 1 — (2[Je)lo + 1)8) = 2(2||c]|o + 1)0.

mell(p
Per arbitrarieta di § € (0, 1] otteniamo:

sup J[p,¥] > inf I[x],
(@) €D, well(p,v)

ricordando le disuguaglianze (T.4), abbiamo la tesi. Si noti che le funzioni @, ¢,
sono uniformemente continue su tutti X e Y siccome c ¢ uniformemente continua
(sono estremi inferiori di funzioni u.c.). Quindi sono in particolare misurabili e non
¢ necessario specificare se si prende I’estremo superiore su ®, N C, o ®. N L.

Passiamo ora al terzo passo, in cui consideriamo il caso pitt generale dell’e-
nunciato del teorema. Dalla proposizione sappiamo che possiamo scrivere:
€ = SUP,cn Cn, OVE G, € una successione crescente di funzioni di costo uniforme-
mente continue. Si ossevi inoltre che a patto di sostituire ¢,, con min{c,,n} (scelta
che preserva la convergenza a c e la uniforme continuita), possiamo assumere che
le ¢,, siano anche limitate.

Definiamo allora per ogni n € N definiamo su II(u, v) il funzionale:

I (p,v) = [0,400), 7 1] // cpdm.
XxY
Allora dal secondo passo sappiamo che:
inf I,[r]= sup Jlp, ] (1.6)
WGH(!LJ/) (¢7w)€¢671

Concluderemo la dimostrazione facendo vedere che:

inf I|m]| =sup inf I,[x], 1.7
T (p,v) i neg Tl (p,v) i (1.7
e che per ogni n € N, vale:
sup  J[p, ] < sup  Jlp, . (1.8)
(%d’)e‘bm (@;[/))E@C
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Difatti utilizzando in combinazione (1.6, (1.7)) e (1.8), otteniamo:

inf I|w| =sup inf I,|7
m€l(p,v) i negﬁeﬂ(uw) 4

=Ssup Ssup J[gp, QM
neN (p,h)ed,

<sup sup Jlp,] = sup Jlp, ]
neN (pp)ed. (ph)€De

ossia:

inf I[r] < sup Jp, ],

mell(p,v) (pb) €D

sappiamo poi da che laltra disuguaglianza ¢ sempre verificata e quindi pos-
siamo concludere. Proviamo le due equazioni ed (L.8). Osserviamo che per
costruzione: ¢, < ¢ per ogni n € N, quindi &,, C ®. per ogni n € N, segue
allora che é banalmente vera, perché stiamo facendo l'estremo superiore di
un insieme piit grande di numeri reali (non é inoltre necessario specificare se stia-
mo considerando ®. N C, o ®. N L'). Per osserviamo preliminarmente che
la crescenza di ¢, implica, per monotonia dell’integrale, che [,, ¢ una successione
crescente di funzionali, limitata dall’alto da I. Ma allora anche:

( inf I, [ﬂ)
mell(p,v) neN
é una successione crescente, limitata dall’alto da:

inf ]
mell(p,v)

Per provare (|1.7)) é allora sufficiente dimostrare che:
lim inf I,[r]> inf I[nx]. (1.9)

n—00 w€ll(p,v) Tl ()
A tale scopo abbiamo gia notato che II(x,v) & debolmente compatto, quindi ogni
successione in esso ammette una sottosuccessione convergente ad un elemento in
I(p,v). Per ogni n € N sia (7¥),cy una successione minimizzante per:
inf  I,[n].
mell(p,v)
Allora ognuna di queste successioni ammette una sottosuccessione convergente ad
una misura m, € II(u, ) che realizza il minimo. Ma ora, sempre grazie alla compat-
tezza di II(p,v), abbiamo che (7,),en, ammette una sottosuccessione convergente
ad un elemento 7, € II(p, ). Adesso per la crescenza di ¢,, abbiamo gia osservato

che se n > m allora:
L] > Iy [mn),

da cui, per la continuita di I,, rispetto alla convergenza debole abbiamo:

lim [I,[m,] > limsup I,,,[m,] > I,[m.].

n—0o0 n—00
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Ora per convergenza monotona di ¢, a ¢, abbiamo: I,[r.] —— I[m,], quindi:
m—0o0

lim I,[m,] > lim I,[m)=I[r]> inf I[n],

n—o00 m—o00 well(p,v)

che prova la (1.9) per la minimalita di 7, per ogni n € N. L’unica cosa che rimane
da provare per terminare il terzo passo della dimostrazione é provare che il minimo
é raggiunto. Per farlo sia (7, ),en una successione minimizzante per:

inf I[n],
mell(p,v)
e sia 7, € II(p, v) il limite di una sottosuccessione convergente, (7, )ien, di (7 )nen-

Allora sfruttando che, c,, I,, sono successioni crescenti ed il teorema di convergenza
monotona otteniamo:

I[m,] = lim I,[n.] < lim limsup I,,[7,, ]
n—oo n—o0 k—00
<limsup I[m,,| = lim [[m, | = inf I[«],
k—00 k—o0 well(p,v)
quindi:
Ilm,| = min I|«|,
[ ] eIl (p,v) [ ]
e si conclude. O]

Osservazione 1.4 (Funzioni c-concave coniugate). Si noti che dalla dimostrazione,

segue in particolare che, quando ¢ é limitata e uniformemente continua, & possibile

restringere I'insieme su cui si effettua ’estremo superiore nel lato destro di ({1.3)
alle coppie: (¢, ¢°), ove ¢ & limitata su X e:

“(y) := inf — “(zx) := inf — ) 1.10

# )= b fe(w,y) —p(@)}, (@) = inf{e(z,y) = ¢"(y)} (1.10)

La coppia (¢, ¢°) si dice coppia delle funzioni c-concave coniugate associate a .

Questa proprietd pud essere estesa al caso pili generale in cui ¢ sia semicontinua

inferiormente e limitata. Infatti esiste allora una successione crescente di funzioni
u.c. ¢ che convergono puntualmente a c, e in questo caso si ha

¢°(y) = lim inf {ck(x,y) — w(x)},

k—oo xe€X

quindi ¢ é limite puntuale di funzioni u.c. quindi in particolare misurabili e quindi
é anch’essa misurabile. Similmente ¢ & misurabile.

Ci concentriamo ora al caso specifico di X =Y e di ¢ = d, dove d indica una
distanza. In questo contesto il teorema di dualita puo essere raffinato come segue:

Teorema 1.6 (Teorema di Kantorovich-Rubenstein). Sia X uno spazio polacco, p
e v due misure di probabilita definite sulla o-algebra dei Boreliani di X e d una
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1.1. PROBLEMA E DUALITA DI KANTOROVICH

distanza inferiormente semicontinua su X. Sia poi Za(p,v) il valore ottimo del
relativo problema di Kantorovich, ossia:

Ta(p,v) := inf ddm.

alis, v) wenm,u)//xw

Allora:

L) =sup{ [ i [ piv] € Lln-vDNLpX), ol < 1} (111
X X

Dove Lip(X) indica l'insieme delle funzioni Lipschitziane su X e:

o(z) — ()]
PllLip = sup ===
1l zip S Ay
z#y
¢ la costante di Lipschitz di .
Dimostrazione. Sia per n € N:
d, =— <n.
1+n-td — "

Allora per ogni n, d,, é una distanza su X che verifica: d,, < d, inoltre per ogni
z,y € X la quantita d,,(x, y) converge crescendo a d(z, y) per n — oo. In particolare
I'insieme delle funzioni 1-Lipschitziane rispetto a d, € contenuto in quello delle
funzioni 1-Lipschitziane rispetto a d. Ragionando allora come nell’ultimo passo
del teorema [1.3] & sufficiente provare ’affermazione solo per d,,. Possiamo dunque
assumere che d sia limitata.

In tal caso tutte le funzioni Lipschitziane sono limitate, e quindi integrabili
rispetto a p e v. Inoltre in virtu del teorema I"unica cosa da provare é che:

sup J[go,w]zsup{ [ - [ sodu|soeL1<|u—u|>mLip<X>,ueo||Lips1},
(p)edq X X

ove si ricordi: J[p, Y] := [, pdu+ [, ¢ dv. Dall’osservazione |1.4] sappiamo che:

sup Jfp, ] = sup J[p™, ¢,
(ph)ePq © limitata

ove:

d . dd . d
#ly) = inf [d@,y) —e(@)],  ¢"(@) = inf[dry) — ()]
Ora, ¢, essendo I’estremo inferiore di funzioni 1-Lipshitziane, limitate dal basso in
qualche punto zy € X, é 1-Lipshitziana. Dunque:
—¢(w) < inf [d(e,y) - (y)] < (),
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1.2. LA DISTANZA DI WASSERSTEIN

ove la disuguaglianza di destra segue scegliendo y = x nell’estremo inferiore, mentre
quella di sinistra segue dalla 1-Lipschitzianita. Questo significa che: 94 = —pd e
dunque:

sup J[p, ] = sup J[p™ ol = sup J[—¢?, ¢

(o 9)EPq PEL (1) PEL (1)
< sup Jlp,—p] < sup  Jp, Y]
llelLip<t (p9)EPq
Quindi le precedenti sono tutte uguaglianze, ed il teorema & dimostrato. O]

1.2 La Distanza di Wasserstein

In questa sezione introduciamo la distanza di Wasserstein tra misure di probabilita
su uno spazio Polacco X, per il resto della sezione assumiamo che le distanze consi-
derate siano sempre inferiormente semicontinue di modo tale che siano verificate le
ipotesi del teorema di dualita. Prima di dare I'effettiva definizione della distanza é
tuttavia opportuno fissare una notazione:

Definizione 1.5. Sia (X,d) uno spazio Polacco, dotato della sua o-algebra dei
Boreliani: M. Per r > 1 definiamo il seguente insieme:

P (X,d) := {,u eP(X) | /Xd(a:,xo)r du(x) < —i—oo} (1.12)

per qualche (e quindi per ogni) =g € X.

Osservazione 1.5. 11 "e quindi per ogni" nella definizione sopra é implicato dalla
seguente disuguaglianza, valida per ogni r > 1 e per ogni x,y € X:

d(z,y)" <27 (d(z, z0)" + d(y, o)").

Si osservi anche che se d ¢ limitata allora ovviamente P,(X,d) = P(X) per ogni
r > 1.

Definizione 1.6 (Distanza di Wasserstein). Sia (X, d) come nella definizione pre-
cedente, siano poir > 1e p,v € P.(X,d). Sidice distanza di Wasserstein di ordine
rtra p e v la quantita W, (u,v) == (Zar (11, v)) V", ossia:

We(p,v) = (negﬁﬁw //Xxx d(flf,y)’"dﬂ(xyy)y/r' (1.13)

con 'usuale significato di II(p, v).

Nel seguito dimostriamo che effettivamente W, definisce una distanza su P,.(X, d),
per farlo ci occorre pero il seguente lemma;
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1.2. LA DISTANZA DI WASSERSTEIN

Lemma 1.7 (Gluing Lemma). Siano pu, o, ps tre misure di probabilita sugli spa-
zi Polacchi: X1, Xo, X3 rispettivamente. Siano allora: w9 € (w1, p2) € mog €
(g, p3). Allora esiste una misura di probabilita m € P(X; x Xy x X3) avente per
marginali T su X1 X Xg e mo3 su Xo X Xj.

Per la dimostrazione del lemma si riferisca a quella contenuta in [12].

Teorema 1.8. Sia (X,d) come nella definizione allora per ogni r > 1, si ha
che W, definisce una metrica su P,(X,d).

Dimostrazione. Sia r > 1 fissato. Proviamo preliminarmente che W, su P,(X,d)
¢ finita. Siano u,v € P.(X,d) allora, fissato zo € X, per ogni z,y € X usiamo
nuovamente la disuguaglianza:

d(SE, y)r < 27"71 (d(x7 xO)T + d(y7 xO)T)

e che la misura prodotto: u ® v ha le marginali richieste abbiamo:

o< [ ey dne )

<2t //X X(d(x, z0)" + d(y, 20)") dp ® v(z,y)

= 9r-1 // (2, 20)" du(x) dv(y // (y,20)" dp(x) dv(y )]

=or1 /Xd(x,xo)r d,u(x)—k/yd(y,xo)rdu(y)] < 00.

Dove nella seconda uguaglianza abbiamo utilizzato la linearita dell’integrale ed il
teorema di Tonelli (I'integranda ¢ misurabile e > 0). E chiaro poi che W, ¢ non
negativa. Supponiamo u,v € P.(X,d) tali che: W,(u,v) = 0. Per dimostrare che
allora © = v, notiamo che per ogni 1 < s < r si ha: Ws(u,v) < W,(u, v). Infatti,
per ogni m € II(p, ), usando la disuguaglianza di Holder e che:

1 1

[hows ff e
Ul wto) b =)
_ (//Xxydrdﬂy
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1.2. LA DISTANZA DI WASSERSTEIN

da cui:

(o) < (o)

Passando allora all'inf in 7 otteniamo: W;(u, v) < W,.(u, V). Questo implica che é
sufficiente dimostrare che W, (u, v) = 0, implica u = v, solo per r = 1. Dal teorema,
di Kantorovich-Rubestein otteniamo che se W;(u, ) = 0 allora:

Sw{/@@wi/wmdweL%m—quMMmemmg1}:0
X X

Da cui: per ogni ¢ € L*(Ju — v|) N Lip(X), con |¢||Lip < 1, vale:

/wwszw
X X

ma poiche tale famiglia ¢ separante per P(X) (proposizione [A.2), otteniamo: p =
v. W, ¢ poi ovviamente simmetrica, infatti date u,v € P.(X,d), gli elementi di
II(p, v) sono in corrispondenza biunivoca con gli elementi di II(v, ). Infatti presa
7 € II(p, v) possiamo definire 7 € TI(v, u) ponendo, per ogni A, B € M

(A x B) :=7(B x A),

e viceversa. B sufficiente ora osservare che per ogni m € II(u, v) si ha:

//Xxx d(z,y)" dn(z,y) = //XXX d(y,z) dr(z,y) = //XXX d(y, z)" d#(y, ).

Dunque W, (u,v) = W,(v,u). L’unica cosa che rimane quindi da dimostrare ¢
la disuguaglianza triangolare. Per farlo usiamo il lemma Siano: fuq, fo, u3 €
P.(X,d) e siano mo € (u1, p2) € ma3 € (g, u3) che realizzano il minimo per la
distanza tra pu1, (12 e po, pg rispettivamente. Definiamo X := supp pu; € X, per j =
1,2,3 (il supporto di una misura p ¢ definito come il pit piccolo sottoinsieme chiuso
F C X tale che u(X \ F) = 0). Sia allora 7 come nell’enunciato del lemma e
sia w3 la marginale di 7 su X; x X3, é chiaro allora che m3 € (i, p3). Usando
successivamente la definizione di W,., la proprieta sulle marginali e la disuguaglianza
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1.2. LA DISTANZA DI WASSERSTEIN

di Minkovski per le funzioni L" otteniamo:

(1, p3) (// d(zy, z3) dﬂ13($1,953)>
X1><X3
1r
(/// d(zy1,23)" dﬂ($17$2,9€3)>
X1><X2><X3
1/r
< (/// [d(xl,xg) + d(xg,ﬂfg)]rd’fr(xl,ﬂfg,l‘g))
X1><X2><X3
1/r
(/// d($1,$2)r dﬂ(l’h@,xz))
X1 xXox X3
1/r
+ (/// d(xg,l’g)r dW(I1,$2,$3))
X1 xXXoXx3
I 1/r
— (// d([L’l,fL’g)T dﬂ'lg(l’l,l‘g)) + (// d(l’g,l‘g)r d’ﬂ'gg(l‘g,x:g))
X1xXo Xox X3

= Wi (1, pi2) + Wy (12, p13).

IN

]

Osservazione 1.6. Osserviamo come dalla dimostrazione abbiamo mostrato un’im-
portante proprieta della famiglia di distanze {W,},>1, ovvero che sono ordinate,

nel senso che:
r1 > ry implica W, >W,,.

In generale una stima nell’altro senso non si puo ottenere, a meno che d sia limitata.
Infatti, supponiamo r; > ry, allora per limitatezza:

diam(X) := sup d(z,y) < +oo,
z,yeX

e quindi, per ogni u,v € P(X):

We, ()™ = inf // d(z,y)™ dr(x,y)
XxX

mell(p,v)
= inf // d(z,y)?d(z,y)" " dr(x,y)
WGH(M,V) XxX
< diam(X)™™" inf // d(z,y)™? dr(x,y)
WEH([L,I/) XxX

= diam(X)" "W, (u, v)"™
Da cui otteniamo la stima:
Wi, (p,v) < diam(X)l_%WrQ(/,L, V)%,

questo ci dice che se d ¢ limitata allora tutte le distanze {W, },>1 sono equivalenti,
cioé generano la stessa topologia su P(X). Vedremo in una successiva sessione che
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essa coincide con la traccia della topologia debole™ che ¢ possibile considerare su
P(X) visto come sottoinsieme di M(X).

Proposizione 1.9. Sia (X,d) uno spazio Polacco, allora per ogni r > 1,x¢ €
X, p € P(X,d) siha:

WT(/'L’ 5$0)T = / d(.ﬁU, x())T d:u(x)v
X
e quindi la mappa:
i (X,d) = (P(X,d), W) x>0,

che assegna ad ogni punto la misura di Dirac concentrata wn quel punto & una
immersione isometrica.

Dimostrazione. La prima osservazione segue dal fatto che ¢’é un’unica misura 7
sullo spazio prodotto con marginali p e d,,, ossia: ™ = p ® d,,, dunque:

Wiin8) = [ [ dlaw) dSiy ) dnto) = [ dGe.a0) dut)
xJx X
Con la scelta particolare di p = d,, la formula sopra diviene:
Wi(02g, 00y) = / d(zo, )" doy, () = d(xg, x1)",
X

da cui: x — ¢, é un’isometria. O

Proposizione 1.10 (r-Convessita). Sia (X, d) uno spazio Polacco, r > 1 € (ay)nen C
0, +00) una successione tale che > 7 a, = 1. Allora data (pn)nen C Pr(X,d) e
p € Pr(X,d) si ha:

W, <M7Zan,un>r < ZanWr(m,un)r. (1.14)

n=1 n=1

Dimostrazione. Per ogni n, sia 7, la misura di probabilita in II(u, ) che realizza
il minimo per la definizione di W, (u, p1,,). Consideriamo allora la misura 7 definita

da:
oo
= E T,
n=1

allora ¢ ovvio che 7 ha come marginali le misure e Y~ | a,u, e dunque:

(Y m) < [ ey it
:gan//xxxd(:c,y)rdﬂn(%y)

= Z anWr (it pin)"
n=1
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Ove l'ultima uguaglianza segue dalla definizione di 7,. m

1.3 Proprieta topologiche della Distanza di Wasserstein

In questa sezione studiamo le proprieta topologiche della distanza di Wasserstein,
in particolare il suo legame con la convergenza debole delle misure.

Teorema 1.11. Sia (X,d) uno spazio Polacco, dotato della sua o-algebra dei Bo-
reliant M. Siano poi v > 1, (ftn)nen € Pr(X,d),n € P(X). Allora, le sequenti
affermazioni sono equivalents:

1. WT(M”?M) — O;
n—00

2. W, — p (debolmente), e (fin)nen soddisfa la sequente condizione di serra-
n—oo
tezza per qualche (e quindi ogni) xy € X :
lim lim sup/ d(zo, )" dpn(x) = 0; (1.15)
R—o0 n—oo d(ﬁo, )ER
3. pn, — p (debolmente), e vale la sequente condizione di convergenza dei
n—o0
momenti per qualche (e quindi ogni) xy € X :

/X d(zo, 2)" dun(z) —— | d(zo, )" dpa(x). (1.16)

n—oo X

4. Per ogni funzione ¢ € C(X) che soddisfa la condizione di crescita sublineare:
lo(z)| < C(1 4 d(zo,z)"), per qualche o € X,C > 0, vale:

/X¢dunm/x¢du (1.17)

Dimostrazione. Supponiamo siano soddisfatte le ipotesi del teorema. Proviamo
inanzitutto 2, 3 e 4 sono equivalenti. Ovviamente 4 implica 3 poiché 4 implica
banalmente la convergenza debole di p, a u e la funzione z — d(xg, )" é continua
per xo € X fissato e soddisfa banalmente la proprieta di crescita sublineare, quindi é
anche verificata la proprieta di convergenza dei momenti. Mostriamo che 2 implica
4, sia o € X che soddisfa la condizione in 2 e supponiamo pu,, converga debolmente
a j. Sia ¢ una arbitraria funzione continua su X che soddisfa la condizione di
crescita richiesta in 4, per ogni R > 1 scriviamo:

¢ =¢r+vYr ove o¢gr(z):=min{o(z),C(1+R")} e Yr=0¢— g

Si noti che 1r & puntualmente limitata da Cd(xg, %) ld(z,)>r- Infatti se z € X &
tale che d(z,z9) < R allora ¢g(z) = ¢(x) per I'ipotesi di crescita, e quindi ¢ (z) = 0
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e la disuguaglianza ¢ banale. Se invece d(x,zo) > R allora ¢g(z) = C(1+ R") e
dunque

Yr(r) =¢(x) —C(1+ R") <C(1+d(zg,z)") —C — CR" < Cd(xg,z)".

Allora:

/Xqﬁdun—/wu‘

/ ¢r d( ’—1—0/ d(zo, 2)" dpin ()
d(zo,z)>R
/ a2 dutr)

\w [ oy g+ wie)
d(zo,z)>R

Dunque,
lim sup / o dpy, —/ (ﬁd,u‘ < lim / Ord(p, — ,u)‘ - limsupC/ d(zo, )" d(pn, + p) ()
n—oo [JX X n—ool ) x n—00 d(z0,2)>R
= limsup C d(zo, )" d(pn + p) ().
n—00 d(zo,z)>R

Mandando poi R — oo I'ultimo termine ottenuto va a 0 per la proprieta 2, questo
termina la dimostrazione del fatto che 2 implichi 4. Proviamo ora che 3 implica
2, nel corso della dimostrazione usiamo la notazione a A b := min{a,b}. Per la
convergenza debole, siccome fissato xg € X la finzione z — d(zg,x) é continua,
abbiamo che per ogni R > 0 vale:

/X[d(a:o, 2) A R]" dpn(z) —— [ [d(zo,2) A R]" du(z),

n—oo X

d’altra parte, per il teorema di convergenza monotona:

lim [ [d(zo,z) A R] du(z) = /Xd(xo,x)” du(z),

R—o0 X

infine per 3. vale:

/Xd(xg, ) dpp () —— [ d(zo,z)" dp(x).

n—oo X
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Quindi possiamo concludere che:

lim lim [ [d(zg,2)" — (d(zo, ) A R)"] dun(2)

R—00 n—o0 X

= lim lim [ d(z,z)" du,(z)

R—00 n—o0 X

— lim lim [ [d(zo,z) A R]" dus(z)

R—00 n—00 X

= lim [ d(zg,z)" dp,(x) — ngrolo /X [d(o, z) A R}T du(x)

n—oo X

= /X d(xo, )" du(x) —/ d(zg, z)" dp(z) = 0.

X

Osservando ora che quando d(zg,z) > 2R si ha:
d(zg,z)" — R" > (1 —27")d(xg, x)",

segue dall’'uguaglianza sopra che:

lim lim sup/ d(zo, z)" dp,(x) = 0,
d(zo,z)>2R

R—oc0  po0o

che ¢é esattamente la 2 come si voleva. Questo termina la dimostrazione che 2, 3 e 4
sono equivalenti. Rimane dunque da mostrare che 1 é equivalente ad una qualsiasi
tra le affermazioni 2, 3 o 4. Mostriamo che 1 é equivalente a 3. A tale scopo
notiamo che se u,, converge debolmente a p per semicontinuitad inferiore vale:

/X d(zo, 2)" dyu(x) < lim inf /X d(zo, 2)" djin (),

n—0o0

quindi la proprieta di convergenza dei momenti enunciata in 3 é equivalente a
mostrare che:

limsup/Xd(:Uo,x)Td,un(x)g/d(mo,x)rdu(ac). (1.18)

n—00 X

Mostriamo inanzitutto che la convergenza rispetto a W, implica la ([1.18]). Per il
seguente fatto: per ogni € > 0 esiste una costante C. > 0 tale che per ogni coppia
di numeri reali non negativi a, b si ha:

(a+b)"<(1+¢e)a"+C.b".

Combinando questa disuguaglianza con la disuguaglianza triangolare otteniamo che
per ogni scelta di xg,z,y € X si ha:

d<x07 Q:)T S (1 + E)d(.]j‘o, y>T + Ced(ﬂf, ‘r)r'
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Sia ora (n)neny € Pr(X,d) tale che: W,.(p,, 1) — 0. Per ogni n € N definiamo
n—oo

T, come la misura che realizza 1’ottimo per W,.(u,, 1t). Intengrando allora I'ultima
disuguaglianza rispetto a m, e usando la proprieta sulle marginali otteniamo:

/X Ao, 2)" dpn(x) < (1 +¢) /X A(z0,y)" duly) + C. /X A(z, )" dm(z,y)

—(1te) /X d(0,y)" du(y) + Wr(jims )"

da cui passando al limite n — oo otteniamo, usando l'ipotesi 1,

limsup/ d(xg, )" dpn(x) < (1 —i—é?)/ d(zo,y)" du(y)
da cui mandando € — 0 otteniamo esattamente la come voluto. A questo
punto per dimostrare il teorema rimane da verificare che la convergenza in distanza
di Wasserstein implica la convergenza debole (questo concludera la dimostrazione
del fatto che 1 implica 3) e che 3 implica 1. Osserviamo che per farlo possiamo
assumere che d sia limitata, se non lo fosse infatti potremmo costruire una metrica
limitata (da 1) d da d _ponendo: d := min{d, 1} e costruire da d la distanza di
Wassertein associata: W,, la quale certamente verifichera: W, > W,. Quindi la
convergenza in metrica ¥, implicherebbe quella in metrica W, e per controllare che
la convergenza in metrica ¥V, implichi quella debole, sarebbe sufficiente farlo per
W,.. Viceversa supponiamo che sia soddisfatta I’affermazione 3 e che j, converga
rispetto a W,, mostriamo che effettivamente allora pu, converge anche rispetto a
W,.. Usiamo la disuguaglianza:

d(l’, y) S d(ZE, y) AR + 2d(l’, xO)ld(x,xo)zR/2 + 2d(y7 IO)ld(y,xo)ZR/%
in particolare la sua generalizzazione:
d(z,y)" < C; ( [d(@,y) A R]" +2d(x, 20)" Laa,z)> /2 + 2d(y, xo)’"ld(y,wo)sz),

valide per ogni z,y € X, R > 0 e dove C, > 0 ¢ una costante dipendente solo da
r > 1. Definiamo, per ogni n € N, 7,, come la misura per cui si ottiene ’ottimo in
W (pin, pt). Allora dalla disuguaglianza precedente, se R > 1 abbiamo:

(s o // d(z,y)" dmp(x,y) <C// :L‘y/\R} dm,(x,y)
XxX XxX

+C, // d(z, o))" dmy(z,y) + C, // d(y, xo)" dmp(z,y)
d(z,x0)>R/2 d(y,z0)>R/2

= R'W,(ttn, )" + C, / d(x, z0)" dpn(x)
d(z,z0)>R/2

+ Cr/ d(y, z0)" dp(y).
d(y,r0)>F/2
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Da cui concludiamo che vale 1, mandando n — oo, poi R — oo e usando la proprieta
2, che ¢ vera siccome abbiamo supposto valesse 3. Possiamo quindi assumere che d
sia limitata, questo implica che tutte le distanze {W, },>1 sono equivalenti. Quindi
é sufficiente mostrare che 1 implica la convergenza debole e che 3 implica 1 solo per
il caso r = 1. Allora usando il teorema di Kantorovich-Rubenstein la affermazione
1, é equivalente a:

sup / ed(p, —p) — 0. (1.19)
PeL (Jjun—pl) / X oo
llellLip<1

Supponiamo allora che W (yy,, 1) — 0, mostriamo che p,, —— p (debolmente).
n—oo n—oo

Dobbiamo cioé mostrare che per ogni ¢ € Cy(X) vale:

/gpdun—>/g0du. (1.20)
X n—oo b'e

Dalla sappiamo che la é vera se la funzione ¢ considerata é 1-Lipschitziana.
Rimpiazzando ¢ con ¢/||¢||Li, otteniamo che cio ¢ vero anche solo se ¢ ¢ Lipschi-
tziana. Concludiamo la dimostrazione ricordando che in uno spazio metrico, ogni
funzione continua e limitata, pud essere approssimata da sotto e sopra da fun-
zioni Lipschitziane. Piu precisamente esistono due successioni di funzioni Lipsch-
tziane (ax)gen, (bk)ren, uniformemente limitate, e tali che a; sia crescente, by sia
decrescente e per ogni x € X vale:

lim ax(z) = lim by (z) = p(x).
k—o0 k—o0

Ma allora:

lim sup/ @ dp, <liminflim sup/ by dpt,, = lim inf/ b dp = / wdu,
n—oo JX k—oo  poco Jx k—oo  [Jx X

ove 'ultima equazione segue dal teorema di convergenza dominata. Similmente:

liminf/ odpt, > limsupliminf/ ay dft, zlimsup/ aj du:/ wdpu.
X X X X

n—00 k—00 n—00 k—o0

Questo dimostra che la (1.20]) vale per tutte le funzioni ¢ € Cp(X) e quindi pu,, ——
n—oo

p (debolmente), come voluto. Viceversa supponiamo che p,, — p (debolmente),
n—oo

proviamo la ([L.19). Per farlo, fissiamo zy € X e sia Lip, , (X) lo spazio di tutte
le funzioni Lipschitziane ¢ su X, con costante di Lipschitz al piu 1, e tali che
©(xg) = 0. Allora ¢ sufficiente mostrare che:

sup /X ed(pn, — p) — 0. (1.21)

@eLipl,zo (X) nreo

Ora la (1.21)) implica la (1.19) poiché ad ogni elemento ¢ € Lip(X) con ||¢|Lip
1, possiamo associare un elemento ¢ € Lip,, che verifica: fXgod(,un — 1)
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Jx ¥ d(pn — p) ponendo: ¥ = ¢ — p(x0). Ora consideriamo la famiglia di misure
{pn | n € N}U{p}. Essa é ovviamente compatta debolmente. Quindi dal teorema di
Prohorov essa ¢ uniformemente serrata e pertanto esiste una successione di insiemi
compatti (K,,)m>1 tale che per ogni m > 1, si ha:

, 1
e pu(Kp) < —.
neN m m
Senza perdere di generalitd assumiamo che zy € K;. Allora, per ogni m > 1,
I'insieme:

¢ un sottoinsieme di Lip, , (K,). In particolare C,, ¢ equilimitato perché d é
limitata ed é equicontinuo siccome é formato da funzioni lipschitziane tutte con
costante di Lipschitz al pia 1. Dal teorema di ascoli Arzela segue quindi che C,,
¢ un sottoinsieme relativamente compatto di Cy(K,,) (dotato della norma della
convergenza uniforme). Osserviamo che perd C,, é anche chiuso, e quindi compatto.
Infatti se (¢,)nen € una successione in C, che converge a ¢ € Cy(K,,) allora per
convergenza uniforme:
o(xp) = lim ¢(z) = lim lim ¢,(z) = lim lim ¢,(z) =0

T—T0 T—To N—00 n—o0 T—TQ

e similmente dati x,y € K,, si ha:
o) — o(y)] = lim pu(x) — eu(y)] < d(z.y),

da cui anche ¢ & Lipschitziana con ||¢|lLp < 1, e dunque ¢ € C,,. Quindi da ogni
succhessione in ), é possibile estrarre una sottosuccessione che converge unifor-
memente su K,,. Con un argomento diagonale otteniamo che da ogni successione
(¢n)nen C Lip, ,,(X) possiamo estrarre una sottosuccessione che converge unifor-
memente su ogni K, a qualche funzione misurabile ¢., definita su S = {J,,5; Km,
che sara limitata e Lipschitziana, perché la successione (@, )nen € uniformemente
limitata e uniformemente Lipschitziana.
Applichiamo questo risultato ad una successione (¢, )nen che soddisfa:

1
sup /s&d(un—u)ﬁ/%d(un—uH—.
X X n

WELipLzO

Esiste dunque una sottosuccessione (¢, Jren, che converge uniformemente su ogni
K., ad una funzione 1-Lipschitziana ¢, su S =J,,~; K. Ora usando il teorema
di estensione per le funzioni Lipschitziane otteniamo che y., si puo estendere ad
un elemento di Lip, ,,(X), in particolare quindi ¢ & continua e limitata (perche
d lo é). Per concludere la dimostrazione ¢ sufficiente mostrare che:

/Xson d(ptn — p) —— 0.

n—oo
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Per farlo scriviamo:

/Xsond(un —u)' <

+

/ (¥n — Poo) d(ptn — u)' +1 [ (pr = Poo) dptn — )|

m Kp,

/X Poo d(ftn — u)‘.

Ed ora é necessario osservare che, per m fissato il primo termine a destra va a 0 per
n — oo, per convergneza uniforme. Poi siccome sia ¢ che ¢, sono uniformemente
limitate, il secondo termine ¢ stimato da C(, (K%,) + p(K¢,)) < 2C/m, quindi va a
zero per m — oo, uniformemente in n. L’ultimo termine converge a zero per n — oo
per convergenza debole di p, a p. Quindi possiamo concludere la dimostrazione
mandando prima n — oo e dopo m — oo. O

Osservazione 1.7. Si noti che se d ¢ limitata allora la condizione di serratezza
presente nell’affermazione 2 del teorema ¢ triviale, quindi W, metricizza la topologia
debole* su P(X), ma poiché si pud sempre sostituire d con una metrica limitata
equivalente otteniamo come corollario del teorema che la topologia debole * su
P(X) ¢ sempre metrizzabile, quando X soddisfa le ipotesi del teorema.

Teorema 1.12. Sia (X,d) uno spazio Polacco e r > 1. Allora: (P.(X,d),W,) ¢
uno spazio Polacco.

Dimostrazione. Cominciamo con la prova della separabilita, a tale scopo siccome
(X,d) é separabile, esiste (x,)nen € X una successione densa. Definiamo per ogni
N € N l'insieme:

N N
Ly := {an(s% (b, €Q,b, =0 e Y by = 1},
n=0

n=0
esso € ovviamente numerabile, quindi posto:
L:=J Ly
NeN

anche L ¢ numerabile. Proviamo che L ¢ denso in (P,(X,d), W,.). Sia u € P.(X,d),
procediamo in due passi:

1. Approssimiamo g con una misura g, della forma:
oo
M1 = Z Gn(smn,
n=1

oo
ove gli a, € R, a, > 0 verificano: Z a, = 1;

n=1

2. Approssimiamo p; con una misura s € L, e concludiamo con la disuguaglian-
za triangolare.
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Per mostrare 1. osserviamo che fissato ¢ > 0, siccome gli z, sono densi, X &
ricoperto dagli insiemi:
By, :== B(zp,¢),

e quindi partizionato dagli insiemi:
B,:=B,\ |J B
k<n-—1

Ma allora ponendo a,, := p(B,) > 0, per ogni n € N, abbiamo che gli a,, hanno
somma unitaria. Definiamo allora:

o0
[y = E a0y, -
n=1

Stimiamo la distanza tra p e uq, a tale scopo osserviamo che per ogni n € N si ha
(dalla proposizine [1.9):

Wi (1,8, )" = /X Az, 2, dpu(z)

= Z/Bnd(x,xn)fdu(x)

n=1

[e'S)
E : r r

< ant = ¢& ,
n=1

conseguentemente usando la convessita di W,
oo

W, 11)” = We(pt, > ands,)

n=1

< i anWr(,U/; 536”)7"
n=1

o0
<& E a, =¢'".
n=1

Da cui W, (1, p1) < €.

Passiamo alla prova di 2, per prima cosa notiamo che p; appartiene a P,.(X,d)
siccome ¢ a distanza di Wasserstein finita da u. Segue che allora anche la distanza
tra py e d,, e finita, siccome ovviamente anche d,, sta in P.(X,d), ossia:

o
W (p1,04,)" = Zand(xn, x1)" < 4o00.
n=1
In particolare dunque, considerando ¢ > 0 fissato in precedenza, esiste N € N tale
che:

o0
Z and(z,, z1)" < €.
n=N+1
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Ora, per ogni 2 < n < N, scegliamo dei numeri b, € Q non negativi tali che:

Oﬁan—bng G,

definiamo poi b; come:

N 00
by :=aq + Z(an —b,) + Z ay,,
n=2

n=N-+1

notiamo che b; € Q, siccome i b, sono razionali e gli a, hanno somma 1. In
particolare la definizione di b; implica che anche i b,, hanno somma 1. Definiamo:

N
M2 = Z bn(;zn
n=1

e stimiamo W,.(u1, pe). Per farlo consideriamo uno spazio di probabilita (€2, F,P)
e su di esso costruiamo due variabili aleatorie Y e Z, a valori in (X, d) e tali che
Y ~ 1 e Z ~ py. A tale scopo siano (A,)neny € F eventi disgiunti tali che
P(A,) = a, per ogni n € N. Allora

Y = anlAn ~ L]
n=1

Allo stesso modo consideriamo B, C A, per n = 1,..., N tali che P(B,) = b, e
definiamo

n=1

N
Z = Zfﬂnan Fod <U5:1 Bn>c,
allora Z ~ py. Segue
W, p2)” < EF[A(Y, Z)7]

N oo
= (a0 = bp)d(n, 1)+ D and(@n, 21)
n=1 n=N-+1
N er o0
S Z N and<xn7 x1>T + Z and('xn?xl)r
n=1 Zajd(%,%)r n=N+1

Da cui:
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Quindi dalla disuguaglianza triangolare:
WT(,LL),LLZ) S Wr(/ub,/,bl) —+ WT'(ILLIMLQ) <e+ 21/7‘6 — (1 + 21/7")5‘

QQuesto termina la dimostrazione della separabilita.
Passiamo alla prova della completezza, sia (i, )neny una successione di Chauchy
in (P.(X,d), W,). Per provare che converge procediamo, come sopra, in due passi:

1. Proviamo inanzitutto che (u,)nen € uniformemente serrata.
2. Deduciamo dal passo 1 che pu, converge, rispetto a W,.

Per dimostrare 1, osserviamo che (p, )nen € di Cauchy rispetto a W, siccome Wy <
W,. Fissato e > 0, esiste allora N € N, tale che per ognin > N si ha: W, (i, un) <
g2, cosi che, per ogni n € N, esiste j < N tale che:

Wi (pn, 1) < €2 (1.22)

Ora la famiglia finita (11;) j<n € uniformemente serrata, infatti per ogni j < NN esiste
un compatto K, tale che:

pi(K5) <& o equivalentemente ju;(K;) > 1 —¢.

Definendo allora K = Ujvzl K;, abbiamo che K ¢ chiuso (unione finita di chiusi)
quindi completo (sottoinsieme chiuso di un completo) e totalmente limitato (perché
tali sono i K;), quindi dal teorema di Heine-Borel K é compatto e verifica:

pi(K) = pi(Kj) >1—¢ Vj<N.

Per la totale limitatezza, esistono inoltre 1, ..., z, € K, taliche: U := |J]_, B(xy, )
verifica:
pi(U)>1—¢ Vj<N. (1.23)
Sia poi ¢: X — [0, +00) la funzione definita da:
d(z,U)\+
() = (1— (E )) .

Notiamo allora che ¢ ¢ %—Lipschitziana, infatti, distiguendo i casi:
1. Se x,y € U, allora |¢p(x) — ¢(y)| = 0, e la Lipschitzianita ¢ ovvia.
2. Sex € Uyy ¢ U allora:

oto) - )] = |1 - (1- =)’
1< éd(ﬂf,y) se d(y,U) > ¢,
- d(y; V) < éd(x,y) se d(y,U) < e.

Un ragionamento analogo funziona per il caso: z ¢ U,y € U.
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3. se x,y ¢ U allora dobbiamo distinguere tre sottocasi:
(a) se vale: d(z,U),d(y,U) > e, allora |¢p(x) — ¢(y)| = 0 e la Lipschitzianita
é ovvia,
(b) se vale: d(z,U),d(y,U) < ¢, allora:
(0) — oly)| = (AL D L G
ove la seconda disuguaglianza segue dal fatto che d(y,U) < d(z,y) +
d(z,U);
(¢) se invece vale che: d(z,U) < ¢e,d(y,U) > ¢ allora:

6(z) — o(y)] = '1 _ d@vU)‘

€

d(z,y)

< é(d(y, U) - d(@,0)) <

ove 'ultima stima é ottenuta ragionando come sopra, il caso: d(z,U) >
e,d(y,U) < ¢ si ottiene in modo analogo.

Dati allora j,n € N come in (1.22) e -, se m € I(u;, p1y), allora:

[ ot@rdns@ ~ [ owdmm = [[ o) - o) inte.p
< //Mdu ) dr(a.y).

[ ot dus@) = [ o) dualo) < W 5)
D’altra parte si ha anche: 15 < ¢ < 1y-, ove:
U ={zeX|dzU)<e}

da cui:

dunque:

[ @@ =) e [ o) dun) < )
Conseguentemente: .
pn(U) 2 145(U) = Wiy, pin) (1.24)

Notiamo ora che: U¢ C (Jj_, B(zy, 2¢), quindi usando (1.22)) (L.23) e (1.24)) otte-
niamo:

un(X\ CJ B(xk,%)) < pn(X\U7)

=1
1
=1—p,(U%) <1—p;(U)+ gwl(ﬂjaun)

<1l—14¢e+¢e=2e.
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Da questo deduciamo che sostituendo ¢ con 2™ !, dove m ¢ un qualsiasi intero
positivo, esistono ¢(m) punti z7", ... Ty € X tali che:

q(m)
it <X\ kul B(xg,sz—M)) <eom

per ogni n € N. In particolare I'insieme:

+o0 gq(m)

ﬂ U (), e27™)

m=1 k=1

verifica

(X \ S) < Z“n(X\ U xk,52*"1)> < +§€2m:8

per ogni n € N. E sufficiente infine osservare che, per ogni n > 0, scelto m € N
tale che €27 < n, l'insieme S ¢ ricoperto dalle g(m) palle B(z}',e27™) le quali
hanno raggio minore di 7, ossia S ¢ totalmente limitato, segue che la sua chiusura
S é compatta in X. Ma allora S verifica:

pn(X\S) < pun(X\S)<e ¥YneN.

Quindi (f,)nen € uniformemente serrata come si voleva.

Ci concentriamo ora sul passo 2, mostriamo come la uniforme serratezza della
successione (f,)nen ne implichi la convergenza. Dal teorema di Prohorov sappiamo
che esiste una sottosuccessione: (i, )ren che converge debolmente ad una misura
di probabilita p su X. Mostriamo che:

We (s ptn, ) — 0, (1.25)
k—o00
da cui seguira la convergenza dell’intera successione, infatti se tale convergenza é
vera, per ogni € > 0 esistono n, k € N sufficientemente grandi tali che:

We (s pon) < Wa(pty ttny) + W (finy, s pin) < € + € = 2¢,

e si conclude per l'arbitrarieta di € > 0. Per provare la , dati kK, k' € N
sia 7,5, che realizza il minimo per W (fn,, ,unk,). Ora la successione (fi,, )ren €
uniformemente stirata, dunque lo ¢ anche (7, )ren, per &' € N fissato. Applican-
do di nuovo il teorema di Prohorov segue che esiste una ulteriore sottosuccessione
<7Tnkhnk/)heN di (7,m,, )ren convergente debolmente ad una misura di probabilita
T, Su X x X. Ma allora per semicontinuita inferiore della convergenza debole:

// d(z,y)" dn,,, (z,y) < liminf // d(z,y) "dmy,, ny (T, )
XxY h—=oo Jxxx (1.26)

= lim inf Wi (K, + Hny )"
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Ora perd é noto che Ty, ny @& Marginali fin, e fin,,, quindi il limite per h — oo,
cioé 7, , ha marginali p e py,, , rispettivamente. Dunque:

Wi (st finy,) < / /X Ay dr, (2.9) (1.27)

per ogni k&’ € N. D’altra parte la successione (i, )ren come gid osservato ¢ anch’essa
di Cauchy per W,, quindi per ogni € > 0 fissato e h, k¥’ € N sufficientemente grandi
si ha:

Wi (finy, » by, ) < €. (1.28)
Segue allora da ((1.26)) (1.27) e ((1.28) che:

We(ths fin,, ) < €

per k' € N sufficientemente grande. Da cui per arbitrarieta di € > 0 segue la (1.25)
come voluto, e si conclude. O

1.4 1l caso discreto

Spesso nelle applicazioni le misure di probabilita considerate sono discrete finite,
ossia combinazioni convesse finite di misure di Dirac. In questa sezione vediamo
cosa accade al problema di minimo che definisce VW, quando entrambe le misure
sono della forma appena menzionata.

Teorema 1.13. Sia (X,d) uno spazio Polacco, v > 1 e p = Y 0 | 1,0y, V =

> iy v0y, due misure di probabilita discrete su X. Allora la distanza W (p,v)"

equaglia il valore ottimo del sequente Programma Lineare:
MIN (in 7) Z ijdgj
i=1 j=1

soggetto a ij =u, VYi=1,....n
j=1

Z’ﬂ'ij:l/j ijl,,m
i=1
mi; > 0 Vi, j
Ove d;; := d(z;,y;) € una matrice n x m che ha come entrate le distanze tra i punti

del supporto di jv e v e la matrice n x m (m;;);; corrisponde invece alla misura di
probabilita bivariata sullo spazio prodotto X x X, definita da:

T = Z Z 7Tij5(:1:¢,yj)-

i=1 j=1
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Dimostrazione. E sufficiente osservare che ogni coupling di ¢ e v ha necessariamente
supporto contenuto in:

S :=suppp x suppr = {(z;,y;) e X x X [i=1,...,n,j=1,...,m}.
Infatti se 7 € I(u,v) e A € B(X) ¢ tale che ANS =0, allora:
m(A) < 7(p'(A) x X) +7(X x p*(4)) = u(p'(A)) + v(p*(4) = 0,

ove abbiamo indicato con p', p? le proiezioni sulla prima e sulla seconda coordinata
rispettivamente. Quindi anche tutti i coupling di x e v hanno supporto finito e
sono quindi rappresentati da una matrice n x m, che indichiamo con (7;;);;. Da
questo deduciamo che la quantita da minimazzare per la definizione di W, é:

//xXxd< )" dr(z,y) ZZ% w

=1 j=1

ove d;; = d(z;,y;) per ogni ¢ = 1,...,n,j = 1,...,m. Infine per dimostrare
I'equivalenza dei vincoli é sufficiente osservare che siccome i coupling di pu e v
sono discreti basta richiedere la condizione sulle marginali solo sui singoletti, quella
generale seguira per additivita, ossia ¢ sufficiente chiedere:

ey x X)=p({e)) = Yi=1,....n

ma ora perogni¢=1,...,n:

7({z;} x X) Zﬂ'w

otteniamo quindi esattamente i primi m vincoli del programma lineare. Un ragio-
namento analogo per v porta all’ottenimento dei seguenti n vincoli. Per fare in
modo che le soluzioni ammissibili dei vicoli ottenuti siano effettivamente la densi-
ta discreta di una misura di probabilita é sufficiente aggiungiere la condizione che
mi; > 0 per ogni 4, 7. Il fatto che i m;; sommino a 1 ¢ conseguenza dei vincoli di
equazioni, infatti:

i=1 j=1

Osservazione 1.8. Sinoti che la matrice dei vincoli nel Programma Lineare presente
nell’enunciato del teorema ha sempre la stessa forma, in particolare i vincoli di
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equazioni possono essere scritti in notazione vettoriale come:

T
1 0 1 0 1 0]
.. .. .. Tnl M.l
0 10 1 0 1| | ™2
1 ... 10 ...0 0 ... 0 5:‘;"
0 ... 01 ... 1 0 ... 0| | mne !
0 00 0 1 1 Ym
ﬂ_nm
Pit compattamente introducendo il vettore: I,, := (1,1,...,1), la matrice indicata
It
n volite
sopra si puo scrivere:
I,®1,
1,,1,|’

ove 1, indica la matrice identica di ordine n e ® indica in prodotto di Kronecker
tra matrici, cioé ad esempio I,, ® 1, ¢ una matrice formata da una riga lunga
m di matrici identiche di ordine n. Questo permette una facile implementazione
numerica, quando si considerano misure discrete su R” e si conoscono le loro densita
discrete. Nell’appendice B é fornita una implementazione MATLAB, che risolve il
programma lineare associato a W,.
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Capitolo 2

La Distanza di Wasserstein Adattata

In questo capitolo cerchiamo di generalizzare la distanza di Wasserstein al caso
non di singole variabili aleatorie (o meglio, delle loro leggi) ma al caso di proces-
st stocastict a tempo discreto. In particolare vogliamo costruire una distanza che
tenga conto dell’informazione contenuta nel processo ad ogni istante. Vedremo che
la ovvia generalizzazione della distanza di Wasserstein non ¢ in grado di "capta-
re" questa informazione, e questo é dovuto al fatto che essa "vede" solamente le
probabilita "finali" delle traiettorie del processo, ma non considera le probabilita
condizionate.

2.1 Introduzione

Consideriamo un processo stocastico & = (&);=1,... 1, con:
& (X, M,p) — (B,d), t=1,...,T.

Ove T € N,T > 1, (E,d) & uno spazio polacco che pensiamo dotato della sua o-
algebra dei Boreliani: Z(FE). Le v.a. (&);=1,.. 7 possono essere pensate come una
singola v.a.:

.....

(X, M, ) — ET
T (fl(l‘),é}(l’), s 7§T(ZE)),

che mappa ogni z nella traiettoria corrispondente nello spazio prodotto (ET, B(ET)),
ove B(ET) = ®;le PB(F), siccome E ¢ polacco e quindi separabile. Allora & possi-

bile considerare la legge del processo: L(£) = uo&~1, che ¢ una misura di probabilita

su (BT, (ET)). Ora poiché E ¢ dotato di una distanza d, ci sono vari modi di

costruire una metrica sullo spazio prodotto, ad esempio:

e Distanza (*: definita ponendo Vz,y € E7:

T

dgr(z,y) = Z d(ze, y1);

t=1
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e Distanza (*: data in modo analogo tramite, Vo,y € E7:

T 12
dpr(z,y) = (Z d(ﬂft,yt)2> ;

e Distanza (*: definita ponendo Vx,y € ET:

dgr(z,y) = max d(z,y).

t=1,...T

Per ognuna delle precedenti scelte possiamo allora costruire la distanza di Was-
serstein tra misure di probabilita su (E7, 2(ET)), in particolare dati due processi
€ = (&)i=1,..7 € n = ()i=1,.. v entrambi a valori in (£,d) possiamo calcolare la
distanza tra i due processi come:

Wi (L(E), £(n))-

L’esempio seguente chiarisce perché questa definizione di distanza tra processi non
é soddisfaciente dal punto di vista dell’informazione contenuta negli stessi.

Esempio 2.1. Consideriamo i due processi stocastici (§} )i=01.2 € (&)i=0.1.2 rappre-
sentati dai primi due alberi nella figura [2.1 nella pagina seguentel La distanza di
Wasserstein fra le leggi dei due processi, puo essere agevolmente calcolata risolven-
do il programma lineare associato, come visto nella sezione. Usando la distanza ¢!
su R3, con pesi tutti uguali a 1, risulta:

WL(L(E), L) == —= 0,

quindi per la definizione classica di distanza di Wasserstein, &' e €2 sono arbi-
trartamente "vicini”, ossia simili, questo & dovuto al fatto che le traiettorie dei
due processi sono molto simili e hanno la stessa probabilita totale. Tuttavia i due
processi sono estremamente diversi dal punto di vista dell’informazione che racchiu-
dono, infatti se osserviamo che £ = 2 — ¢ o che £ = 2 + ¢ possiamo gia concludere
se &3 sara uguale a 2 0 a 1, questa informazione non ¢ disponibile con &', quando
osserviamo & = 2 non sappiamo con certezza che valore assumera &. Matema-
ticamente questo corrisponde al fatto che se consideriamo le filtrazioni degli spazi
di probabilita sottostanti ai due processi queste differiscono in ¢ = 1, vale infatti:
M C N, come si vede dalla fig. 2.1 nella pagina successival Il motivo per cui la
distanza definita sopra non "vede” questa differenza € perché essa considera solo
le probabilita totali delle traiettorie, ma ignora le probabilita condizionali, che in
t = 1 sono molto diverse per & e £2.

Questo ci dice che se vogliamo costruire una metrica in informazione tra pro-
cessi stocastici dobbiamo introdurre delle condizioni sulle probabilita condizionali,
rispetto alle o-algebre che vanno a comporre le filtrazioni da essi generati. Nella
prossima sezione spieghiamo come fare.
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¢! €

1]

& B
1/2
1/2

L

/{wl} {wr} ————— {wn}
{wi,wo} ———— {w1, w2} {wi, wa}
{w2} {Wz} - {wz}

Figura 2.1: Alberi dei processi £',£2 e €3 e spazi di probabilitd sottostanti a &' e £€2. Come
si vede al tempo t = 1 la o-algebra relativa a &', M; = o({wi,w2}), & ancora la sigma algebra
banale, mentre nel caso di £2, la o-algebra al tempo t = 1 & N7 = o({w1}, {w2}), cioé & gia uguale
alla sigma algebra al tempo t = 2. Infatti in & tutta 'informazione é gia disponibile al tempo
t=1.
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2.2 La Distanza di Wasserstein adattata

Nel seguito T indichera I'insieme dei tempi, ossia: T := {0,1,...,T}, ed assumere-
mo che negli spazi filtrati la o-algebra al tempo ¢ = 0 coincida con quella banale,
e che quella al tempo T coincida con quella data. Per tener conto delle filtrazio-
ni presenti negli spazi di probabilita che si vanno a considerare, quando si vuole
calcolare la distanza tra due misure p e v, raffiniamo I'insieme dei coupling su cui
andremo a prendere 1’estremo inferiore. In particolare introduciamo il concetto di
causalita e bicausalita.

Definizione 2.1. Siano (X, M, (M,)er, 1) € (Y, N, (Ny)ieT, V) due spazi di pro-
babilita filtrati, diciamo che un coupling 7 € II(u, V) é causale da p a v se vale la
seguente condizione:

T(AXY [ M@ N) = (A | M) YVAe M, teT. (2.1)
Se poi vale anche la sua simmetrica:
(X XB|M@N,)=v(B|N,) VBeN,teT, (2.2)

allora diremmo che il coupling 7 ¢ bicausale. Indichiamo gli insiemi dei coupling
causali e bicausali tra p e v rispettivamente con ¢ (u, v) e [gc(p, v).

Osservazione 2.1. Ricordiamo che le probabilita condizionali, rispetto ad una o-
algebra, sono definite tramite il valore atteso condizionato:

VAe My p(A| M) :=E[14 | My,

ed sono pertanto esse stesse v.a. : u(A | My): X — [0,1]. La loro proprieta
caratterizzante é:

B [u(A | My)1p] =B*[1415] = n(ANB) VB e M,.
Dunque la condizione in ([2.1)) significa che per ogni A € My deve valere:
T(AXY | M@ Ny)(z,y) = p(A | My)(z)  per m-q.o. (2,y).

Analogamente per la seconda condizione. Si noti in particolare che il membro
di destra dell’equazione precedente ¢ indipendente da vy, talvolta é utile esplicitare
questa indipendenza usando le proiezioni p': X XY — X, (x,y) — rep?: X xY —
Y, (z,y) — y, cioé scrivendo ad esempio:

TAXY | My @N;) = u(A | M,) o p.

Possiamo osservare anche che per t = 0 sia m(A XY | My @ MNp) = (A XY |
{0, X x Y}) sia u(A | Myp) sono quantita deterministiche, uguali in particolare a
T(AXY) e u(A) rispettivamente. Dunque per ¢ = 0 le condizioni (2.1)) e (2.2)) sono
equivalenti a:
T(AXY)=pu(A) e n#(X xB)=v(B) VAe M,BeN.
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Questo ci dice che: Ipc(p,v) C I(u,v). Osserviamo poi che per t = T abbiamo
invece che (A | Mgp) =EF[14 | Mr] =14 e m(AXY | My @ N7) = 14xy. Ma
siccome 14 o p' = 144y € sempre vero capiamo che le condizioni in e
sono ridondanti per ¢t = T" e possono essere tralasciate.

Lemma 2.1. Siano (X, M, (M), it) € (Y, N, (Ny)eT, V) due spazi di probabilita
filtrati, allora p @ v € Mge(p,v) C Ue(p, v), in particolare dunque Upe(u, v) #+ 0.

Dimostrazione. Basta osservare che per ogni t € T, fissati A € Mr e B € Ny, per
ogni C' € M, e per ogni D € N si ha:

//c D(“(A|Mt)0p1)-(y(B N op?)dp@ v

~ ([t moan) - ([ vz i ana)

— W(ANC)-v(BN D)
=pn@v((AnC) x (BN D))
=p@v((Ax B)n(C x D))

:// p@UAXB| M @N)dp@ .
CxD

ora siccome entrambe le funzioni: (u(A | M;)op!)-(v(B | N})op?) che p@v(Ax B |
M;@N;) sono misurabili rispetto a M;®N; e non negative, siccorme i loro integrali
sono uguali su ogni generatore di M; ® N; otteniamo che sono versioni di se stesse,
ossia:

(WA M)op') - (W(B|N)op?) =p@v(Ax Bl M, @N;) p®v-qec.
con le particolari scelte di A = X oppure B = Y otteniamo che p ® v verifica le
condizioni (2.1) e (2.2)) e quindi sta in e (p, v). O

Proposizione 2.2. Siano (X, M, (M;)er,p) e (Y, N, (Ni)ier,v) due spazi di
probabilita filtrati, allora le sequenti affermazioni sono equivalenti.

1. m e le(p,v).
2. Per ogni funzione A\ € L'(u1) e per ognit € T si ha
E™[Xop' | My @ N;] =EF[X | M,] op', (2.3)
3. Per ogni funzione X € L>(u) e per ogni t € T si ha
ET[Aop' | My @ N;] = E*[X | My] op', (2.4)
Osservazione 2.2. Ovviamente per simmetria avremmo che m € IIgc(p, V) se e solo

se valgono anche proprieta analoghe a 2 e 3 per la misura v, in particolare se vale
anche che, per ogni ¢ € L'(v),t € T (o L>*(v)) si ha

E™[¢Cop® | My @ N;] =E*[( | Mi] 0 p™.
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Dimostrazione. Ovviamente la 2 implica la 1 perché se vale la seconda affermazione
allora essa vale in particolare per le funzioni caratteristiche 14 € L(u) per ogni
A e M. Ma allora

T(AXY [ M @N;) =E [1any | My @N] =E™[140p" | My @ V]
=E"[14 [ M]op' = p(A| M) op',
Dunque 7 € I¢(u, v).
Viceversa supponiamo 7 € Ilg(p, v), allora i calcoli sopra mostrano che la pro-

prieta (2.3)) vale per le funzioni caratteristiche. Ma allora per linearita del valore
atteso condizionato vale anche per le funzioni semplici non negative. Scelta infatti

f:ZailAi ovea; >0e A, € M,

i=1

si ha, per ognit € T

Ew[f Op1 | Mt®M] = ZaiE”[lAi Op1 | Mt®M]

i=1

=D ai(B[La | M o)

=1

_Er [i a1,

=1

M]op' = BH(F | Mo

Presa allora ¢ funzione misurabile non negativa, esiste una successione di funzioni
semplici non negative (f,,)nen tale che

fn(x) — @o(x) crescendo, per ogni z € X

Che ¢ equivalente a dire che puntualmente su X x Y, f, op! —— @ op! crescendo.
n—o0

Ma allora per convergneza monotona per ogni t € T
E™[pop' | My @ N] = ILm E™[fnop" | My @ N
= lim E*[f, | M op' =EF[p | M| op',

n—oo

Infine presa A € L'(u) ¢ sufficiente passare alla parte positiva e negativa, infatti
per ogni t € T si ha
EWP\Opl | Mt ®./\/;5] = ]EW[A-i_ Opl | Mt ®M] +E7r[)\_ Op1 | Mt ®./\/‘t]
=E'AT [ M]opt + BX AT | M ] op' = B\ | My]op',
Quindi 7 soddisfa la condizione (2.3). Questo termina la dimostrazione che 1 ¢é
equivalente a 2. Per mostrare anche I’equivalenza con 3 é sufficiente osservare come

prima cosa che 2 implica 3 in virti del fatto che L= () € L' (1) e poi che 3 implica
1, e quindi 2, siccome le funzioni caratteristiche sono elemnti di L*(p). O]
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Lemma 2.3 (Tower Property). Nella definizione la condizione:
T(AXY [ M @N;) = p(A| My)op' VAE Mgy VtET (2.5)
& equivalente a:
TAXY | M @N;) = pu(A| My)op' VAE My, WVt €{0,1,...., T — 1} (2.6)

Un risultato analogo vale ovviamente per le eventuali condizioni su m rispetto a v
se stiamo considerando 1 coupling bicausali.

Dimostrazione. Ovviamente, poiché M;,; C My, si ha che implica ([2.6)).
Supponiamo poi che valga e dimostriamo che vale (2.5)), per farlo osser-
viamo che per t = T — 1 ¢ diretta applicazione di (2.6), osserviamo anche
preliminarmente che per ogni t € {0,1,...,7 — 1} e per ogni A € M, si ha che:

Er[lA op! | Mt®f\/t] :]Eﬁ[leY | Mt®M] :77'(14 xY | Mt®M)
= u(A | My)op! =F*[14| My] o p'

per linearita deduciamo che cio vale per tutte le ¢ > 0 semplici ¢ misurabili rispetto
a M;,1 e per convergenza monotona otteniamo che cio vale per tutte le funzioni
A > 0 tali che A sia misurabile rispetto a M., ossia:

E™[Aop" | My @ Ny| =E*[X | My] o p'

Ora fissiamo A € My, allora grazie alla tower property del valore atteso condizio-
nato abbiamo:

W(AXY‘Mt@)M)

E™[1axy | M; @ Ni]
”[1A0p | M, ®-Mt]

=K
Eﬂ[Eﬂ- 1Aop |MT 1®NT 1] ‘Mt®./\/;s:|
— B[4 | My 1] op' | My @ NG,

Poiché ora E“[IA | MT_l] >0e E* [1A ] MT_J ¢ misurabile rispetto a Mp_q i
passaggi sopra possono essere ripetuti ottenendo:

T(AxY | M, ®N;) =E IE“ 14 | Mr_y] o p! |Mt®/\@}

[
=FE" E“ [EF[1a | Mp_y]op! | My_y @ Npoo] | M, ®~/\[t:|
— B[ [B*[14 | M) | Mya] 0 p' | My @A

[

=FE" E“ 1A|MT 2} Op |Mt®./\/;5:|
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iterando il procedimento otteniamo:
T(AXY | Mc®N;) = B[ [Ly | Mro] o pt | My ;]
=E"|E*[14 | Myp_s] op" | M, ®-/\/;€i|

= E" [B*[14 | M) op' | Mt®Nt]

Ed ora ]E“[lA \ ./\/lt} op! ~ M; ® M, si ha:

T(AXY | Mi@N;) = B[ [Ly | M] o pt | My ;]
=E'[14 | Mi] op' = pu(A| M;) op
che ¢ esattamente la condizione generale (2.5)), come si voleva. m

Definizione 2.2 (Distanza Adattata). Sia (X, d) uno spazio Polacco e (X, M, (M), 1)
e (X,N,(N)ier,v) due spazi di probabilita filtrati. Si dice allora distanza di
Wasserstem adattata (o distanza annidata) di ordine r > 1 tra p e v la quantita:

AW, (p,v) = (ﬂenﬁf% //ny z,y)" dr(z, y)) ' (2.7)

Osservazione 2.3. La funzione AW, risulta effettivamente una distanza tra misure
di probabilita. La dimostrazione é simile a quella effettuata per W, in quanto essa
fa uso di una versione del adattata al caso dei coupling bicausali.

Teorema 2.4 (Upper e Lower Bounds per la distanza adattata). Sia (X,d) uno
spazio Polacco e (X, M, (My)ier, i) e (X, N, (Ny)ier,v) due spazi di probabilita
filtrati, allora per ogni r > 1:

W, (1, v)" < AW, (p,v)" < BF9V[dT]. (2.8)

Osservazione 2.4. Da questo teorema deduciamo che ogni distanza adattata puo
essere interpretata come la somma di due termini, uno interpretabile come la diffe-
renza tra le misure di probabilita, W,.(i,v) e la rimanente quantita AW, (u,v) —
W, (i, v) interpretabile come la differenza tra le filtrazioni dei due spazi, ovvero la
differenza tra i due flussi di informazione.

Dimostrazione. La seconda disuguaglianza segue subito dal lemma[2.1 a pagina 53|
infatti esso afferma che p® v ¢ ammissibile per il problema di minimo che definisce
AW,.(1,v), la prima segue dall’osservazione sulle probabilita condizinali quando
t = 0, abbiamo infatti visto che Hpc(p, v) C II(p, v), quindi:

W, (p,v)" = inf // d"dr < inf // d"dr = AW, (n,v)". O
mell(p,v) XY n€llpc(p,v) X XY
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Abbiamo introdotto la distanza adattata tra misure su spazi di probabilita filtrati
generali, ora siamo invece interessati a specializzare la definizione al caso di leggi di
processi stocastici a tempo discreto a valori nello stesso spazio Polacco (E,d). Come
gia osservato esse sono leggi sullo spazio prodotto E7. E importante dunque capire
che filtrazioni scegliere su tale spazio. In questo contesto si utilizza la cosidetta
filtrazione canonica.

Definizione 2.3. Dato uno spazio misurabile (E, ) si definisce sullo spazio pro-

dotto (ET, ®th1 &) la filtrazione canonica, come quella generata dalle proiezioni,
ossia posto & = {0, ET} definiamo:

¢ =(&E)er ove & :=o(Ys|s<t) VteT)\{0},
e Y;: ET - E édefinitada (zy1,...,27) — 2, VteT\{0}.

Con questa definizione la specializzazione della definizione di AW, segue subito.

Definizione 2.4. Consideriamo due processi stocastici: (&;)ieT, (7:)ieT definiti sul-
lo spazio di probabilita (X, M, u) e a valori nello spazio polacco (E,d). Si definisce
distanza adattata tra & e n, di ordine r > 1, la distanza adattata tra le misure dei
due spazi filtrati: (ET, B(ET), (&)ier, L(E)) e (ET, B(ET), (&)iet, L(n)), ossia:

AW, (€, n) = AW, (L(E), L(n)), (2.9)

ove (& )ier € la filtrazione naturale dello spazio prodotto.

Esempio 2.2. Considerando nuovamente i processi rappresentati nella figura [2.1],
si calcola con i metodi spiegati nella sezione 4 di questo capitolo che la distanza
AW, tra le leggi di €' e €2 risulta 1 + ¢, che ¢ strettamente maggiore di 1 anche
per ¢ — 0, quindi i due processi non sono arbitrariamente vicini come si voleva.
Se invece consideriamo £2 e &3 la distanza adattata tra le due leggi risulta uguale
a 1 — ¢, che tende a 0 per ¢ — 1, cosa coerente perché in tal caso i due processi
hanno le stesse traiettorie, ma anche la stessa struttura di informazione. Questo
mostra come la definizione data per AW é quella corretta allo scopo di differenziare
i processi considerando anche i flussi di informazione.

In vista del prossimo capitolo torna utile avere nel caso in cui si considerano
leggi di processi, quindi spazi con filtrazioni canoniche, avere delle caratterizzazioni
equivalenti per la causalita e bicausalita. Cio é dato dal prossimo risultato, abbiamo
tuttavia bisogno di fissare prima alcune notazioni.

Notazioni: Indichiamo il pushforward di una misura v tramite una mappa M con
M,y = yo M~ Per misure v su uno spazio prodotto E x F' indichiamo con
y*,4Y 1 nuclei regolari di ~ rispetto alla prima e alla seconda coordinata, ottenuti
per disintegrazione, ovvero definiti da

waxB) = [

Byt e A(axB) - / (A) dy (),

B
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ove v! := ply e 42 := p?v. Per risultati di esistenza e alcune proprieta si riferisca
a[A.2 a pagina 91l La notazione si estende in modo analogo al prodotto di due o
pill spazi. Per una misura di probabilita v su ET indichiamo con 7*1® la misura
uno dimensionale sulla (¢ + 1)-esima coordinata ottenuta per disintegrazione di
rispetto alle prime ¢ coordinate, ovvero stiamo decomponendo v in nuclei successivi

dy(x1, ... or) = dpiy (@) dy™ (@) dy™ "2 (@) - - - - - dy™ " (ap).

Su ET x ET denotiamo con (zy,...,z7) le prime T coordinate e con (yi,...,yr)
le seconde T' coordinate. Per una misura di probabilita v su ET x ET indichiamo
con " TYL-Yt Ja misura due dimensionale sulle coordinate (x4y1,y:4+1) ottenuta
per disintegrazione di « rispetto a (z1,...,Z¢ Y1, -, Yi)-

Proposizione 2.5. Sia (E,d) uno spazio Polacco, T € N e u,v € P(ET), do-
ve dotiamo ET della filtrazione canonica. Allora le segquenti affermazioni sono
equivalents.

1. m e lle(p,v).
2. Perognit=1,...,T e per ogni B € & si ha che la funzione

r— 1(B) ¢ &-misurabile. (2.10)

3. Dati, uno spazio di probabilita (0, F,P) e (&)i=1...7, (M)i=1,. 1 due processi
stocastici definiti su Q e a valori in E tali che & ~ p,n ~v. Senw = (& n).P
allora per ogni B, € B(E") vale

P((T]l,...,nt) € Bt | 61,...,6_‘[‘) :]P)((nla"'ant) € Bt | 61,...7515). (211)

Osservazione 2.5. Per simmetria si ha poi ovviamente che 7 € Tlgc(u, V) se e solo
se oltre a quelle dell’enunciato valgono anche condizioni analoghe a per v ed
a invertendo i ruoli di ¢ ed 7. In particolare la proprieta ([2.11) corrisponde
alla indipendenza condizionale di (n1,...,7) e (&41,-..,&r) dato (&,...,&) che
puo essere parafrasata dicendo che "dato il passato di &, il passato di 7 ed il futuro
di £ sono indipendenti".

Dimostrazione. Dimostriamo prima 'equivalenza tra 1 e 2. Per farlo é sufficiente
ricordare che dalla proposizione la causalita di 7 ¢ equivalente a chiedere che,
per ogni f € L>®(u) valga

IE’r[fop1 \ 5t®5t} :E“[f ] Et] opt, (2.12)

quindi ¢ sufficiente mostrare I'equivalenza tra la 2 e la proprieta precedente. A tale
scopo osserviamo che per ogni f € L>®(u) e per ogni A, B € & vale

B[ (fop! —BA[f | &] 0 p') Lasn| = B*[f1a(r(B) - B=(B) | £))].  (213)
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Infatti dalla definizione di nucleo regolare abbiamo
E((fop)Lacs] = [ foptan
AxB
- [ 1@ (B duta) = B [714m(B)].

ma d’altra parte
B[ (BX[f | &) 0 ") Laxn] = B [BM[f | £]1am(B)]
= B[R [f14 | &](B)|

=E* :E“ [f14 ] &]E [7(B) | gt]]

—E* FLAE [x(B) | 54].

Vediamo come dalla (2.13) segue subito 'equivalenza tra 1 e 2. Se infatti vale 2
allora la funzione x — 7%(B) ¢ &-misurabile per ogni B € &. Ma allora dalla (77)
otteniamo

E[(f o p")Laxs] = E*|(B¥[f | €] 0 p") Laxs).
da cui per definizione

Ew[fopl | 5t®5t} :E“[f | gt} op'

che come gia osservato ¢ equivalente a 1. Viceversa se vale 1 e quindi (2.12)) abbiamo
che fissato B € & per ogni f € L*®(u) e per ogni A € & vale

E*[f147(B)] = B [f1AE“ [x(B) | gt]].
Da cui scegliendo A = E7 otteniamo
B [£(x(B) - B[x(B) | &))] = 0,
con la scelta poi di f = 7(B) — E*[r(B) | &) € L*(y) ricaviamo
E*|[n(B) — E*[n(B) | &]*] = 0

quindi
#(B) = E[x(B) | &] p-ac.

che & equivalente a dire che x — 7%(B) é &-misurabile come si voleva.
Proviamo ora l'equivalenza tra 2 e 3. Per farlo osserviamo preliminarmente che
fissato By € B(FE") si ha P-q.c.

P((nlv ce Jnt) € Bt | fl; . 7£T) ((U) — W(gl(w) ..... fT(w))<Bt X ETft).
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Infatti il nucleo z — 7°(B; x ET7') & Ep-misurabile, e quindi la funzione w
r& @ e @) (B, x BTt ¢ 0(&, . .., &p)-misurabile, inoltre per ogni A € B(ET) si
ha

E” [ Lpcmr(n)1a(8)] = 7(A x (B, x BT™)

_ /E 1a(x)7% (B, x BT dp(x)

T

= [ 14(6)7%(B, x ET7") dP

2

—FP [wf(Bt X ET—t)1A(§)] .

Supponendo allora valga la 2 otteniamo che w + 7@ (B, x ET7%) & o(£,...,&)-
misurabile inoltre per ogni A; € Z(FE") si ha

EP 1BtXET7t(7])1AtXET7t(€)j| = W((At % ET—t) % (Bt X ET—t))
= /ET 14, wpr—(z)m® (B X ET*t) du(x)

_ / Ly wpr ()7 (B x ET) dP
Q
— EP [1AthT,t(g)7rf (B; x ET—t)} .
Quindi P-q.c.
P((m,---om) € B | &, &) (w) = w @ tr@)(B, 5 BT
= P((T]l, . 77715) € Bt ‘ 51, c. ,ft)(w)

Viceversa se vale la 3 allora dall’osservazione preliminare otteniamo che P-q.c.
w— 1@ (B, x ET7t) = P((m,....m) € B | &,....&)(w),

dunque la mappa w — ¢ (B, x ET7t) & (&1, .., &)-misurabile, che implica che
la mappa x — 7%(B; x ET7!) & &-misurabile come si voleva. O

Osservazione 2.6. In vista del prossimo capitolo sard importante anche il caso in cui
esiste una mappa Borel misurabile v: ET — E7 tale che v = 1), u, ossia in termini
di &£ e n tale che n = (£). Allora la proprieta ¢ equivalente a chiedere
che ¢ sia adattata, ossia che v sia &-misurabile per ogni ¢t = 1,...,7T. Infatti
supponiamo 7 € I¢(p, v), e scriviamo dr(z,y) = ddye) (y)dp(x) e fissiamo ¢ < T
Allora per ogni B € &;, la mappa

X — ¢B(l’) = 5,;,@)(3)

¢ E-misurabile. Ora poiché ¥~ 1(B) = ¢3'({1}), questo implica che ¥ & &/&-
misurabile, segue z — (¢1(z),...,¢%(x)) ¢ &-misurabile. Dal lemma di fattorizza-
zione otteniamo che esiste una funzione boreliana ¢ : E* — E' tale che (¢ (z),...,¥(z)) =
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@7}(1’1, ..., x¢), ma allora 1y = p' o ¥ da cui la conclusione. Viceversa supponiamo
dr(z,y) = doy)(y)du(z) e v = 1. con ¢ adattata. Fissiamo t < T e B € &,
dobbiamo mostrare che ¢p é &-misurabile. Tuttavia siccome ¢p assume solo i
valori 0 e 1, & sufficiente provare che ¢5'({1}) € &. A tale scopo osserviamo che
B = B; x ET7" per qualche B; € Z(E") e che

ébgl({l}) =Y N (B) = (¢Y1,..., ) (By) x ET e g

perché ¢ ¢ adattata, quindi 7 € II¢(p, v) come si voleva.

Ora enunciamo un teorema che tornera utile pitl volte in seguito, che affer-
ma che la distanza adattata puo essere anche calcolata ricorsivamente risolvendo
iterativamente altri problemi di Kantorovich di dimensioni ridotte.

Teorema 2.6 (Computazione Ricorsiva). Sia (E,d) uno spazio Polacco, r > 1,
T eNep,veP.(E" dgr). Definiamo ricorsivamente le quantita (V; )ier tramite

Vi =0
epoiper 0 <t <T —1
‘/;T('T17"'7xt7y17"'7yt)
= inf yt)// [‘/,5:_1(3717 s i1, Y1, - 7yt+1)+d(xt+1>yt+1>r] dﬁt+1($1,lﬂ2)-
ExXE

7Tt+1€H(/,Lzl ,,,,, It,l/yll'""

(2.14)
Allora si ha che
AW, (p,v)" =Vy = inf // (Vi (z1,31) 4+ d(21,31)"] dr' (21, 31). (2.15)
mell(plupiv) J JExE
Osservazione 2.7. Notiamo che siccome V}: = 0 per definizione i termini V" (z1, ..., Z¢, Y1, -+, Yt)

che compaiono nella formulazione ricorsiva possono essere interpretati come la di-
stanza di Wasserstein tra le due misure di disintegrazione p™ %t p¥t-¥%_ gyvero
corrisponde a W, (™%t p¥ibe)”,

Per la dimostrazione del risultato si fa riferimento alla sezione 4 di [2].

2.3 Proprieta topologiche della distanza adattata

In questa sezione studiamo alcune proprieta topologiche della distanza adattata
AW, in particolare il fatto che dato uno spazio Polacco (E,d) e un orizzonte tem-
porale T' € N, lo spazio delle leggi dei processi stocastici a valori in (F,d) non &
uno spazio metrico completo se lo dotiamo della metrica AW, e spieghiamo co-
me identificarne il completamento. L’incompletezza si vede anche su controesempi
molto semplici come il seguente.
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Esempio 2.3. Per semplicita consideriamo £ =R, T =2 e r =1. Per ognin € N
consideriamo le misure:

1
Pn = 5(5(%,1) T 5(7%771))'

Sia (2, F,P) uno spazio di probabilita e A € F con P(A) = 1/2. Definiamo le
variabili aleatorie (£"),en a valori in R? tramite

e () ()oe

Allora ¢é evidente che " ~ p,. Ora osserviamo che fissati n,m € N la legge di
(&€",&™) & un coupling bicausale tra p, e f,, infatti

Pl =—1epe) =P(g = 1),

1 1
Per=—lang) =p(a=—21&").
Questo ¢ vero siccome {{™ = (1/m, 1)} = {{" = 1/m} = A, dunque
E” [ L3 Lien=ymn]| = BF [ Lig— ) Ligpym |
= EF :P(ﬁ? = % | 5’1”) 1{51”:1/m}}
=E" :]P’ (5? - % | 51”) 1{@:(1/%1)}} :

I calcoli precedenti possono essere ripetuti in modo simile ancora per I'evento {£] =
—1/n}, e condizionando rispetto a {{™ = (—1/m, —1)} e successivamente invertendo
irouli di ™ e ™. Otteniamo quindi che (", &™), P € e (fn, pim), da cui osservato
che

EF[l€" — €™ h] = EF[I6F — &7 + 165 — &5°l]

B 111 1 +1 1 n
C2ln m 2l n 0m
|1 1
n om/|
ricaviamo
P n m 1 1
n m| n,m—oo

quindi la successione (i, )neny € di Cauchy per AW;. Tuttavia I'unico possibile
limite di p, € la misura

(00,1 +d0,-1)),
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2.3. PROPRIETA TOPOLOGICHE DELLA DISTANZA ADATTATA

siccome essa ¢ il limite della successione rispetto a W. Infatti definendo su (2, F, P)

la v.a.
0 0
e (3o

si ha ¢ ~ p, quindi (", C).P € I(uy, 1), e ragionando come sopra abbiamo

— 0.

n n—oo

Wi (. 1) < EF[[1€" = ¢|l1]

Pero si calcola, con i metodi spiegati nella sezione 4 di questo capitolo, che

AW (i, 1) = <1 + %) > 1.

Quindi la successione non converge rispetto a AW; che dunque non é una metrica
completa.

Per identificare il completamento di P,.(ET, dgr) dobbiamo estendere il concetto
di misura di probabilita su E7. Cio si fa introducendo le cosiddette distribuzioni
annidate.

Definizione 2.5. Sia (E,d) uno spazio Polacco, r > 1 e T € N. Definiamo
ricorsivamente i seguenti spazi Polacchi:

e Xpr.r .= F dotato della distanza dr.p := d.
o Xr 11 = E x P.(E,d) dotato della distanza dp_1.7 := [d”” + ng] VT, ove
Wa, indica la distanza di Wasserstein di ordine r costruita a partire da d.

o X, 1.1 = Xy X Pp(Xp,dp.r) dotato della distanza d; 1.1 := [dQT—i—Wgt:T’J 1/r,
ove Wjy,.,.» indica la distanza di Wasserstein di ordine r costruita a partire da
dt:T-

e ...
o Xip = Xy X Pr(Xor, doy) dotato della distanza dy.p == [d5p + W5 7"

Si definisce spazio delle distribuzioni annidate di profondita T I'insieme: P,.(X1.7, d1.7),
che dotiamo della metrica completa Wy, . .

Esempio 2.4. Nel caso in cui T = 2, abbiamo che Xy, = E x P,.(E,d) e per
P,Q € P.(X).9,d12) la distanza tra P e Q é:

Wi = (it [ (a6 + Wasty) dr<x,y,u,u>)w

Fell(P,Q)
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Proviamo ora che le distribuzioni annidate introdotte sopra estendono la nozione
di misura di probabilita su £ in un modo metricamente significativo. Introduciamo
la seguente funzione:

I P (ET,dgr) — Po(Xir,dir) definita tramite

po Sy = 5(51, Lo <§2, e LT (&g LOT () ))
(2.16)

ove (& )i=1,. 7 ¢ un processo stocastico a valori in £ e con legge p. Abbiamo usato
la notazione abbreviata L%t per indicare la legge condizionale dato (&i,...,&).
Per esempio, £5:7-1(£7) é la distribuzione condizionale di &7 dato il passato fino a
T — 1, poi L87=2(&p_y, L8-1(Er)) ¢ la legge congiunta di L8471 (&7) e &r_y dato
il passato fino a T'— 2. La distribuzione annidata .#[u] é ottenuta ripetendo questa
procedura indietro nel tempo. Per il caso significativo T" = 2, abbiamo

I ) = L(&1, L5(&)).

Osserviamo che effettivamente si ha che S[u] € P(Xi0,dy.), infatti L5(&) &
effetivamente una variabile aleatoria a valori in P,(F,d). In termini di u possiamo
dire, per come ¢é definita £5(&,) che #[u] é la legge rispetto a plu della variabile
aleatoria x1 — (x1, u*). Mostriamo che la funzione .# é un’isometria.

Teorema 2.7. Nel contesto precedente, la funzione & definita in (2.16) ¢ una im-
mersione isometrica di (P.(ET, dgr), AW,) nello spazio polacco (P.(Xy.7,d1.r), Wa,.pr)-
In particolare quindi (P,(ET,dgr), AW,) & uno spazio separabile.

Dimostrazione. Svolgiamo la dimostrazione solo per il caso T" = 2. Fissiamo
p € P.(E? dg2). Mostriamo che #[u] € P,(Xi.2,d1n). Per farlo disintegriamo
p rispetto alla prima coordinata, ovvero scriviamo per ogni A, B € B(E)

WA B) = [ 5 (B dpln(o)
indichiamo con 7}, la funzione misurabile
T,: E—PE),
€T — qul.

Abbiamo allora visto che nel caso T = 2, .#[u| ¢ definita, dati A € B(FE),B €
B(P(E)), da:
Fp)(A x B) = piu(ANT, ' (B)).

Scegliamo zy € FE tale che

/[EXEdExE((x,y), (20, 20)) d(, y) < 0.
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Allora, siccome d(z, xg),d(y, z0) < depxe((x,y), (xo, o)), si ha

/d(x,mo dp* // d(z, zo)" dp(z, y) // dexe((z,y), (o, 20))" du(z,y) <
E ExFE ExE

e

/ Ay, 20)" dpu // A(y, z0)" du(z, ) < // dors((z,y), (20, 20))" dya(z, ) <
FE ExE ExE

da cui segue
// [d(z1, z0)" + (22, m0)"] dpp(z1, 22) < 0.
ExE
Quindi

/Xl o [d(ac, zo)" + W, (v, 5z0)r} dSu|(x,v) = /E[d(m, To)" + Wr(uma(smo)r} dp, ()
= /E[d(xl,xo)r + /Ed(%,l’o)r dﬂxl(@ﬂ dp, (1)
= //EXE[d(xl,xo)r + d(:pg,mo)r} dp(xy, ) < 00,

Ove l'ultima uguaglianza segue dalla proprieta sulle marginali applicata al primo
addendo nell’integrale e dalla definizione di nucleo regolare, infatti

// (29, mo)" du® (x2) dp* x1) // d(zg, xo)" dp(x1, x2).
ExE

Dunque #[u] € P.(X1.2,d1.2). Proviamo ora che .# ¢ un’isometria. A tale scopo
¢ necessario osservare che date p,v € P,.(E? dgz) ogni coupling tra & [u] e S|V,
ovvero ogni elemento I' € II(# ||, #[v]) ¢ della forma dd,= (M )dd,v (N)dy(x1,y1)
per qualche ¥ € I (plu, plv) e viceversa. Questo ¢ vero poiché sappiamo che .#[u] e
V] sono le leggi, rispetto a plu, ply, delle variabili aleatorie 1 — (xq, ™) e y; —
(y1,v¥") rispettivamente, quindi i coupling di .#|[u|, #[v] sono in corrispondenza
biunivoca con le misure immagine degli elementi II(plu, plv) tramite la variabile
aleatoria (z1,vy1) — ((z1, ™), (y1,¥")), ovvero detta S tale variabile aleatoria,
abbiamo che per ogni I' € II(.¥[u], Z|v]) esiste 7 € T (piu, piv) tale che

=508

Questo ci dice in particolare che per ognisceltadi A, B € B(E), M, N € Z(P.(F,d))
si ha

D((Ax M) x (B x N)) = /[E e (M) (N) (1, 22).

Dunque si ha

Wl oY = int [ [ + Wy astan,m)

FE(ptp,piv)
:AW’I’( M, )7
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ove l'ultimo passaggio ¢ ottenuto usando (2.15). Quindi .# ¢ un’isometria. Infi-
ne per concludere la dimostrazione é sufficiente osservare che, da questo, ottenia-
mo che (P.(ET,dgr), AW,) é isometrico, quindi in particolare omeomorfo, ad un
sottoinsieme di uno spazio separabile ed & quindi esso stesso separabile. O

Teorema 2.8 (Completamento). Se (E,d) é uno spazio polacco senza punti isolati,
r > 1, allora lo spazio (Pr(Xir,dir), Wa,pr) € il completamento metrico dello
spazio (P.(ET, dgr), AW,).

Dimostrazione. Come al solito per semplicita notazionale limitiamo la dimostrazio-
ne al caso T' = 2. Per dimostrare il teorema ¢ sufficiente mostrare che I'immagine
dell’isometria considerata in precedenza .# ¢ densa. Dal capitolo 1 sappiamo che le
combinazioni convesse finite di misure di Dirac sono dense in (P,(X1.2,d1:2), Wa, o),
quindi é sufficiente mostrare che tale insieme é contenuto nella chiusura dell’imma-
gine di .. A tale scopo fissiamo una k-upla di punti in E, A := (a1,...,a;) e
k misure su E: my,...,my € P.(E,d). Fissati dei coeflicienti ()\;);=1, . tali che
0< A\ <1le 25:1 Aj = 1 consideriamo la misura su X)., definita da

k
dP(xz,m) := Z Ajdd(a; m;) (2, m).

j=1
E sufficiente allora scegliere una qualsiasi successione (Ap)nen tale che A, :=
(at,...,a}) — A e per cui, per ogni n fissato, tutte le componenti di A,, siano

distinte. Definiamo allora, per ogni n € N, le misure p,, € P.(E X E,dgxg) in
modo che la loro prima marginale sia Z?zl )\j(Sa; e tali che (usando la notazione

della precedente dimostrazione) T, (a}) = m;. Allora grazie al fatto che gli @} sono
distinti per n fissato, abbiamo

k
I n) = AjO(anm;)-
7=1

Dobbiamo ora stimare la distanza
Wd1:2,7‘(‘ﬂ[:un]7p)

Per farlo facciamo un ragionamento analogo a quello svolto nella dimostrazione
del teorema [1.12] e nell’esempio [2.3] Consideriamo delle variabili aleatorie su uno
spazio di probabilita (Q2,G,Q) a valori in X}, tali che abbiano leggi P e .#|[u,]
rispettivamente. A tale scopo scegliamo degli eventi disgiunti A;,..., A; € G tali
che

Q(A;) =X Vj=1,... k.

Definiamo allora

k k
Yn = ZG?]_A]., Y = Zalej
j=1 i=1
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k
Z=17,=Y mjla,

Jj=1

allora ovviamente (Y, Z) ~ P e (Y,, Z,) ~ & |u,). Ma allora

Wd1;2,7'(‘/¢[/ubn]7 IP)) < EQ [dI:Q((YTLa Zn)a <Y7 Z)ﬂ
— EQ [d(Yn, YV + Wi (Zn, Z)T] = E2[d(Y,,Y)]

n—oo

k
= Z )\jd(a?, aj) —0
j=1

Ovvero Z|u,] —— P rispetto a Wy,,,. Cioé¢ P € Im(.#) come si voleva e si
n—oo

conclude. n

2.4 11 caso discreto e i processi ad albero.

Nella sezione 4 del capitolo 1 abbiamo visto come il problema di ottimizzazione che
definisce W, si riduce a un programma lineare, quando si considerano misure di-
screte con supporto finito. Per ottenere un risultato simile per la distanza adattata
usiamo degli alberi di scenari per modellare gli spazi filtrati finiti che considere-
remo. Questo é possibile in quanto si puo sempre associare ad uno spazio finito
dotato di una filtrazione, un albero di scenari e viceversa. Nella prima parte di
questa sezione spieghiamo cosa intendiamo per albero di scenari e poi mostriamo
I’equivalenza suddetta.

Definizione 2.6. Un albero di scenari, suT € N periodi, & un grafo orientato finito
(V,A) e aciclico con una sola radice, indicata con 0, in cui tutte le foglie sono a
profondita T

Notazioni: Dato un albero di scenari (V,.A) indichiamo, per ogni t =0,...,T,
V; come l'insieme dei nodi a profondita ¢, diciamo che un nodo m € V & un diretto
predecessore del nodo n € V, o che n & un diretto successore di m, se (n,m) € A,
in tal caso denotiamo m con n—. L’insieme di tutti i diretti successori di un nodo
n € V si indica con n+. Se dati due nodi n,m € V esiste una sequenza (finita) di
nodi (n;);=1,.x tale che ny € m+,n9 € n1+,...,n € n;+ allora diciamo che n ¢ un
successore di m e che m € un predecessore di n, in tal caso scriviamo n > m.

Proposizione 2.9. Sia Q un’insieme finito dotato di una filtrazione § = (Fi)i=o01,...15
in cui Fo = {0,Q} e Fr = P(Q). Allora a (2, F) & canonicamente associato un al-
bero di scenari (V, A). Viceversa dato un albero di scenari (V,.A) é sempre possibile
associargli canonicamente uno spazio filtrato (€, §).
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Dimostrazione. Supponiamo sia dato uno spazio filtrato (€2, (F;)i—o1,...r) finito. Per
ogni 0 <t < T definiamo I'insieme A; come I'insieme contenente tutti i sottoinsiemi
di €2 che generano F;. Si definiscano allora i nodi

V:={(a,t) | a€ A}

e gli archi
A = {((aat)7 (bat + 1)) | a € At,b € At-l—l;b g a}

allora (V, A) & un albero di scenari che rappresenta la filtrazione §. Viceversa dato
un albero di scenari su 7" periodi, (V,.A) definiamo

Q:=Vr
e per ogni nodo n € V gli insiemi
{n} se n € Vr,
a(n) = U a(j) altrimenti.
JEN+

e poi per ogni 0 < ¢t < T poniamo
Fi=o(a(n) |n€WV).

Dalla costruzione degli insiemi a(n) risulta allora evidente che Fy = {0, Q}, Fr =
P(Q) e che F; C Fiyq, quindi (Q, (Ft)i—o01,. 1) € uno spazio filtrato con le proprieta
volute. ]

Osservazione 2.8. Si noti in particolare che gli elementi di 2 sono in biiezione con
le foglie dell’albero (V,.A), mentre i nodi intermedi corrispondono ai sottoinsiemi
di €2 formati dall’'unione dei singoletti che corrispondono alle foglie dell’albero che
sono successori del nodo intermedio considerato.

Supponiamo ora che sullo spazio filtrato finito (€, (F;)ier) sia assegnata una
misura di probabilita P, che quindi ¢ univocamente determinata dal suo valore p,, sui
singoletti {w}. Grazie alla proposizione precedente siamo in grado da (€2, (F;)ieT)
di costruire un albero degli scenari (V,.A) che come visto verifica Vr = €. In virta
del fatto che i nodi intermedi corrispondono all’unione degli insiemi corrispondenti
ai loro diretti successori, possiamo definire la probabilita di un nodo intermedio m

P(m) = Y _ P({n}).
nevy

Ove P({n}) ¢ definita come la probailita del singoletto {w} che corrisponde alla
foglia n. Da questa osservazione possiamo definire allora le probabilita condizionali
di un nodo m dato un suo predecessore h, tramite
P(m)
P h) = ——=.
(m 1 1) = i
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; g

8]
{w1}

/

{W17W27w3} I {wz}

/ \ {ws}

{w1,...,

\ "

{w4,w5,WG} I {(,Ur

T

{we}

Figura 2.2: Esempio di un albero di scenari e il suo spazio filtrato equivalente. Come si vede
le foglie corrispondono ai singoletti di €2, mentre i nodi intermedi sono associati all’'unione degli
insiemi che corrispondono ai loro diretti successori. La filtrazione associata & per definizione
Fo=0(Q) ={0,0} F1 = c({w1,wa,ws}, {ws,ws,ws}), Fo = c({w1}, ..., {ws}) = P(N), vediamo
quindi anche come i nodi a profondita 0 < ¢ < 2, corrispondono ai generatori di F;.

Si noti che cid é coerente, perché tale probabilita corrisponde esattamente alla
probabilita condizionale dell’evento che corrisponde a m, dato quello corrispondente
a h. Infatti se m é un successore di h allora a(m) C a(h). Se poi h = m—, la
probabilita P(m | m—) puo essere interpretata come la probabilitd di percorrere
I'arco (m—,m). Possiamo quindi pensare a tale probabilita come assegnata a tale
arco. Se invece, a ciasun arco (m—, m) € A, assegnamo le probabilita condizionali
P(m | m—) la probabilitd non condizionale di ciascun nodo m é data da

=[] P | k-

k<m
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Possiamo quindi indifferentemente assegnare le probabilitd solamente agli archi
(faremo cosi) o solamente ai nodi.

Osservazione 2.9. Sinoti che poiché ogni processo stocastico a tempo discreto e con
stati discreti (&;)ieT, a valori in uno spazio Polacco (E, d) puo essere visto come uno
spazio di probabilita finito, il ragionamento precedente mostra anche I’equivalenza
tra processi stocastici a tempo discreto e stati discreti e gli alberi di scenari.

Abbiamo introdotto gli alberi di scenari per capire come formulare il problema
del calcolo di AW, nel caso discreto, dobbiamo quindi estendere la nozione di di-
stanza adattata agli alberi di scenari. Poiché sappiamo che le foglie di tali alberi
corrispondono agli elementi dello spazio filtrato associato € necessario capire come
definire una distanza tra le foglie dei due alberi. Un primo modo ¢ quello di par-
tire da (X, d), uno spazio Polacco e considerare i due spazi di probabilita filtrati
(X, M, (My)er, 1) e (X, N, (Ny)ser, V), ove p e v sono misure date da combina-
zioni convesse finite di misure di Dirac. Possiamo allora restringere il problema
ai supporti di u e v ottenendo due spazi di probabilita finiti. Da essi possiamo
dunque costruire due alberi di scenari (V,A), (V', A’), per cui é possibile definire
una distanza tra le foglie (sara la distanza tra i corrispondenti elemnti di X). Un
altro modo, consiste invece nel supporre che agli alberi di scenari considerati siano
associati dei processi ad albero a valori in uno spazio polacco (F,d), ovvero intuiti-
vamente che sia assegnato, a ciascun nodo dell’albero, un valore x € E. Per capire
il ragionamento formale diamo inanzitutto la definizione di processo ad albero.

Definizione 2.7. Un processo stocastico (1)t definito su uno spazio di proba-
bilita (Q, F,P) si dice un processo ad albero, se vale

Fi=ocns|s<t)=oc(n) VteT,
ovvero equivalentemente (o(m;))ieT € una filtrazione.

Per costruire un processo ad albero a valori in F a partire da un albero di
scenari (V,A), associamo prima di tutto ad ogni nodo n € V un valore (n) € E e
definiamo un processo ad albero a valori in V. Questo si fa ponendo

n:{O,...,T}xVT—>V
(t,i)—n sen€V,ei>n

allora

nt: VT — Vt
i n(t, )

é un processo adattato a (F;)er, la filtrazione associata a (V, .A), ma di piu verifica
esattamente

U(nt) = fta
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é quindi un processo ad albero. Per ottenerne uno a valori in E é sufficiente ora
definire per ogni t € T

ft: VT — F
i &(i) == (§ o) (2).

I allora possibile dati due alberi di scenari (V,.A) e (V', A'), associati a due processi
ad albero &, & a valori nello stesso spazio Polacco FE, definire la distanza tra due
coppie di foglie i € Vp,j € V. come la distanza tra le traiettorie ad esse associate
dei due processi ad albero considerati. Ovvero

La distanza adattata tra i due alberi di scenari sara in questo caso la distanza
adattata tra le due leggi dei processi £ e &', indichiamole con p e v. In ogni caso
indichiamo con d := (d;;);; la matrice contenete tali distanze tra le foglie degli
alberi. Ora in virtu del fatto che Tge(p,v) C I(u,v) sappiamo che i coupling
bicausali tra le due misure i e ¥ hanno supporto finito e in particolare contenuto nel
prodotto cartesiano dei supporti. Possono quindi essere visti come misure discrete
sul prodotto cartesiano degli insiemi delle foglie, ossia Vr x V;.. Sono pertanto
rappresentati da una matrice m = (m;;);; delle stesse dimensioni di d, in cui

miy = m({(,0)}) V(@ j) € Vo x Vp

Come visto per i singoli alberi, possiamo poi definire la probabilita di una coppia
di nodi intermedi m € V;,n € V| come

Tm,n = E E .55

i€Vr jeV,
=m jyn

e date due coppie di nodi i,m € V,j,n € V', con i = m,j > n, definiamo la
probabilita condizionale della coppia (7, j) data (m,n) come

. . ﬂ'.74
m(i,j | m,n) = —L.

m,n

Teorema 2.10. Dati due spazi filtrati finiti (X, M, (My)ier, 1) € (X, N, (No)eT, V),
con (X, d) uno spazio Polacco, detti (V,A) e V', A’) i due alberi di scenari asso-
ciati. O equivalentemente dati 1 due alberi di scenari, e due processi ad albero £ e
n costruitt su di essi. Usando le notazioni introdotte in questa sezione, il valore di
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2.4. IL CASO DISCRETO E I PROCESSI AD ALBERO.

AW,.(1,v)" eguaglia il valore ottimo del sequente problema di ottimizzazione

MIN (in 7) S mdi

iEVTjEV%
soggetto a Zﬂ'(i,j | m,n) = p(i| m) Vm < i,
n=<j
Zw(i,jlm,n)zy(j\n) Vn < i,
m=1
7Th7k20 VhGVT,k’EVC/D
>3 it
heVr keVi,
Dove i € Vy,j € V] sono arbitrari nodi intermedi, pert =1,...,T.

Dimostrazione. La prova del fatto che la funzione da minimizzare é quella nell’e-
nunciato € uguale a quella fatta per W,, come anche gli ultimi vincoli del problema
corrispondono alla richiesta che la matrice m = (7, ;)5 rappresenti una probabilita
sull'insieme Vr x V.. Per dimostrare il teorema ¢ sufficiente provare ’equivalenza
tra la condizione

TAXX [ M QN;) =pu(A| M) VAe Mt=01,....T -1,

> wi,jlmn)=pi|m) Ym<ii€V,jeV, Vt=1,..T,

n=<j

tuttavia questo é facile in quanto basta osservare che siccome le o-algebre con-
siderate sono finitamente generate i valori attesi condizionali sopra assumono un
unico valore su ogni generatore, pari al valore atteso calcolato usando le probabi-
litd condizionali rispetto a tale generatore. Quindi basta uguagliare tali valori e si
ottengono esattamente le condizioni dell’enunciato. La prova dell’equivalenza per
le condizioni su v sono analoghe. O]

Osservazione 2.10. Si noti che la condizione ZjeV’T mi; = 1, non puo essere

omessa al fine che la matrice 7 rappresenti una probabilita, a differenza del caso di
W,, in quanto i vincoli sono lineari in 7 (4, j | m,n), che per definizione sono

- T, T,
m(i,j | m,n) = =
Tm,n E E .5
ZEVT ]EV{
i=m jyn

quindi senza la condizione di somma a 1, dato un vettore ammissibile 7, anche Ar
sarebbe ammissibile, per ogni A > 0. Questa osservazione ci fa notare anche che il
problema di ottimizzazione enunciato nel teorema precedente non ¢ un programma
lineare perché nei vincoli sono appunto coinvolti dei quozienti.
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Osserviamo pero che, in virtu della possibilita di calcolare AW, ricorsivamente,
come spiegato in possiamo anziché risolvere il problema , adottare un
algoritmo ricorsivo per calcolare la distanza adattata tra due alberi. Infatti siano
dati due alberi di scenari (V,.A), (V', A") associati ai processi ad albero £ e &', di
leggi 1 e v rispettivamente. Definiamo ricorsivamente le quantita d;, per t € T
come segue. Per ogni coppia di foglie i € Vp, j € V. poniamo

dr(i,§) = d(i, j) = dpr (1), &), ..., &(D)), (€1(7), &), - - & ())).

Poi per 0 < t < T — 1, date le quantitd d,i(n,m), per ogni coppia di nodi

n € Vip1,m € Vi, definiamo, per ogni h € V,, k € V], la quantita d;(h, k)" come
il valore ottimo del seguente programma lineare

MIN (in (-, - | h, k)) ZZmluHLkdtH(lu)

leh+ uek+
soggetto a Z m(Luw | hyk) = u(l | h) Vi e h+
uck+
> mloul b k) =v(ul| k) Vu € k+
leh+
m(l,u| h k) >0 Vie h+,uek+.

(2.17)
Allora abbiamo che

AW, (1, v) = do(0,0),
ove 0 e 0" sono le radici dei due alberi. Le quantita d;(n,m) si possono interpretare
come la distanza adattata tra le leggi dei processi ad albero associati ai sottoalberi
dei due dati che hanno n ed m come radici. Indicando con 7} (-, - | h, k) 'ottimiz-
zante del problema (2.17)), la misura ottima 7* per AW, (u, V) si ricostruisce per
ogni coppia di foglie i € Vr, j € V. tramite
W*(Z,j) = 7T(>)k(ila.jl ‘ 070/) """ ﬂ;—l(iT—lajT—l | iT—Z;jT—Q)/]T;“(iaj | iT—l)jT—l)a

ove abbiamo usato le notazioni, per ogni 1 <t <T

= (.. ((i-)-)...)—

~-
(T—t)—volte

e analogamente per j. Nell’'appendice B ¢é fornita una implementazione MATLAB
del precedente algoritmo per il calcolo di AW, tra due processi ad albero dati.
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Capitolo 3

Un’applicazione

In questo capitolo presentiamo un’applicazione della distanza adattata definita nel
precedente. In particolare mostriamo come essa puo essere utilizzata per ottenere
degli sviluppi al primo ordine per il massimo errore che si commette nel calcolare
il valore ottimo del problema di ottimizzazione stocastica di minimizzazione del
valore atteso di una funzione convessa sotto controlli predicibili, applicando piccole
variazioni al modello, ovvero quando ci si muove in un intorno della misura data.
Il problema di massimizzazione dell’utilita attesa, cruciale in finanza matematica,
si puo scrivere in tale forma e verra trattato come un caso speciale. Tutti i risultati
presentati in questo capitolo sono tratti dalla sezione centrale di [3] (Teorema 2.4
e Corollario 2.7).

3.1 Contesto e Assunzioni

Contesto e notazioni: sia T € N, indichiamo come al solito con T = {0,1,...,T}
I'insieme dei tempi, con P,(R”) linsieme delle misure di probabilita su R” con
momento p-esimo finito, ove p > 1. Indichiamo con &: RT — RT il processo
canonico e allo stesso modo con &,n: RT x RT — RT le proiezioni sulla prima e
sulla seconda coordinata. Indichiamo poi con:

F=(Fier ove Fo={0R"}, Fo=0(|s<t) Vt=1,...,T

la filtrazione canonica su R” e similmente, quando consideriamo lo spazio prodot-
to RT x RT, indicheremo con: S (.E)teT la filtrazione canonica sulla seconda
coordinata. In questo contesto dunque il nostro spazio Polacco di riferimento ¢ R”
pensato dotato della distanza indotta dalla norma (7, dunque prese P, Q € P,(R?),
abbiamo

Wp(P,@)Z( inf E”[Ilf—nlli})w:( inf Z]E” = mlp])

m€llpc(p,v) €llpc(p, V)
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Per le funzioni f: RT x RT — R indichiamo poi con 9,, f la derivata parziale di f
rispetto alla t-esima coordinata in x, cioé

o1
Op, f(z,0) = ll_{% g(f(x +cer,a) — f(z,a)),
ove ¢; ¢ il t-esimo vettore della base canonica in R”. Indichiamo poi con V, f e V2 f
rispettivamente il gradiente e I’'Hessiana di f nelle seconde T' coordinate a. Per le
funzioni univariate £: R — R scriviamo semplicemente ¢, /" per le derivate prima
e seconda.

Formulazione del problema: sia f: R” x RT — R” una funzione convessa nel
suo secondo argomento e sia P € P,(RT) fissata. Denotiamo, per r > 0,

B.(P) := {Q € P,(R") | AW,(P,Q) <7},

Indichiamo con A l'insieme di tutti i controlli predicibili uniformemente limitati,
ovvero 'insieme delle T-uple @ = (a;)=1,... 1, tali che, per ogni t:

a;: R — RT dipende solo da 1, ...,z e |a)| < L,

ove L > 0 & una costante dipendente solo da A. Siamo interessati a studiare la
sensitivita del problema di ottimizzazione stocastica:

; Q

inf B2[£(¢, a(9))],
quando Q varia in B,(PP), per ogni Q ne indichiamo il valore ottimo con: v(Q).
Si noti che il problema di massimizzazione dell’utilita attesa, cruciale in finanza
matematica, é di tale forma. Infatti data £: R — R una funzione di perdita, ovvero
una funzione convessa e limtata dal basso (¢ é da pensare come la negativa di una
funzione di utilita —U), e g: R” — R una certa funzione di payoff (o meglio il suo
opposto), allora fissato { € R abbiamo che:

acA

u(Q) = inf E®|¢(g(6) + > )& — &-1))).

corrisponde all’utilitd massima ottenibile tramite i controlli A, ovvero ¢ il valore
ottimo del problema di massimizzazione dell’utilita con funzione di payoff g ottenuto
usando la misura Q.

Assunzioni: Supponiamo che per ogni x € R”, la funzione f(z,-) sia due volte
differenziabile con continuita, e che soddisfi:

V2f( ) = e(©1lrer su[—L, L],

con P(e(¢) > 0) = 1. Dove per due matrici 7' x T" A e B, scriviamo A > B se
A — B ¢ semidefinita positiva, ossia se per ogni z € R\ {0} vale (2, Az) > (z, Bz).
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3.2. RISULTATO PRINCIPALE

Supponiamo inoltre che f(-,a) sia differenziabile con continuita per ogni a € RY,
ed esista una costante C' > 0 tale che:

T
Vo f (@, a)llf = |0 f(z.a)|” < C perognizeR" eac|[-L L"

t=1

3.2 Risultato principale

Teorema 3.1. Se, nel contesto precedente, valgono le assunzioni fatte sopra allora
esiste unico a* € A tale che:

v(P) = E*[f(&,a"(€))].
Inoltre per r — 0, vale:
/q

sup v(Q) =v(P) + r(i EP“EP [(‘Ltf(f,a*(ﬁ)) | ]:t] H) + o(r),

QeB:(P)

ove q = 1 e l’esponente coniugato di p.

Per effettuare la dimostrazione abbiamo bisogno di alcuni lemmi preliminari:

Lemma 3.2. Siano P,Q € P,(R?) e sia m € (P, Q). Allora per ogni 6 > 0
esiste 11°: RT x RT — R” tale che 1) sia F, ® Fy-misurabile, & sia o(n))-misurabile
e|n? —mn| <6 perognit=1,...,T. In particolare, ™ = (£,1°),7 & un coupling
bicausale tra P e Q° := n’x.

Dimostrazione. Per § > 0 fissato consideriamo le mappe Boreliane
Ps: R—=(0,0) e ¢5: R— IZ:= {0k |k eZ},
ove 15 & un isomorfismo e ¢s(x) := max{0k | 0k < x}. Per t = 1,...,T definiamo

n; = ps(e) + vs(&).

Per definizione allora & & o(n!)-misurabile, n} & F, ® Fy-misurabile, e [n} —n,| < 6.
Sono inoltre chiaramente soddisfatte le condizioni di bicausalita (osservazione [2.6)).
O

Lemma 3.3. Nel contesto e con le assunzioni precedenti, sia (Q,)nen C Pp(RT)
una successione tale che: AW, (Q,,P) —— 0, allora:
n—o0

v(Q) —— v(P).

n—oo
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Dimostrazione. Sia Q € B,(P) e sia m € IIpc(P, Q) tale che:

(Z E™ Um _ é‘t‘p}>1/p < AW,(P,Q) + o(r) < r+o(r).

Fissiamo € > 0 e sia a € A tale che:

E*[f(, a(€))] <v(P)+e.
Definiamo poi b € R” tramite:
by :=E"[a(§)] Vt=1,...,T.

Allora certamente |b;] < L e siccome b, é costante, per ogni ¢, si ha che b € A.
Segue:

v(Q) < E®[f(n,b(n))] =E"[f(n, b(n))]
—E| /(0. E"[a(©)]) | < E"[/(n.a(e))].

Dove la seconda uguaglianza segue, poiché in particolare 7 € TI(P,Q), mentre
I'ultima disuguaglianza segue per laconvessita di f applicando la disuguagliaza di
Jensen. Troviamo quindi v(Q) < E™[f(n,a(£))]. Ora dal teorema fondamentale
del calcolo e dal teorema di Fubini:

E™[f(n,a(8))] —E*[f(&,a(§))] = E™[f(n,a(€))] — ET[f(£,a(§))]
B [f(,a(6)) — f(E,a(€))] = E7 { [ Sate+ 20 -9.a(@) 0 - ) i

[/o Z D f (£ 4+ A =), (5))(%—&)} d)\}

=3 [ st - g.a@)in - ]

Adesso usando la tower-property del valore atteso condizionato, la misurabilita di
— &, rispetto a F; @ F; e la disuguaglianza di Holder otteniamo:

B[ (1, al€))] - E*[f Z / B [0, 7 (¢ + M — €).a(©) (. — &)]
-y / E" E”[amf(gmm—f),a@)) |70 70— )|
T 1 _ q1 Y4
<Z/O E" E“[amf(smw—&),a(&))|ft®ﬁt} } B[l — &) dx
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Ora per ogni 1 <t < T poniamo
F,:=E"[0,,f (& a(§)) | Fi],

e mostriamo che per ogni A € [0, 1] vale:

Eﬂ
Infatti poiché 7 € Tpc(P, Q) si ha:
F, = EF[0,, f(§,a(€)) | Fi] = E7[0s, f(§,a(€)) | Fr @ Fi],

E7 |0, f (€ + M0 =€), () | Fi 0 Fi|

q] V4
| = e limme
r—0

e anche:
EP Upt|q]1/q — E™ UFt|q]1/q

ma allora usando la disuguaglianza triangolare e la disuguaglianza di Jensen con-
dizionata abbiamo:

|

<E"

q

_aq1 Y
B [on 06+ A - 9.0(©) | Fio 7] - e imle

B [on 1€+ A - 9.0(©) | 7o 7] - £

— "

E7 |0, (€ + M — §).a(6)) - 0r.f(€.a(8) | Fe @ F

< BB [[0u £ € + M0 - €0.0(6)) - Q)] | i 7
= E7[[00 £ (€ + M0 — §).a(€)) = 0r.F (€. a(&) |

che converge a 0 per r — 0. Questo segue dal fatto che, se  — 0 allora anche
T ™ .
St E7 [l — &lP] — 0, ossia

L' (m)

—>€7

r—0

che implica n — £ in 7w-probabilita. Poiche le funzioni continue preservano la
convergenza in probabilita otteniamo

8xtf(§ + )\(77 - 5)7 (l(f)) E) 8$tf(§7 a(ﬁ)) n ﬂ-'prObabﬂitéw
per ogni A € (0,1). Ed ora dalla assunzione fatta su V, f otteniamo

102, (&, a(8))|* < C € Li(m).

Quindi dal teorema di convergenza dominata

E”| |00, (€ + Atn = €),0(8)) = 0 f (€, 0(©))]'] — 0,

r—0
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come voluto. Dalla disuguaglianza traingolare, e dalle scelte per a e 7 segue allora
che, per r — 0:

v(Q) — v(P) < E™[f(n,a(§))] —E[f(& a(§)] +¢

E” [0, f (€ + A0 — ), () | F @ F

1
<> [ =
t=1 70

(& A o)) = )
(S5 ) (£ -1 -
< ( X

.

Questo dimostra, per arbitrarieta di € > 0, che

v(Q) —v(P) < O(r),

invertendo i ruoli di P e Q otteniamo con lo stesso ragionamento

[0(Q) —v(P)| < O(r)

da cui segue subito la tesi del lemma. O]

q 1/q
} CE7 (| — &) VP X+ e

A
TFM%

IN

EF[IF1]) AW, (B.Q) + ofr) + ¢

[M] =

E°[IF) "+ ofr) + .

7

t=1

Lemma 3.4. Nel contesto e con le assunzioni precedenti esiste unico a* € A tale
che v(P) = E¥[f(&,a*(€))]-

Questo é un risultato classico, I'esistenza segue dal Lemma di Komlos enunciato
in [7] e Punicita segue dalla stretta convessita.

Dimostrazione teorema 3.1. Sia a* € A 'unico ottimizzante per v(P), e per sem-
plicita di notazione, definiamo per ognit =1,...,7T

F,:=E" [0, f(€,a"(€)) | Fi].
Proviamo prima I'upper bound, ovvero
T 1/q
sup (@ —o(®) < r(SETEF) +olr)
QeB-(P) t=1
A tale scopo definiamo Q" € B, (P) tale che

v(Q") > sup v(Q) —o(r)
QeB,(P)
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e sia m € g (P, Q") tale che

T /p
<Z E™[|n, — {t|p]> < AW,(P, Q") + o(r) < r+o(r).

Analogamente a quanto fatto per la precedente dimostrazione definiamo " € A
come

b" =E" [a*(f)}.
Allora usando la disuguaglianza di Jensen, valida grazie alla convessita di f, otte-
niamo

v(@7) <EY [f(n.b" ()] = E7[f(n,0"(n))]
< E"[f(n,a*(§))].

Ragionando allora allo stesso modo della dimostrazione di otteniamo dalla
disuguaglianza sopra

(@) — o <T(ZEW | Fy)7] )/q+0(7").

Ricordando ora la scelta di Q" otteniamo esattamente

T 1/q
sup_0(Q) = o(F) < o(@) ~ oP) +o() < (T EFA) o)

QeB(P)

Questo termina la dimostrazione della prima disuguaglianza. Passiamo alla dimo-
strazione del lower bound, che possiamo scrivere

1irgglf%< sup v(Q) —U(P)> > (iEP[IFtIq})W

QeB:(P)

A tale scopo osserviamo che usando la dualita tra ¢9(R”) e (P(RT) abbiamo che
esiste a € [0+ 00)T tale che

(gﬁp[mm) ZEP Ffa Z

Infatti per ogni = € (9(RT)\ {0} si ha che esiste y € (¢2(R”))" tale che y(z) = ||z,
e |lyll(a)» = 1. Ma ora usando il teorema di rappresentazione di Riesz abbiamo che
esiste unico a € (P(RT) tale che

T

T
= that e |alp = Zaf = 1.
t=1

t=1
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Per ottenere 'affermazione sopra é sufficiente applicare il precedente risultato al

vettore z € R” definito da z, = EF[|F|7] Ya per ogni t = 1,...,7. In modo del
tutto analogo, applicando il risultato visto sopra ma agli spazi LI(P), LP(PP) e alle
funzioni a;F; abbiamo che esistono delle v.a. ((;)i=1, 7 tali che

1 1
EPUE&H /qat =E* [FtCt} € EPUQW v Qg,
per ogni t = 1,...,T. Combinando i due risultati otteniamo che esistono v.a.

(Ct)t=1,. 7 tali che

T T

q
Z FtCt = <ZEP ’Ft ) Z |Ct’p =1

t=1 —1

Notiamo che siccome F; ¢ JF;-misurabile, lavorando sullo spazio di probabilita
(RT, F;,P) la v.a. ; puo essere scelta a sua volta F;-misurabile.

Ora fissato r > 0 definiamo P" come la legge della v.a. & + r(, ovvero P" =
(£+7().Pen" come la legge della v.a. congiunta (£, £+7() cioé 7" := (£, £+71().P
Sappiamo allora siccome (; ¢ F;-misurabile che certamente 7" € IIo(IP,P"), ma in
generale non é bicausale. Usiamo allora il lemma con § = r?. Otteniamo che
esistono dei processi 77 : RT x RT tali che per ogni t =1,...,T

o e F® ft—misurabile;
e & ¢ o(n])-misurabile;
o [n; —m| <1
In particolare 4" := (£,1").7" & un coupling bicausale tra P e Q" := nin". Dunque

4 1/p
Wy(P.Q) < (DB [l — nl])

t=1

[M] =

Tr““ » 1/p
E” [l& - m1"])

(>
o 1 . 1 (3.1)
(Z E™ [|& — m!”]) G (Z E™ [ — nﬂp}) "’

EP o1\ VP 2 2
[|7"Q|]> +Tr =r+1Tr.

Ma

-

Dai calcoli precedenti otteniamo che, per ogni € > 0, per r sufficientemente piccolo
abbiamo Q" € B, .(P), da cui

1

~+~
I

sup  v(L) > v(Q"). (3.2)

LEB, . (P)
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Ora per ogni r > 0 sia a” € A un controllo quasi ottimale per v(Q"), ossia

o(@) = E¥ [f(n.a" ()] — ofr)
= E7 [f(".a"(77))] — o(r).

Adesso siccome 7] ¢ F; ® ft—misurabile e (; ¢ Fy-misurabile otteniamo che n" ¢
funzione adattata della sola &, dunque esiste b” € A tale che

e con un abuso di notazione
ETI’T []t(??r’ ar(nr))} —_ EIP [f("f; ar(nr))} )
Mettendo insieme le due cose ricaviamo
v(Q") = E°[f(n",b"(£))] — o(r).

Inoltre poicheé " € A si ha

v(P) < ET[f(&67(9)].

disuguaglianza dalla quale, usando il teorema fondamentale del calcolo e il teorema
di Fubini otteniamo

o(@) — o(B) > EF[f (1, b(€)) — FE.H7())] — o(r)
/ EF [0, F(€ + A7 — €).67(€)) (1} — &)] dA — o(r)

>
> [s

t=1

1

EP (B [0, (6 + A" = €),6°(8)) | F) (o — &) dA = o(r).

\

Da cui segue

(@) —o(P

r

> Z/ E* EP 02, f(E+ A" = €),07(6)) | F] i — &} dX\ — o(1).
(3.3)

Sia ora (r,),en una arbitraria successione che converge a zero. Mostriamo che

b (§) —— a*(¢) in P-probabilita.

n—oo

Per farlo ricordiamo che b™ é stato scelto quasi ottimale per Q™, ossia

v(@) = E [, 0(8)] — olra) = EF[f(£,07(8)] — O(ra),

82



3.2. RISULTATO PRINCIPALE

ove I'ultima disuguaglianza segue per il teorema fondamentale del calcolo e dall’i-
potesi fatta su V. f. Infatti da uno sviluppo al primo ordine abbiamo

EP (£, b (€))] = EP[f(¢.(€))] + EF { | ure+ o6 - o.00) —8) de}

0

_ EP[f(6,17(6))] + EF / S0 (€ + 00 —s>,br<f>><n:—§t>d9}

t=1

Z]E]P’[f(g,b"(g))}—EP_/ (Z|8w,f§+9(n —&),b"(¢ )”(Zm &I”)1 }

=E°[f(¢,67(9)] —E° (Zm:—w /0 Hvxf<£+9(n’“—£>,b”<£>>}lqd9]

> EF[£(&0°(8))] — OV (D EP (I - ft!p])l/p
= E°[£(&,0(9)] - O).

Allora facendo un’espansione in serie di Taylor al primo ordine, con resto in forma
di Lagrange otteniamo

v(@) = v(P) 2 E°[£(6,™(§) = F(£:a"())] = O(r)
— B [(a (¢ a" (), (€) — a"(€))]

vEF[; / (7 (€) = a*(€), VAF (€67 (§) + 0(a” (&) — b (€))) (1™ (€) — @’ (€))) db] — O(r).

Ora pero ricordiamo che per ipotesi V2f(£,a) = (§)1py7 per a € [—L, L] e con
P(e(¢) > 0) = 1. Dunque

o(@) - o) > EF [(Vaf(€,a"(€),57(€) — a"(€))]
B [ () - a©)12] - 00

da cui deduciamo che per n — oo deve essere

B (V. £(6.0"().b7(©) — a* ()] + B[ p(e) - a*(@))2] — 0

poiché per n — oo si ha AW,(P,Q™) — 0 e dunque dal lemma abbiamo
v(Q™) — v(P). Adesso osservando che nella somma sopra il primo addendo é
sempre non negativo (perché a* é ottimo) otteniamo che deve essere

(. * 2
B[S 6 (©) — a* ()] —= 0,

che é possibile solamente se 0™ () — a*(£) in P-probabilita, poiché () é P-q.c.
positivo. Per arrivare alla conclusione ¢ ora necessario fare le seguenti osservazioni.
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3.2. RISULTATO PRINCIPALE

1. Per n — oo abbiamo per ognit = 1,...,T n;" — & in L*(P), infatti

EP“U?” - ftH < EP“U? — & — TnCtH + EP“& + 7 — ft”
<rt rnEP“QH — 0.

2. Similmente per ogni t =1,...,T per n — oo abbiamo anche
M8 G i LAP)
TTL
infatti
o R
T'n T'n Tn

:EP[W?—&—MQ]<T 0

Tn - n—00 '
Dalla 1 otteniamo che per ogni t = 1,...,T n;" —— & in P-probabilita, quindi
n—oo

combinandola con la convergenza di b™ abbiamo per ogni A € (0,1), siccome 9, f
é continua

O f(E+A(™ =€), 6™()) —— 0n, (&, a7(€))  in P-probabilita.
Il che implica che esiste una sottosuccessione (7, )ren tale che

Oui S (€4 NG = ©),67(€)) — 0., J(€,a"(€) P-ac

ed ora dalla assunzione su V,f la successione ha una dominante L' e quindi pos-
siamo usare il teorema di convergenza dominata per il valore atteso condizionato,
in particolare otteniamo

EP [0, f(€+ Ay — €),b™x()) | Fi] — E* [0, f(&,a*(€) | 7] P-q.c.

perd da 2 a meno di passare a sottosuccessioni otteniamo

Ty
T —& ¢ P-q.c.

Ty

e quindi

B [0, F(E4 M —6), 57 (€)) | ) =

PR E [0, f(£,0%(6) | Fi]G P-q.c.

k

da cui applicando nuovamente il teorema di convergenza dominata otteniamo

Tn

E” (B [0, f(€+A07 =€), b (€)) | Fi) ™
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3.3. IL CASO DI MASSIMIZZAZIONE DELL’UTILITA ATTESA

Dunque combinando la convergenza precedente con la (3.3]) otteniamo

lim inf v(@)
k—o0

i E” [ [0,,£(€,a"(©) | F)G

nk

da cui per arbitrarieta della successione (7,)nen Otteniamo

lim inf M
r—0

XTI E” [E7 [0, (6, () | ).

Ora usando la (3.2)) con € = o(r) otteniamo

r—0 '8 QEBr (P)

liminfl( sup v(Q) — U(P)) > iEP [EP [6%]”(5,&*(5)) | }—t} Ct]

T 1/q
~ (Tl ©) | 7))

e si conclude, I'ultima uguaglianza segue dalla definizione delle v.a. (()i=1,.. 7. O

3.3 1l caso di massimizzazione dell’utilita attesa

Abbiamo gia osservato che il problema di massimizzazione dell’utilita attesa pud
essere scritto nella stessa forma dei problemi di ottimizzazione stocastica conside-
rati in questo capitolo. In questa sezione ne ricordiamo il contesto e cerchiamo di
specializzare il risultato ottenuto nella sezione precedente a questo caso. Ri-
cordiamo che supponiamo di conescere una funzione /: R — R convessa e limitata
dal basso, e una funzione g: R’ — R (la negativa di una funzione di payoff) e
consideriamo il problema

u(P) = inf B ¢(g(€) + S a6l - &),

t=1

ove & € R ¢é un valore fissato. Supponiamo inoltre che ¢ sia due volte differenziabile
con continuita con ¢'(v) < C, con C' > 0 una costante, ¢” > 0, che g sia differen-
ziabile con continuita con derivate uniformemente limitate e infine assumiamo che

P& 1=&)=0perognit=1,...,T.

Corollario 3.5. Nel contesto precedente, sia a* l'unico ottimizzante per u(P). Si
ponga aryy =0,

Ci=g()+ D _a" ()& — &),
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T 1/aq
V= (Z E”||(a7, () = i (©)EP[C(Q) | F] — EF[¢(Q)0g(€) | Fi) |qD |

Allora per r — 0, si ha

sup u(Q) =u(P)+r-V +o(r). (3.4)
QEB, (P)

Osservazione 3.1. Si noti che nel caso in cui p =q¢ =2 e g =0 la quantita V' ¢ la
variazione quadratica di a* distorta dal valore atteso condizionato di ¢'.

Dimostrazione. Per brevita di notazione scriviamo, per ogni a,z € RT

T

(a-x)r = Z ay(xy — x4q).

t=1

L’obiettivo ¢ di applicare il teorema [3.1] alla funzione
f(x,a) == (g(z) + (a- z)r)

per (z,a) € RT. Per farlo dobbiamo controllare che le ipotesi del teorema sono
verificate. Partiamo con l'osservare che grazie alle ipotesi di differenziabilita fatte
su ¢ e g otteniamo che f verifica le proprieta volute. Infatti siccome ¢ ¢ due volte
differenziabile con continuita e (a-x)r ¢ C* in a, abbiamo banalmente che f(z,-) é
due volte differenziabile con continuita. Inoltre per gli stessi motivi e poiché anche
g ¢ differenziabile con continuita allora f(-,a) lo é per ogni a € R”. In particolare
perognit,s=1,...,T si ha

Ou, f(x,0) =0 (g(2) + (a- 2)7) (2 — T4-1)

0a.0u,f (2, a) = 0, (9(x) + (a - 2)r)(x¢ — 24-1)
=0"(g(z) + (a-2)7) (2 — 2o1) (25 — T_1).

Quindi per ogni u € RT \ {0} si ha
T
(0.2 = ) + (0= )| 3 o = )’
=1

+2 Z wptns(xy — x41) (25 — :csl)]
={"(g(x) + (a- z)r) [XT: uy(xy — :L“t_l)} 2.
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Dai precedenti calcoli otteniamo che in questo caso non ¢ verificata l'ipotesi su
V2f(£, a), tuttavia una comunicazione personale del primo degli autori di [3] as-
sicura che mediante una diversa dimostrazione, usando che, per convessita di f,
abbiamo

(u, V2 f(z,a)u) >0 VYuecR"\ {0}.

e P(& = &_1) = 0, si riesce anche in questo caso a provare che b"(§) — a*(§)
in P-probabilita per » — 0 (si veda la dimostrazione del teorema . Infatti
ragionando come nella dimostrazione del teorema, presa una arbitraria successione
(rn)nen infinitesima, da uno sviluppo in serie di Taylor al primo ordine con resto in
forma di Lagrange si ottiene

T

27| [ ¢ (st (@m0 ©-a(€)€)) [L it ©) 6-8)] | =0

n—r00
t=1

Da cio segue che

EF [(fj(a:@ 5 (©O)& &) | =0,

ed ora é sufficiente utilizzare I'isometria di Ito a tempo discreto, essa infatti afferma
che se (Y;)i—01,..r ¢ una martingala e (H;);—1 1 ¢ un processo predicibile, allora

EP[(i H (Y, — Y;tl)>2:| = iEP [Hf(Yt — yH)z].

Nel nostro caso ponendo per ognit =0,...,T—1, a; = E¥ [(§t+1—£t)2 | ]—"t}, quantita
che per l'ipotesi fatta ¢ P-q.c. positiva, 'isometria di Ito e la tower property del
valore atteso condizionato implicano

T

E*[(Y (ai(0) b (©) (& — &) |

t=1 t

I
[M] =

E?| (a;(€) — 57(6)"(& — &-1)?]

1

I
E

E”[ (ai(6) - 4"()) as]| — 0.

t=1

Da cui per la positivita quasi certa di a;—; otteniamo b;"(§) —— aj(§) in P-
n—o0

probabilita, per ognit =1, ..., T come voluto. Dunque se dimostriamo 1’assunzione
su V, f(z,a) possiamo utilizzare il teorema. Per farlo osserviamo che

O, f(x,a) =1’ (g(x) + (a- x)T) (O, 9(2) + ap — ag41),

da cui, usando le assunzioni fatte su ¢’ e 9,,g otteniamo che per ogni x € R a €
[—L, L)" si ha: .
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e dunque 5 N
IVof(z,a)]|l <TCYC+2L)"=C.

Quindi possiamo applicare il teorema Per concludere la dimostrazione dobbia-
mo solamente notare che nel nostro caso, per ogni ¢t = 1,...,7T abbiamo

E*[0,,f (&, a"(€) | Fi] =E7[('(O)(0:,9(&) + a7 (&) — ais(§)) | F]
=E"[a;(€) — a{1(E)0(C) + €'(¢) D g(&) | F]
= (a(&) — af 1 ()ET[C(C) | o] + ET[€(0)Dr,9(8) | F]

Da cui

ZEPUEP (0., f(€,a"(8)) | Fi] ﬂ)vq

t=1

VRS

a 1/q
= (= [lein© - O 10| 7] - B 00| 7] ) =V,

quindi I’enunciato del teorema diviene esattamente

sup u(Q) =u(P)+7-V +o(r)
QeB-(P)

e si conclude. O
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Appendice A

Risultati utili di Probabilita

A.1 Convergenza di misure e teorema di Prohorov

Definizione A.1. Uno spazio topologico (E,T) si dice essere uno spazio Polacco
se é separabile ed esiste una metrica completa d su E che induce la topologia 7.

Nel seguito sia (£, 7) uno spazio topologico completamente metrizzabile e pen-
sato dotato della o-algebra di Borel: £ = Z(F). Per le misure definite su (E,E)
introduciamo le seguenti nozioni di regolarita.

Definizione A.2. Una misura o-finita p su (E, ) si dice:
1. misura di Borel se, per ogni x € F, esiste un intorno aperto U di z tale che
m(U) < oo;
2. regolare dall’interno se, per ogni A € & si ha:
p(A) =sup{u(K) | K C A ¢ compatto};

3. regolare dall’esterno se, per ogni A € £ si ha:
p(A) =inf{u(U) | ACU ¢ aperto};
4. regolare se u é regolare dall’interno e dall’esterno;

5. misura di Radon se € una misura di Borel regolare dall’interno.

Definizione A.3. Introduciamo i seguenti spazi di misure su E:

M(E):={p|p ¢una misura di Radon su (E,€&)};
M¢(E) :=={p|p auna misura o-finita su (E,E)};
M, (E) = P(E) :={pn € My(E) | n(E) = 1}.

Fissiamo inoltre le seguenti notazioni per le funzioni continue su E:
C(E):={f: E—R|f écontinua};
Co(E):={f€C(E)|f élimitata};

C.(E):={f€C(E)| f ¢asupporto compatto} C Cy(E).
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Proposizione A.1. Se E ¢ Polacco e i € My(E), allora jv é serrata, ossia per
ogni € > 0, esiste un insieme compatto K C E tale che: u(E\ K) < e.

Dimostrazione. Sia € > 0, allora poiché E ¢é separabile: Vn € N, esiste una succes-
sione: (2})jen C E tale che: E = (JZ, Byn(27}). Fissato allora N, € N tale che

(E\U] L Byn(2%)) < 57, definiamo:

2n7

oo Np

A= ﬂ U By (z7)

n=1j=1

Allora per costruzione, A é totalmente limitato. Ma allora siccome E & Polacco, A
é compatto, inoltre:

W(EN\A) < u(E\ A) <i2in: O

Definizione A.4. Sia F C M(FE) una famiglia di misure di Radon su E. Una
famiglia C di funzioni misurabili da E in R si dice separante per F se, Vu,v € F
vale che:

/Efdu:/Efdy VfeCn )N L)
implica: p = v.

Proposizione A.2. Sia (F,d) uno spazio metrico. Allora Lip,(E) (funzioni Lip-
schitziane con costante di Lipschitz al pit 1) é separante per M, (E) e dunque
anche per ogni suo sottoinsieme.

Si veda [6] teorema 13.11.

Definizione A.5 (Convergenza debole di misure). Sia F uno spazio metrico e
(fn)neny € M¢(E), diciamo che (un)nen converge debolmente a i, in simboli p,, ——

n—oo
i (debolmente), se

[am = [ran vrece)

Osservazione A.1. Su M (E) definizamo la topologia debole T,, come la pitt piccola
topologia tale che, per ogni f € Cy(E), la mappa:

O My(E) —>R,ul—>/fdu

¢ continua. Con questa definizione risulta allora che p, —“ u se e solo se:
n—o0
pn, — 1 (debolmente). Bisogna tuttavia osservare che questa nozione di topolo-
n—oo
gia e convergenza debole é diversa da quella dell’analisi funzionale, quella data qui
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corrisponde infatti alla cosiddetta topologia debole*. Dato uno spazio normato X,
qui X = Cp(FE) dotato della norma del sup: |||, si definisce la topologia debole*
sul suo duale topologico X' dicendo che, data (T},),eny € X', essa converge debo-
le* a T, se e solo se: T,(z) — T(x) per ogni x € X. I allora ovvio che ogni

p € My (FE) definisce un funzionale lineare e continuo su Cy(E):

frs tufyi= [ rau
Quindi M;(E) C (Cy(E))’, quindi la topologia 7, definita sopra é la topologia
debole™ indotta da (Cy(E))" su My (E).

Definizione A.6. Sia (E,7) uno spazio topologico. Una famiglia di misure F C
M(E) si dice uniformemente serrata se, per ogni € > 0 esiste un insieme compatto
K. C FE tale che

w(KS) < e perognipeF.

Teorema A.3 (Prohorov). Sia (E,d) uno spazio metrico e F C My(E). Allora

1. se F ¢ uniformemente serrata allora F ¢é relativamente debolmente sequen-
zialmente compatta, ossia F & debolmente sequenzialmente compatta,

2. se (E,d) é uno spazio Polacco allora anche il viceversa é vero, ossia se F ¢é re-
lativamente debolmente sequenzialmente compatta, allora F é uniformemente
serrata.

Per la dimostrazione del teorema si fa riferimento ad esempio a [6].

A.2 Nuclei Markoviani e Distribuzioni Condizionali

Definizione A.7 (Nuclei di Transizione e Nuclei Markoviani). Siano (S, S), (7., T)
due spazi misurabili, una mappa k: S x T — [0, +00] si dice un nucleo regolare di
transizione se vale che

1. per ogni B € T la mappa s — k(s, B) ¢ S-misurabile,
2. per ogni s € S la mappa B — (s, B) ¢ una misura su (7, 7).

Se poi la misure k(s,-) su (7,7) ¢ una misura di probabilita, allora il nucleo x ¢é
detto nucleo di probabilita o nucleo markoviano.

Osservazione A.2. Se T = o(C) con C un sistema N-stabile tale che contiene T,
oppure una successione crescente di insiemi F, che converge a T', allora per con-
trollare se k sia un nucleo di transizione, la proprieta 1 puo essere verificata solo
per gli insiemi A € C. Infatti, in questo caso,

D:={AecT|s—k(s,A) ¢ S-misurabile}

¢ un sistema di Dynkin. Se quindi C C D otteniamo che D =o(C) = T.
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Le seguenti caratterizzazione dei nuclei di transizione sono spesso molto utili.
Per semplicita limitiamo lo studio solo al caso dei nuclei markoviani, ossia gli unici
considerati in questa tesi.

Lemma A.4. Siano (S,S), (T, T) due spazi misurabili tali che esiste C C P(S) un
sistema N-stabile tale che o(C) =S, e sia k = {ks | s € S} una famiglia di misure
di probabilita su (T, T). Allora le sequenti affermazioni sono equivalenti

1. p: SXT —=1[0,1], (s,B) > ks(B) é un nucleo markoviano da S a T';
2. la funzione s — kg ¢ misurabile da S a P(T);
3. s — Ks(B) & una funzione misurabile da S a [0,1] per ogni B € T.

Per la dimostrazione si veda il Lemma 1.37 in [5].

Nel seguito sia (2, A4, P) uno spazio di probabilita fissato, (S,S) e (T, T) due
spazi misurabili. E noto che data una sotto o-algebra F C A la probabilita condi-
zionata di un evento A € A data F ¢ definita tramite il valore atteso condizionato.
Piu precisamente

P(A|F):=E"[14| F],
essa € pertanto la v.a. P-q.c. unica tale che
E¥[P(A| F)1g] =E*[1415] =P(ANB), VBE€F.

Si noti che P(A | F) = P(A) P-q.c. se e solo se A ¢ indipendente da F e P(A | F) =
14 P-q.c. se e solose A é, a meno di insiemi di misura nulla, uguale ad un elemento
di F. Dalla monotonia del valore atteso condizionato otteniamo 0 <P(A | F) <1
q.c., e dal teorema di convergenza monotona otteniamo che per una sequenza di
eventi disgiunti (A4, ),en C A si ha

IP(U A, | ]—") =Y P4, | F) Pac

neN neN

Tuttavia nella precedente uguaglianza l'insieme di misura nulla su cui essa non
vale dipende in generale dalla sequenza (A, )nen, quindi in generale P(- | F) non &
una misura di probabilita su 2. Questo problema si puo aggirare usando i nuclei
markoviani e definendo le distribuzioni condizionali.

Definizione A.8. Sia ({2, A,P) uno spazio di probabilita, ¥ C A una sotto o-
algebra, (S,S) uno spazio misurabile e £ una v.a. su 2 a valori in S. Diciamo che
un nucleo markoviano k¢ r € una distribuzione condizionale regolare di § data F se
per P-q.o. w € €2 e per ogni B € S vale

IQ&]:((U,B) = P(f €B | ./T")
Ossia deve valere per ogni A€ F,Be S

P({¢ € B} N A) = /Q 15(E)1a dP = / e (w0, B)1a(w) dP(w).

Q
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Se poi n & un’altra v.a. su € a valori in un altro spazio misurabile (7',7), una
distribuzione condizionale regolare di £ data n ¢ un nucleo markoviano x da T in
S che verifica

k(w,B)=P(¢ e B|n) P-qc, VBeS.

Teorema A.5 (Distribuzioni condizionali in R.). Sia (2, A,P) uno spazio di pro-
babilita, F C A una sotto o-algebra e sia &: (2, A) — (R, Z(R)) una v.a., allora
esiste una distribuzione condizionale regolare k¢ r di § data F.

Dimostrazione. Per r € Q, sia F(r,-) una versione della probabilitd condiziona-
le P(§ € (—oo,r] | F). Per r < s si ha chiaramente 1{ec—oor} < lice(—oo,s]}s
quindi dalla monotonia del valore atteso condizionato si ha che esiste un evento di
probabilita nulla A, ; € F tale che

F(riw) < F(s,w) VYweA,;. (A.1)

Dal teorema di convergenza dominata abbiamo inoltre che esistono eventi di pro-
babilita nulla (B,),cq € F,C € F tali che

) 1
nll_)rgloF(erE,w) = F(r,w) YweQ\B, (A.2)
e anche
inf F(—n,w)=0 e supF(n,w)=1 YweQ\C. (A.3)
neN neN
Definiamo allora
N := ( U Ans) U (U BT) ucC,

r,s€Q reQ

eperwe N\ N i
F(z,w) :=inf F(r,w) VzeR.

reQ
r>z

Per costruzione F(-,w) & crescente e continua a destra. Inoltre, da e (A2),
abbiamo

F(z,w) = F(z,w) Vz€QuweQ\N. (A.4)
Quindi da (A.3]), F(-, w) ¢ una funzione di ripartizione per ogni w € Q\ N. Per w €
N definiamo F(-,w) = Fy, ove Fy é una funzione di ripartizione su R arbitrariamente
fissata. Per ogni w € € sia ora x(w,-) la misura di probabilita su (R, Z(R)) con
funzione di distribuzione F'(-,w). In pit per r € Q e B = (—o0, 7] la mappa

w— K(w, B) = F(r,w)lye(w) + Fo(r)1y(w) (A.5)

¢ F-misurabile. Ora {(—oo,7] | r € Q} é un sistema N-stabile che genera Z(R).
Allora dall’osservazione [A.2] otteniamo allora ch ela misurabilita vale per ogni B €
A(R) e quindi ¢ un nucleo markoviano. Rimane da verificare che effitivamente
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é una distribuzione condizionale regolare di ¢ data F. Per farlo osserviamo che per
ogni A € F,r € Q, detto B = (—o0, 1|, dalla (A.4) e dalla definizione di F' segue

/ K(w, B) dP(w) = / P& e B|F)dP =P(ANn{ € B}).
A A

Ora come funzione di B, sia il primo che I'ultimo membro dell’equazione precedente
sono misure finite su Z(R) che coincidono sul generatore N-stabile {(—oo,7] | 7 €
Q}. Dall’'unicita dell’estensione di misure otteniamo le uguaglianze sopra per ogni
B € #(R). Dunque P-q.c. (-, B) =P({ € B | F) e quindi k = k¢ r. O

Definizione A.9. Due spazi misurabili (S,S), (T, 7) si dicono isomorfi, se esiste
una funzione biiettiva ¢: S — T tale che ¢ sia S/T -misurabile e la funzione inversa,
¢!, sia T/S-misurabile. Diremo anche che ¢ ¢ un isomorfismo di spazi misurabili.
Uno spazio misurabile (S,S) si dice di Borel se esiste un boreliano C' € B(R) tale
che (S,8) e (C,C) siano isomorfi.

Teorema A.6. Uno spazio Polacco (E,T) con la sua o-algebra dei boreliani é
sempre uno spazio di Borel.

Teorema A.7. Sia (2, A,P) uno spazio di probabilita, F C A una sotto-o-algebra
e & una v.a. a valori in uno spazio di Borel (S,S). Allora esiste una distribuzione
condizionale regolare di & data F

Dimostrazione. Sia B € #(R) e sia ¢: S — B un isomorfismo di spazi misurabili.
Dal teorema [A.5] otteniamo che esiste una distribuzione condizionale regolare di &
data F, ove & ¢ la v. a. reale £ := ¢ o £. Allora defininendo per ogni A € S

r(w, A) = Re r(w, ¢(A4)),

abbiamo che x & banalmente una distribuzione condizionale regolare di £ data F.
Infatti &€ ovviamente un nucleo markoviano ma inoltre per ogni A € F,C € S

/ K(w, §) dP(w) = / e r (@, B(S)) dP(w)
A A

=PAN{{ € d(9)}) =P(AN{ € 5}). O
Teorema A.8 (Disintegrazione). Sia § una v.a. sullo spazio di probabilita (€2, A, P)
a valori in uno spazio di Borel (S,S). Sia poi F C A una sotto-o-algebra e ke r una

distribuzione condizionale regolare di & data F. Sia inoltre f: S — R misurabile e
tale che E[|f(£)|] < oo. Allora

E[f(¢) | F](w) = fgfdﬁ£7;(w, ) per P-q.o. w € Q. (A.6)

Dimostrazione. Per provare il teorema mostriamo che il membro di destra in (A.6)
verifica le proprieta del valore atteso condizionato. Per linearita, potendo passare
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alle parti positiva e negativa possiamo assumere f > 0. Allora esistono degli insiemi
(An)nen € S e dei numeri (,)neny € R tali che

gn = Zale], — f.
j=1

n—oo

Ora, per ognin € Ne B € F,

Bl (©)15] = Y P((¢ € 4} 1)
— iaj/BP({g € A} | F)dP
:]Zn;aj /B e (0, A;) dP(w)
_ /B jz:;aj /B e (w0, A;) dP(w)

— [ ([ o) tsertr) ) o

Per il teorema di convergneza monotona, per P-q.o. w, 'integrale interno converge
a

/S F (@) drer(w, ).

E ora applicando nuovamente il teorema di convergneza monotona, otteniamo

n—oo

E[/(€)15] = lim E[g,(€)14] = /B /S F(&) di(w, 2) dP(w), =

Osservazione A.3. In questa tesi siamo particolarmente interessati al caso in cui
consideriamo leggi su spazi prodotto v € P(E x FE), con E uno spazio Polacco,
pensiamo a vy come la a legge di una variabile aleatoria congiunta (£, 7) definita
su uno spazio di probabilita (Q, F,P) a valori in E' x E, ove £ ed n sono v. a.
sullo stesso spazio di probabilita a valori in F, con leggi i e v rispettivamente. Le
distribuzioni condizionali di n data & e di £ data n si dicono misure ottenute per
disintegrazione di ~ sulla prima e sulla seconda coordinata. Le indichiamo con

Ko (@, B) =77(B) e hyoew, A) =7"(4)
ove v = £(w),y = n(w). Allora la loro proprieta caratterizzante diviene

P({SGA}ﬂ{neB}):y(AxB):/

A

7 (B)du(e) = [ 3"(A)dly).

B

95



=W N =

Appendice B

Script MATLAB

In questa appendice sono riportati degli script MATLAB che costituiscono imple-
mentazioni per il calcolo numerico delle distanze W, e AW, quando si considerano
misure discrete. In particolare si & cercato di definire delle funzioni MATLAB,
che calcolano tali distanze tra distribuzioni discrete. Nel caso di AW, la funzio-
ne definita nel relativo script utilizza ’algoritmo ricorsivo visto nell’ultima sezione
del capitolo 2. In ogni caso per tutti i codici presentati in questa sezione i pro-
grammi lineari che emergono vengono sempre risolti con il comando predefinito
nell’Optimization ToolBox di MATLAB linprog.

Partiamo dalla distanza di Wasserstein usuale. Come visto nella sezione 4 del
Capitolo 1, il calcolo di W,, per il caso di misure discrete a supporto finito su RY,
si riduce ad un programma lineare che ha sempre la stessa matrice dei vincoli, le
cui dimensioni dipendono dalla cardinalita dei due supporti. Il codice seguente
definisce una funzione matlab che prende come imput, nel seguente ordine, quattro
arrays riga contenenti rispettivamente

1. gli elementi del supporto della prima misura;
2. gli elementi del supporto della seconda misura;
3. la densita discreta della prima misura;

4. la densita discreta della seconda;

inoltre il codice prende anche in input il parametro » > 1, 'ordine della distanza
W, che vogliamo calcolare e p € [1,400) che fornisce al programma l'informazione
di usare su RY la distanza ¢P. Dati gli input la funzione semplicemente costruisce
la matrice dei vincoli delle giuste dimensioni e calcola le distanze tra gli elementi
dei supporti, infine risolve il programma lineare suddetto e ne restituisce la radice
r-esima del valore ottimo, ossia esattamente W, (i, v).

function d W r = dWasserstein (omega 1, omega 2, prob_1, prob 2, r, p)
n 1 = length(omega 1(1,:));

n 2 = length (omega 2(1,:));

in1l=ones(l, n 1);
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in 2= ones(l, n 2);
id 1 = eye(n_1);
id 2 = eye(n_2);
Aeq = [kron(id 1, i n_ 2);
kron(i_n 1, id_2)];
prob = [prob_1 prob_2]’;
Ib = zeros(n 1xn 2, 1);
f = zeros(n_1lsn_2,1);
for j = 1: n_2
for k = 1: n_1
f((j — 1)*n_1 + k, 1) = norm((omega_1(:,k)—omega 2(:,j)), p);
end
end
[x, fval, exitflag , output] = linprog(f."r, [], [], Aeq, prob, Ilb)
d Wr= fval~(1/r);
end

Passiamo ora al caso di AW,. Abbiamo visto che nel caso discreto per mode-
lizzare il flusso di informazione, ovvero le filtrazioni, possiamo usare degli alberi.
Per tale motivo i codici da qui in avanti prenderanno come input degli oggetti MA-
TLAB di tipo digraph ovvero appunto dei grafi orientati che rappresentano gli alberi
considerati. Supponiamo che essi siano costruiti con il comando G = digraph(A), ove
A ¢ la matrice di incidenza dell’albero, in cui le entrate non nulle corrispondono
alla presenza del relativo arco nel grafo ed il valore nell’entrata corrisponde al peso
associato a quell’arco, ossia la probabilita condizionale del nodo in cui 'arco termi-
na dato il nodo da cui I'arco esce. Assumerememo inoltre che ai nodi degli oggetti
digraph considerati siano associati i seguenti attributi:

1. G.Nodes.Names, i nomi dei nodi, che come canonicamente si fa, sono dati tramite
stringhe di un carattere ad esempio "1", "2" ecc.

2. G.Nodes.Number che assegna ad ogni nodo un numero, la radice sara sempre 1’1,
i suoi diretti successori saranno 2,3 ecc. (si noti che per il calcolo di AW, la
numerazione dei nodi € irrelevante, 'unica cosa che conta ¢ la topologia del
grafo, cid nonostante torna utile numerare i nodi ai fini implementativi).

3. G.Nodes.Value i valori del processo considerato assunto nei vari nodi.
4. G.Nodes.Depht le profondita dei nodi nell’albero.

Mentre agli archi, oltre al peso gia assegnato tramite la matrice di incidenza, as-
sociamo un numero con l'attributo G.Edges.Number. Fatte queste ipotesi sugli og-
getti digraph che daremo in input alla funzione per il calcolo di AW, notiamo che
per implementare ’algoritmo ricorsivo é necessario risolvere iterativamente 1'usuale
problema di Wasserstein tra sottoalberi dei due dati usando come distanze quelle
calcolate al passo precedente. Quindi ¢ pill conveniente definire un’altra funzione
che come input prenda due alberi e un vettore di distanze delle giuste dimensioni
che restituisca come output la distanza di Wasserstein tra i due alberi dati ottenuta
usando tale vettore di distanze. Per definire questa funzione é necessario essere in
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grado di costruire dato un albero, un vettore contenente le probabilita totali di
ciascuna traiettoria, e tornera utile all’inizio dell’algoritmo ricorsivo, per calcolare
tutte le possibili distanze tra traiettorie, avere una funzione che prende in input
un albero e restituisce una riga di vettori colonna, ove ogni colonna ¢ una possibile
traiettoria del processo. I seguenti due script definiscono due funzioni che rispon-
dono esattamente alle due esigenze suddette. Per il calcolo delle probabilita totali
definiamo prima la funzione costo che prende in input un albero e un suo cammino e
calcola il costo del cammino, ovvero nel nostro caso la probabilita della traiettoria.

function ¢ = costo (G, path)
c = 1;
num_archi = zeros (1, length (path)—1);
Tavola = table2array (cell2table (G.Edges.EndNodes, "VariableNames",
["SourceNode", "EndNode"]));
for i = l:length (G.Edges.Number)
for j = 1:length(path)—1
if Tavola(i,:) = path(j:j+1)
num_archi(j) = G.Edges.Number(i);
end
end
end

for k = 1: length(path)—1
¢ = c*G.Edges. Weight (num _archi(k));
end

Poi grazie a costo definiamo la funzione prob che ha come input un albero e restituisce
un array con le probabilita di ciascuna traiettoria.

function p = prob(G)
T = max(G.Nodes.Depht );
N_T= [];
for i = 1: length (G.Nodes.Number)
if G.Nodes.Depht(i) = T
N T = [N_T G.Nodes.Name(i)];

end
end
p = ones(1l, length(N_T));
paths = [];

for i = 1l:length(N_T)
paths = [paths shortestpath(G, "1", N T(i))];
end
for i = 1: length (N_T)
p(i) = costo(G, [paths((1 + (T+1)*(i—1)):(T+1)xi)]);

In modo del tutto analogo per il calcolo delle traietorie definiamo prima la funzione
traj, che dato un albero e un cammino, calcola la traiettoria associata al cammino.

function v = traj (G, path)
v = zeros(length (path) ,1);
for i = 1l:length(path)
for j = 1l:length (G.Nodes.Number)
if G.Nodes.Name(j) — path(i)
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v(i) = G.Nodes. Value(j);
end

end
end
E poi definiamo la funzione trajectories che ha come input un albero e restituisce in
output un array contenente le traiettorie possibili del processo associato all’albero.
function Omega = trajectories (G)
T = max(G.Nodes.Depht );
N_T = [];
for i = 1: length (G.Nodes.Number)

if G.Nodes.Depht(i) = T

N T = [N_T G.Nodes.Name(i)];

end
end
paths = [];
for i = 1:length(N_T)

paths = [paths shortestpath(G, "1", N T(i))];
end
Omega = zeros (T+1, length(N_T));
for i = 1l:length(N_T)

Omega(:,1) = traj (G, [paths((1 + (T+1)*(i—1)):(T+1)*i)]);
end
Con le funzioni definite negli script precedenti é facile scrivere I'implementazione
per il calcolo di W, per le distribuzioni multivariate associate a dei processi ad
albero. Il codice si scrive facilmente modificando leggermente quello iniziale.
function d_A r = dWassTreeProcesses(G_1, G_2, D, r)
prob_1 = prob(G_1);
prob_2 = prob(G_2);
n_1 = length(prob_1);
n_ 2 = length(prob_2);
in1l=ones(l, n 1);
i n 2= ones(l, n 2);
id 1 = eye(n_1);
id 2 = eye(n_2);
Aeq = [kron(id_1, i n_ 2);

kron(i_n 1, id_2)];

PROBAB = [prob 1 prob 2]’;

Ib = zeros(n_1sn_2, 1);

[x, fval] = linprog(D.”r, [], [], Aeq, PROBAB, 1b);
d A r= fval~(1/r);

end

Per il calcolo numerico di AW, tornera utile anche la seguente funzione, la quale
costruisce dato un albero, un cell array di lunghezza pari alla profondita dell’al-
bero che ha come compenente t-esima un array contenente i nomi dei nodi di G a
profondita ¢, per ogni 0 <t < T.

function N = nodi(G)
T = max(G.Nodes.Depht );
N = cell (1,T+1);
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for i = 1:T+1
N{i} = [];
end
for i = 1:T+1
for j = 1l:length (G.Nodes.Number)
if G.Nodes.Depht(j) — i—1
N{i} = [N{i} G.Nodes.Name(j)];
end
end
end

Infine lo script che definisce la funzione per il calcolo di AW, é il seguente. Oltre
ai due alberi la funzione accetta in input anche i parametri p € [1,00), che da
I'informazione di calcolare le distanze tra le traiettorie con la metrica /£ e r > 1
Pordine della distanza AW,.

function AW = NestedDistance(G_1, G_2,p, r)

O~ O O W
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= max(G_1.

(N
o o=

= length
= length
= zeros (
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for k =
_T((]

end

N 1 = nodi(
N 2 = nodi(
for i = 1:T
dfi} =

end

d{T+1} =D T;

for i = 0:T—
for J:
fo

G_
G

Nodes.Depht );

= trajectories (G_1);
= trajectories (G_2);

(E_1(1,:));
(E_2(1,:));
n_l*n_2 1

);

cell (1,T+1);
j=1:n 1

1 n_2
— )*n 2+ k, 1) = norm((E_1(:,k)—E

1);
_2);

_2(:4j)), p);

s(length (N_1{i})*length (N_2{i}),1);

1
l:length(N_1{T — i})

k = 1:length(N _2{T — i})

s_1 = successors(G_1, N 1{T — i}(j));
s 2 = successors(G_2, N 2{T — i}(k));
g 1
g_2
g 1

numero_nodi_1 = l:numnodes(g_1 temp);
numero_nodi_2 = 1:numnodes(g 2 temp);
g 1 temp.Nodes.Number = numero_nodi_1
g 2 temp.Nodes.Number = numero_ nodi_2

temp = subgraph(G 1, [N_I{T — i}(j
_temp = subgraph(G_2, [N_2{T — i}(k
__temp.Nodes.Name = ["1" g 1 temp.Nodes.Name(2:end)
g 2 temp.Nodes.Name = ["1" g 2 temp.Nodes.Name(2:end)

); s_11);
) s_21);

bl

i

’.
)

’.
’

g 1 temp.Nodes.Depht = [0 ones (1 numnodes (g_1 temp)—
g 2 temp.Nodes.Depht = [0 ones (1 , numnodes(g_2 temp) —
numero_edges 1 = l:numedges(g_1 temp);
numero_edges 2 = l:numedges(g 2 temp);

g 1 temp.Edges.Number = numero_ edges 1

g 2 temp.Edges.Number = numero_ edges
prima_1 = 0;
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end
end
end
AW = d{1};
end

prima_2 = 0;
for 1 = 1:j-1

prima_ 1 = prima 1 + length(successors(G_1, N 1{T — i}(1)));

end

for 1 = 1:k—1
prima_2 =

end

d temp = d{T — i + 1}(prima_lxlength(N_2{T — i + 1}) + prima_2 + 1
prima_lxlength (N 2{T — i + 1}) + prima_2 + length(s_1)xlength(s_2),1);
d{T — i}((j — 1)xlength(N 2{T — i}) + k,
dWassTreeProcesses(g_1 temp, g 2 temp, d_temp, r);

o . . .
) qui termina il

prima_2 + length (successors(G_2, N 2{T — i}(1)));

calcolo ricorsivo
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