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Abstract 
 

In questa tesi si è trattato l’accoppiamento tra la teoria peridinamica e la teoria classica del 

continuo implementate in un software agli elementi finiti (Abaqus) per lo studio della 

propagazione delle cricche nei materiali. La teoria della peridinamica consente, attraverso 

una formulazione integrale del continuo, di gestire la presenza di discontinuità nel 

materiale. E’ stato quindi introdotto in Abaqus il nuovo metodo di accoppiamento 

originariamente sviluppato presso il gruppo di ricerca di strutture aerospaziali 

dell'Università di Padova. Sono state condotte diverse analisi per evidenziare le prestazioni 

ed i vantaggi della strategia di accoppiamento proposta. 

La nuova metodologia di accoppiamento è stata validata mediante analisi statiche e 

dinamiche lineari. 

Infine, sono state eseguite simulazioni dinamiche riguardanti fenomeni di propagazione e 

interazione di cricche, i risultati ottenuti sono stati confrontati con quelli disponibili in 

letteratura. 
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Introduzione 
 

La teoria della peridinamica è una teoria non-locale del continuo in grado di gestire lo 

studio delle fratture e la propagazione delle stesse nei materiali. La teoria classica del 

continuo infatti, utilizzando equazioni differenziali alle derivate parziali, è incapace di 

prevedere il percorso della cricca in virtù della discontinuità che quest’ultima inserisce nel 

materiale. Le attuali strategie di soluzione, per la teoria classica del continuo, utilizzano, 

nel caso di problemi che richiedano lo studio della propagazione delle cricche, delle 

relazioni che, in funzione dello stato di tensione locale e di criteri ad hoc, definiscono la 

direzione in cui la cricca propagherà e l’entità del suo avanzamento. Tali approcci 

incontrano però delle difficoltà nel gestire problemi di biforcazione o interazione fra le 

cricche. Tra le più conosciute strategie che utilizzano la teoria classica del continuo ci sono: 

X-FEM [40], Phase Field [41], Cohesive Zone Model (CZM) [42], e Element Erosion [43]. 

La teoria della peridinamica invece, utilizza equazioni di tipo integrale, in grado di gestire 

la presenza di discontinuità. Riferendosi alla versione bond-based della teoria 

peridinamica, si possono trovare molti articoli in letteratura che ne espongono le peculiarità 

e i vantaggi. Rimangono però irrisolti due problemi che ancora ne limitano la diffusione: il 

costo computazionale, dovuto alla nonlocalità della teoria e quindi all’elevato numero di 

interazioni e il modo non usuale di imporre le condizioni di vincolo. Per risolvere o limitare 

questi problemi diversi ricercatori stanno studiando la possibilità di accoppiare metodi di 

soluzione basati sulla teoria classica del continuo (come per esempio il metodo agli 

elementi finiti) con la teoria peridinamica. 

In questo elaborato si è partiti dalle equazioni della peridinamica, citando tutte le 

caratteristiche della teoria per poi poterla accoppiare con un solutore agli elementi finiti 

(Abaqus). Sono state descritte successivamente, le potenzialità della strategia di 

accoppiamento proposta. Per poter implementare i bond peridinamici in un software agli 

elementi finiti, come Abaqus in questo caso, è stato necessario sviluppare delle analogie 

con gli elementi finiti monodimensionali (truss). Inoltre, per poter accoppiare le due 

differenti regioni del modello, l’una descritta col metodo agli elementi finiti, l’altra risolta 
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con la teoria peridinamica, sono stati creati degli elementi di accoppiamento. La gestione 

degli elementi di accoppiamento, da parte del solutore Abaqus, è stata realizzata per mezzo 

di una subroutine scritta in linguaggio Fortran. Tutta l’implementazione è stata poi validata 

attraverso analisi statiche e dinamiche lineari. Negli ultimi tre capitoli invece, sono state 

eseguite delle simulazioni dinamiche con fenomeni di propagazione ed interazione di 

cricche. I risultati ottenuti, sono stati, quando possibile, confrontati con quelli disponibili 

in letteratura. Si è quindi potuto validare il metodo e il codice utilizzato.  
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Capitolo 1 
 

La teoria peridinamica 
 

Lo studio della propagazione delle cricche nei materiali è un problema della meccanica 

computazionale di estremo interesse. Le difficoltà intrinseche di questo problema si 

presentano per l’incompatibilità delle discontinuità (quali le cricche) con le equazioni 

differenziali alle derivate parziali usate nella teoria classica della meccanica del continuo. 

Le derivate che compaiono in queste equazioni non sono infatti definite nelle estremità 

delle cricche o sulle loro superfici. Negli anni si sono comunque sviluppate metodologie 

che permettono, parzialmente, di studiare questa classe di fenomeni anche con la teoria 

della meccanica classica. Questi approcci, però richiedono molte informazioni 

supplementari, come i punti di partenza, la velocità e la direzione di propagazione della 

cricca, non sempre disponibili e comunque rendendo i metodi complessi soprattutto in caso 

di cricche multiple. 

In questi ultimi anni, per cercare di risolvere i problemi sopra descritti, è stata sviluppata 

una nuova teoria non-locale della meccanica del continuo che a differenza di quella classica 

è basata su equazioni integrali e non richiede il calcolo di derivate. Questa teoria infatti, 

conosciuta come teoria della peridinamica, riformula la descrizione matematica di base 

della meccanica del continuo utilizzando equazioni integrali che possono pertanto essere 

risolte anche in presenza di discontinuità. Dall’iniziale versione bond-based si è poi 

sviluppata la versione state-based che rimuove la condizione restrittiva sul coefficiente di 

Poisson. In questo elaborato si prenderà in esame la versione bond-based della teoria 

peridinamica, lasciando a studi futuri l’estensione alla più recente state-based. 

In questo capitolo verrà descritta la teoria della peridinamica facendo riferimento a testi ed 

articoli (presenti nella bibliografia) e integrandoli tra di loro.  
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1.1 Modellazione peridinamica del continuo 

 

L’accelerazione di ogni punto materiale inizialmente posizionato in x nella configurazione 

di riferimento al tempo t è data da [1][2][3]: 

 

𝜌�̈�(𝐱, 𝑡) =  ∫ 𝒇(𝐮(𝐱′, 𝑡) − 𝐮(𝐱, 𝑡), 𝐱′ − 𝐱)
 

𝐻x

d𝑉x′ + 𝐛 (𝐱, 𝑡) 

(1.1) 

Dove: 

Hx rappresenta l’intorno di x di raggio δ e chiamato orizzonte, u è il campo di vettori 

spostamento, b è il campo di forze per unità di volume, ρ è il campo che definisce la densità 

di massa nella configurazione di riferimento ed infine f rappresenta la pairwise force 

function il cui valore è pari al valore di forza (per unità di volume al quadrato) che il punto 

materiale xʹ esercita sul punto materiale x. La loro posizione relativa nella configurazione 

di riferimento è denominata ξ:  

 

𝛏 = 𝐱′ − 𝐱 

(1.2) 

e i loro spostamenti relativi sono definiti da η: 

 

𝛈 = 𝐮(𝐱′, 𝑡) − 𝐮(𝐱, 𝑡) 

(1.3) 

Da notare quindi che 𝛏 + 𝛈 rappresenta la posizione relativa tra due punti materiali nella 

configurazione deformata all’istante t. 

L’interazione fisica diretta tra i punti materiali x e xʹ è governata dalla pairwise force 

function, o nel caso particolare di un’interazione di tipo elastico lineare, può essere 

interpretata come l’azione dovuta alla presenza di una rigidezza (spring). 

Il bond è il vettore posizione relativa ξ fra due punti materiali definito dalla (1.2). Esso 

rappresenta la differenza fondamentale tra la teoria della peridinamica e la teoria della 

meccanica del continuo classica. Quest’ultima infatti, si basa sul concetto di forze di 

contatto, cioè interazioni tra punti materiali che sono in contatto diretto tra loro. La 

peridinamica invece, fa interagire sia punti materiali che sono in contatto tra loro, sia punti 

materiali che non lo sono, all’interno dell’orizzonte. Nessun bond infatti, relativo ad un 

dato punto materiale, può essere maggiore dell’orizzonte. 

Si può dimostrare che nella peridinamica, la quantità di moto (momento lineare) e il 

momento angolare si conservano perché le forze dei bond sono uguali ed opposte. 

Inoltre, sono dirette lungo il vettore che connette la posizione attuale di due punti materiali 

interagenti tra loro. 
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L’orizzonte citato precedentemente, indicato con δ, viene definito come: 

 

| 𝛏 | > 𝛿
 
⇒ 𝐟(𝛈, 𝛏) = 0       ∀𝛈 

(1.4) 

In altre parole, il punto materiale x non può “vedere” oltre il suo orizzonte e quindi non può 

avere interazioni con i punti materiali che stanno oltre l’orizzonte. Per chiarire questo 

concetto, nella Figura 1.1 viene indicato l’intorno Hx di raggio δ che rappresenta l’orizzonte 

del punto materiale x. Come si può facilmente notare, il punto materiale xʹ interagisce con 

x, mentre i punti materiali al di fuori della circonferenza non possono interagire con la 

particella x.  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

La funzione f tra le varie coppie di punti materiali, deve soddisfare le seguenti proprietà 

[2]: 

 

𝐟(−𝛈,−𝛏) = −𝐟(𝛈, 𝛏)    ∀ 𝛈, 𝛏 

(1.5) 

per avere la conservazione della quantità di moto, e 

 

(𝛏 + 𝛈) × 𝐟(𝛈, 𝛏) = 𝟎    ∀ 𝛈, 𝛏 

(1.6) 

per avere la conservazione del momento angolare. Quest’ultima equazione, implica che il 

vettore forza tra le particelle risulta parallelo al corrente vettore posizione relativa. 

Figura 1.1: Interazione del punto materiale x con gli altri punti della sfera Hx attraverso i bond – [2] 
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Un materiale è detto microelastico se la pairwise force function è derivabile da un 

micropotenziale scalare w: 

 

𝐟(𝛈, 𝛏) =
𝜕𝑤

𝜕𝛈
(𝛈, 𝛏)         ∀ 𝛈, 𝛏 

(1.7) 

Il micropotenziale è l’energia di ogni singolo bond ed ha le dimensioni di un’energia per 

unità di volume al quadrato. L’energia di deformazione per unità di volume, in un dato 

punto materiale, si ottiene da: 

 

𝑊 =
1

2
∫ 𝑤(𝛈, 𝛏)𝑑𝑉𝜉

 

𝐻𝐱

 

(1.8) 

Il fattore ½ è dovuto al fatto che ciascun punto terminale del bond possiede solo metà 

dell’energia di legame. 

Se il corpo è composto da un materiale microelastico, il lavoro compiuto dalle forze esterne 

viene immagazzinato in una forma di energia recuperabile, in maniera del tutto analoga a 

quello che avviene nella teoria classica dell’elasticità. Si può inoltre dimostrare che il 

micropotenziale dipende dallo spostamento relativo η in relazione alla distanza scalare fra 

i punti deformati. Esiste pertanto una funzione scalare ŵ tale che: 

 

ŵ(𝑦, 𝛏) = 𝑤(𝛈, 𝛏)      ∀ 𝛏, 𝛈       𝑦 = | 𝛈 + 𝛏 | 

(1.9) 

Quindi, l’interazione tra due punti di materiale microelastico può essere pensata come 

proprietà di una rigidezza (molla) elastica. Le proprietà della molla possono dipendere 

anche dal vettore ξ nella configurazione di riferimento. Eventuali anisotropie di un 

materiale possono essere introdotte nella risposta microelastica attraverso la dipendenza 

dalla direzione di ξ.  

Per esempio, nel caso di un materiale composito con fibre di rinforzo tutte parallele alla 

direzione del vettore g, si otterrà [5]: 

 

ŵ(𝑦, 𝛏) =  𝛽2ŵ𝑓𝑖𝑏𝑒𝑟(𝑦, | 𝛏 |) + (1 − 𝛽2)ŵ𝑚𝑎𝑡𝑟𝑖𝑥(𝑦, | 𝛏 |), 

 

𝛽 = 𝐠 ∙ 𝛏/| 𝛏 | 

(1.10) 

Da cui si vede in maniera esplicita la dipendenza dell’energia di legame dalla direzione del 

bond. 

Combinando le equazioni (1.7) e (1.9) e differenziando la seconda rispetto a η si ottiene: 
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𝐟(𝛈, 𝛏) =
𝛏 + 𝛈

| 𝛏 + 𝛈 |
𝑓(|𝛏 + 𝛈|, 𝛏)            ∀ 𝛏, 𝛈 

(1.11) 

con f funzione scalare definita da: 

 

𝑓(𝑦, 𝛏) =
𝜕ŵ

𝜕𝑦
(𝑦, 𝛏)         ∀ 𝑦, 𝛏 

(1.12) 

Ciò soddisfa le equazioni (1.5) e (1.6): 

 

ŵ(𝑦,−𝛏) = ŵ(𝑦, 𝛏)        ∀ 𝑦, 𝛏 

(1.13) 

che verrà d’ora in poi assunto. 

La relazione (1.11) insieme all’equazione del moto (1.1) contengono essenzialmente la 

totalità del modello peridinamico di materiale microelastico non lineare. 

Una versione linearizzata della teoria per un materiale microelastico prende la seguente 

forma: 

 

𝐟(𝛈, 𝛏) = 𝐂(𝛏)𝛈        ∀ 𝛈, 𝛏 

(1.14) 

dove C è la funzione micromodulo del materiale, il cui valore è dato da un tensore del 

secondo ordine: 

 

𝐂(𝛏) =
𝜕𝐟

𝜕𝛈
(𝟎, 𝛏)        ∀ 𝛏 

(1.15) 

la quale eredita il seguente requisito da (1.5): 

 

𝐂(−𝛏) = 𝐂(𝛏)       ∀ 𝛏 

(1.16) 
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1.2 Modello costitutivo 

 

Per descrivere una frattura è necessario introdurre il concetto di limite di rottura per il 

materiale microelastico non lineare. Per semplicità, si ipotizza che la forza di legame f 

dipenda solamente dal bond stretch, definito come: 

 

𝑠 =
|𝛏 + 𝛈| − |𝛏|

|𝛏|
=

𝑦 − |𝛏|

|𝛏|
 

(1.17) 

Perciò, da questa definizione, s risulta essere un allungamento relativo. Quando il bond è 

soggetto a tensione corrisponde una deformazione positiva, perciò un valore positivo di s. 

Inoltre, se il materiale è isotropo, non vi è alcuna dipendenza di f dalla direzione di ξ. 

Il modo più immediato per introdurre il concetto di limite di rottura è ipotizzare che il bond 

(simulato come una molla) si rompa quando subisce un allungamento s oltre un certo limite 

predefinito. Dopo la rottura, il bond non esercita più nessuna forza. Infatti, quando un bond 

si rompe, non deve poter tornare integro in nessun modo, ma deve rimanere rotto per tutta 

la durata della simulazione. Questo fa sì che il modello dipenda dall’evoluzione temporale 

del sistema. 

Si consideri ora un prototype microelastic brittle material (PMB) [2] definito come: 

 

𝑓(𝑦(𝑡), 𝛏) = 𝑔(𝑠(𝑡, 𝛏))𝜇(𝑡, 𝛏) 

(1.18) 

dove g è una funzione lineare a valori scalari data da: 

 

𝑔(𝑠) = 𝑐𝑠        ∀𝑠 

(1.19) 

Dove c è una costante e μ è una funzione scalare dipendente dalla storia pregressa, che può 

assumere i valori 1 o 0: 

 

𝜇(𝑡, 𝛏) = {
 1   𝑠𝑒 𝑠(𝑡′, 𝛏) < 𝑠0  𝑝𝑒𝑟  0 ≤ 𝑡′ ≤ 𝑡
0   𝑎𝑙𝑡𝑟𝑖𝑚𝑒𝑛𝑡𝑖                                    

 

(1.20) 

μ=0 significa che il bond è irrimediabilmente rotto, mentre μ=1 indica che è integro e la sua 

lunghezza dipende dal carico che gli è stato applicato. 

L’allungamento limite s0, oltre il quale si ha la rottura del bond, viene assunto costante 

(Figura 1.2). Da notare che se inizialmente un materiale è isotropo, dopo la rottura dei bond 

la condizione di isotropia viene persa e successivamente il materiale risulta 

complessivamente anisotropo. 
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Inserendo la condizione di rottura nell’equazione del materiale del bond (1.18), viene a 

crearsi una condizione univoca di danno locale definita come equazione del danno. Essa 

rappresenta un indice con cui indicare il numero dei bond rotti rispetto al totale dei bond 

presenti in una porzione di materiale. L’equazione viene quindi definita come: 

 

𝜑(𝐱, 𝑡) = 1 −
∫ 𝜇(𝐱, 𝑡, 𝛏)𝑑𝑉𝛏

 

𝐻𝐱

∫ 𝑑𝑉𝛏
 

𝐻𝐱

 

(1.21) 

in cui x è incluso come argomento di μ per ricordare che è una funzione della posizione nel 

corpo. φ rappresenta il danno ed è compreso fra 0 ≤ φ ≤ 1, dove 0 rappresenta lo stato del 

materiale iniziale in cui tutti i bond sono presenti ed integri, mentre lo stato 1 rappresenta 

la condizione in cui il punto materiale si trova quando è completamente disconnesso dagli 

altri punti materiali del suo intorno di raggio δ (orizzonte). 

Quando i bond si rompono non possono più sostenere alcun carico e, dato che il carico non 

varia, continua ad essere applicato ai bond ancora integri creando un indebolimento 

localizzato nel materiale. I bond rimasti, dovendo ora sopportare un carico maggiore, hanno 

maggiore probabilità di raggiungere la condizione di rottura e quindi di rompersi. Quindi, 

da un singolo bond rotto, si possono creare le condizioni affinchè altri bond cedano creando 

un effetto a cascata (ben visibile nelle simulazioni che si vedranno in questa tesi) 

consentendo alla frattura di avanzare. 

Figura 1.2: Andamento della pairwise force function f in funzione dell’allungamento relativo s  per un 

materiali PMB – [1] 
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I due soli parametri che governano questo meccanismo per un materiale PMB sono il 

micromodulo c e l’allungamento limite del bond (critical bond stretch) indicato con s0. 

Si consideri ora un corpo omogeneo ed isotropo con s costante per ogni ξ e con 𝛈 = 𝑠𝛏. 

Assumendo 𝜉 = |𝛏| e 휂 = |𝛈| si ha 휂 = 𝑠𝜉 e dall’equazione del micropotenziale (1.7) si ha 

𝑓 = 𝑐𝑠 = 𝑐휂 𝜉⁄  da cui 𝑤 = 𝑐휂2 2𝜉⁄ = 𝑐𝑠2𝜉 2⁄ . Applicando poi la (1.8) si ottiene la 

seguente densità di energia di deformazione [2]: 

 

𝑊 =
1

2
∫ 𝑤𝑑𝑉𝜉

 

𝐻𝑥

=
1

2
∫ (

𝑐𝑠2𝜉

2
) 4𝜋𝜉2𝑑𝜉

𝛿

0

=
𝜋𝑐𝑠2𝛿4

4
 

(1.22) 

Uguagliando l’equazione (1.22) alla densità di energia di deformazione per lo stesso 

materiale e, sapendo che la densità di energia di deformazione calcolata con la teoria 

classica dell’elasticità è pari a 𝑊 = 9𝑘𝑠2 2⁄  (dove k è il modulo di compressibilità (bulk 

modulus) del materiale), è possibile ricavare il valore del micromodulo per un materiale 

PMB risultando: 

 

𝑐 =
18𝑘

𝜋𝛿4
 

(1.23) 

L’allungamento limite per avere la rottura del bond, s0, può essere messo in relazione con 

una quantità misurabile considerando una superficie interna piana di frattura di un corpo 

omogeneo sufficientemente grande. Per avere la separazione completa del corpo in due 

metà, è necessario che la superficie di frattura si estenda fra due estremità opposte del corpo 

e che quindi tutti i bond che inizialmente erano connessi tra le due metà, siano rotti. Il 

lavoro necessario per rompere un singolo bond viene indicato con w0(ξ) ed è definito come: 

 

𝑤0(𝜉) = ∫ 𝑔(𝑠)(𝜉𝑑𝑠)
𝑠0

0

      𝑐𝑜𝑛 𝜉 = |𝛏|  𝑒  𝑑휂 = 𝜉𝑑𝑠 

(1.24) 

In questo caso, per un materiale PMB si ha che la (1.24) diventa 𝑤0(𝜉) = 𝑐𝑠0
2𝜉 2⁄ . 

Il lavoro (energia) G0, necessario per rompere tutti i bond per unità di area della superficie 

di frattura è [2]: 

 

𝐺0 = ∫ ∫ ∫ ∫ (
𝑐𝑠0

2𝜉

2
) 𝜉2 sin𝜙 𝑑𝜙𝑑𝜉𝑑휃𝑑𝑧

cos−1𝑧 𝜉⁄

0

𝛿

𝑧

2𝜋

0

𝛿

0

 

(1.25) 
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Riferendosi alla Figura 1.3, si ipotizza di prendere il punto A lungo la linea tratteggiata tale 

per cui 0 ≤ z ≤ δ, mentre il punto B appartiene alla calotta sferica opposta alla superficie di 

frattura rispetto al punto A. 

Risolvendo quindi la (1.25) si ottiene che l’energia per unità di superficie di frattura per 

avere la completa separazione del corpo è pari a: 

 

𝐺0 =
𝜋𝑐𝑠0

2𝛿5

10
 

(1.26) 

Siccome per i materiali PMB la quantità di energia è misurabile, dalla (1.26) è possibile 

ricavare s0 per avere la completa separazione delle superfici della frattura, ma con l’ipotesi 

di assenza di altri meccanismi dissipativi: 

 

𝑠0 = √
10𝐺0

𝜋𝑐𝛿5
= √

5𝐺0

9𝑘𝛿
 

(1.27) 

Per alcuni materiali le ipotesi di PMB sono limitative. Infatti, ritenere che s0 per un bond 

sia completamente indipendente dalla deformazione degli altri bond può risultare troppo 

semplicistico. In [2] viene proposto di introdurre un fattore correttivo nel caso dei vetri per 

ottenere risultati più vicini alle prove sperimentali. Tale correzione è proporzionale alla 

minima tra le deformazioni che coinvolgono i bond legati ad un determinato punto 

materiale in un determinato istante: 

Figura 1.3: Riferimenti per il calcolo dell'energia di frattura G0 – [2] 
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𝑠0(𝑡) = 𝑠00 − 𝛼𝑠𝑚𝑖𝑛(𝑡),         𝑠𝑚𝑖𝑛 = 𝑚𝑖𝑛 {
𝑦(𝑡) − |𝛏|

|𝛏|
} 

(1.28) 

dove s00 e α son costanti (con α tipicamente nell’ordine di 1/4). Così facendo, eventuali 

deformazioni di compressione all’interno della sfera di influenza di una particella tendono 

ad aumentare il valore di s0. Altre modifiche da poter introdurre nella definizione di s0 

possono tener conto di effetti ambientali, effetti provocati da lavorazioni o da fenomeni di 

fatica che comunque non verranno trattati in questa tesi. 

In un materiale microelastico invece, le forze dei bond diventano: 

 

𝑓(𝑠, 𝜉, 𝑡) = {
𝑐(𝑠 − �̅�(𝑡))      𝑠𝑒 |𝛏| ≤ 𝛿

0                       𝑎𝑙𝑡𝑟𝑖𝑚𝑒𝑛𝑡𝑖
 

(1.29) 

dove 

 

�̅�(0) = 0,           �̇̅� = {�̇̅�         𝑠𝑒 |𝑠 − �̅�| ≤ 𝑠𝑌

0                𝑎𝑙𝑡𝑟𝑖𝑚𝑒𝑛𝑡𝑖
 

(1.30) 

A livello dei bond questo materiale ha caratteristiche elastiche unite a caratteristiche di 

perfetta plasticità. A livello macroscopico il materiale tende a irrigidirsi dato che i bond 

non snervano (e quindi non cedono) tutti istantaneamente o alla stessa deformazione. 

Come nel caso di materiali PMB le proprietà a livello dei bond non devono quindi essere 

in contrapposizione a quelle macroscopiche. In questo caso infatti, l’allungamento di 

snervamento (e di cedimento) del bond, 𝑠𝑌, è legato alla resistenza massima ingegneristica 

(stress), 𝜎𝑢𝑙𝑡, a cui tutti i bond cedono se viene raggiunta. Sempre per un materiale PMB 

dalla (1.27) si ricava [3]: 

 

𝜎𝑢𝑙𝑡 ≈ ∫ ∫ ∫ ∫ 𝑓𝑌𝜉2 cos𝜙 sin𝜙 𝑑𝜉𝑑휃𝑑𝑧
cos−1𝑧 𝜉⁄

0

𝛿

𝑧

2𝜋

0

𝛿

0

=
𝜋𝑓𝑌𝛿4

6
 

(1.31) 

dove 𝑓𝑌 è il valore di snervamento del bond dato da: 

 

𝑓𝑌 = 𝑐𝑠𝑌 

(1.32) 

Le approssimazioni nella (1.31) sorgono dal fatto che l’integrazione viene eseguita sulla 

geometria indeformata anziché su quella deformata. Risolvendo le equazioni (1.23), (1.31) 
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e (1.32) si ricava la seguente relazione tra lo snervamento del bond e le proprietà della 

teoria del continuo convenzionale: 

 

𝑆𝑌 ≈
𝜎𝑢𝑙𝑡

3𝑘
 

(1.33) 

 

 

 

1.3 Costanti peridinamiche per problemi mono e bidimensionali 

 

Tutte le strutture, nella realtà, risultano avere tre dimensioni ma, sotto determinate ipotesi, 

possono essere semplificate in strutture monodimensionali e bidimensionali così da ridurre 

il costo computazionale e quindi i tempi di calcolo. 

Alcuni esempi di strutture semplificate possono essere le aste, dove una dimensione è 

preponderante rispetto alle altre due e quindi può essere trattata come monodimensionale 

oppure le membrane sottili, dove in questo caso due dimensioni sono preponderanti rispetto 

alla terza, potendo così trattarle come strutture bidimensionali. Con queste ipotesi, il 

modello peridinamico presenta solo un punto materiale lungo almeno una dimensione. 

La costante peridinamica c definita dalla (1.23) risulta valida solo nel caso generale di 

modelli 3D, quindi semplificando i modelli con le ipotesi citate sopra, sarà necessario usare 

delle opportune equazioni per calcolare il micromodulo c. 

Di seguito si riporta una breve trattazione descritta in [5] che illustra il calcolo delle costanti 

peridinamiche per problemi mono e bidimensionali. 

 

 

1.3.1 Peridinamica 1D 

 

Come mostrato della Figura 1.4, le strutture monodimensionali vengono discretizzate 

(come si vedrà anche in seguito) con una sola linea di punti materiali. 

Nell’equazione del moto della peridinamica (1.1), l’integrale di volume nell’intorno Hx può 

essere semplificato con un integrale di linea sull’orizzonte δ e con una sezione A. 

Il micromodulo c per una struttura monodimensionale può essere calcolato considerando 

un’asta infinitamente lunga sottoposta ad una deformazione uniforme 𝑠 = 휁. 
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In accordo con l’equazione (1.8) il micropotenziale con queste condizioni di carico può 

essere espresso come: 

 

𝑤 =
1

2
𝑐휁2𝜉 

(1.34) 

Avendo espresso il micromodulo in questa forma, la densità di energia di deformazione per 

una struttura monodimensionale (con sezione A) può essere calcolata come: 

 

𝑊 = 2{
1

2
𝐴 ∫ 𝑑𝜉 (

𝑐𝑠2𝜉

2
)

𝛿

0

} =
𝐴𝛿2𝑐휁2

4
 

(1.35) 

Utilizzando le stesse condizioni di carico, la densità di energia di deformazione calcolata 

usando la teoria classica del continuo diventa: 

 

𝑊 =
1

2
𝐸𝑠2 =

1

2
𝐸휁2 

(1.36) 

dove E è il modulo di Young del materiale in esame. 

Eguagliando la (1.36) e la (1.35) si ottiene il micromodulo c per una struttura 

monodimensionale: 

 

 

Figura 1.4: Rappresentazione della modellazione peridinamica di una struttura monodimensionale – [5] 
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𝑐 =
2𝐸

𝐴𝛿2
 

(1.37) 

Il secondo parametro necessario è s0. Per definire questo parametro si procede 

analogamente a quanto visto per il caso 3D: 

 

 

𝐺0 =
1

𝐴
∫ (∫

𝑐𝑠0
2𝜉𝑖𝑗

2
𝐴𝑑𝜉𝑖𝑗

𝛿

𝑥𝑖

)𝐴𝑑𝑥𝑖

𝛿

0

=
𝐴𝑐𝑠0

2𝛿3

6
 

(1.38) 

da cui 

 

𝑠0 = √
6𝐺0

𝐴𝑐𝛿3
= √

3𝐺0

𝐸𝛿
 

(1.39) 

 

 

1.3.2 Peridinamica 2D 

 

Un corpo bidimensionale può essere studiato mediante una distribuzione di punti materiali 

nella sua superficie media. Il dominio di Hx nell’equazione (1.1) diventa un disco di raggio 

δ e di spessore t. 

Figura 1.5: Rappresentazione di un’asta 1D per il calcolo di G0 – [7] 
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Il micromodulo c per una piastra bidimensionale, può essere determinato considerando due 

differenti condizioni di carico come esposto in [5].  

Nel caso delle membrane, la prima condizione di carico, considera un dominio 

infinitamente grande soggetto ad una deformazione uniforme 𝑠 = 휁, come mostrato in 

Figura 1.7. Nel caso in esame di espansione isotropa di una struttura bidimensionale con 

spessore costante, il micropotenziale può essere calcolato in base alla (1.8) come segue: 

 

𝑊 =
1

2
𝑡 ∫ ∫ (

𝑐𝑠2𝜉

2
) 𝜉𝑑𝜉𝑑휃 =

𝜋𝑡𝛿3𝑐휁2

2

𝛿

0

2𝜋

0

 

(1.40) 

La densità di energia di deformazione calcolata con la teoria classica del continuo, per 

queste condizioni di carico, diventa: 

 

𝑊 =
𝐸

1 − 𝜈
휁2 

(1.41) 

Nella seconda condizione di carico, un dominio infinitamente grande, è soggetto ad una 

deformazione a taglio 𝛾𝑥𝑦 = 휁 2⁄  ottenuta imponendo una deformazione 휀𝑋𝑋 = 휁, 휀𝑌𝑌 =

−휁. 

In queste condizioni (Figura 1.8), l’allungamento tra i punti materiali x e xʹ può essere 

espresso come: 

 

 

Figura 1.6: Orizzonte di una piastra tra il punto x e i punti che cadono al suo interno; bond tra i punti 

materiali x e x' – [5] 
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𝑠 =
휂𝜉

𝜉
 

(1.42) 

in cui 휂𝜉  rappresenta lo spostamento relativo tra i punti materiali x e xʹ nella direzione del 

loro vettore posizione relativa ξ per piccoli spostamenti. 

 

Lo spostamento relativo 휂𝜉  può anche essere espresso come: 

 

휂𝜉 = (𝑢′𝑋 − 𝑢𝑋) cos 휃 + (𝑢′𝑋 − 𝑢𝑋) sin 휃 

(1.43) 

e le sue componenti nella direzione orizzontale e verticale, possono essere ottenute come: 

 

(𝑢′𝑋 − 𝑢𝑋) = 휁𝜉𝑋 

 (1.44) 

e 

 

(𝑢′𝑌 − 𝑢𝑌) = −휁𝜉𝑌 

(1.45) 

dove 𝜉𝑋 = 𝜉 cos 휃 e 𝜉𝑌 = 𝜉 sin 휃 sono le componenti del vettore iniziale ξ. 

Sostituendo nell’equazione (1.43), le (1.44) e (1.45), l’allungamento s si può riscrivere 

come: 

 

𝑠 = 휁(cos2휃 − sin2휃) 

(1.46) 

Figura 1.7: Piastra soggetta a carico di espansione isotropo - [5] 
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La densità di energia di deformazione, usando la teoria della peridinamica (per una struttura 

bidimensionale), si può ricavare da: 

 

𝑊 =
1

2
𝑡 ∫ ∫ (

𝑐𝑠2𝜉

2
) 𝜉𝑑𝜉𝑑휃

𝛿

0

2𝜋

0

=
𝜋𝑡𝛿3𝑐휁2

12
 

(1.47) 

Secondo la teoria classica del continuo, invece, la densità di energia di deformazione, per 

queste condizioni di carico, risulta: 

 

𝑊 =
𝐸

1 + 𝜈
 

(1.48) 

Infine, eguagliando la (1.40) con la (1.41) e la (1.47) con la (1.48) si ottiene: 

 

𝑐 =
9𝐸

𝜋𝑡𝛿3
  𝑒  𝜈 =

1

3
 

(1.49) 

Da questa analisi si ricava quindi che, nella condizione di plane stress considerata, il 

micromodulo c dipende da E, t e δ, mentre il coefficiente di Poisson risulta essere un valore 

predeterminato, come verrà spiegato nel dettaglio nel paragrafo 1.8. 

Per quanto riguarda l’allungamento limite s0, questo si ricava similmente a quanto fatto nel 

caso tridimensionale con la (1.25) ottenendo: 

 

Figura 1.8: Piastra soggetta a carico di taglio puro – [5] 
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𝑠0 = √
4𝜋𝐺0

9𝐸𝛿
 

(1.50) 

L’equazione (1.50) risulta molto importante perché partendo dalle caratteristiche 

macroscopiche del materiale (densità ed energia di frattura) e dal valore dell’orizzonte 

(scelto dall’utente), si è in grado di definire in maniera univoca la condizione a cui un bond 

si rompe in base all’allungamento limite s0. 

 

 

 

1.4 Forze di corto raggio 

 

Nella teoria della peridinamica le particelle interagiscono reciprocamente tra loro attraverso 

i bond. Tuttavia, i punti materiali che si trovano ad una distanza superiore dell’orizzonte δ 

rispetto ad un altro punto materiale, non interagiscono per la (1.1). 

Nella pratica però, è possibile che, per applicazioni che comprendono più corpi, alcuni di 

essi siano inizialmente separati da una grande distanza (comparata con δ) e 

successivamente, a seguito della dinamica del fenomeno, si trovino ad una distanza minore 

dell’orizzonte fino al contatto. La teoria sviluppata finora non può comprendere le forze di 

contatto. 

Per tenere in considerazione anche le forze di contatto, vengono introdotte le forze di corto 

raggio (short-range forces) [3]. Queste forze non dipendono dalla distanza iniziale tra le 

particelle, ma dalla distanza che hanno nella corrente configurazione (configurazione 

deformata). Precisamente si assume che: 

 

𝐟𝑠(𝐲
′, 𝐲) =

𝐲′ − 𝐲

|𝐲′ − 𝐲|
min

 
{0, 𝑐𝑠 (

|𝐲′ − 𝐲|

2𝑟𝑠
− 1)} 

(1.51) 

dove cs e rs sono costanti positive e y e yʹ sono le posizioni deformate di x e xʹ 

rispettivamente: 

 

𝐲 = 𝐱 + 𝐮 

(1.52) 

𝐲′ = 𝐱′ + 𝐮 

(1.53) 
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Le forze di corto raggio agiscono solamente quando le particelle sono vicine tra loro meno 

di 2𝑟𝑠, per questo rs viene chiamato raggio del nodo. Le forze di corto raggio sono di 

compressione (repulsive) in accordo con la (1.51). 

Per i materiali che variano proporzionalmente, cs può essere scelto come multiplo di c. Il 

multiplo da applicare dipende dalla rigidezza delle forze di contatto. Un valore di rigidezza 

desiderato che risulta essere vicino alle proprietà elastiche del materiale (come suggerito in 

[3]) è: 

 

𝑐𝑠 = 15𝑐 

(1.54) 

 

 

 

1.5 Force normalization 

 

Si è mostrato nell’equazione (1.23) che il micromodulo c può essere ottenuto dal modulo 

di comprimibilità per un materiale reale. Tuttavia, nell’assunzione precedente, si 

sottintende che all’interno dell’orizzonte δ di un determinato punto materiale ci siano solo 

altri punti materiali facenti parte dello stesso materiale. Questo però non è sempre vero, 

dato che ci possono essere materiali di diversa natura a contatto o ci si può trovare in 

prossimità di bordi liberi. Quindi, se si assume che c sia costante per tutti i materiali, non 

si simulano le caratteristiche e le proprietà del materiale in maniera corretta. 

Per tener conto di questo effetto in prossimità delle superfici libere e delle zone di 

interfaccia con altri materiali, viene introdotta una correzione chiamata normalizzazione di 

forza (force normalization) [3]. In questo modo, se x è un punto del corpo, possibilmente 

vicino alla superficie libera, viene definito il tensore P(x) come: 

 

𝐏(𝐱) =
𝜕

𝜕𝐮
∫ 𝑓(𝐮, 𝐱 − 𝐱′)𝑑𝑉𝐱′

 

𝐻𝑋

 

(1.55) 

Si ha quindi che −𝐏(𝐱)∆𝐮 eguaglia la forza di richiamo (per unità di volume) che la 

particella x sperimenta se subisce uno spostamento incrementale ∆𝐮 mentre il resto dei 

punti sono fissi. Si può dimostrare (vedi [3]) che P è un tensore simmetrico e definito 

positivo. Quindi P ha tre autovalori positivi {𝑝1, 𝑝2, 𝑝3}, con p1 maggiore rispetto agli altri. 

Ulteriormente si può definire 𝐏∞ che è un tensore analogo a P ma per un corpo omogeneo 

di grandi dimensioni (a differenza di P(x) che teneva in considerazione la particolare 

posizione di x). Gli autovalori di 𝐏∞ sono quindi {𝑝∞
1 , 𝑝∞

2 , 𝑝∞
3 } con p1 il maggiore. Si indica 
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con 𝑐∞ il micromodulo ottenuto dall’equazione (1.23), cioè il valore appropriato per un 

grande corpo omogeneo del materiale presente in x. In questo modo si può modificare il 

micromodulo 𝑐(𝐱) tenendo conto delle superfici e delle interfacce in prossimità del punto 

x, ottenendo: 

 

𝑐(𝐱) =
𝑐∞𝑝∞

1

𝑝1(𝐱)
 

(1.56) 

In generale 𝑐(𝐱) ≥ 𝑐∞. Con questo metodo di normalizzazione la rigidezza locale viene 

scalata in rapporto agli autovalori del tensore P. Questo consente di avere una corretta 

risposta in strutture sottili (dove le superfici libere sono importanti) e in corpi contenenti 

superfici piane. 

Ulteriori strategie che tengono conto degli effetti di bordo modificando il micromodulo 

sono presenti in [4].  

 

 

 

1.6 Coefficiente di Poisson nella teoria della peridinamica bond 

based 

 

La teoria della peridinamica bond-based prevede che il coefficiente di Poisson sia fisso ed 

indipendente dal materiale utilizzato. Questa limitazione non crea problemi se il materiale 

ha un valore prossimo a 1 4⁄  nel caso tridimensionale o 1 3⁄  nel caso bidimensionale. Nella 

versione peridinamica state-based questo problema non si presenta. Il fatto che il 

coefficiente di Poisson sia fisso può essere spiegato confrontando il tensore delle tensioni 

dalla teoria della peridinamica con il tensore delle tensioni classico ad una stessa 

deformazione per un corpo di materiale microelastico lineare, come descritto nell’articolo 

[8]. Data una base ortonormale {𝐞𝟏, 𝐞𝟐, 𝐞𝟐}, si assume di avere un corpo infinito di materiale 

microelastico lineare nella configurazione di riferimento e sottoposto ad una deformazione 

omogenea nella direzione 𝐞𝟏 per cui: 

 

𝑢1 = 𝑐11𝑥1                       𝑢2 = 𝑢3 = 0 

(1.57) 

Dalle equazioni (1.2) e (1.3) si ottiene: 

 

휂1 = 𝑐11𝜉1                        휂2 = 휂3 = 0 

(1.58) 
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Dalla pairwise force function (1.11) si ha: 

 

𝒇(𝛈, 𝛏) = 𝑪(𝛏)𝛈 + 𝒇(𝟎, 𝛈) = 𝜆(𝝃) [

𝜉1
2 𝜉1𝜉2 𝜉1𝜉3

𝜉2𝜉1 𝜉2
2 𝜉2𝜉3

𝜉3𝜉1 𝜉3𝜉2 𝜉3
2

] {

휂1

휂2

휂3

} + 𝐹(𝟎, 𝛏) [
1 0 0
0 1 0
0 0 1

] {

휂1

휂2

휂3

}

= {

𝑐11[𝜆(𝛏)𝜉1
3 + 𝐹(𝟎, 𝛏)𝜉1]

𝑐11𝜆(𝛏)𝜉1
2𝜉2

𝑐11𝜆(𝛏)𝜉1
2𝜉3

} = {

𝑓1
𝑓2
𝑓3

} 

(1.59) 

Per calcolo delle prime tre componenti del tensore delle tensioni si esegue un cambio di 

variabili ponendosi in un sistema di coordinate sferiche (Figura 1.9): 

 

𝜉1 = |𝛏| cos 휃 

𝜉2 = |𝛏| sin 휃 cos𝜙 

𝜉3 = |𝛏| sin 휃 sin 𝜙 

(1.60) 

Si può ottenere quindi: 

Figura 1.9: Sistema di riferimento per il cambio di variabili – [8] 



 

 

39 

 

𝜎11 = 𝜏1(𝐞𝟏) = 𝑐11 ∫ ∫ ∫ ∫ [𝜆(𝑟)(𝑟 cos 휃)3
2𝜋

0

cos−1(
𝑠
𝑟
)

0

𝑟

0

∞

0

+ 𝐹(0, 𝑟)(𝑟 cos 휃)]𝑟2 sin 휃 𝑑𝜙 𝑑휃 𝑑𝑠 𝑑𝑟

= 𝑐11 [
2𝜋

5
∫ 𝜆(𝑟)𝑟6𝑑𝑟

∞

0

+
2𝜋

3
∫ 𝐹(0, 𝑟)𝑟4𝑑𝑟

∞

0

] = 𝑐11(Λ + Ψ) 

(1.61) 

 

𝜎12 = 𝜏2(𝐞𝟏)

= 𝑐11 ∫ ∫ ∫ ∫ [𝜆(𝑟)(𝑟 cos 휃)2𝑟 sin 휃 cos𝜙]𝑟2 sin 휃 𝑑𝜙
2𝜋

0

𝑑휃
cos−1(

𝑠
𝑟
)

0

𝑑𝑠
𝑟

0

𝑑𝑟
∞

0

= 0 

(1.62) 

 

𝜎13 = 𝜏3(𝐞𝟏)

= 𝑐11 ∫ ∫ ∫ ∫ [𝜆(𝑟)(𝑟 cos 휃)2𝑟 sin 휃 sin 𝜙]𝑟2 sin 휃 𝑑𝜙
2𝜋

0

𝑑휃
cos−1(

𝑠
𝑟
)

0

𝑑𝑠
𝑟

0

𝑑𝑟
∞

0

= 0 

(1.63) 

dove vengono usate le seguenti notazioni: 

 

𝑟 = |𝛏| 

Λ =
2𝜋

5
∫ 𝜆(𝑟)𝑟6𝑑𝑟

∞

0

 

(1.64) 

Si ha che Ψ = 0 in quanto l’equazione ad esso riferito rappresenta la configurazione di 

riferimento priva di tensioni ([8] per ulteriori dettagli). 

Utilizzando lo stesso metodo è possibile ricavare le altre sei componenti del tensore delle 

tensioni σ. Ad esempio, per la componente nella direzione 𝐞𝟐 il cambio di variabile diventa: 

 

𝜉1 = |𝛏| sin 휃 cos𝜙 

𝜉2 = |𝛏| cos 휃 

𝜉3 = |𝛏| sin 휃 cos𝜙 

(1.65) 

Il tensore delle tensioni dalla teoria della peridinamica quindi diventa: 
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[𝛔] = 𝑐11

[
 
 
 
 
Λ 0 0

0
Λ

3
0

0 0
Λ

3]
 
 
 
 

 

(1.66) 

mentre, calcolato con la teoria classica dell’elasticità: 

 

[𝛔] = 𝑐11 [
𝜆 + 2𝜇 0 0

0 𝜆 0
0 0 𝜆

] 

(1.67) 

dove λ e μ sono rispettivamente la costante di Lamè e il modulo a taglio: 

 

𝜆 =
𝜈𝐸

(1 + 𝜈)(1 − 2𝜈)
                                 𝜇 =

𝐸

2(1 + 𝜈)
 

(1.68) 

Infine, si ha quindi il sistema: 

 

{
Λ = 𝜆 + 2𝜇

Λ

3
= 𝜆

 

(1.69) 

da cui si ricava: 

 

𝜇 =
Λ

3
             𝜈 =

1

4
            𝐸 =

5Λ

9
 

(1.70) 

e quindi il coefficiente di Poisson (per il caso tridimensionale) è pari a 1 4⁄ . 

Dimostrazioni analoghe per il caso 2D in condizioni di plain stress (vedi (1.49) e plain 

strain portano a concludere che il coefficiente di Poisson assume i seguenti valori: 

 𝜈 = 1 3⁄     2D plain stress  

 𝜈 =  1 4⁄    2D plain strain 

(1.71) 
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1.7 Strategie di discretizzazione 

 

Di seguito viene riportata una breve trattazione contenuta nell’articolo [2] di S. A. Silling 

e E. Askari. 

Il corpo preso in esame viene discretizzato in nodi, ciascuno dei quali con un volume noto 

nella configurazione di riferimento. Presi nel complesso i nodi formano la griglia iniziale. 

La modellazione che varrà descritta è meshfree (senza mesh) nel senso che non ci sono 

elementi finiti o altre connessioni geometriche come nella Finite Element Analysis (FEA). 

Per semplicità verrà utilizzata la teoria linearizzata della peridinamica applicata ad un corpo 

omogeneo. La forma discretizzata dell’equazione del moto (1.1) permette di sostituire 

l’integrale con una sommatoria finita: 

 

𝜌�̈�𝑖
𝑛 = ∑𝐟(𝐮𝑝

𝑛 − 𝐮𝑖
𝑛, 𝐱𝑝 − 𝐱𝑖)𝑉𝑝 + 𝐛𝑖

𝑛

𝑝

 

(1.72) 

dove f deriva dalla (1.11), Vp è il volume del nodo p, bi è il vettore delle forze agenti su i 

ed n è il valore del passo temporale (time step number). Il pedice indica il numero del nodo: 

 

𝐮𝑖
𝑛 = 𝐮(𝐱𝑖, 𝑡

𝑛) 

(1.73) 

Tipicamente i nodi vengono chiamati in maniera differente in base al ruolo che ricoprono 

in una certa circostanza. Precisamente i nodi con pedice i e p vengono chiamati 

rispettivamente nodo di origine o nodo centrale (source node) e nodi famiglia (family 

nodes). Ogni nodo centrale, all’interno del suo orizzonte è connesso mediante i bond a più 

nodi famiglia. 

Per conservare le dimensioni delle quantità usate nell’espressione tridimensionale (1.1), 

può essere utile assumere nel caso di un problema monodimensionale in cui ci si riferisce 

ad una barra di sezione A che il volume del nodo sia dato da: 

 

𝑉𝑝 = 𝐴Δ𝑥 

(1.74) 

dove Δx è il passo della griglia ed è costante. 

La sommatoria (1.72) è riferita a tutti i nodi p (nodi famiglia) che rispettano la seguente 

condizione: 

 

|𝐱𝑝 − 𝐱𝑖| ≤ 𝛿 

(1.75) 
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La forma discretizzata del modello peridinamico linearizzato risulta quindi: 

 

𝜌�̈�𝑖
𝑛 = ∑𝐂(𝐱𝑝 − 𝐱𝑖)

𝑝

(𝐮𝑝
𝑛 − 𝐮𝑖

𝑛)𝑉𝑝 + 𝐛𝑖
𝑛 

(1.76) 

dove C è definito dalla (1.15). 

L’accelerazione viene calcolata mediante una formula esplicita alle differenze centrali sia 

nella (1.72) che nella (1.76): 

 

�̈�𝑖
𝑛 =

𝐮𝑖
𝑛+1 − 2𝐮𝑖

𝑛 + 𝐮𝑖
𝑛−1

Δ𝑡2
 

(1.77) 

con time step Δt assunto costante. 

L’errore di troncamento associato al modello discretizzato (1.76) può essere analizzato nel 

caso monodimensionale, assumendo il corpo omogeneo: 

 

𝜌�̈�𝑖
𝑛 = ∑𝐶(𝑥𝑝 − 𝑥𝑖)

𝑝

(𝑢𝑝
𝑛 − 𝑢𝑖

𝑛)𝑉𝑝 + 𝑏𝑖
𝑛 

(1.78) 

dove il micromodulo C è ora una funzione scalare.  

Con queste ipotesi, l’equazione del moto diventa: 

 

𝜌�̈�(𝑥𝑖) = ∫ 𝐶(𝜉)(𝑢(𝑥𝑖 + 𝜉) − 𝑢(𝑥𝑖))(𝐴𝑑𝜉) + 𝑏(𝑥𝑖)
𝛿

−𝛿

 

(1.79) 

che può essere scritta senza approssimazioni nella forma: 

 

𝜌�̈�(𝑥𝑖) = 𝐴 ∑∫ 𝐶(𝑥𝑝 − 𝑥𝑖 + 𝜉) (𝑢(𝑥𝑝 + 𝜉) − 𝑢(𝑥𝑖)) 𝑑𝜉
Δ𝑥 2⁄

−Δ𝑥 2⁄

+ 𝑏(𝑥𝑖)

𝑝

 

(1.80) 

Sotto l’ipotesi che C e u sono funzioni continue differenziabili, si può espanderle in serie 

di Taylor. C nell’intorno di 𝑥𝑝 − 𝑥𝑖 ed u nell’intorno di 𝑥𝑝 ottenendo: 

 

𝐶(𝑥𝑝 − 𝑥𝑖 + 𝜉) = 𝐶(𝑥𝑝 − 𝑥𝑖) + 𝐶′(𝑥𝑝 − 𝑥𝑖)𝜉 + 𝑂(𝜉2) 

(1.81) 
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𝑢(𝑥𝑝 + 𝜉) = 𝑢(𝑥𝑝) + 𝑢′(𝑥𝑝)𝜉 + 𝑂(𝜉2) 

(1.82) 

Combinando le equazioni (1.80), (1.81) e (1.82) e integrando si arriva a: 

 

𝜌�̈�(𝑥𝑖) = ∑𝐶(𝑥𝑝 − 𝑥𝑖) (𝑢(𝑥𝑝) − 𝑢(𝑥𝑖))𝑉𝑝 + 𝑏(𝑥𝑖) + 𝑂(Δ𝑥2)

𝑝

 

(1.83) 

L’errore nell’equazione (1.77) è dato da 𝑂(Δ𝑡2), quindi complessivamente l’errore nella 

(1.78) è 𝑂(Δ𝑥2) + 𝑂(Δ𝑡2). 

Tuttavia, quando ci sono discontinuità in C o in u, l’ipotesi di continuità e derivabilità fatta 

precedentemente per la (1.81) non è più valida e l’errore in queste condizioni diventa 

𝑂(Δ𝑥) + 𝑂(Δ𝑡2). 

La condizione di stabilità utilizzata per questo schema di integrazione numerica (1.78) può 

essere derivata attraverso un’analisi di stabilità di Von Neumann: 

 

𝑢𝑖
𝑛 = 휁𝑛 exp(𝜅𝑖√−1) 

(1.84) 

con κ numero reale positivo e ζ numero complesso. L’obiettivo dell’analisi è quindi trovare 

la condizione di Δt per cui |휁| ≤ 1 per ogni κ. Questa condizione è necessaria per non avere 

divergenza.  

Usando come notazione 𝑞 = 𝑝 − 𝑖 e 𝐶𝑝 = 𝐶(𝑥𝑝 − 𝑥𝑖), l’assunzione scritta sopra, applicata 

alla (1.78) implica: 

 

𝜌

Δ𝑡2
(휁 − 2 + 휁−1) = ∑ 𝐴𝐶𝑞(exp(𝜅𝑞√−1) − 1)Δ𝑥

∞

𝑞=−∞

= ∑ 2𝐴𝐶𝑞(cos 𝜅𝑞 − 1)Δ𝑥

∞

𝑞=1

 

(1.85) 

Ora si può definire: 

 

𝑀𝜅 = ∑ 𝐴𝐶𝑞(1 − cos 𝜅𝑞)Δ𝑥

∞

𝑞=1

 

(1.86) 

Dalle equazioni (1.85) e (1.86) si può ottenere ζ: 
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ζ = 1 −
𝑀𝜅Δ𝑡2

𝜌
± √(1 −

𝑀𝜅Δ𝑡2

𝜌
)

2

− 1 

(1.87) 

La condizione |휁| ≤ 1 implica che: 

 

Δt < √
2𝜌

𝑀𝜅
     ∀𝜅 

(1.88) 

Per essere sicuri che κ possa assumere qualsiasi valore, dall’equazione (1.86) si ha: 

 

𝑀𝜅 ≤ 2𝐴Δ𝑥 ∑ 𝐶𝑞

∞

𝑞=1

 

(1.89) 

e quindi, affinchè la disequazione (1.88) sia soddisfatta, si deve avere che: 

 

Δ𝑡 < √
𝜌

𝐴Δ𝑥 ∑ 𝐶𝑞
∞
𝑞=1

 

(1.90) 

che si può riscrivere nella forma più utilizzata: 

 

Δt < √
2𝜌

∑ 𝑉𝑝𝐶𝑖𝑝𝑝
 

(1.91) 

dove 𝐶𝑖𝑝 = 𝐶(𝑥𝑝 − 𝑥𝑖).  

Questa forma della condizione di stabilità non richiede che i nodi siano numerati 

sequenzialmente ed è applicabili a qualsiasi numero di dimensioni con 𝐶𝑖𝑝 = |𝐂(𝑥𝑝 − 𝑥𝑖)|. 

Per materiali non lineari la forma appropriata della condizione di stabilità è data dalla (1.91) 

con 𝐶𝑖𝑝 = |𝜕𝐟 𝜕𝛈⁄ |. In questo caso è molto importante applicare un fattore di sicurezza a 

meno che non si usi un time step che possa tener conto di possibili risposte non lineare del 

materiale. 
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1.8 Tecniche di integrazione dell’orizzonte 

 

La teoria della peridinamica prevede che tutti i nodi che sono all’interno della sfera di 

influenza di raggio pari all’orizzonte δ interagiscono mediante le equazioni della 

peridinamica viste in precedenza, (1.1) e (1.11). Discretizzando il volume in celle queste, 

pur avendo il nodo centrale al di fuori dell’orizzonte, possono avere una certa frazione di 

volume interna a δ che, se non viene correttamente conteggiata, può portare ad una 

valutazione errata in quanto non viene considerato tutto il volume della sfera di influenza 

di riferimento. E’ possibile ridurre questo errore modificando il volume associato al nodo 

famiglia che non è completamente contenuto all’interno dell’orizzonte δ. Per fare ciò viene 

creata una funzione β che calcola quanto volume di un nodo famiglia interagisce con il 

nodo centrale. Il valore β risultante viene poi moltiplicato per il valore teorico di c dei bond 

interni all’orizzonte δ.  

Si ha quindi che: 

 

𝛽 = {

1                                          𝑝𝑒𝑟 |𝛏| ≤ 𝛿 − 0.5Δ𝑥
(𝛿 + 0.5Δ𝑥 − |𝛏|)

Δ𝑥
             𝑝𝑒𝑟   𝛿 − 0.5Δ𝑥 < |𝛏| ≤ 𝛿 + 0.5Δ𝑥

0                                                           𝑎𝑙𝑡𝑟𝑖𝑚𝑒𝑛𝑡𝑖

 

(1.92) 

dove Δx rappresenta il passo di griglia utilizzato. 

Nella Figura 1.10 si può notare molto bene quello che si va a fare con il valore β.  

Figura 1.10: Coefficiente correttivo β – [8] 
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Quello che non è stato detto in precedenza è che anche i nodi famiglia interni all’orizzonte 

possono ovviamente avere un volume non interamente contenuto nell’orizzonte. Quindi 

nodi famiglia interni o esterni con volume non completamente contenuto o non 

completamente escluso vengono trattati allo stesso modo applicando il valore β sopra 

descritto. 

 

Il coefficiente β viene influenzato ovviamente dal valore dell’orizzonte δ e dal valore del 

passo della griglia Δx, più specificatamente dal parametro m definito come: 

 

𝑚 =
𝛿

Δ𝑥
 

(1.93) 

m=2       m=3 

 

Si avrà quindi un numero di coefficienti β che aumentano all’aumentare di m. In (Figura 

1.11 e Figura 1.12) sono riportati alcuni esempi che chiarificano ciò che è stato appena 

esposto. 

 

 

 

 

 

 

Figura 1.11: Valori di β per m=2 e m=3 – [13] 
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m=4       m=6 

 

 

 

 

 

 

  

Figura 1.12: Valori di β per m=4 e m=6 – [13] 
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Capitolo 2 
 

Accoppiamento di elementi finiti e 

peridinamica: implementazione in 

Abaqus 
 

In questo capitolo si vuole esporre l’accoppiamento tra elementi finiti e peridinamica. Sono 

state descritte varie strategie di accoppiamento presenti in letteratura, mentre in questo 

capitolo si farà riferimento al metodo di accoppiamento proposto da M. Zaccariotto, U. 

Galvanetto et al. negli articoli [9][10] implementandolo in un software commerciale come 

Abaqus. La scelta è ricaduta su questo risolutore perché permette all’utente esperto, 

attraverso delle subroutine che vengono richiamate durante l’esecuzione del codice, di 

definire particolari tipi di elementi o materiali che non sarebbero presenti di default. In 

questo modo è stato possibile creare e validare questa nuova tipologia di accoppiamento 

che verrà a breve descritta. 

 

 

 

2.1 Implementazione della teoria della peridinamica con 

elementi finiti 

 

Prima di entrare nel dettaglio dell’accoppiamento tra mesh FEM e griglia peridinamica, si 

vuol descrivere come la teoria della peridinamica può essere implementata in un 

programma agli elementi finiti generico, seguendo la trattazione descritta in [3]. 

Richiamando la teoria della peridinamica, è noto che l’interazione che avviene tra due 

particelle attraverso i bond rappresenta la forza fra le coppie di particelle. La totalità dei 
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bond crea una rete che collega tra loro tutte le coppie di particelle dell’intero corpo. Se la 

“rete” creata dai bond è lagrangiana, ossia i bond sono definiti nel riferimento della 

configurazione indeformata, allora le connessioni non cambiano durante le deformazioni. 

Per poter implementare questa teoria in un codice agli elementi finiti è necessario creare 

una mesh di elementi truss con proprietà di rigidezza appropriate per poter rappresentare i 

bond peridinamici. Per fare questo, per prima cosa si moltiplica l’equazione (1.72) per il 

volume del nodo centrale Vi ottenendo un’equazione del moto della stessa forma dei 

problemi risolti con il metodo FEA: 

 

𝑉𝑖𝜌�̈�𝑖
𝑛 = ∑𝒇(𝐮𝑝

𝑛 − 𝐮𝑖
𝑛, 𝐱𝑝 − 𝐱𝑖)𝑉𝑝𝑉𝑖 + 𝐛𝑖

𝑛𝑉𝑖

𝑝

 

(2.1) 

oppure, raccogliendo ed evidenziando i termini si ha: 

 

𝐌�̈�𝑛 + 𝐅𝑇
𝑛 = 𝐅𝑒

𝑛 

(2.2) 

dove M è la matrice delle masse, 𝐅𝑒
𝑛 è il vettore delle forze esterne e 𝐅𝑇

𝑛 è il vettore delle 

forze interne. Ciascun termine diagonale della matrice M è dato da 𝜌𝑉𝑖 e ogni componente 

di 𝐅𝑒
𝑛 è data da 𝐛𝑖

𝑛𝑉𝑖. In maniera analoga, ogni componente di 𝐅𝑇
𝑛 è dato da 

∑ 𝒇(𝐮𝑝
𝑛 − 𝐮𝑖

𝑛, 𝐱𝑝 − 𝐱𝑖)𝑉𝑝𝑉𝑖𝑝 , che è la somma di tutte le forze esplicate dagli elementi truss 

connessi al nodo centrale i. Quindi, l’implementazione della peridinamica in un codice FEA 

si riduce ad una fase di preprocessing in cui si crea una rete (mesh) di truss con le 

caratteristiche e le proprietà ricavate dalla teoria della peridinamica. 

Sebbene non ci siano problemi dal punto di vista tecnico per generare una rete di elementi 

truss per una qualsiasi figura, questo modo di operare non sempre è conveniente, soprattutto 

dal punto di vista computazionale. Infatti, anche per modelli di piccole dimensioni, il 

numero di bond risulta consistente. Prendendo come esempio un caso tridimensionale con 

𝛿 = 3Δ𝑥, si vengono a formare 114 elementi truss per ogni nodo centrale. Da ciò si intuisce 

come il modello può arrivare a contare complessivamente milioni di elementi, anche per 

sistemi non troppo grandi.  

Per limitare quindi il costo computazionale ed avere tempi di calcolo più ragionevoli 

sarebbe opportuno modellare con la peridinamica solo le zone dove si presume possa 

muoversi la cricca ed usare invece i classici elementi FEM sul resto del modello. 

L’accoppiamento tra nodi peridinamici e nodi FEM però non risulta così immediato ed è 

stato spiegato nel dettaglio nei paragrafi successivi. 
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Come scritto precedentemente, la massa dei nodi viene definita come massa concentrata di 

valore pari a 𝜌𝑉𝑖, mentre la densità degli elementi truss viene posta a zero (o comunque un 

valore prossimo a zero). 

Dalle equazioni (2.1) e (2.2) è possibile definire l’area della sezione trasversale e il modulo 

elastico dei bond (simulati attraverso gli elementi truss): 

 

𝐴 = (𝑉𝑖𝑉𝑝)
1 3⁄

                  𝐸 = 𝑐(𝑉𝑖𝑉𝑝)
2 3⁄

 

(2.3) 

Inoltre, il bond stretch s dato dall’equazione (1.17) è uguale alla deformazione 

ingegneristica dell’elemento truss, così la deformazione a rottura dello stesso risulta: 

 

휀𝑓 = 𝑠0 

(2.4) 

Per materiali elasto-plastici con modulo di Poisson pari a 1 4⁄ , l’equazione (1.33) descrive, 

in funzione del modulo elastico E e della tensione massima 𝜎𝑢𝑙𝑡, la deformazione del truss: 

 

𝑠𝑌 ≈
𝜎𝑢𝑙𝑡

2𝐸
 

(2.5) 

Si pone poi 휀𝑓 = 𝑠𝑌 per implementarlo agli elementi finiti. 

Nel caso particolare di Abaqus, come si spiegherà anche in seguito, verrà impostata la 

tensione a rottura, corrispondente alla deformazione a rottura. 

 

 

 

2.2 Introduzione all’accoppiamento tra mesh FEM e griglia 

peridinamica 

 

La descrizione accurata delle strutture di grandi dimensioni, sottoposte a carichi complessi 

che le possono sottoporre a svariati livelli di danno in diverse parti, può essere realizzata 

accoppiando diversi metodi computazionali. Come citato in precedenza, la sola 

discretizzazione peridinamica del problema porta diversi svantaggi che non si avrebbero 

con un metodo agli elementi finiti quali: 

 Ogni punto della griglia peridinamica interagisce con ogni punto all’interno del suo 

orizzonte. Il metodo peridinamico risulta quindi molto più oneroso in termini 

computazionali rispetto ai metodi che si basano sulla meccanica classica del 
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continuo, quali FEM ad esempio, dove le iterazioni sono limitate tra nodi di 

elementi adiacenti 

 Il problema appena descritto risulta ancora più importante se viene utilizzato un 

metodo di integrazione implicito, nel quale viene usata la matrice di rigidezza. 

Infatti, il numero degli elementi non nulli nella matrice aumenta all’aumentare del 

rapporto m 

 L’applicazione delle condizioni al contorno risulta difficoltosa a causa della 

definizione non locale della teoria  

Risulterebbe quindi conveniente poter accoppiare la griglia peridinamica con la mesh FEM 

ottenendo un metodo numerico complessivo che possieda i vantaggi delle singole tecniche 

computazionali e ne eviti gli svantaggi. 

Tipicamente solo una parte del modello è soggetta a rottura, quindi solo in quella zona è 

richiesto l’uso della griglia peridinamica, mentre nel resto del modello si può utilizzare la 

più efficiente mesh FEM, in particolare nei bordi del modello, così da poter applicare i 

carichi e le condizioni di vincolo in maniera semplice. Una procedura che potrebbe 

ottimizzare maggiormente il processo è la possibilità di trasformare in maniera adattativa 

la porzione FEM in zona peridinamica in base al percorso della cricca, ma questa 

metodologia non viene trattata in questo elaborato. 

Tipicamente, con i metodi di accoppiamento, i problemi sorgono nella zona della struttura 

dove i due approcci si “incontrano” creando delle perturbazioni sugli spostamenti, così 

come sulle forze interne. 

Accoppiare FEM e peridinamica (PD) non risulta così semplice come condividere i nodi 

tra mesh differenti come accadrebbe in un software agli elementi finiti. In peridinamica 

infatti i contorni risultano “fuzzy”, cioè gli spostamenti o i carichi devono essere applicati 

attraverso un volume finito piuttosto che lungo una superficie. Quindi l’accoppiamento 

deve avvenire lungo una zona che copre un certo spessore (di solito δ) e non solo lungo i 

nodi tra le due differenti regioni di discretizzazione [9][10]. 

Molte pubblicazioni hanno avuto come tema questo argomento e, nonostante ciò, 

l’accoppiamento FEM-PD risulta ancora un campo di interesse dato che, tutti i metodi che 

si possono trovare in letteratura, possiedono alcuni tipi di arbitrarietà o approssimazioni. 

Di seguito vengono esposte le principali metodologie di accoppiamento conosciute 

introducendo infine il nuovo ed efficace approccio esposto in [9] e [10] e trattato in questo 

elaborato per problemi statici e dinamici.  
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2.3 Metodi di accoppiamento 

 

L’accoppiamento tra mesh FEM e griglia peridinamica, o altri metodi di discretizzazione 

basati sulla teoria classica elastica, sono stati l’oggetto di precedenti ricerche. La prima 

pubblicazione che prova a delineare una soluzione di accoppiamento è il paper [3] di R. W. 

Macek e S. A. Silling in cui la parte peridinamica e la parte convenzionale agli elementi 

finiti viene accoppiata mediante nodi ed elementi già presenti in un generale software FEM, 

come Abaqus per esempio. Si introduce quindi un vincolo di spostamento fra il bordo della 

zona peridinamica e il bordo della zona FEM identificato dalla seguente equazione: 

 

𝐮𝑝 = 𝑵(𝑎, 𝑏, 𝑐)𝐮ℎ 

(2.6) 

dove p rappresenta i nodi con una distanza pari all’orizzonte, h rappresenta i nodi o gli 

elementi FEM classici con cui i primi sono in relazione, (𝑎, 𝑏, 𝑐) sono le coordinate 

parametriche dei nodi p all’interno o estrapolati dagli elementi h ed infine N è la funzione 

di forma per gli elementi h. Viene quindi a crearsi una zona in cui le due teorie si 

sovrappongono, generalmente di spessore δ. Il problema principale di questo metodo è 

proprio la zona di sovrapposizione, dove risulta non del tutto semplice applicare un modulo 

elastico adeguato agli elementi affinchè non diventi una regione troppo rigida. 

Un secondo metodo di accoppiamento è stato proposto da B. Kilic e E. Madenci nella 

pubblicazione [21] in cui si propone di usare le equazioni di entrambe le teorie nella zona 

di accoppiamento come mostrato in Figura 2.1.  

Per raggiungere l’accoppiamento quindi, le equazioni peridinamiche del moto vengono 

riscritte come: 

Figura 2.1: Schema metodo di accoppiamento proposto da Kilic e Madenci – [21] 
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{
�̈�𝑝

𝑛

�̈�𝑝
𝑛
} + 𝑐𝑛 {

�̇�𝑝
𝑛

�̇�𝑝
𝑛
} =  [𝚲

−1 0
0 𝚲−1] {

𝑭𝑝
𝑛

𝑭𝑝
𝑛} 

(2.7) 

dove U è il vettore degli spostamenti, Λ è la matrice diagonale delle densità fittizie, cn è un 

fattore di smorzamento e il pedice p indica che le variabili sono associate alla zona 

peridinamica. Le equazioni degli elementi finiti invece si riscrivono come: 

 

{
�̈�𝑓

𝑛

�̈�𝑓
𝑛} + 𝑐𝑛 {

�̇�𝑓
𝑛

�̇�𝑓
𝑛} =  [𝐌

−1 0
0 𝐌−1] {

𝑭𝑓
𝑛

𝑭𝑓
𝑛} 

(2.8) 

dove U rappresenta sempre il vettore degli spostamenti, M è la matrice di massa e f indica 

che le variabili sono associate alla zona con gli elementi FEM. Per una maggiore chiarezza 

riguardo le variabili utilizzate si rimanda al riferimento bibliografico [21]. Il metodo appena 

descritto sinteticamente risulta avere uno scambio tra la zona FEM e PD degli spostamenti, 

ma non risulta chiaro quanto grande deve essere la zona di accoppiamento. 

Un ulteriore approccio proposto, questa volta teorico, è quello esposto nella pubblicazione 

[22] di G. Lubineau, Y. Azdoud et al. dove l’accoppiamento tra una zona descritta in 

maniera locale e non-locale, avviene mediante una transizione (morphing) che riguarda 

solamente i parametri costitutivi. La correttezza di questo metodo dipende 

fondamentalmente dalla definizione della funzione di morphing che quindi gioca un ruolo 

cruciale. Questa funzione non sempre risulta unica, oltre ad essere probabilmente 

dipendente dal tipo di problema. 

Figura 2.2: Schema metodo di accoppiamento proposto da Liu e Hong – [23] 
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L’approccio presente invece nel paper [23] di W. Liu e J. W. Hong accoppia FEM e PD in 

una sotto-regione attraverso l’utilizzo di elementi di interfaccia come si può vedere dalla 

Figura 2.2. 

Vengono inoltre proposti due schemi di accoppiamento, il VL-coupling scheme e il CT-

coupling scheme, i quali effettuano uno scambio di forze tra zona peridinamica e zona FEM. 

Non risulta chiaro però quale dei due schemi proposti sia preferibile. 

Infine, in una serie di paper [24][25][26], P.Seleson insieme a co-autori, presentano 

l’accoppiamento tra un approccio locale e non-locale per modelli di fratture integrate. 

Sostanzialmente viene introdotta una metodologia che unisce delle strategie force-based, 

le quali sono specifiche per l’accoppiamento tra la teoria peridinamica e la meccanica 

classica del continuo. Questo metodo però fa affidamento su una certa esperienza di chi poi 

dovrà utilizzarlo, dato che la definizione della funzione di unione (blending function) non 

è unica e non è sempre evidente a priori come poterne definire una funzione valida. 

Il metodo proposto in questo elaborato, seguendo l’idea originale proposta in [25][26] 

permette invece di ottenere un accoppiamento FEM-PD semplice ed efficace. Nella zona 

di accoppiamento infatti, i bond che contengono un nodo FEM o gli elementi finiti che 

contengono almeno un nodo PD sono definiti elementi di accoppiamento. I bond di 

accoppiamento quindi agiranno solo sui nodi PD, mentre gli elementi FEM di 

accoppiamento agiranno solamente sui nodi FEM. Risulta quindi semplice e immediato 

poter introdurre questo metodo in un programma agli elementi finiti, come è stato fatto in 

questo caso con Abaqus, senza aver bisogno di trasferire o interpolare spostamenti o forze 

tra due porzioni del modello. Il metodo proposto verrà comunque spiegato nel dettaglio nel 

seguente paragrafo 2.3.1. 

 

 

2.3.1 La matrice di rigidezza 

 

La definizione che viene data della matrice di rigidezza si riferisce ad un sistema 

monodimensionale (1D), ma è chiaro che lo stesso approccio può essere applicato a 

problemi di tipo bi o tri-dimensionale (2D o 3D). 

In Figura 2.3 viene mostrato il modello di una trave, dove i rombi gialli rappresentano i 

nodi FEM mentre i cerchi verdi sono i nodi PD. Le linee rettilinee sono gli elementi finiti 

e le linee curve sono i bond peridinamici. I nodi rappresentati possono essere solo di un 

tipo (FEM o PD). La zona di accoppiamento può essere definita come quella regione del 
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modello dove le porzioni FEM e PD si scambiano forze (indicata in questo caso con la linea 

rossa tratteggiata).  

Guardando sempre la Figura 2.3, dove è stato usato 𝑚 = 2 (si faccia riferimento alla 

(1.78)), le forze nei bond dei nodi 5 e 6 sono calcolate usando anche i valori degli 

spostamenti dei nodi 3 e 4; e in modo analogo le forze nell’elemento finito d sono calcolate 

usando anche lo spostamento del nodo 5. La zona di accoppiamento contiene quindi i nodi 

3, 4, 5 e 6, l’elemento finito d e i bond 3-5, 4-5, 4-6. 

Questo approccio di accoppiamento richiede che i nodi della mesh FEM abbiano la stessa 

distanza o passo di griglia (grid spacing) dei nodi della griglia peridinamica in uno strato 

di spessore non inferiore ad un orizzonte dai nodi peridinamici di confine. Inoltre, si 

presuppone che le forze interne agenti su un nodo abbiano la stessa natura del nodo stesso. 

In altre parole, solo le forze interne valutate usando l’approccio FEM possono agire sui 

nodi FEM, mentre sui nodi PD possono agire solo le forze interne calcolate con la teoria 

della peridinamica. Nella zona del modello dove gli elementi FEM si trovano tra due nodi 

FEM, viene usato l’approccio classico agli elementi finiti. Allo stesso modo, nella zona PD, 

quando i nodi centrali sono connessi solo a nodi famiglia PD, viene usata la teoria della 

peridinamica. 

Nella zona di accoppiamento invece, dove gli elementi finiti hanno un estremo coincidente 

con un nodo PD e i bond peridinamici sono connessi ai nodi FEM (Figura 2.3), viene 

utilizzato il metodo di accoppiamento proposto. Infatti, l’elemento finito d in Figura 2.3, 

collega il nodo 4 (FEM) al nodo 5 (PD), ma le forze interne dovute a questo elemento sono 

attive solo sul nodo 4. I bond, che collegano i nodi 3-5, 4-5 e 4-6, agiranno viceversa 

solamente sui nodi PD. Si chiamano quindi elementi e bond di accoppiamento tutti gli 

elementi (o bond) che hanno nodi di natura diversa alle loro estremità. Va tenuto conto che 

il principio di azione-reazione nella zona di accoppiamento viene mantenuto (Figura 2.4). 

Figura 2.3: Modello 1D di una trave con accoppiamento FEM-PD – [10] 
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Infatti, la forza nell’elemento d eguaglia la somma delle tre pairwise force dei tre bond 

lungo il taglio della sezione. 

La costruzione della matrice di rigidezza globale avviene in maniera standard assicurandosi 

che le equazioni di equilibrio dei nodi FEM contengano solo termini provenienti dalla teoria 

degli elementi finiti e le equazioni di equilibrio dei nodi PD contengano solo termini della 

teoria peridinamica. 

Il contributo dovuto agli elementi FEM o ai bond PD può essere derivato dalle seguenti 

formule. Per un elemento monodimensionale, la sua matrice di rigidezza sarà data da: 

 

𝐊𝐹𝐸𝑀 =
𝐸𝐴

∆𝑥
[

1 −1
−1 1

] = 𝑘𝐹𝐸𝑀 [
1 −1

−1 1
]       𝑑𝑜𝑣𝑒    𝑘𝐹𝐸𝑀 =

𝐸𝐴

∆𝑥
 

(2.9) 

dove E è il modulo di Young, A l’area della sezione trasversale e Δx la lunghezza 

dell’elemento finito, nonché il passo di griglia. 

Per la descrizione peridinamica, il micromodulo c per un problema monodimensionale è 

riportato nell’equazione (1.37), quindi è possibile scrivere la matrice di rigidezza del bond 

tra i nodi i e j: 

 

𝐊𝑃𝐷 =
𝑐

𝜉𝑖𝑗
𝑉𝑖𝑉𝑗 [

1 −1
−1 1

]       𝑜𝑝𝑝𝑢𝑟𝑒       𝐊𝑃𝐷 =
𝑐

𝜉𝑖𝑗
𝑉𝑖

𝑉𝑗

2
[

1 −1
−1 1

] 

(2.10) 

dove Vi e Vj sono i volumi associati rispettivamente al nodo centrale e al nodo famiglia, ξij 

è la distanza tra i due nodi connessi dal bond e, nel caso della Figura 2.3 in cui 𝑚 = 2, può 

essere Δx oppure 2Δx. Riferendosi sempre al caso monodimensionale, la prima espressione 

nella (2.10) viene usata quando tutto il volume Vj del nodo famiglia è contenuto all’interno 

dell’orizzonte del nodo centrale i, mentre, la seconda espressione viene usata quando solo 

metà del volume Vj cade all’interno dell’orizzonte del nodo i. Il valore scalare della 

rigidezza dei bond peridinamici verrà indicata in seguito come 𝑘𝐹𝐸𝑀 = 𝑐𝑉𝑖𝑉𝑗 Δ𝑥⁄ . 

Figura 2.4: Scambio di forze nella zona di transizione FEM-PD – [9] 
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Riferendosi sempre al modello di Figura 2.3, la matrice di rigidezza globale che si ottiene 

risulta essere (Figura 2.5): 

Si nota facilmente che la matrice risulta essere non simmetrica. 

 

 

2.3.2 La matrice di massa 

 

Una distribuzione di massa uniforme (corpo omogeneo con densità costante) si può 

rappresentare conferendo a ciascun nodo (FEM o PD) la stessa massa concentrata (pari a 

𝜌𝑉𝑖). La matrice di massa risultante avrà quindi termino solo lungo la diagonale. In Figura 

2.6 viene rappresentato il metodo proposto. 

Figura 2.5: Matrice di rigidezza globale – [8] 

Figura 2.6: Discretizzazione di massa di una porzione di piastra – [8] 
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Assumendo una distribuzione di massa uniforme, ogni nodo (FEM o PD) si può considerare 

al centro di una cella quadrata (che ne rappresenta il volume). Prendendo come esempio la 

Figura 2.6, tutte le celle evidenziate, che rappresentano quattro casi diversi (nodo PD in 

zona PD, nodo FEM in zona FEM, nodo PD nella zona di accoppiamento, nodo FEM nella 

zona di accoppiamento) hanno la stessa massa. 

 

 

2.3.3 Integrazione nel tempo 

 

Per i problemi di tipo dinamico, esistono diversi metodi espliciti di integrazione diretta. Di 

solito i più utilizzati per le simulazioni peridinamiche sono: il metodo basato sull’algoritmo 

Velocity-Verlet ed il metodo delle differenze centrali. La strategia di accoppiamento 

proposta può funzionare correttamente con entrambi i metodi sopra citati. Nel presente 

elaborato, viene utilizzato il metodo alle differenze centrali. Questo metodo infatti è già 

presente all’interno del software Abaqus utilizzato per tutte le analisi dinamiche. 

Si descrive comunque per completezza anche l’algoritmo del metodo Velocity-Verlet [10]:  

 

�̇�𝑛+1 2⁄ = �̇�𝑛 +
∆𝑡

2
�̈�𝑛 

𝐮𝑛+1 = 𝐮𝑛 + ∆𝑡�̇�𝑛+1 2⁄  

�̇�𝑛+1 = �̇�𝑛+1 2⁄ +
∆𝑡

2
�̈�𝑛+1 

(2.11) 

dove Δt deve essere più piccolo del time step limite, definito come: 

 

∆𝑡𝑙𝑖𝑚 =
∆𝑚𝑖𝑛

𝑐𝑘
 

(2.12) 

Dove Δmin è la minima distanza tra i nodi e ck è la velocità del suono nel materiale. 

L’algoritmo alle differenze centrali invece è già stato spiegato e discusso nel paragrafo 1.5, 

a cui si rimanda per chiarimenti. 
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2.4 Implementazione della strategia di accoppiamento in 

Abaqus 

 

Nel paragrafo 2.1 è stato illustrato come avviene l’implementazione della teoria della 

peridinamica all’interno di un programma agli elementi finiti. Si è anche visto però che il 

metodo di accoppiamento, oltre ad utilizzare elementi FEM ed elementi PD, prevede 

l’utilizzo di elementi di accoppiamento che hanno una matrice di rigidezza particolare. 

Infatti questi elementi, dovendo agire solo su nodi FEM o nodi PD a seconda che si tratti 

di un elemento agli elementi finiti o un bond peridinamico di accoppiamento, la matrice di 

rigidezza avrà delle righe nulle corrispondenti ai gradi di libertà del nodo su cui non si 

hanno forze. Ad esempio, facendo riferimento sempre all’elemento d della Figura 2.3, 

orientato dal nodo 4 al nodo 5, la sua matrice di rigidezza “di accoppiamento” risulterà pari 

a: 

 

𝐊𝐹𝐸𝑀 =
𝐸𝐴

∆𝑥
[
1 −1
0 0

] 

(2.13) 

Nel caso invece del bond che collega il nodo 4 al nodo 5, la matrice di rigidezza sarà: 

 

𝐊𝑃𝐷 =
𝑐

𝜉𝑖𝑗
𝑉𝑖𝑉𝑗 [

0 0
−1 1

] 

(2.14) 

Abaqus, come programma agli elementi finiti permette la creazione di elementi definiti 

dall’utente attraverso l’uso di subroutine scritte in linguaggio Fortran. In particolare, per le 

analisi statiche (mono o bidimensionali), che utilizzano il metodo implicito di Abaqus, la 

subroutine utilizzata è la UEL (User Element Subroutine). E’ stata scritta una routine che, 

automaticamente, per ciascun elemento o bond di accoppiamento annulla la riga della 

matrice di rigidezza corrispondente ai gradi di libertà dei nodi da escludere (FEM o PD a 

seconda dei casi). Nel caso invece delle analisi dinamiche viene utilizzata la subroutine 

VUEL, diversa nel nome, ma uguale alla precedente per quanto riguarda la sua funzione. 

La subroutine è diversa per via del fatto che le analisi dinamiche vengono eseguite mediante 

metodo esplicito e quindi il calcolo della matrice di rigidezza risulta differente. Il flusso 

logico utilizzato per la creazione del file main e delle subroutine è visualizzato di seguito. 

Si è partiti dal pre-processing in cui si è definita la geometria, l’inizializzazione delle 

variabili e l’applicazione delle condizioni al contorno per creare il file di input. A seguire 

si è passati al processing in cui ha luogo l’analisi del modello e la chiamata delle subroutine 

per gli elementi di accoppiamento (UEL/VUEL) o per rendere indistruttibili a 
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compressione i bond (VUMAT) (vedi capitolo 4). Infine, l’ultima parte riguarda il post-

processing, quindi la visualizzazione dei risultati e del danno. 

 

 

La chiamata della subroutine VUMAT è stata indicata con una linea tratteggia perché non 

in tutte le simulazioni viene utilizzata 

Figura 2.7: Diagramma di flusso del codice main 
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Nei due diagrammi di flusso successivi è stato inserito l’ordine di idee utilizzato per la 

creazione delle due subroutine. Quando il programma main chiama le subroutine, vengono 

eseguite le istruzioni indicate in Figura 2.8 e 2.9.  

 

 

 

 

 

 

 

Figura 2.8: Diagramma di flusso delle subroutine UEL/VUEL 
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Per poter essere certi della correttezza dei codici usati sono state effettuate alcune analisi 

di validazione. 

 

 

 

2.5 Validazione del metodo di accoppiamento 

 

Si vedranno ora alcuni semplici problemi utili a validare sia il codice Abaqus, creato in 

Matlab, sia il codice delle subroutine. Si verificherà che, sia per accoppiamenti FEM-PD 

monodimensionali che bidimensionali, gli elementi di accoppiamento riescono ad 

accoppiare le due regioni in maniera semplice ed efficace. 

Figura 2.9: Diagramma di flusso subroutine VUMAT 
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Tutti i problemi presentati sono lineari, quindi le matrici di rigidezza saranno costanti. Tutte 

le proprietà del modello hanno valori convenzionali che non sono associati alle tipiche unità 

di misura utilizzate. 

 

 

 

2.6 Analisi statiche 

 

2.6.1 Accoppiamento FEM-PD caso 1D 

 

Si inizia con il modello monodimensionale di un’asta rappresentata in Figura 2.10. 

Quest’ultima è composta da 31 nodi, di cui 13 peridinamici (dal 13 al 25) e i rimanenti 

FEM. Le condizioni al contorno vengono applicate ai nodi FEM.  

I principali parametri utilizzati per la zona FEM sono l=1 (grid spacing), modulo elastico 

E=1, sezione trasversale A=1. La lunghezza dell’asta risulta pari a 30, e 𝑘𝐹𝐸𝑀 = 𝐸𝐴 𝑙⁄ = 1. 

Riguardo la zona PD il micromodulo è stato calcolato mediante la (1.37) utilizzando un 

orizzonte 𝛿 = 3 ottenendo 𝑐 = 2𝐸 (𝛿2𝐴) =  2 9⁄⁄ . 

Vengono considerati due casi. Il primo riguarda l’asta sopra citata con il nodo 1 incastrato 

e il nodo 31 a cui viene applicata una forza unitaria. In Figura 2.11 viene visualizzata la 

modellizzazione dell’asta in Abaqus. Come si può notare compaiono delle “X” che 

rappresentano il primo nodo degli user element creati con la subroutine, in altre parole gli 

elementi (FEM o PD) di accoppiamento. Questa particolare notazione avviene perché gli 

elementi creati con la subroutine UEL (e successivamente con la VUEL) non possono 

essere visualizzati nella loro interezza, quindi il post-processore di Abaqus evidenzia solo 

il primo nodo e lo rappresenta con una “X”. Questo tipo di visualizzazione non cambia 

qualora si operi con elementi bidimensionali o tridimensionali. In Figura 2.11, si può notare 

che i bond, essendo implementati con elementi truss (come gli elementi FEM, ma con 

Figura 2.10: Modello con accoppiamento FEM-PD di asta 1D – [9] 
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caratteristiche di rigidezza e area diverse), si trovano uno sovrapposto all’altro, rendendo 

difficile anche in questo caso la visualizzazione dei singoli bond. 

Visualizzando un grafico dello spostamento dei singoli nodi (Figura 2.12), si può notare 

che non sono presenti effetti spuri tra le due zone. La parte del grafico in colore azzurro 

rappresenta i nodi peridinamici.  

Venendo al secondo caso, entrambi i nodi di estremità dell’asta sono incastrati e una forza 

assiale unitaria viene applicata su tutti gli altri nodi. In Figura 2.13 si visualizza il relativo 

grafico dello spostamento. 

 

Figura 2.11: Visualizzazione in Abaqus dell’asta 1D 

Figura 2.12: Grafico spostamenti asta (caso 1) 
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Anche in questo caso non si presentano effetti spuri. I risultati non cambiano se si infittisce 

la mesh o se si aumenta l’orizzonte. 

Si è quindi verificato che, effettuando un’analisi statica per un problema 

monodimensionale, l’accoppiamento FEM+PD non presenta problemi e soprattutto la 

subroutine UEL è stata scritta in maniera corretta. 

 

 

2.6.2 Accoppiamento FEM-PD caso 2D 

 

Si descrive ora il codice per un problema bidimensionale. Come accennato 

precedentemente gli user element verranno rappresentati attraverso una “X” che 

rappresenterà il primo nodo degli elementi finiti bidimensionali e dei bond di 

accoppiamento.  

Per il problema proposto, nodi FEM e nodi PD avranno lo stesso passo di griglia sia lungo 

la direzione x che lungo la direzione y, quindi Δ𝑥 = Δ𝑦. In tutti i casi che saranno esposti 

Figura 2.13: Grafico spostamenti asta (caso 2) 
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verrà fatto un confronto tra due piastre di dimensioni uguali ma con zona PD differente, 

come mostrato in Figura 2.14. 

Il modello di sinistra (piastra n° 1) ha un’estensione della zona PD pari a 12x9 

corrispondente a 130 nodi peridinamici e i restanti 1931 nodi FEM. In questo modello viene 

usato un orizzonte pari a 2. 

Il modello di destra (piastra n° 2) invece, ha una zona PD molto più ampia, pari a 40x35. I 

nodi peridinamici sono quindi 1476, mentre i nodi FEM sono 585. In questo caso anche 

l’orizzonte è stato cambiato portandolo a 4. 

Dalla Figura 2.14 a prima vista non si riesce a distinguere i singoli bond della zona 

peridinamica e a quali nodi sono collegati, soprattutto se ci riferisce alla piastra n° 2. Nella 

Figura 2.15 è stato quindi fatto uno zoom della zona di accoppiamento per la piastra n° 2 

dove si possono distinguere chiaramente tutti i tipi di elementi presenti nel modello. 

Figura 2.14: Piastre bidimensionali con differente zona peridinamica 

Piastra n°1 Piastra n°2 

Figura 2.15: Dettaglio della zona di accoppiamento – [7] 
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L’immagine di destra in Figura 2.15 rappresenta una schematizzazione del dettaglio di 

sinistra. I rombi gialli rappresentano nodi FEM, i cerchi verdi nodi PD. Gli elementi finiti 

bidimensionali sono rappresentati con linee nere, i bond con curve di colore blu e gli 

elementi FEM di accoppiamento di colore rosso. Quest’ultimi sono l’equivalente 

bidimensionale dell’elemento d visto nella Figura 2.3. Come in quel caso, questi elementi 

di accoppiamento applicano forze solo sui nodi FEM. Risulta chiaro quindi che la 

subroutine utilizzata per problemi 2D dovrà essere diversa dato che prende in 

considerazione elementi piani che hanno una matrice di rigidezza di dimensione maggiore 

(8x8). Come nel caso 1D il concetto di base non cambia. Le righe della matrice di rigidezza 

corrispondenti ai gradi di libertà dei nodi PD devono essere annullate (per annullare la forza 

che agirebbe sul nodo PD). I nodi PD che formano gli elementi FEM di accoppiamento, 

sono collegati, sempre attraverso i bond, a tutti i nodi entro il loro orizzonte (m=3 in questo 

caso), siano essi PD o FEM. Ovviamente, i bond tra nodi FEM e nodi PD, essendo di 

accoppiamento, applicano le loro forze solo sui nodi PD, come avveniva anche per il caso 

monodimensionale. Nell’immagine a destra di Figura 2.15 non è stata fatta distinzione tra 

bond PD e bond di accoppiamento. 

Tutte le casistiche esposte avranno i seguenti parametri: passo di griglia 𝑙 = 1, modulo 

elastico 𝐸 = 1, modulo di Poisson 𝜈 = 1 3⁄  e spessore 𝑡 = 1. Per la zona PD, il 

micromodulo c è stato calcolato usando la formula (1.49) ottenendo per il primo modello 

il valore di 𝑐 = 0.3581 e per il secondo modello il valore di 𝑐 = 0.04476. 

Per dimostrare quindi l’efficacia della strategia di accoppiamento, sono stati eseguiti tre 

esempi con differenti spostamenti imposti (patch test) applicati ai bordi della piastra che ha 

dimensione 50x50. 

Figura 2.16: Piastre soggette a moto rigido 
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Il primo esempio riguarda un moto rigido imposto ai bordi della piastra. Lo spostamento 

imposto all’angolo in basso a sinistra della piastra è pari a 𝑢 = −15, 𝑣 = 10 e una rotazione 

di 휃 = 20°. Nel modello numerico le componenti dello spostamento sono imposte ai nodi 

lungo il bordo e i nodi interni, se l’accoppiamento è stato fatto in maniera corretta, devono 

seguire lo spostamento rigido, senza deformazioni. In Figura 2.16 si può osservare che la 

condizione sopra descritta viene rispettata. 

Nel secondo esempio alla piastra viene applicato uno spostamento pari a 𝑢 = 0.5 sul bordo 

destro, vincolando il bordo verticale sinistro e il bordo orizzontale inferiore con un 

appoggio semplice che elimina rispettivamente i gradi di libertà lungo x e lungo y (𝑢 = 0 

e 𝑣 = 0). Siccome il materiale è omogeneo, isotropo e lineare elastico, il bordo superiore 

della piastra rimarrà orizzontale e trovandosi nelle ipotesi di piccoli spostamenti, le 

deformazioni lungo i due assi per tutti i punti della piastra saranno: 

 

휀𝑥 =
Δ𝑙

𝑙0
=

0.5

50
= 0.01 

휀𝑦 = −𝜈휀𝑥 = −3.3333 × 10−3 

(2.15) 

Quello che ci si aspetta di osservare come nel primo esempio è che non ci siano 

comportamenti inattesi nella zona di accoppiamento. In Figura 2.17 si può verificare la 

deformata per i due casi studiati dove, per chiarezza, è stata aggiunta una mappa colore 

riguardante lo spostamento lungo x oltre ad aver amplificato di 10 volte la deformazione. 

 

Nel terzo e ultimo esempio si sottopone la piastra a una deformazione a taglio definita dalle 

seguenti condizioni: 𝑢 = 𝛽𝑦, 𝑣 = 𝛽𝑥 con 𝛽 = 0.25. Come nei casi precedenti, le 

Figura 2.17: Piastre soggette ad allungamento orizzontale (unità di misura in metri) 
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componenti degli spostamenti sono state applicate solo ai nodi sul bordo della piastra. In 

Figura 2.18 è rappresentata la deformata, mostrando ancora una volta una soluzione in linea 

con le attese. 

In tutti questi esempi, la matrice di rigidezza degli elementi bidimensionali di 

accoppiamento è stata scritta elemento per elemento all’interno della subroutine UEL 

conoscendo a priori i singoli valori che la compongono. Questo però è valido nello specifico 

solo per il software Abaqus. Altri software agli elementi finiti, in base alla funzione per cui 

sono stati pensati e creati, possono avere matrici di rigidezza definite in maniera 

leggermente diversa. Per aggiungere quindi generalità al metodo di accoppiamento si è 

pensato di importare la matrice di rigidezza del generico elemento bidimensionale 

attraverso un codice Matlab, per poi successivamente, come fatto finora, eliminare le righe 

della matrice corrispondenti ai gradi di libertà dei nodi PD. Purtroppo questo procedimento 

deve essere eseguito in due step: il primo in cui si crea la matrice di rigidezza dell’elemento 

ed il secondo in cui il codice Matlab carica la matrice nella subroutine per eseguire le analisi 

statiche con accoppiamento. E’ chiaro che se questo metodo fosse implementato 

direttamente in un programma agli elementi finiti, tutto potrebbe essere eseguito in un solo 

step. Risulta inoltre evidente che in linea di principio questo metodo potrebbe essere usato 

su tutti i software agli elementi finiti disponibili sul mercato.  

 

 

 

Figura 2.18: Piastre soggette a deformazione a taglio 
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2.7 Analisi dinamiche 

 

2.7.1 Accoppiamento FEM-PD: Caso 2D  

 

Per le analisi dinamiche, si è passati subito a validare il caso 2D, rimandando l’analisi del 

problema 1D ad altri studi. 

E’ stata presa in esame una piastra bidimensionale di dimensione 0.18x0.009 m vincolando 

gli spostamenti lungo y per i lati superiore ed inferiore e gli spostamenti lungo x per il lato 

sinistro. Lungo il lato destro invece è stato applicato uno spostamento. Si vuole quindi fare 

il confronto tra il modello discretizzato con solo elementi FEM e il modello con 

accoppiamento FEM-PD.  

E’ stato utilizzato un passo di griglia costante lungo le due direzioni pari a Δ𝑥 = 0.0005 m 

con un modulo elastico 𝐸 = 65 ∙ 109 Pa e un coefficiente di Poisson 𝜈 = 0.33. Lo 

spostamento viene applicato per un tempo pari a 30 ∙ 10−9 s. Di seguito vengono riportate 

le immagini per il confronto che rappresentano il modulo dello spostamento. A sinistra si 

trovano le immagini riferite al modello con solo elementi FEM mentre a destra si trovano 

quelle con l’accoppiamento FEM-PD:   

 

𝑡 = 11 𝜇𝑠 

 

𝑡 = 15 𝜇𝑠 
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𝑡 = 26 𝜇𝑠 

Si nota che c’è una differenza tra i due modelli. In particolare nel modello accoppiato, si 

osserva come l’onda dello spostamento, incontrata la zona PD, venga parzialmente riflessa 

indietro. Questa discrepanza è dovuta alla diversa modalità (approccio locale ed approccio 

nonlocale) con cui il sistema è studiato. Al tendere a zero dell’orizzonte la soluzione 

nonlocale converge a quella locale e quindi ci si aspetta che l’entità degli effetti spuri si 

riduca al diminuire dell’orizzonte [44]. In ogni caso, il modello accoppiato è in grado di 

descrivere compiutamente le principali caratteristiche del fenomeno studiato, le 

perturbazioni introdotte dall’accoppiamento sono di modesta entità. Se ne deduce quindi 

che, sebbene sia presente una leggera differenza tra i due modelli, questa risulta totalmente 

trascurabile. Si vedrà infatti nelle simulazioni successive come questa differenza non abbia 

nessun effetto sulla propagazione delle cricche. 

 

Dopo aver fatto queste prove di validazione, si può concludere che sono stati introdotti dei 

miglioramenti rispetto ali precedenti metodi di accoppiamento, tra cui: 

 La semplicità del metodo di accoppiamento e la facilità con cui potrebbe essere 

inserito in un software commerciale agli elementi finiti. Infatti come detto in 

precedenza questo metodo potrebbe favorire l’uso della peridinamica all’interno 

Figura 2.19: Confronto tra modello FEM e modello accoppiato FEM-PD del modulo dello spostamento 

Figura 2.20: Scala colori spostamenti 
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delle simulazioni, applicandola solo nella zona in cui ci si aspetta una cricca o il suo 

percorso, usando invece gli elementi finiti tradizionali (più efficienti 

computazionalmente) nel resto del modello. 

 Non c’è bisogno di trasferire o interpolare gli spostamenti o i valori delle forze tra 

le due porzioni del modello. Gli spostamenti sono direttamente calcolati all’interno 

nella soluzione 

 Tutti i nodi PD hanno un orizzonte completo. Nodi PD con un orizzonte non 

completamente pieno dei rispettivi nodi famiglia potrebbero presentarsi nei bordi 

del modello, dove però vengono usati elementi FEM su cui poi si applicheranno le 

condizioni al contorno. Quindi, tutti i nodi PD si trovano interni al modello. 
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Capitolo 3 
 

Analisi della propagazione di cricche in 

piastre di spessore sottile 
 

In questo capitolo sarà applicato il metodo di accoppiamento descritto nel capitolo 2 ad 

alcuni esempi presenti nell’articolo [11] di Youn Doh Ha e Florin Bobaru. Gli autori 

espongono la teoria della peridinamica mettendo in evidenza pregi e difetti di quest’ultima 

per lo studio della propagazione delle cricche nelle piastre di spessore sottile. Lo scopo sarà 

quello di replicare gli esempi riportati nell’articolo usando il metodo di accoppiamento e 

verificare che i risultati ottenuti con le due metodologie coincidano. 

 

 

 

3.1 Descrizione del problema 

 

Il problema che si è preso in considerazione riguarda una piastra di dimensione 0.1x0.04 

m, con una cricca situata a metà altezza che si estende fino al centro della piastra, come 

mostrato in Figura 3.1. Lungo i lati orizzontali viene applicata istantaneamente una trazione 

pari a 12 MPa. 

I materiali utilizzati sono due tipologie di vetro, rispettivamente il Duran 50 glass e il Soda-

lime glass. Le proprietà meccaniche complete dei materiali sono riassunte nella Figura 3.2. 

Si nota che, il primo materiale ha un modulo elastico leggermente inferiore rispetto al 

secondo, ma con un’energia di frattura maggiore. Questo fa si che il percorso seguito dalla 

cricca sarà diverso nei due casi, come vedremo nel corso di questo capitolo. Si fa notare 

che per l’implementazione della peridinamica bond-based il coefficiente di Poisson risulta 
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fisso per tutti i problemi presentati (si rimanda al paragrafo 1.8 per una spiegazione più 

dettagliata). 

Dalle analisi che seguiranno, riferite a questo tipo di esempio, si noterà subito il vantaggio 

computazionale di avere un accoppiamento tra mesh FEM e griglia peridinamica. 

Prima di tutto, si vuol ricordare come viene implementata la teoria della peridinamica 

classica: nel capitolo precedente si è visto che il modello viene discretizzato in nodi, 

collegati tra loro da elementi rettilinei chiamati truss, che simulano in tutto e per tutto il 

comportamento dei bond reali peridinamici. E’ chiaro che la scelta di come creare la rete 

di bond, che collega il nodo centrale ai nodi famiglia, spetta all’utente, che decide passo di 

griglia e orizzonte e, nel caso dell’accoppiamento, anche la grandezza della zona 

peridinamica. L’ideale sarebbe collegare il maggior numero di nodi famiglia al nodo 

centrale ed avere una zona peridinamica più piccola possibile ma che permetta la 

propagazione della cricca. Con questa combinazione si potrebbe avere un compromesso 

importante sul carico computazionale. Infatti, aumentando il numero di bond per nodo 

centrale, aumentano le risorse richieste, ma diminuendo la regione peridinamica, 

diminuisce il numero totale dei bond stessi.   

 

 

Figura 3.1: Dimensioni della piastra – [11] 
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Nell’articolo preso in considerazione [11], gli autori utilizzano un codice colore per 

rappresentare in maniera immediata il livello di danno della piastra, calcolato con 

l’equazione del danno (1.21). I colori associati alla piastra variano in base a valori del danno 

ben precisi. Si parte dal blu che identifica il danno nullo fino ad arrivare al rosso in cui si 

ha la rottura di almeno il 45% dei bond in quell’area. Immaginando una cricca che si muove 

orizzontalmente tra due nodi, essa rompe tutti i bond che la attraversano, lasciando integri 

ovviamente tutti i bond dalla parte opposta del nodo rispetto alla cricca e tutti i bond 

paralleli ad essa. Si capisce quindi che per avere la creazione di una zona di frattura, sia 

sufficiente che poco meno della metà dei bond siano rotti. Se dovessero rimanere visibili 

dei bond che attraversano la zona di frattura, essi sono considerati al limite del loro valore 

di allungamento e quindi sono da considerare come bond rotti. 

Nel cercare di replicare i risultati ottenuti nell’articolo [11], si sono utilizzati i software 

Matlab e Abaqus. In particolare l’uso di Matlab è servito per la creazione del file .inp (file 

input) contenente il codice che è stato poi passato ad Abaqus per l’analisi dinamica. 

Successivamente è stato utilizzato nuovamente per effettuare l’elaborazione grafica di 

creazione della mappa colore appena descritta. Per ottenere quest’ultima vengono usati i 

file di report di Abaqus generati al termine delle simulazioni. Così facendo si possono poi 

confrontare le immagini presenti nell’articolo con quelle ottenute dalle simulazioni con 

Abaqus. Durante l’analisi con Abaqus, viene richiamata la subroutine VUEL (User 

Element Subroutine), diversa dalla UEL utilizzata per le analisi statiche, ma che svolge la 

stessa funzione, cioè creare gli elementi di accoppiamento FEM e PD.  

Per modellare la massa della piastra, essendo composta da nodi e bond e non da elementi 

finiti, si è associato ad ogni nodo un valore di massa tale per cui la somma delle masse dei 

singoli nodi fosse pari alla massa della piastra, quindi: 

 

𝑀𝑇𝑂𝑇 = ∑𝜌𝑉𝑖

𝑖

 

(3.1) 

I bond, essendo modellati con elementi trave (truss) ad un grado di libertà per nodo, devono 

avere una massa affinchè Abaqus possa effettuare la simulazione. La loro massa infatti 

viene calcolata automaticamente da Abaqus attraverso la densità. Dato che in un modello 

possono esserci anche milioni di bond, se si inserisse l’effettiva densità del materiale, si 

Figura 3.2: Proprietà meccaniche dei materiali utilizzati – [11] 
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otterrebbe una massa enorme che falserebbe i risultati ottenuti dall’analisi. Per questo 

motivo viene inserita una densità fittizia pari a 1 ∙ 10−18  𝑘𝑔 𝑚3⁄  così da risultare 

irrilevante rispetto alla massa dell’intera struttura (distribuita sui singoli nodi). Questa 

densità viene ovviamente applicata anche agli elementi finiti bidimensionali per lo stesso 

motivo appena descritto. L’uso della densità fittizia risulta vantaggioso anche per un altro 

motivo. Durante la propagazione della cricca infatti, i bond si rompono mentre i nodi si 

spostano semplicemente, senza venire mai eliminati durante l’intera simulazione. La 

perdita di massa che ne consegue è quindi dovuta solo all’eliminazione dei bond che non 

influisce sui risultati data la loro bassissima densità. 

Rispetto ad un’analisi con gli elementi finiti, questa risulta una differenza notevole. La 

perdita di massa dovuta ad un singolo elemento finito non può essere considerata 

ininfluente risultando dannosa ai fini dei risultati della simulazione, a meno di non 

utilizzare una densità di mesh molto elevata con elementi di dimensione estremamente 

ridotta. 

Per stabilire quando un bond è rotto o no, è stato utilizzato il criterio del danno di Johnson 

Cook, già implementato all’interno di Abaqus. In questo problema, essendo la piastra 

soggetta solo a trazione e considerando il materiale elastico, perfettamente plastico, il 

software elimina il bond selezionato non appena raggiunge un determinato livello di 

energia plastica, che nel nostro caso è stato posto uguale a zero. In questo modo, quando il 

bond raggiunge la “tensione di snervamento” viene eliminato. Viceversa, quando esso 

rimane all’interno del campo elastico, non subisce danni (non viene eliminato) e si deforma 

con la legge elastica della meccanica classica. 

 

 

3.1.1 Applicazione delle condizioni di carico 

 

Gli autori Y. D. Ha e F. Bobaru [11] nell’applicazione della tensione alla piastra solo ai 

nodi del contorno, sono incappati nel problema del softening. Questo problema riguarda i 

nodi che si trovano sul bordo della piastra, che avendo solamente metà dei bond rispetto ai 

nodi più interni, risultano meno legati al resto dei nodi. La rigidezza dei bordi quindi risulta 

inferiore e, applicando il carico solo su una riga di nodi, questi si staccheranno dal resto del 

modello vanificando l’effetto del carico (vedi paragrafo 1.5). Gli autori per risolvere questo 

problema hanno creato dei bond indistruttibili sul bordo caricato della piastra in modo da 

trasmettere il carico direttamente all’interno della struttura. Un altro metodo altrettanto 

efficace è quello di dividere il carico su più file di nodi, mantenendo i bond di bordo dello 

stesso tipo dei bond interni. In particolare il numero di file di nodi viene posto uguale ad 

m. 
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Nel caso dell’accoppiamento FEM-PD, questo problema non si presenta perché il carico 

viene applicato sempre sugli elementi FEM. Non esiste quindi il problema del softening 

descritto precedentemente. Si potrebbe pensare però che il problema possa ripresentarsi 

nella zona di accoppiamento, ma gli elementi di accoppiamento, essendo disposti lungo lo 

spessore di un orizzonte m, trasferiscono il carico alla zona PD in maniera simile a quanto 

appena visto.  

Il fatto di applicare il carico alla zona FEM nella maniera conosciuta e più naturale è un 

notevole vantaggio messo a disposizione dal metodo di accoppiamento.  

 

 

 

3.2 Analisi della propagazione della cricca 

 

3.2.1 Tipologie di convergenza 

 

In peridinamica esistono tre tipi di convergenza: 

 δ-convergenza: 𝛿 → 0 e 𝑚(= 𝛿 Δ𝑥⁄ ) è fisso. In questo tipo di convergenza, essendo 

m fisso, ogni nodo centrale avrà sempre lo stesso numero di nodi famiglia ad esso 

collegati. Diminuendo δ assieme a Δx aumenta il numero complessivo dei nodi. 

 m-convergenza: δ è fisso e 𝑚 → ∞. Essendo fisso il valore di δ e aumentando m, il 

passo di griglia si riduce aumentando di conseguenza il numero complessivo dei 

nodi della piastra e il numero dei nodi famiglia collegati al nodo centrale. Come si 

vedrà poi nelle simulazioni, il livello di dettaglio aumenta all’aumentare di m. 

 δm-convergenza: 𝛿 → 0 ed m aumenta al decrescere di δ, in maniera più rapida. E’ 

un caso simile alla δ-convergenza, ma con una diminuzione del passo di griglia più 

veloce. Questo tipo di convergenza non verrà trattata in questo elaborato 

Si può dimostrare che le soluzioni nonlocali tendono a quelle previste dall'elasticità classica 

al tendere a zero della dimensione dell'orizzonte. Mentre nel caso della m-convergenza si 

Figura 3.3: Tipologie di convergenza a) m-convergenza b) δ-convergenza – [11] 
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può dimostrare come, adottando questo tipo di convergenza, la soluzione tenda alla 

soluzione nonlocale del problema in esame. 

In Figura 3.3 sono illustrati i primi due criteri di convergenza descritti. 

Si passa ora alle simulazioni vere e proprie, analizzando i vari casi mediante la metodologia 

della m-convergenza. E’ stata presa in esame la piastra in Duran 50 glass tenendo costante 

il valore dell’orizzonte e variando di volta in volta il valore di m. Ricapitolando, le proprietà 

del materiale utilizzato sono: 

 E (modulo elastico): 65 ∙ 109 Pa 

 ν (coefficiente di Poisson): 0.33 

 ρ: 2235 kg m3⁄  

 G0 (energia di frattura): 204 J m2⁄  

Nell’articolo preso in esame vengono specificati anche il tempo totale di simulazione e il 

time step, che risultano essere: 

 Tempo totale di simulazione: 5 ∙ 10−5 s 

 Time step: 2.5 ∙ 10−8 s 

 Tempo in cui si visualizzano i risultati: 4.6 ∙ 10−5 s 

In tutte le simulazioni il passo di griglia (grid spacing) lungo le due direzioni viene preso 

uguale e costante ed il carico applicato è di 12 MPa in trazione. Sono stati simulati casi 

con 𝛿 = 0.002 m e 𝛿 = 0.003 m con diversi valori di m. C’è da notare che queste 

dimensioni di orizzonti sono relativamente grandi se comparate alle dimensioni del 

modello.  

Per quanto riguarda il post-processing in Matlab per la creazione dell’immagine del danno, 

è stato usato un metodo del tutto identico a quello utilizzato dagli autori, con la sola 

differenza che la cricca iniziale, presente come dato del problema, non è stata modellata 

come zona di danno, ma semplicemente disegnata mediante una linea. Questa differenza 

influisce solo nei colori della figura, senza intaccare i risultati veri e propri delle 

simulazioni. 

Si può passare quindi a vedere i singoli casi facendo un confronto tra le immagini di 

riferimento e le immagini elaborate da Matlab, oltre a visualizzare le immagini di output 

fornite da Abaqus. Per i casi più importanti e dettagliati sanno fatte delle considerazioni 

ulteriori che descriveremo di volta in volta. 

 

 

3.2.2 Piastra con δ=0.002 m, m=2 

 

Questa simulazione non ha molto significato dal punto di vista del risultato, ma permette 

di capire come l’orizzonte e in particolare il passo di griglia nella teoria della peridinamica 

giochi un ruolo fondamentale. Dato che ci si trova nella m-convergenza, l’orizzonte rimarrà 
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costante nelle prossime simulazioni e aumenterà m (o se si vuole, diminuirà il passo di 

griglia).  

Di seguito sono riportati i vari dati inseriti nel programma in Matlab e quelli calcolati dallo 

stesso, insieme ai dati riguardanti la complessità computazionale: 

 

Dati in input per il programma Matlab di pre-processing 

Passo in direzione x (Δx) [m]: 0.001 

Passo in direzione y (Δy) [m]: 0.001 

Orizzonte (δ) [m]: 0.002 

Dimensioni piastra [m]: 0.1x0.041 

Dimensione zona peridinamica [m]: 0.07x0.036 

Tabella 3.1: Dati in input per il programma Matlab caso δ=0.002 m, Δx=0.001 m, m=2 

Si fa notare che la dimensione verticale della piastra è stata aumentata della dimensione di 

un passo di griglia per avere la cricca iniziale in posizione simmetrica. Il numero di nodi 

totali quindi, aumenterà leggermente. 

A questo punto, il programma Matlab, restituisce in output un file .inp da far analizzare 

ad Abaqus. In particolare i parametri fondamentali ottenuti sono: 

 

Parametri utilizzati nel file .inp di Abaqus 

Micromodulo (c) [N m6⁄ ] 2.3276 ∙ 1019 

Allungamento limite (s0) [m] 1.48 ∙ 10−3 

Sezione del bond [m2] 1 ∙ 10−4 

Valori di β 0.479 0.214 

Sezione del bond modificato da β [m2] 4.79 ∙ 10−5 2.14 ∙ 10−5 

Massa applicata ai nodi [kg] 2.235 ∙ 10−3 

Modulo di elasticità del bond (E) [Pa] 2.3276 ∙ 1011 

Tensione di snervamento [Pa] 3.445 ∙ 108 
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Densità del bond [kg m3⁄ ] 1 ∙ 10−18 

Tabella 3.2: Parametri utilizzati in Abaqus caso δ=0.002 m, Δx=0.001 m, m=2 

I valori della sezione dei bond e il modulo elastico degli stessi sono stati calcolati 

utilizzando le (2.3). Come si citava nei paragrafi precedenti, le sezioni bond hanno aree 

differenti (scalate opportunamente attraverso il valore β) in modo da poter simulare 

l’influenza del volume dei nodi famiglia, non completamente contenuti nell’orizzonte del 

nodo centrale. 

I nodi ed elementi che sono stati usati sono: 

 

Dati di discretizzazione del modello in Abaqus 

Nodi totali 4242 

Nodi peridinamici 2698 

Elementi FEM 1265 

Bond PD 25549 

Elementi FEM di accoppiamento 217 

Bond PD di accoppiamento 2368 

Tabella 3.3: Discretizzazione del modello in Abaqus  caso δ=0.002 m, Δx=0.001 m, m=2 

Figura 3.4: Post-processing in Abaqus caso δ=0.002 m, Δx=0.001 m, m=2 a 46 μs 
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Si può passare ora a fare il confronto tra il modello creato in Abaqus e il riferimento che si 

trova nell’articolo [11]. Come citato in precedenza i risultati che vedremo sono stati ottenuti 

al tempo 4.6 ∙ 10−5 s. Nella prima immagine vedremo la propagazione della cricca 

direttamente in Abaqus, nella seconda, la mappa del danno in Matlab ed infine l’immagine 

di riferimento, sempre riferita al danno: 

Come si può notare, l’immagine del danno in Matlab e quella di riferimento sono molto 

diverse. Si pensa che la causa sia la diversa modalità con cui i carichi sono applicati nei 

due modelli. 

Quindi, sebbene l’analisi con 𝑚 = 2 sia poco accurata, riesce comunque a dare 

un’indicazione di massima dell’andamento della cricca e della sua biforcazione, ottenendo 

risultati migliori rispetto a quelli ottenuti nell’articolo [11]. 

Figura 3.6: Immagine di riferimento caso δ=0.002 m, Δx=0.001 m, m=2 a 46 μs – [11] 

Figura 3.5: Post-processing del danno in Matlab caso δ=0.002 m, Δx=0.001 m, m=2 a 46 μs 
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3.2.3 Piastra con δ=0.002 m, m=4 

 

In questo caso, avendo aumentato il valore m e quindi avendo diminuito il valore di Δx a 

metà del passo di griglia del caso precedente, si noterà come la soluzione sia più accurata.  

 

Dati in input per il programma Matlab di pre-processing 

Passo in direzione x (Δx) [m]: 0.0005 

Passo in direzione y (Δy) [m]: 0.0005 

Orizzonte (δ) [m]: 0.002 

Dimensioni piastra [m]: 0.1x0.0405 

Dimensione zona peridinamica [m]: 0.07x0.0365 

Tabella 3.4: Dati in input per il programma Matlab caso δ=0.002 m, Δx=0.0005 m, m=4 

Parametri utilizzati nel file .inp di Abaqus 

Micromodulo (c) [N m6⁄ ] 2.3276 ∙ 1019 

Allungamento limite (𝑠0) [m] 1.48 ∙ 10−3 

Sezione del bond [m2] 3.969 ∙ 10−4 

0.9 0.4896 0.3614 

0.208 0.048 

3.57 ∙ 10−5 1.94 ∙ 10−5 1.43 ∙ 10−5 

8.26 ∙ 10−6 1.895 ∙ 10−6 

Massa applicata ai nodi [kg] 5.59 ∙ 10−4 

Modulo di elasticità del bond (E) [Pa] 3.6658 ∙ 1010 

Tensione di snervamento [Pa] 5.426 ∙ 107 

Densità del bond [kg m3⁄ ] 1 ∙ 10−18 

Tabella 3.5: Parametri utilizzati in Abaqus caso δ=0.002 m, Δx=0.0005 m, m=4 

Valori di β 

Sezione del bond modificato da β [m2] 
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Dati di discretizzazione del modello in Abaqus 

Nodi totali 16482 

Nodi peridinamici 10434 

Elementi FEM 5495 

Bond PD 337264 

Elementi FEM di accoppiamento 429 

Bond PD di accoppiamento 28880 

Tabella 3.6: Discretizzazione del modello in Abaqus caso δ=0.002 m, Δx=0.0005 m, m=4 

Figura 3.7: Post-processing in Abaqus caso δ=0.002 m, Δx=0.0005 m, m=4 a 46 μs 

Figura 3.8: Post-processing del danno in Matlab caso δ=0.002 m, Δx=0.0005 m, m=4 a 46 μs 
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In Figura 3.7 si visualizza la configurazione deformata della piastra per poter meglio 

apprezzare il suo andamento. 

Già da questo caso, dimezzando il passo di griglia, si riescono ad ottenere delle immagini 

più soddisfacenti. Si riesce infatti a distinguere bene l’inizio della biforcazione e in maniera 

meno chiara, ma comunque sufficiente, un piccolo cambio di inclinazione della cricca.  

I risultati ottenuti con il modello accoppiato riproducono in modo accurato quelli ottenuti 

con il modello solo peridinamico riportati in [11].  

 

 

3.2.4 Piastra con δ=0.002 m, m=8 

 

Ci si trova ora ad analizzare l’ultimo caso studiato per l’orizzonte 𝛿 = 0.002  m.  E’ stato 

dimezzato ulteriormente il passo di griglia portandolo a Δ𝑥 = 0.0025 m. 

 

Dati in input per il programma Matlab di pre-processing 

Passo in direzione x (Δx) [m]: 0.00025 

Passo in direzione y (Δy) [m]: 0.00025 

Orizzonte (δ) [m]: 0.002 

Dimensioni piastra [m]: 0.1x0.04025 

Dimensione zona peridinamica [m]: 0.07x0.03625 

Tabella 3.7: Dati in input per il programma Matlab caso δ=0.002 m, Δx=0.00025 m, m=8 

Figura 3.9: Immagine di riferimento caso δ=0.002 m, Δx=0.0005 m, m=4 a 46 μs – [11] 
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Parametri utilizzati nel file .inp di Abaqus 

Micromodulo (c) [N m6⁄ ] 2.3276 ∙ 1019 

Allungamento limite (𝑠0) [m] 1.48 ∙ 10−3 

Sezione del bond [m2] 1.5749 ∙ 10−5 

0.895 0.725 0.495 0.432 

0.42 0.24 0.049 

1.41 ∙ 10−5 1.14 ∙ 10−5 7.79 ∙ 10−6 

6.80 ∙ 10−6 6.62 ∙ 10−6 

3.78 ∙ 10−6 7.67 ∙ 10−7 

Modulo di elasticità del bond (E) [Pa] 1.397 ∙ 10−4 

Tensione di snervamento [Pa] 5.77 ∙ 109 

Densità del bond [kg m3⁄ ] 8.546 ∙ 106 

Micromodulo (c) [N m6⁄ ] 1 ∙ 10−18 

Tabella 3.8: Parametri utilizzati in Abaqus caso δ=0.002 m, Δx=0.00025 m, m=8 

Dati di discretizzazione del modello in Abaqus 

Nodi totali 64962 

Nodi peridinamici 41026 

Elementi FEM 22843 

Bond PD 4385923 

Elementi FEM di accoppiamento 853 

Bond PD di accoppiamento 339534 

Tabella 3.9: Discretizzazione del modello in Abaqus caso δ=0.002 m, Δx=0.00025 m, m=8 

  

Valori di β 

Sezione del bond modificato da β [m2] 
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Nell’immagine di post-processing in Abaqus si è reso necessario zoommare la zona di 

biforcazione della cricca per poter vedere i dettagli che nella vista completa del modello 

non si potrebbero apprezzare. Di seguito l’immagine di riferimento tratta da [11], mentre il 

 

Figura 3.10: Post-processing in Abaqus caso δ=0.002 m, Δx=0.00025 m, m=8 e zoom dell’area di 

biforcazione 
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post-processing in Matlab non è stato eseguito perché richiedeva troppo tempo al 

calcolatore per processare l’immagine. 

Nel caso con 𝑚 = 8 le immagini del danno diventano ancora più nitide. Si può notare con 

chiarezza la transizione del colore dalla zona completamente rotta, contrassegnata dal 

rosso intenso, fino ad arrivare alla zona lievemente danneggiata, contrassegnata da colori 

tendenti al blu. Si fa notare che lo “spessore” della cricca dipende dalla dimensione 

dell’orizzonte. Vedremo infatti negli esempi successivi, dove l’orizzonte sarà 𝛿 = 0.003 

m, che la zona interessata dalla cricca sarà ancora più spessa, interessando quindi più 

nodi. Da un punto di vista visivo sembra una perdita di informazioni, perché ci si 

aspetterebbe una cricca ben definita, ma dal punto di vista dei risultati si riesce a 

collegare, e quindi sentire l’influenza, dei nodi più lontani dalla zona di frattura. 

Quest’ultima analisi, come si è visto dalle tabelle, ha un altissimo numero di bond, 

nonostante si sia usato l’accoppiamento FEM-PD. La simulazione in Abaqus, e in 

particolare l’elaborazione dell’immagine del danno in Matlab, iniziano a diventare gravose 

dal punto di vista computazionale. Confrontando quindi questo aspetto con l’aggiunta di 

informazione ottenuta dalla simulazione si è arrivati alla conclusione che la simulazione 

precedente, e nello specifico un valore di 𝑚 = 4,  risulta essere la combinazione ideale per 

questo tipo di simulazioni, avendo tempi di calcolo e post-processing accettabili e con 

livelli di dettaglio del danno molto buoni. 

 

 

3.2.5 Piastra con δ=0.003 m, m=3 

 

Avendo terminato la m-convergenza per 𝛿 = 0.002 m si passa a vedere casi con un 

orizzonte ancora più ampio, cioè 𝛿 = 0.003 m. Si inizia con il caso più semplice, più veloce 

Figura 3.12: Immagine di riferimento caso δ=0.002 m, Δx=0.00025 m, m=8 a 46 μs – [11] 
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ma anche meno accurato. Si è partiti quindi con un passo di griglia Δ𝑥 = 0.001 m e quindi 

con 𝑚 = 3. A differenza del paragrafo 3.3.1 dove era presente il caso con 𝑚 = 2, in questo 

la soluzione simulata in Abaqus e l’immagine di riferimento tratta da [11] sono più simili 

dato che si prende in considerazione un orizzonte più ampio. Di seguito sono riportati i vari 

dati per questo modello: 

 

Dati in input per il programma Matlab di pre-processing 

Passo in direzione x (Δx) [m]: 0.001 

Passo in direzione y (Δy) [m]: 0.001 

Orizzonte (δ) [m]: 0.003 

Dimensioni piastra [m]: 0.1x0.041 

Dimensione zona peridinamica [m]: 0.07x0.035 

Tabella 3.10: Dati in input per il programma Matlab caso δ=0.003 m, Δx=0.001 m, m=3 

Parametri utilizzati nel file .inp di Abaqus 

Micromodulo (c) [N m6⁄ ] 6.8967 ∙ 1018 

Allungamento limite (𝑠0) [m] 1.209 ∙ 10−3 

Sezione del bond [m2] 1 ∙ 10−4 

Valori di β 0.693 0.486 0.312 

Sezione del bond modificato da β [m2] 6.93 ∙ 10−5 4.86 ∙ 10−5 3.12 ∙ 10−5 

Massa applicata ai nodi [kg] 2.235 ∙ 10−3 

Modulo di elasticità del bond (E) [Pa] 6.8967 ∙ 1010 

Tensione di snervamento [Pa] 8.335 ∙ 107 

Densità del bond [kg m3⁄ ] 1 ∙ 10−18 

Tabella 3.11: Parametri utilizzati in Abaqus caso δ=0.003 m, Δx=0.001 m, m=3 
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Dati di discretizzazione del modello in Abaqus 

Nodi totali 4242 

Nodi peridinamici 2556 

Elementi FEM 1410 

Bond PD 42657 

Elementi FEM di accoppiamento 213 

Bond PD di accoppiamento 5474 

Tabella 3.12: Discretizzazione del modello in Abaqus caso δ=0.003 m, Δx=0.001 m, m=3 

Figura 3.13: Post-processing in Abaqus caso δ=0.003 m, Δx=0.001 m, m=3 a 46 μs 

Figura 3.14: Post-processing del danno in Matlab caso δ=0.003 m, Δx=0.001 m, m=3 a 46 μs 
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Cercando di fare sempre un paragone con il caso del paragrafo 3.3.1, si nota che, come ci 

si aspettava, il numero di bond è quasi raddoppiato, permettendo quindi al nodo centrale di 

riferimento di potersi collegare a più nodi famiglia, avendo aumentato l’orizzonte. Il 

risultato in questo caso si avvicina maggiormente alla soluzione ottenuta usando il modello 

solo peridinamico [11].  

Facendo attenzione alla Figura 3.15 di riferimento per questa simulazione, si può notare 

una certa asimmetria nella biforcazione della cricca. Questo è dovuto al fatto che nelle 

simulazioni eseguite da F. Bobaru e Y. D. Ha, si è scelto come centro del sistema di 

riferimento il punto (0,0), posto nell’angolo in basso a sinistra della piastra, come si vede 

in Figura 3.15. Quando la piastra inizia a deformarsi per la presenza del carico, anche il 

centro del sistema di riferimento si sposta, provocando questa asimmetria. Ponendo il 

centro del sistema di riferimento nel centro geometrico della piastra, si riesce ad ottenere la 

simmetria della cricca. Questo problema non si presenta nelle simulazioni fatte con Abaqus 

dove, se la geometria della piastra e il carico sono simmetrici, si ottiene una cricca 

simmetrica. 

 

 

 

 

 

 

 

Figura 3.15: Immagine di riferimento caso δ=0.003 m, Δx=0.001 m, m=3 a 46 μs – [11] 
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3.2.6 Piastra con δ=0.003 m, m=6 

 

Dati in input per il programma Matlab di pre-processing 

Passo in direzione x (Δx) [m]: 0.0005 

Passo in direzione y (Δy) [m]: 0.0005 

Orizzonte (δ) [m]: 0.003 

Dimensioni piastra [m]: 0.1x0.0405 

Dimensione zona peridinamica [m]: 0.07x0.034 

Tabella 3.13: Dati in input per il programma Matlab caso δ=0.003 m, Δx=0.0005 m, m=6 

Parametri utilizzati nel file .inp di Abaqus 

Micromodulo (c) [N m6⁄ ] 6.8967 ∙ 1018 

Allungamento limite (𝑠0) [m] 1.209 ∙ 10−3 

Sezione del bond [m2] 
3.9685 ∙ 10−5 

0.865 0.685 0.493 

0.409 0.151 0.09 

3.43 ∙ 10−5 2.72 ∙ 10−5 1.96 ∙ 10−5 

1.62 ∙ 10−5 5.99 ∙ 10−6 3.59 ∙ 10−6 

Massa applicata ai nodi [kg] 5.588 ∙ 10−4 

Modulo di elasticità del bond (E) [Pa] 1.0862 ∙ 1010 

Tensione di snervamento [Pa] 1.313 ∙ 107 

Densità del bond [kg m3⁄ ] 1 ∙ 10−18 

Tabella 3.14: Parametri utilizzati in Abaqus caso δ=0.003 m, Δx=0.0005 m, m=6 

Dati di discretizzazione del modello in Abaqus 

Nodi totali 16482 

Valori di β 

Sezione del bond modificato da β [m2] 
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Nodi peridinamici 9588 

Elementi FEM 6351 

Bond PD 603369 

Elementi FEM di accoppiamento 417 

Bond PD di accoppiamento 78422 

Tabella 3.15: Discretizzazione del modello in Abaqus caso δ=0.003 m, Δx=0.0005 m, m=6 

 

 

Figura 3.16: Post-processing in Abaqus caso δ=0.003 m, Δx=0.0005 m, m=6 a 46 μs 

Figura 3.17: Post-processing del danno in Matlab caso δ=0.003 m, Δx=0.0005 m, m=6 a 46 μs  
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Riguardo al maggiore spessore della cricca e della leggera asimmetria, ne è stato già 

discusso nel caso precedente. Si nota comunque che con 𝑚 = 6 si ha una buona qualità del 

dettaglio, sia della cricca che della sua interazione con i nodi circostanti. Per questo motivo, 

per l’alto costo computazionale e per il limitato apporto aggiuntivo di informazioni che ne 

sarebbe derivato si è deciso di non affrontare il caso con 𝑚 = 12 (∆𝑥 = 0.00025 m).  

Di seguito si riporta una tabella riassuntiva di tutti i casi simulati seguendo il metodo della 

m-convergenza: 

 

δ (m) m Δx (m) Riferimento - [11] Simulazione 

0.002 2 0.001 

  

0.002 4 0.0005 

  

0.002 8 0.00025 

 

Immagine del danno non 

presente. 

Tabella 3.16: Quadro riassuntivo m-convergenza caso δ=0.002 m 

 

 

Figura 3.18: Immagine di riferimento caso δ=0.003 m, Δx=0.0005 m, m=6 a 46 μs – [11] 
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δ (m) m Δx (m) Riferimento - [11] Simulazione 

0.003 3 0.001 

  

0.003 6 0.0005 

  

0.003 12 0.00025 

 

Caso non affrontato nelle 

simulazioni in Abaqus 

Tabella 3.17: Quadro riassuntivo m-convergenza caso δ=0.003 m 

Tutti i casi sopra riassunti sono stati analizzati per il materiale Duran 50 Glass.  

Dalle simulazioni effettuate nel caso di m-convergenza, si è arrivati alla conclusione che il 

caso con 𝑚 = 4 risulta il migliore. Infatti il numero di nodi all’interno dell’orizzonte è 

sufficiente per permettere alla cricca di avere un grande numero di direzioni possibili lungo 

cui svilupparsi senza togliere il fatto che il costo computazionale è decisamente affrontabile 

dalla maggior parte dei calcolatori. Nelle restanti simulazioni, e quindi quelle che 

interesseranno la δ-convergenza, sarà utilizzato questo valore di m. 

 

 

 

3.3 Studio della propagazione della cricca mediante δ-

convergenza 

 

Prendendo in considerazione lo stesso materiale e la stessa geometria usati per la m-

convergenza si è analizzato l’andamento della cricca con il metodo della δ-convergenza. 

Quello che viene fatto è mantenere inalterato il valore di m e diminuire di volta in volta 

l’orizzonte (e con lui il passo di griglia Δx). Così facendo, l’orizzonte diminuisce ma il 

numero di nodi contenuti all’interno di esso non cambia rendendo la regione della sfera di 

influenza più piccola. Nella Figura 3.19, tratta da [11], si fa un confronto tra la m-

convergenza e la δ-convergenza per due tipi di modello, uno più grezzo (rappresentato dai 

triangoli) e uno più fine (rappresentato dai quadrati). La Figura 3.19a utilizza 𝛿 = 0.002 m 

per entrambi i modelli (m-convergenza), mentre la Figura 3.19b utilizza 𝛿 = 0.002 m per 
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il modello grezzo e 𝛿 = 0.001 m per il modello più fine (δ-convergenza). Il diverso colore 

rappresenta l’entità del danno, e la linea nera orizzontale rappresenta la cricca iniziale.     

L’area del danno della Figura 3.19a per i due modelli risulta identica, mentre nella Figura 

3.19b la regione del danno per 𝛿 = 0.001 m risulta leggermente minore rispetto al caso 

con 𝛿 = 0.002 m. Questo per dimostrare che con la δ-convergenza la zona del danno sarà 

più contenuta e ben definita, ma l’influenza del nodo centrale sui nodi famiglia diminuisce, 

rischiando di ottenere risultati ben definiti graficamente. 

Per tutti i casi analizzati si è utilizzato il valore di 𝑚 = 4, ed in particolare ci si è soffermati 

sul caso con Δ𝑥 = 0.00025 m considerato il caso migliore, per poter fare considerazioni 

aggiuntive sul propagarsi della cricca. L’ultimo caso citato nell’articolo [11] con Δ𝑥 =

0.000125 m non è stato preso in considerazione sia per l’alto costo computazionale sia 

perché non avrebbe aggiunto informazioni rilevanti all’immagine di output. Nei paragrafi 

sottostanti sono state descritte nel dettaglio le singole simulazioni. 

 

 

3.3.1 Piastra con δ=0.004 m, m=4 

 

Dati in input per il programma Matlab di pre-processing 

Passo in direzione x (Δx) [m]: 0.001 

Passo in direzione y (Δy) [m]: 0.001 

Orizzonte (δ) [m]: 0.004 

Dimensioni piastra [m]: 0.1x0.041 

Figura 3.19: Confronto tra a) m-convergenza e b) δ-convergenza per modelli con diverso Δx – [9] 
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Dimensione zona peridinamica [m]: 0.07x0.033 

Tabella 3.18: Dati in input per il programma Matlab caso δ=0.004 m, Δx=0.001 m, m=4 

Parametri utilizzati nel file .inp di Abaqus 

Micromodulo (c) [N m6⁄ ] 2.9096 ∙ 1018 

Allungamento limite (𝑠0) [m] 1.047 ∙ 10−3 

Sezione del bond [m2] 1 ∙ 10−4 

0.90 0.4896 0.361 

0.208 0.048 

9 ∙ 10−5 4.9 ∙ 10−5 3.6 ∙ 10−5 

2.08 ∙ 10−5 4.78 ∙ 10−6 

Massa applicata ai nodi [kg] 2.235 ∙ 10−3 

Modulo di elasticità del bond (E) [Pa] 2.9096 ∙ 1010 

Tensione di snervamento [Pa] 3.045 ∙ 107 

Densità del bond [kg m3⁄ ] 1 ∙ 10−18 

Tabella 3.19: Parametri utilizzati in Abaqus caso δ=0.004 m, Δx=0.001 m, m=4 

Dati di discretizzazione del modello in Abaqus 

Nodi totali 4242 

Nodi peridinamici 2414 

Elementi FEM 1555 

Bond PD 73424 

Elementi FEM di accoppiamento 209 

Bond PD di accoppiamento 13920 

Tabella 3.20: Discretizzazione del modello in Abaqus caso δ=0.004 m, Δx=0.001 m, m=4 

Valori di β 

Sezione del bond modificato da β [m2] 
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La Figura 3.20 e 3.21 sono state ottenute 1 μs prima rispetto a tutte le altre simulazioni, 

quindi a 45 μs. E’ stato necessario fare questo perché avendo un passo di griglia 

abbastanza grande e un 𝑚 = 4 la zona peridinamica si è ristretta soprattutto in direzione x 

e le tips della cricca andavano a “toccare” la zona di accoppiamento creando dei risultati 

falsati e delle immagini del danno non corrette. 

La Figura 3.22 di riferimento invece è stata presa sempre a 46 μs dato che le simulazioni 

dell’articolo sono state eseguite per una piastra modellata solo con nodi e bond 

peridinamici. 

Nonostante questa piccola differenza nell’ottenimento dei risultati non si notano differenze 

tra i due modelli. 

 

 

Figura 3.20: Post-processing in Abaqus caso δ=0.004 m, Δx=0.001 m, m=4 a 45 μs 

Figura 3.21: Post-processing del danno in Matlab caso δ=0.004 m, Δx=0.001 m, m=4 a 45 μs 
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3.3.2 Piastra con δ=0.002 m, m=4 

 

Per continuità con il metodo della δ-convergenza, viene riproposta anche la simulazione 

con un orizzonte 𝛿 = 0.002 m già trattata nel paragrafo 3.3.2 e per questo non ci saranno 

ulteriori commenti per questo caso. 

 

Dati in input per il programma Matlab di pre-processing 

Passo in direzione x (Δx) [m]: 0.0005 

Passo in direzione y (Δy) [m]: 0.0005 

Orizzonte (δ) [m]: 0.002 

Dimensioni piastra [m]: 0.1x0.0405 

Dimensione zona peridinamica [m]: 0.07x0.0365 

Tabella 3.21: Dati in input per il programma Matlab caso δ=0.002 m, Δx=0.0005 m, m=4 

 

Parametri utilizzati nel file .inp di Abaqus 

Micromodulo (c) [N m6⁄ ] 2.3276 ∙ 1019 

Figura 3.22: Immagine di riferimento caso δ=0.004 m, Δx=0.001 m, m=4 a 46 μs – [11] 
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Allungamento limite (𝑠0) [m] 1.48 ∙ 10−3 

Sezione del bond [m2] 3.969 ∙ 10−4 

0.9 0.4896 0.361 

0.208 0.048 

3.57 ∙ 10−5 1.94 ∙ 10−5 1.43 ∙ 10−5 

8.26 ∙ 10−6 1.895 ∙ 10−6 

Massa applicata ai nodi [kg] 5.59 ∙ 10−4 

Modulo di elasticità del bond (E) [Pa] 3.6658 ∙ 1010 

Tensione di snervamento [Pa] 5.426 ∙ 107 

Densità del bond [kg m3⁄ ] 1 ∙ 10−18 

Tabella 3.22: Parametri utilizzati in Abaqus caso δ=0.002 m, Δx=0.0005 m, m=4 

 

Dati di discretizzazione del modello in Abaqus 

Nodi totali 16482 

Nodi peridinamici 10434 

Elementi FEM 5495 

Bond PD 337264 

Elementi FEM di accoppiamento 429 

Bond PD di accoppiamento 28880 

Tabella 3.23: Discretizzazione del modello in Abaqus caso δ=0.002 m, Δx=0.0005 m, m=4 

 

 

 

 

Valori di β 

Sezione del bond modificato da β [m2] 
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Figura 3.23: Post-processing in Abaqus caso δ=0.002 m, Δx=0.0005 m, m=4 a 46 μs 

Figura 3.24: Post-processing del danno in Matlab caso δ=0.002 m, Δx=0.0005 m, m=4 a 46 μs 

Figura 3.25: Immagine di riferimento caso δ=0.002 m, Δx=0.0005 m, m=4 a 46 μs – [11] 
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3.3.3 Piastra con δ=0.001 m, m=4 

 

Nel seguente caso che sarà preso in esame ci soffermeremo su molti dettagli della cricca, 

della sua evoluzione e della sua biforcazione. E’ stato scelto di studiare nel dettaglio questo 

caso sia perché è ben definito, sia perché l’orizzonte è sufficientemente grande per poter 

interagire in maniera ottimale con i nodi circostanti. Di seguito, come per i casi precedenti, 

si comincia con i dati della simulazione. 

 

Dati in input per il programma Matlab di pre-processing 

Passo in direzione x (Δx) [m]: 0.00025 

Passo in direzione y (Δy) [m]: 0.00025 

Orizzonte (δ) [m]: 0.001 

Dimensioni piastra [m]: 0.1x0.04025 

Dimensione zona peridinamica [m]: 0.07x0.03825 

Tabella 3.24: Dati in input per il programma Matlab caso δ=0.001 m, Δx=0.00025 m, m=4 

Parametri utilizzati nel file .inp di Abaqus 

Micromodulo (c) [N m6⁄ ] 1.8621 ∙ 1020 

Allungamento limite (𝑠0) [m] 2.09 ∙ 10−3 

Sezione del bond [m2] 1.575 ∙ 10−5 

0.9 0.4896 0.361 

0.208 0.048 

1.42 ∙ 10−5 7.71 ∙ 10−6 5.69 ∙ 10−6 

3.28 ∙ 10−6 7.52 ∙ 10−7 

Massa applicata ai nodi [kg] 1.397 ∙ 10−4 

Modulo di elasticità del bond (E) [Pa] 4.6186 ∙ 1010 

Tensione di snervamento [Pa] 9.668 ∙ 107 

Sezione del bond modificato da β [m]2 

Valori di β 



 

 

104 

 

Densità del bond [kg m3⁄ ] 1 ∙ 10−18 

Tabella 3.25: Parametri utilizzati in Abaqus caso δ=0.001 m, Δx=0.00025 m, m=4 

Dati di discretizzazione del modello in Abaqus 

Nodi totali 64962 

Nodi peridinamici 39902 

Elementi FEM 23965 

Bond PD 1321904 

Elementi FEM di accoppiamento 845 

Bond PD di accoppiamento 57168 

Tabella 3.26: Discretizzazione del modello in Abaqus caso δ=0.001 m, Δx=0.00025 m, m=4 

La Figura 3.26 mostra la deformata a t = 46 μs. Si può notare con chiarezza tutto 

l’andamento della cricca, dalla biforcazione fino alle tips. Si vuole in questo caso, fare un 

confronto tra questo modello con accoppiamento FEM-PD e un modello con le medesime 

caratteristiche ma puramente peridinamico. Prendendo come riferimento la tesi [11] infatti, 

è stata ricavata la Figura 3.27 dove viene raffigurata la deformata ma con solo bond 

peridinamici. Dal confronto si può notare come non ci siano grosse differenze, se non per 

la posizione in cui avviene il cambio di inclinazione della cricca (evidenziato in rosso) che 

nel caso di Figura 3.27 si trova più a destra. Inoltre, sempre nel caso puramente 

Figura 3.26: Post-processing in Abaqus caso δ=0.001 m, Δx=0.00025 m, m=4 a 46 μs 
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peridinamico non è presente la leggera divergenza delle tips della cricca che invece è 

presente in Figura 3.26 e nelle immagini tratte da [11]. 

C’è da tenere a mente che nei due casi appena descritti, il carico è stato applicato in maniera 

diversa, ossia, nel caso FEM-PD è stata applicata una tensione di trazione agli elementi 

FEM dei lati superiore ed inferiore della piastra, mentre nel caso solo PD, è stata applicata 

su più file (4, corrispondenti ad m) una forza equivalente ai nodi per aggirare il problema 

del softening. Se ne deduce quindi, che sul modello accoppiato il carico viene gestito nella 

maniera convenzionale senza avere problemi di softening e che quindi quest’ultimo è da 

preferirsi al modello puramente peridinamico. 

In tutte le simulazioni viste finora, è stata mostrata solo l’immagine del danno finale a 46 μs 

senza fare nessuna considerazione sul tempo in cui comincia a propagarsi la cricca, a che 

istante temporale questa si ramifica. In questo caso si è deciso di far vedere l’evolversi della 

cricca a vari istanti temporali fino ad arrivare all’istante in cui la cricca è completamente 

sviluppata. 

Nell’articolo di riferimento [11] vengono dati dei riferimenti temporali. In particolare si 

attesta l’inizio della cricca intorno a tstart = 7 μs e la biforcazione della stessa intorno a 

tbranch = 22 ÷ 25 μs. Il riferimento spaziale in cui avviene la biforcazione verrà trattato 

successivamente. 

                           t = 10 μs              t = 20 μs 

Figura 3.27: Propagazione della cricca nel caso puramente peridinamico - [13] 
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                            t = 25 μs                   t = 30 μs 

 

       t = 35 μs              t = 40 μs   

 

La prima immagine a 10 μs mostra che la cricca ha già iniziato a propagarsi nella piastra, 

quindi, verificando in Abaqus, si ritiene che l’inizio preciso avvenga intorno ai 7 μs. Per 

quanto riguarda invece la biforcazione, a t = 25 μs si può notare che la cricca si è già divisa 

in due parti, quindi, si è preferito visualizzare direttamente in Abaqus gli istanti temporali 

in cui la cricca si sarebbe divisa. In Figura 3.29 infatti sono riportati tre fotogrammi della 

cricca a tre istanti temporali diversi, precisamente a t = 21, 22, 23 μs.  

                          t = 21 μs                                   t = 22 μs  

t = 23 μs   

Figura 3.28: Mappa del danno a vari istanti temporali t=10, 20, 25, 30, 35, 40 μs 

Figura 3.29: Dettaglio biforcazione della cricca 
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Non si riesce a distinguere un’istante preciso in cui la cricca si biforca, ma si può dire, con 

un certo grado di certezza che avviene tra i 21 e i 22 μs, in linea quindi con l’articolo [11]. 

Come per le altre simulazioni si è fatto il confronto tra le due mappe del danno a 46 μs. 

In questo caso, la Figura 3.31 risulta essere leggermente asimmetrica per il motivo che è 

stato già spiegato nel paragrafo 3.3.4. La simulazione eseguita con Abaqus con 

accoppiamento risulta comunque molto simile al caso di riferimento.   

Come per il caso con m-convegenza, anche in questo caso, si riporta una tabella riassuntiva 

dei casi appena simulati: 

 

 

Figura 3.30: Post-processing del danno in Matlab caso δ=0.001 m, Δx=0.00025 m, m=4 a 46 μs 

Figura 3.31: Immagine di riferimento caso δ=0.001 m, Δx=0.00025 m, m=4 a 46 μs – [11] 
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δ (m) M Δx (m) Riferimento - [11] Simulazione 

0.004 4 0.001 

  

0.002 4 0.0005 

  

0.001 4 0.00025 

  

Tabella 3.27: Quadro riassuntivo δ-convergenza caso m=4 

 

 

3.4 Posizione della biforcazione 

 

Riferendosi sempre alla pubblicazione [11] viene evidenziato il momento d’inizio della 

biforcazione, di cui se n’è già parlato nel paragrafo 3.4.3, ma anche della posizione della 

stessa lungo la coordinata x. Come visto in tutte le simulazioni, la biforcazione non avviene 

immediatamente dopo l’applicazione del carico, ma inizialmente la cricca procede dritta 

fino ad una determinata posizione per poi dividersi. Nell’articolo viene indicata come 

posizione della biforcazione il valore di x = 0.068 ÷ 0.071 m dal lato sinistro verticale per 

il caso della m-convergenza a seconda che si tratti di 𝛿 = 0.002 m oppure 𝛿 = 0.003 m. 

Nel caso della δ-convergenza invece si sono trovati solo valori temporali di inizio 

biforcazione. Soffermandosi comunque sul dettaglio della biforcazione per il caso con 𝛿 =

0.0005 m e Δ𝑥 = 0.000125 m presente nell’articolo si può dedurre che la posizione 

approssimativa di inizio biforcazione si trovi intorno a x = 0.065 m, valore che sarà preso 

come riferimento per il confronto con il metodo della δ-convergenza, nonostante 

nell’articolo [11] non siano stati forniti dettagli sul calcolo di tale distanza.. 

Come punto di biforcazione, dato che non è una zona ben definita, si è deciso di prendere 

quello raffigurato in Figura 3.32, cioè il punto che per ogni simulazione fa da “spartiacque” 

tra le due ramificazioni. Tutte le distanze prese in considerazione sono da intendersi dal 

lato verticale sinistro della piastra. 
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Caso 

Distanza in 

Abaqus 

[m] 

Distanza di 

riferimento [m] 

[11] 

Errore 

[%] 

δ = 0.002 m,m = 2, Δx = 0.001 m 0.072 0.068 5.88 

𝛿 = 0.002 m,𝑚 = 4, Δ𝑥 = 0.0005 m 0.066 0.068 2.94 

𝛿 = 0.002 m,𝑚 = 8, Δ𝑥 = 0.00025 m 0.065 0.068 4.41 

Tabella 3.28: confronto distanze biforcazione, casi m-convergenza δ=0.002 m 

Caso 
Distanza in 

Abaqus [m] 

Distanza di 

riferimento [m] 

[11] 

Errore 

[%] 

𝛿 = 0.003 m,𝑚 = 3, Δ𝑥 = 0.001 m 0.069 0.071 2.82 

𝛿 = 0.003 m,𝑚 = 6, Δ𝑥 = 0.0005 m 0.066 0.071 7.04 

Tabella 3.29: confronto distanze biforcazione, casi m-convergenza δ=0.003 m 

Caso 

Distanza in 

Abaqus 

[m] 

Distanza di 

riferimento [m] 

[11] 

Errore 

[%] 

𝛿 = 0.004 m,𝑚 = 4, Δ𝑥 = 0.001 m 0.069 0.065 6.15 

Figura 3.32: Punto preso in considerazione per calcolare la distanza di biforcazione 
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𝛿 = 0.002 m,𝑚 = 4, Δ𝑥 = 0.0005 m 0.066 0.065 1.54 

𝛿 = 0.001 m,𝑚 = 4, Δ𝑥 = 0.00025 m 0.065 0.065 0.00 

Tabella 3.30: confronto distanze biforcazione, casi δ-convergenza m=0.003 m 

Dopo aver riassunto tutte le casistiche si possono fare dei ragionamenti. Sia nel caso della 

m-convergenza che della δ-convergenza, all’aumentare di m o al diminuire di δ, gli errori 

percentuali hanno un andamento altalenante. I valori assoluti invece delle distanze ottenute 

dalle simulazioni in Abaqus tendono a diminuire man mano che il modello viene raffinato. 

Gli errori percentuali comunque non superano il 7%, quindi i risultati ottenuti possono 

essere considerati ancora una volta molto buoni e coerenti. Si può inoltre notare che 

l’ultimo modello della Tabella 3.30 risulta essere quello che meglio approssima il caso 

preso come riferimento dall’articolo [11]. 

In Figura 3.33 infine viene mostrato uno zoom della zona di biforcazione, ma questa volta 

mediante la mappa del danno elaborata in Matlab. 

 

 

3.5 Propagazione della cricca per Soda-Lime Glass 

 

Finora sono stati presi in esame casi in cui si è utilizzato come materiale il Duran 50 Glass. 

Nella pubblicazione di Y. D. Ha e F. Bobaru è stato usato come materiale anche il Soda-

Lime Glass, materiale con un modulo elastico maggiore rispetto al Duran 50, ma con 

Figura 3.33: Dettaglio biforcazione attraverso la mappa colore del danno 
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un’energia di frattura minore, che quindi ne cambia la risposta quando viene applicato lo 

stesso carico dei casi precedenti. Nello specifico, le proprietà meccaniche del Soda-Lime 

sono: 

 E (modulo elastico): 72 ∙ 109 Pa 

 ν (coefficiente di Poisson): 0.33 

 ρ: 2440 kg m3⁄  

 G0 (energia di frattura): 135 J m2⁄  

Il modello di piastra preso in esame è lo stesso del caso precedente, andando però a studiare 

due diverse situazioni di carico. Viene sempre applicata una tensione in trazione, ma in un 

caso sarà pari a 1.2 MPa, mentre nel secondo sarà pari a 14 MPa. Un terzo caso con una 

tensione di 24 MPa sarà discussa nel paragrafo 3.8. 

Il time step utilizzato è lo stesso dei casi precedenti, cioè 2.5 ∙ 10−8 s, mentre tempo totale 

di simulazione e il tempo a cui vengono visualizzati i risultati variano a seconda del caso 

che viene preso in esame dato che il carico non è costante. 

La discretizzazione usata sarà quella del caso con 𝛿 = 0.001 m,𝑚 = 4 e Δ𝑥 = 0.00025 m 

dato che risulta essere quello con i risultati più accurati e con un peso computazionale 

adeguato.  

 

 

3.5.1 Piastra Soda-Lime, trazione 1.2 MPa 

 

La presente simulazione è stata confrontata con il risultato ottenuto nella pubblicazione di 

F. Bobaru e G. Zhang [14] dove viene utilizzato un materiale Soda-Lime con un’energia di 

frattura di 3.8 J m2⁄ , decisamente inferiore a quella presa in considerazione nel nostro caso. 

Si è quindi pensato di diminuire il carico di trazione in maniera opportuna affinchè la cricca 

potesse risultare identica a quella ottenuta nell’articolo. Il tempo totale della simulazione e 

il tempo a cui si visualizzano i risultati sono rispettivamente: 

 1.7 ∙ 10−4 s 

 1.6 ∙ 10−4 s 

Rispetto ai casi precedenti, il tempo totale della simulazione viene aumentato di molto dato 

che il carico è diminuito e quindi la creazione della cricca richiede più tempo. Se si fosse 

lasciato il tempo totale di simulazione della analisi precedenti, la cricca non si sarebbe 

nemmeno sviluppata. 

 

Dati in input per il programma Matlab di pre-processing 

Passo in direzione x (Δx) [m]: 0.00025 
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Passo in direzione y (Δy) [m]: 0.00025 

Orizzonte (δ) [m]: 0.001 

Dimensioni piastra [m]: 0.1x0.04025 

Dimensione zona peridinamica [m]: 0.07x0.03825 

Tabella 3.31: Dati in input per il programma Matlab, caso Soda-Lime 1.2 MPa 

Parametri utilizzati nel file .inp di Abaqus 

Micromodulo (c) [N m6⁄ ] 2.0626 ∙ 1020 

Allungamento limite (𝒔𝟎) [m] 1.62 ∙ 10−3 

Sezione del bond [m2] 1.575 ∙ 10−5 

0.9 0.4896 0.361 

0.208 0.048 

1.42 ∙ 10−5 7.71 ∙ 10−6 5.69 ∙ 10−6 

3.28 ∙ 10−6 7.52 ∙ 10−7 

Massa applicata ai nodi [kg] 1.525 ∙ 10−4 

Modulo di elasticità del bond (E) [Pa] 5.116 ∙ 1010 

Tensione di snervamento [Pa] 8.278 ∙ 107 

Densità del bond [kg m3⁄ ] 1 ∙ 10−18 

Tabella 3.32: Parametri utilizzati in Abaqus, caso Soda-Lime 1.2 MPa 

Dati di discretizzazione del modello in Abaqus 

Nodi totali 64962 

Nodi peridinamici 39902 

Elementi FEM 23965 

Bond PD 1321904 

Valori di β 

Sezione del bond modificato da β [m]2 
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Elementi FEM di accoppiamento 845 

Bond PD di accoppiamento 57168 

Tabella 3.33: Discretizzazione del modello in Abaqus, caso Soda-Lime 1.2 MPa 

Applicando un carico, in questo caso di un ordine di grandezza inferiore rispetto ai casi 

precedenti, si ottiene che la cricca procede perfettamente rettilinea senza presentare alcun 

tipo di deviazione o ramificazione. La Figura 3.36 di riferimento è stata ottenuta ad un 

tempo 𝑡 = 1.5 ∙ 10−4 s, differente rispetto al tempo preso in esame nella simulazione. Si 

ricorda però che i due materiali hanno un’energia di deformazione notevolmente diversa e 

perciò i risultati sono da intendersi come qualitativamente uguali. C’è comunque da tenere 

in considerazione che la cricca oltre ad essere più lenta nel propagarsi, risulta diversa nel 

percorso per un carico minore applicato. Questo ragionamento porta a pensare che per 

carichi maggiori la cricca possa attivare ulteriori ramificazioni. 

Figura 3.34: Post-processing in Abaqus, caso Soda-Lime 1.2 MPa a 160 μs 

Figura 3.35: Post-processing del danno in Matlab, caso Soda-Lime 1.2MPa a 160 μs 
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3.5.2 Piastra Soda-Lime, trazione 14 MPa 

 

Il seguente caso in esame, a differenza del precedente, ha una corrispondenza di risultati 

nella pubblicazione [11] in cui si sottopone una piastra di Soda-Lime Glass ad un carico di 

trazione di 14 MPa. E’ chiaro che in questo caso il tempo totale di simulazione e il tempo 

a cui si visualizzano i risultati saranno diversi, dato che il materiale è diverso e 

presumibilmente la cricca si propagherà con velocità differente. I tempi vengono riportati 

di seguito: 

 5 ∙ 10−5 s 

 4 ∙ 10−5 s 

 

Dati in input per il programma Matlab di pre-processing 

Passo in direzione x (Δx) [m]: 0.00025 

Passo in direzione y (Δy) [m]: 0.00025 

Orizzonte (δ) [m]: 0.001 

Dimensioni piastra [m]: 0.1x0.04025 

Dimensione zona peridinamica [m]: 0.07x0.03825 

Tabella 3.34: Dati in input per il programma Matlab, caso Soda-Lime 14 MPa 

Figura 3.36: Immagine di riferimento, caso Soda-Lime 1.2 MPa a 150 μs – [14] 
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Parametri utilizzati nel file .inp di Abaqus 

Micromodulo (c) [N m6⁄ ] 2.0626 ∙ 1020 

Allungamento limite (𝒔𝟎) [m] 1.62 ∙ 10−3 

Sezione del bond [m2] 1.575 ∙ 10−5 

0.9 0.4896 0.361 

0.208 0.048 

1.42 ∙ 10−5 7.71 ∙ 10−6 5.69 ∙ 10−6 

3.28 ∙ 10−6 7.52 ∙ 10−7 

Massa applicata ai nodi [kg] 1.525 ∙ 10−4 

Modulo di elasticità del bond (E) [Pa] 5.116 ∙ 1010 

Tensione di snervamento [Pa] 8.278 ∙ 107 

Densità del bond [kg m3⁄ ] 1 ∙ 10−18 

Tabella 3.35: Parametri utilizzati in Abaqus, caso Soda-Lime 14 MPa 

Dati di discretizzazione del modello in Abaqus 

Nodi totali 64962 

Nodi peridinamici 39902 

Elementi FEM 23965 

Bond PD 1321904 

Elementi FEM di accoppiamento 845 

Bond PD di accoppiamento 57168 

Tabella 3.36: Discretizzazione del modello in Abaqus, caso Soda-Lime 14 MPa 

 

 

 

Valori di β 

Sezione del bond modificato da β [m]2 
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Figura 3.37: Post-processing in Abaqus, caso Soda-Lime 14 MPa a 40 μs 

Figura 3.39: Immagine di riferimento, caso Soda-Lime 14 MPa a 40 μs – [11] 

Figura 3.38: Post-processing del danno in Matlab, caso Soda-Lime 14 MPa a 40 μs 
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Dalle immagini del danno ottenute si nota immediatamente la differenza che c’è tra il caso 

con Duran 50 e questo con Soda-Lime. Prima di tutto si può dire che c’è concordanza di 

risultati tra simulazione in Abaqus e simulazione di riferimento. L’accoppiamento usato tra 

elementi finiti e peridinamica è quindi flessibile per qualsiasi tipo di problema, come si 

noterà dalle simulazioni successive. 

La differente forma della cricca è dovuta, come ci si aspetta, dal differente materiale 

utilizzato. Infatti il Soda-Lime ha un modulo elastico maggiore rispetto al Duran 50 che 

rende la propagazione del carico all’interno della piastra più veloce. Questo concetto verrà 

spiegato in maniera più dettagliata nel seguente paragrafo 3.7. 

 

 

 

3.6 Propagazione del carico 

 

In tutte le simulazioni finora fatte, la propagazione della cricca non si è verificata 

immediatamente dopo l’applicazione del carico, ma dopo un certo periodo di tempo (circa 

7 μs per il caso con 12 MPa). Questo “ritardo” è dovuto al fatto che il carico viene applicato 

ai bordi della piastra in maniera istantanea, creando un’onda d’urto che si propaga 

all’interno della piastra. Quando l’energia di quest’onda, dopo varie riflessioni sui bordi 

della piastra, si accumula sulla tip della cricca iniziale e diventa sufficiente per rompere i 

primi bond, a quel punto la propagazione ha inizio.  

Quando la cricca comincia a propagarsi, crea un nuovo bordo lungo cui l’onda può 

riflettersi facendole cambiare direzione e quindi facendo cambiare direzione alla cricca 

stessa. Se l’intensità del carico applicato cambia, cambia anche l’energia propagata 

dall’onda, che quindi può innescare nuove cricche e ramificazioni (vedi paragrafo 3.8) o, 

se il carico è molto debole, una sola cricca rettilinea, come mostrato nel paragrafo 3.6.1. 

C’è da far notare che per tutte le simulazioni eseguite si utilizza un’energia di frattura 

costante, cosa non del tutto vera in un caso reale, dove l’energia di frattura può cambiare 

ad esempio con la velocità di propagazione della cricca. 

Quindi l’interazione reciproca fra il fronte d’onda e la cricca determina la sua propagazione 

o meno. Nel paragrafo 3.8 si vedrà come questo meccanismo riesce ad innescare 

ramificazioni multiple, più o meno accentuate a seconda del materiale.  

Per descrivere adeguatamente l’onda prodotta dal carico, andrebbe visualizzata l’energia di 

deformazione elastica per l’intera piastra. Dato che si utilizzano elementi differenti 

(elementi finiti e bond) la scala colori messa a disposizione da Abaqus creerebbe una 

disomogeneità di colori che non renderebbe bene l’idea di ciò che accade rendendo troppo 

visibile la transizione tra zona agli elementi finiti e zona peridinamica. Per questo motivo 
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si è scelto di visualizzare le velocità nella direzione y per dare un’idea del meccanismo 

appena descritto. 

 

 

     t = 3 μs             t = 4 μs 

 

 

                             t = 5 μs             t = 6 μs 

 

                              t = 7 μs            t = 8 μs 

 

       t = 9 μs            t = 10 μs 

Figura 3.40: Velocità di propagazione dell'onda nella piastra: da 3 a 10 μs 
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In Figura 3.40 si sono voluti rappresentare gli istanti iniziali di propagazione dell’onda 

generata dall’applicazione del carico per ogni micro secondo a partire da 3 μs. Come si può 

vedere bene a t = 3 μs il fronte d’onda si muove in direzione della cricca iniziale, 

producendo sui bordi verticali destro e sinistro delle riflessioni. A t = 4 μs è l’istante in cui 

l’onda si riflette sul bordo creato dalla cricca ritornando indietro, ma senza creare ancora 

nessuna propagazione. Come visto nel paragrafo 3.4.3 infatti, la cricca inizia a propagarsi 

all’interno della piastra a circa t = 7 μs. Dopo varie riflessioni dell’onda infatti, l’energia 

inizia ad accumularsi nella tip della cricca iniziale rompendo i primi bond. Questo si può 

vedere bene negli istanti che vanno sa t = 7 μs a t = 10 μs. 

Per quanto riguarda la ramificazione della cricca questa dipende ancora una volta dall’onda 

creata dal carico e se questa riesce ad innescare nuove cricche e nuove ramificazioni. Come 

viene mostrato in Figura 3.41 si può vedere per t = 21 μs e t = 22 μs, istanti in cui la 

cricca si ramifica, che l’energia inizia ad accumularsi su due punti differenti dando inizio 

alla ramificazione della cricca. La curvatura dei rami poi, viene anch’essa decisa dalla 

propagazione dell’onda e come questa interagisce con la cricca. 

 

 

                           t = 21 μs                       t = 22 μs  

Figura 3.41: Velocità di propagazione dell'onda nella piastra a 21 e 22 μs 

Figura 3.42: Dettaglio interazione onda con biforcazione cricca 
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In Figura 3.42 si può apprezzare meglio la biforcazione della cricca e l’interazione 

reciproca fra quest’ultima e l’onda. Come si può notare, alcuni bond a ridosso della cricca 

hanno velocità più elevate (rappresentate dal colore rosso e blu) a rappresentare un 

accumulo di energia che però non è sufficiente per romperli e quindi per innescare una 

nuova cricca. 

 

 

 

3.7 Studio della propagazione di cricche con ramificazioni 

multiple 

 

Il caso preso ora in esame riguarda le ramificazioni multiple che la cricca può avere su una 

piastra. Infatti, simulando il medesimo tipo di carico con le medesime caratteristiche 

geometriche e meccaniche dei casi precedenti, si noterà che la cricca si ramificherà su più 

punti, in maniera differente a seconda che si usi come materiale Soda-Lime Glass oppure 

Duran 50 Glass. Saranno simulati entrambi i casi utilizzando il modello con 𝛿 = 0.001 m, 

𝑚 = 4 e Δ𝑥 = 0.00025 m. I risultati saranno ottenuti a tempi diversi e come per tutte le 

precedenti simulazioni il time step è stato fissato a 25 ns. 

 

 

3.7.1 Piastra Soda-Lime, trazione 24 MPa 

 

Il primo caso preso in esame è la piastra in Soda-Lime Glass che, come sarà possibile notare 

dalle simulazioni, è più propensa alla ramificazione a causa delle sue caratteristiche 

meccaniche. Quest’ultime infatti sono le stesse usate nel paragrafo 3.6, a cui si rimanda per 

i dettagli. Ciò che cambia, oltre al carico di trazione, è il tempo totale della simulazione che 

il tempo a cui si visualizzano i risultati che sono rispettivamente: 

 4 ∙ 10−5 s 

 2.8 ∙ 10−5 s 

Di seguito vengono riportati i dati utilizzati sia in Matlab che in Abaqus, le immagini 

risultanti dalla simulazione e le immagini di riferimento, tratte sempre dalla pubblicazione 

[11] di Y. D. Ha e F. Bobaru. 

 

Dati in input per il programma Matlab di pre-processing 

Passo in direzione x (Δx) [m]: 0.00025 
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Passo in direzione y (Δy) [m]: 0.00025 

Orizzonte (δ) [m]: 0.001 

Dimensioni piastra [m]: 0.1x0.04025 

Dimensione zona peridinamica [m]: 0.07x0.03825 

Tabella 3.37: Dati in input per il programma Matlab, caso Soda-Lime 24 MPa 

Parametri utilizzati nel file .inp di Abaqus 

Micromodulo (c) [N m6⁄ ] 2.0626 ∙ 1020 

Allungamento limite (𝒔𝟎) [m] 1.62 ∙ 10−3 

Sezione del bond [m2] 1.575 ∙ 10−5 

0.9 0.4896 0.361 

0.208 0.048 

1.42 ∙ 10−5 7.71 ∙ 10−6 5.69 ∙ 10−6 

3.28 ∙ 10−6 7.52 ∙ 10−7 

Massa applicata ai nodi [kg] 1.525 ∙ 10−4 

Modulo di elasticità del bond (E) [Pa] 5.116 ∙ 1010 

Tensione di snervamento [Pa] 8.278 ∙ 107 

Densità del bond [kg m3⁄ ] 1 ∙ 10−18 

Tabella 3.38: Parametri utilizzati in Abaqus, caso Soda-Lime 24 MPa 

Dati di discretizzazione del modello in Abaqus 

Nodi totali 64962 

Nodi peridinamici 39902 

Elementi FEM 23965 

Bond PD 1321904 

Valori di β 

Sezione del bond modificato da β [m]2 
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Elementi FEM di accoppiamento 845 

Bond PD di accoppiamento 57168 

Tabella 3.39: Discretizzazione del modello in Abaqus, caso Soda-Lime 24 MPa 

 

 

 

Dalla Figura 3.43 (dove è stato eseguito uno zoom dell’area di ramificazione per poter 

apprezzare meglio il percorso della cricca) si può notare come l’interazione tra l’onda 

d’urto creata dal carico applicato istantaneamente e la cricca stessa abbia prodotto delle 

Figura 3.43: Post-processing in Abaqus, caso Soda-Lime 24 MPa a 28 μs e zoom dell’area di ramificazione 
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ramificazioni che potranno essere visualizzate meglio nell’immagine colorata del danno 

elaborata in Matlab.  

Si può però già notare una differenza abbastanza macroscopica tra questa piastra e la 

precedente in Soda-Lime con 14 MPa di trazione applicata, e cioè che la prima biforcazione 

avviene a ridosso della tip della cricca iniziale. In sostanza la cricca inizia subito a 

ramificarsi, senza proseguire dritta per la prima quindicina di micro secondi come accadeva 

in precedenza. In particolare la prima biforcazione avviene a x = 0.05575 m (calcolata con 

la convenzione utilizzata nel paragrafo 3.5).  

Si passa quindi ad analizzare le immagini del danno prodotte da Matlab. 

In questo caso la Figura 3.44 e 3.45 sono simili, ma in maniera minore rispetto ai casi 

precedenti. In particolare, nella Figura 3.45 di riferimento, oltre ad esserci la già discussa 

Figura 3.44: Post-processing del danno in Matlab, caso Soda-Lime 24MPa a 28 μs 

Figura 3.45: Immagine di riferimento, caso Soda-Lime 24 MPa a 28 μs – [11] 
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asimmetria, le ramificazioni secondarie tendono a propagarsi verso l’esterno della piastra, 

cosa che accade, ma in maniera più lieve nella simulazione in Abaqus con accoppiamento. 

Facendo un confronto ulteriore con un modello puramente peridinamico [13] della stessa 

piastra, con le stesse caratteristiche e con le stesse condizioni al contorno, ci si rende conto 

che c’è una concordanza migliore nei risultati. 

Si nota come tra la Figura 3.44 e 3.46 ci sia una quasi piena uguaglianza, nonostante nel 

modello tratto da [13] la trazione di 24 MPa non può essere applicata direttamente su una 

fila di nodi per il problema del softening e nonostante sia presente una leggera asimmetria. 

Dai sopracitati confronti si arriva alla conclusione che il caso preso come riferimento da 

[11] possa aver usato nella simulazione alcuni dati diversi dalle precedenti simulazioni 

(come il time step), non citati esplicitamente nell’articolo che possono aver portato ad una 

forma diversa delle ramificazioni nella piastra.  

I risultati ottenuti mediante l’accoppiamento FEM-PD in Abaqus sono comunque da 

ritenersi validi e decisamente soddisfacenti. 

Rimane da capire e vedere nel dettaglio perché e come avvengono le ramificazioni 

secondarie nella piastra. Qualcosa è già stato spiegato nel paragrafo 3.7.   

Riferendosi alla seconda biforcazione che avviene nei due rami della cricca, si vedrà nel 

dettaglio la biforcazione che avviene tra t = 19 μs e t = 22 μs andando a soffermarci sul 

modulo della velocità. Come detto nel paragrafo 3.7, l’energia elastica di deformazione, 

rappresenterebbe meglio il fenomeno, ma per chiarezza delle immagini si preferisce 

visualizzare il modulo della velocità assunta dai nodi.  

Durante il processo di propagazione della cricca, l’energia, tende a concentrarsi in alcune 

zone, ed in particolare, l’angolo di incidenza con cui l’onda incontra la tip della cricca, fa 

curvare il percorso della stessa, o ne rallenta/arresta la propagazione. 

Figura 3.46: Post-processing del danno in Matlab, caso Soda-Lime 24MPa a 28 μs nel caso puramente 

peridinamico - [13] 
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                          t = 19 μs             t = 20 μs 

                                          

 

 

                            t = 21 μs             t = 22 μs 

Nella Figura 3.47 si può notare come nei quattro differenti istanti di tempo, maggiore 

velocità sia accumulata sul ramo superiore della cricca, quella che poi effettivamente 

continuerà il suo percorso, mentre il ramo inferiore, continuerà, ma per pochi millimetri, 

dato che l’energia accumulatasi, non è sufficiente per far proseguire il percorso di quel 

ramo. 

Ricapitolando, l’onda riflessa, nel caso Soda-Lime, colpisce la tip della cricca con un angolo 

che ne permette la continuazione della propagazione. 

 

 

3.7.2 Piastra Duran 50, trazione 24 MPa 

 

Il secondo caso preso in esame è la piastra in Duran 50 Glass che a differenza del caso 

precedente non svilupperà una grande varietà di ramificazioni secondarie, mantenendo 

come cricca principale la forma vista nei paragrafi 3.3 e 3.4 in cui veniva applicata una 

Figura 3.47: Dettaglio della distribuzione delle velocità sulla seconda biforcazione 
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trazione di 12 MPa. Il tempo totale della simulazione e i risultati vengono ottenuti 

rispettivamente a: 

 4 ∙ 10−5 s 

 3.2 ∙ 10−5 s 

 

Dati in input per il programma Matlab di pre-processing 

Passo in direzione x (Δx) [m]: 0.00025 

Passo in direzione y (Δy) [m]: 0.00025 

Orizzonte (δ) [m]: 0.001 

Dimensioni piastra [m]: 0.1x0.04025 

Dimensione zona peridinamica [m]: 0.07x0.03825 

Tabella 3.40: Dati in input per il programma Matlab, caso Duran 50 Glass 24 MPa 

Parametri utilizzati nel file .inp di Abaqus 

Micromodulo (c) [N m6⁄ ] 2.0626 ∙ 1020 

Allungamento limite (𝑠0) [m] 1.62 ∙ 10−3 

Sezione del bond [m2] 1.575 ∙ 10−5 

0.9 0.4896 0.361 

0.208 0.048 

1.42 ∙ 10−5 7.71 ∙ 10−6 5.69 ∙ 10−6 

3.28 ∙ 10−6 7.52 ∙ 10−7 

Massa applicata ai nodi [kg] 1.525 ∙ 10−4 

Modulo di elasticità del bond (E) [Pa] 5.116 ∙ 1010 

Tensione di snervamento [Pa] 8.278 ∙ 107 

Densità del bond [kg m3⁄ ] 1 ∙ 10−18 

Tabella 3.41: Parametri utilizzati in Abaqus, caso Duran 50 Glass 24 MPa 

Valori di β 

Sezione del bond modificato da β [m2] 
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Dati di discretizzazione del modello in Abaqus 

Nodi totali 64962 

Nodi peridinamici 39902 

Elementi FEM 23965 

Bond PD 1321904 

Elementi FEM di accoppiamento 845 

Bond PD di accoppiamento 57168 

Tabella 3.42: Discretizzazione del modello in Abaqus, caso Duran 50 Glass 24 MPa 

Dalla Figura 3.48 si può notare come la ramificazione della cricca sia differente rispetto al 

caso con Soda-Lime ed effettivamente era un risultato atteso. Il tipo di materiale infatti 

cambia la velocità di propagazione dell’onda, e con essa cambia anche l’interazione con la 

cricca. Anche in questo caso si nota come la prima biforcazione abbia inizio a ridosso della 

cricca inziale, più precisamente a x = 0.05675 m.  

Dalle immagini che rappresentano la mappa del danno elaborate con Matlab, si riesce a 

distinguere meglio l’andamento delle ramificazioni e se queste coincidono con il coso preso 

come riferimento. 

 

 

 

Figura 3.48: Post-processing in Abaqus, caso Duran 50 Glass 24 MPa a 32 μs 
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Il confronto tra la Figura 3.49 e 3.50 mostra che le due figure sono simili, ma non identiche 

come successo nel caso del Soda-Lime. Nella simulazione eseguita in Abaqus infatti, si 

possono notare chiaramente due cricche minori che si estendono verso l’esterno partendo 

dalla cricca principale, cosa che non si vede ad un primo sguardo nella figura di riferimento 

tratta da [11]. Guardando con più attenzione la Figura 3.50 si può notare che nel ramo 

inferiore della cricca c’è un accenno lieve di ramificazione (indicato in figura con un 

cerchio giallo). Si è pensato quindi che anche in questa situazione, nella simulazione 

eseguita nell’articolo di riferimento [11], si sia usato qualche parametro non specificato 

esplicitamente. Tornando alla zona evidenziata di Figura 3.50 si può affermare che 

l’inspessimento della cricca è dovuto ad un principio di cricca secondaria non sviluppata. 

Infatti, l’onda riflessa ha impattato la superficie della cricca con un angolo di incidenza tale 

Figura 3.50: Immagine di riferimento, caso Duran 50 Glass 24 MPa a 32 μs – [11] 

Figura 3.49: Post-processing del danno in Matlab, caso Duran 50 Glass 24MPa a 32 μs 
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che ne ha determinato l’interruzione della propagazione. Per questo motivo anche le cricche 

secondarie successive non sono molto sviluppate, perché l’onda non ha impattato la cricca 

con un angolo di incidenza adeguato. 

Ricapitolando, l’onda riflessa, nel caso Duran 50, colpisce la tip della cricca con un angolo 

che, in alcuni casi ne permette la continuazione della propagazione e in altri il suo arresto. 

 

 

 

3.8 Propagazione della cricca in presenza di carico asimmetrico 

 

Avendo verificato con vari esempi la bontà del metodo utilizzato si è pensato di eseguire 

delle prove diverse, sempre sulla medesima piastra bidimensionale, con un carico 

asimmetrico. Infatti, in tutte le simulazioni precedentemente eseguite, sia con Duran 50 che 

con Soda-Lime, si è utilizzato un carico simmetrico. Si vuole quindi vedere come può 

cambiare la propagazione della cricca quando viene applicato un carico di trazione 

differente sui due lati della piastra. Ci si aspetterà una cricca anch’essa asimmetrica data la 

natura del carico. Come già scritto, verrà utilizzata la solita geometria in Duran 50 Glass. 

A differenza delle precedenti simulazioni, per semplicità e velocità di calcolo, si è utilizzato 

il caso con 𝛿 = 0.002 m, 𝑚 = 4 e Δ𝑥 = 0.0005 m. Il time step utilizzato è sempre di 

25 ns. E’ chiaro che i casi possibili analizzabili sarebbero praticamente infiniti. Qui ne sono 

stati proposti due rappresentativi. 

 

 

3.8.1 Piastra Duran 50, trazione 6-12 MPa 

 

Il primo dei due casi affrontati riguarda un carico in trazione l’uno la metà dell’altro. In 

particolare sul lato superiore è stato applicato un carico di 6 MPa e su quello inferiore uno 

di 12 MPa. Il tempo totale di simulazione e l’istante in cui si visualizzano i risultati sono 

rispettivamente: 

 6 ∙ 10−5 s 

 5 ∙ 10−5 s 

 

 

Dati in input per il programma Matlab di pre-processing 

Passo in direzione x (Δx) [m]: 0.0005 
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Passo in direzione y (Δy) [m]: 0.0005 

Orizzonte (δ) [m]: 0.002 

Dimensioni piastra [m]: 0.1x0.0405 

Dimensione zona peridinamica [m]: 0.07x0.0365 

Tabella 3.43: Dati in input per il programma Matlab, caso Duran 50 Glass 6-12 MPa 

Parametri utilizzati nel file .inp di Abaqus 

Micromodulo (c) [N m6⁄ ] 2.3276 ∙ 1019 

Allungamento limite (𝑠0) [m] 1.48 ∙ 10−3 

Sezione del bond [m2] 3.969 ∙ 10−4 

0.9 0.4896 0.361 

0.208 0.048 

3.57 ∙ 10−5 1.94 ∙ 10−5 1.43 ∙ 10−5 

8.26 ∙ 10−6 1.895 ∙ 10−6 

Massa applicata ai nodi [kg] 5.59 ∙ 10−4 

Modulo di elasticità del bond (E) [Pa] 3.6658 ∙ 1010 

Tensione di snervamento [Pa] 5.426 ∙ 107 

Densità del bond [kg m3⁄ ] 1 ∙ 10−18 

Tabella 3.44: Parametri utilizzati in Abaqus, caso Duran 50 Glass 6-12 MPa 

Dati di discretizzazione del modello in Abaqus 

Nodi totali 16482 

Nodi peridinamici 10434 

Elementi FEM 5495 

Bond PD 337264 

Valori di β 

Sezione del bond modificato da β [m]2 
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Elementi FEM di accoppiamento 429 

Bond PD di accoppiamento 28880 

Tabella 3.45: Discretizzazione del modello in Abaqus, caso Duran 50 Glass 6-12 MPa 

Già dalla Figura 3.51 si può vedere che l’asimmetria dei carichi provoca un’asimmetria 

anche nella propagazione della cricca. Nella parte rettilinea della cricca inoltre si possono 

notare dei principi di ramificazione che non si sono sviluppate per i motivi discussi nel 

paragrafo 3.8. 

Di seguito la mappa del danno in Matlab. 

 

Figura 3.51: Post-processing in Abaqus, caso Duran 50 Glass 6-12 MPa a 50 μs 

Figura 3.52: Post-processing del danno in Matlab, caso Duran 50 Glass 6-12 MPa a 50 μs 
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In questi due casi non sono presenti delle immagini di riferimento, quindi le figure ottenute 

sono da considerarsi come un test di verifica del metodo utilizzato nonché delle basi per 

possibili sviluppi futuri. Dopo aver spiegato adeguatamente l’importanza dell’interazione 

tra l’onda d’urto e la cricca risulta evidente che il percorso seguito da quest’ultima non è 

altro che il risultato delle interazioni reciproche tra le due onde d’urto di intensità diversa e 

la cricca stessa.  

Si tiene a precisare che la piastra non è vincolata e che i carichi applicati creano una 

risultante diversa da zero che però, dato il breve tempo totale della simulazione e l’inerzia 

della piastra sarà molto piccola, ma comunque influenza leggermente la soluzione. 

 

 

3.8.2 Piastra Duran 50, trazione 12-32 MPa 

 

Il secondo caso riguarda invece un carico in trazione sul lato superiore di 12 MPa e su 

quello inferiore di 32 MPa. Il tempo totale di simulazione e l’istante in cui si visualizzano 

i risultati sono rispettivamente: 

 4 ∙ 10−5 s 

 3.3 ∙ 10−5 s 

 

Dati in input per il programma Matlab di pre-processing 

Passo in direzione x (Δx) [m]: 0.0005 

Passo in direzione y (Δy) [m]: 0.0005 

Orizzonte (δ) [m]: 0.002 

Dimensioni piastra [m]: 0.1x0.0405 

Dimensione zona peridinamica [m]: 0.07x0.0365 

Tabella 3.46: Dati in input per il programma Matlab, caso Duran 50 Glass 12-32 MPa 

Parametri utilizzati nel file .inp di Abaqus 

Micromodulo (c) [N m6⁄ ] 2.3276 ∙ 1019 

Allungamento limite (𝑠0) [m] 1.48 ∙ 10−3 

Sezione del bond [m2] 3.969 ∙ 10−4 
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 0.9 0.4896 0.361 

0.208 0.048 

3.57 ∙ 10−5 1.94 ∙ 10−5 1.43 ∙ 10−5 

8.26 ∙ 10−6 1.895 ∙ 10−6 

Massa applicata ai nodi [kg] 5.59 ∙ 10−4 

Modulo di elasticità del bond (E) [Pa] 3.6658 ∙ 1010 

Tensione di snervamento [Pa] 5.426 ∙ 107 

Densità del bond [kg m3⁄ ] 1 ∙ 10−18 

Tabella 3.47: Parametri utilizzati in Abaqus, caso Duran 50 Glass 12-32 MPa 

Dati di discretizzazione del modello in Abaqus 

Nodi totali 16482 

Nodi peridinamici 10434 

Elementi FEM 5495 

Bond PD 337264 

Elementi FEM di accoppiamento 429 

Bond PD di accoppiamento 28880 

Tabella 3.48: Discretizzazione del modello in Abaqus, caso Duran 50 Glass 12-32 MPa 

Le onde d’urto, ancora una volta, interagiscono in maniera asimmetrica creando un questo 

caso una propagazione della cricca molto diversa dalla precedente. Infatti, come si vede in 

Figura 3.53 e 3.54, la cricca subisce molti cambi di direzione e molte diramazioni, 

dimostrando che condizioni di carico asimmetriche non permettono di conoscere a priori la 

forma ed il percorso della cricca. Anche in questo caso, la piastra non è stata vincolata e il 

moto rigido della stessa può aver influenzato leggermente i risultati della simulazione. Si 

ricorda comunque che i due casi presi in esame sono solo un test di verifica del metodo di 

accoppiamento usato, nonostante non ci siano simulazioni di questo tipo in letteratura da 

prendere come riferimento. 

Valori di β 

Sezione del bond modificato da β [m]2 
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Figura 3.53: Post-processing in Abaqus, caso Duran 50 Glass 12-32 MPa a 33 μs 

Figura 3.54: Post-processing del danno in Matlab, caso Duran 50 Glass 12-32 MPa a 33 μs 
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Capitolo 4 
 

Propagazione delle cricche 

nell’esperimento di Kalthoff – Winkler 
 

In questo capitolo si è simulato l’esperimento di Kalthoff – Winkler [15] consistente nel 

far impattare ad una certa velocità un proiettile contro una piastra in cui sono state introdotte 

due cricche iniziali. Vedremo come il metodo utilizzato di accoppiamento FEM-PD 

implementato in Abaqus riesca a simulare in maniera ottimale l’andamento delle due 

cricche che si formeranno. 

 

 

 

4.1 Descrizione del problema 

 

Il problema preso in esame riguarda il provino raffigurato in Figura 4.1 sottoposto ad un 

impatto con un proiettile ad una determinata velocità. Quello che si ottiene in definitiva, a 

differenza degli esempi precedenti in cui vi era solo trazione, è un carico a compressione. 

Il problema che si presenta quindi in questo caso è che il bond per come è stato definito per 

un materiale microelastico, può rompersi sia in trazione che in compressione. Nel caso in 

esame appunto, come si è riscontrato dalle prime simulazioni, il valore limite 

dell’allungamento limite veniva raggiunto in compressione, rompendo i bond che per primi 

ricevevano la tensione dell’impatto, senza propagare la cricca nel materiale. Dato che, in 

questo caso, solo l’allungamento limite in trazione deve essere raggiunto, si è reso 

necessario scrivere un’ulteriore subroutine da affiancare alla VUEL, cioè la VUMAT (User 

Material Subroutine). Questa subroutine consente di creare un materiale con caratteristiche 
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definite dall’utente. In particolare si sono modificate le caratteristiche del materiale elastico 

lineare inibendo la rottura a compressione in modo che la cricca potesse propagarsi. Nello 

specifico, la VUMAT prendi i valori di tensione e deformazione e individua se il bond è 

rotto oppure no, senza usare il criterio di Johnson-Cook utilizzato nel capitolo 3. In queste 

simulazioni quindi, dal file .inp di Abaqus verranno richiamate due subroutine durante 

l’esecuzione del codice. 

 

Riferendosi ancora alla Figura 4.1, si può notare che l’impatto con il proiettile avviene sul 

bordo compresi tra le due cricche iniziali. Per semplificare il modello e dato che non si è 

interessato a ciò che avviene al proiettile, si è deciso di simulare l’impatto di quest’ultimo 

con la piastra applicando ai nodi compresi tra le due cricche iniziali una velocità identica a 

quella che avrebbe avuto l’oggetto impattante. In questo modo non è stato necessario 

implementare la gestione dei contatti tra i due corpi. 

In Figura 4.2 sono riportate le dimensioni della piastra presa in esame. Come materiale è 

stato usato un X2 NiCoMo 18-9-5 Steel [10] avente le seguenti proprietà meccaniche:  

 E (modulo elastico): 191 ∙ 109 Pa 

 ρ: 8000 kg m3⁄  

 G0 (energia di frattura): 42408 J m2⁄  

Figura 4.1: Esperimento di Kalthoff-Winkler- [15] 
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Come per i casi precedenti e come spiegato nel paragrafo 1.8 il coefficiente di Poisson ν 

viene sempre posto uguale ad 1 3⁄ . Si può inoltre notare come siano cambiate tutte le 

proprietà meccaniche utilizzando un acciaio rispetto ad un vetro. In particolare il modulo 

elastico e l’energia di frattura sono valori decisamente superiori rispetto ai precedenti. 

Nei seguenti capitoli si prenderà come riferimento principale l’articolo [10] con riferimenti 

agli articoli [16] e [17]. 

Il modello utilizzato, sarà lo stesso utilizzato nell’articolo [10] dove l’unica differenza sarà 

il fatto che lungo tutto il bordo della piastra si troveranno elementi FEM. 

La simulazione viene eseguita per un tempo totale di 100 μs e con un time step pari a 70 ns. 

L’istante temporale a cui si visualizzano i risultati è stato fissato prima della fine della 

simulazione ed il valore verrà specificato nelle successive simulazioni. Anche in questo 

caso c’è una leggera differenza con l’articolo [10] dove i risultati vengono visualizzati a 

fine simulazione, ma in questo caso non avrebbe significato dato che la cricca troverebbe 

lungo il suo percorso elementi FEM indistruttibili. C’è da dire comunque che l’andamento 

della cricca prima di incontrare gli elementi FEM è ben delineato potendola comunque 

confrontare con le immagini di riferimento. 

Figura 4.2: Dimensioni piastra Kalthoff-Winkler – [17] 
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Per quanto riguarda l’applicazione del carico, come detto in precedenza, è stata applicata 

una velocità ai nodi tra le due cricche iniziali per simulare l’impatto con il proiettile oltre 

ad aver introdotto la subroutine VUMAT. L’”onda d’urto” che si creerà quindi non sarà 

più di trazione, ma sarà di compressione. Di seguito viene esposto nello specifico la 

simulazione dell’esperimento di Kalthoff-Winkler. 

 

 

 

4.2 L’esperimento di Kalthoff-Winkler 

 

La piastra utilizzata per l’esperimento, e quindi per le simulazioni eseguite in Abaqus risulta 

più grande rispetto alle simulazioni del capitolo 3. Per questo motivo un modello con un 

passo di griglia (grid spacing) Δ𝑥 = 0.0005 m risulta più che sufficiente a simulare in 

maniera adeguata la propagazione delle cricche. Si sono eseguite solo due simulazioni, 

tendendo fisso il passo di griglia e aumentando l’orizzonte. La velocità applicata ai nodi 

compresi tra le cricche iniziali è di 16.5 m s⁄ . 

 

 

4.2.1 Caso δ=0.0015 m, m=3 

 

Il primo caso preso in esame, come scritto in precedenza, è stato discretizzato con un passo 

di griglia pari a ∆𝑥 = 0.0005 m e con un orizzonte 𝛿 = 0.0015 m (𝑚 = 3). L’istante 

temporale in cui sono stati visualizzati i risultati è pari a 88 μs. Oltre questo tempo, la cricca 

incideva sugli elementi FEM rendendo di fatto incoerenti i risultati ottenuti. I dati utilizzati 

sono stati inseriti di seguito: 

 

Dati in input per il programma Matlab di pre-processing 

Passo in direzione x (Δx) [m]: 0.0005 

Passo in direzione y (Δy) [m]: 0.0005 

Orizzonte (δ) [m]: 0.0015 

Dimensioni piastra [m]: 0.1x0.2 

Dimensione zona peridinamica [m]: 0.06x0.195 

Tabella 4.1: Dati in input per il programma Matlab, caso δ=0.0015 m, Δx=0.0005 m, m=3 
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Parametri utilizzati nel file .inp di Abaqus 

Micromodulo (c) [N m6⁄ ] 1.6213 ∙ 1020 

Allungamento limite (𝑠0) [m] 1.438 ∙ 10−2 

Sezione del bond [m2] 3.97 ∙ 10−5 

Valori di β 0.693 0.486 0.312 

Sezione del bond modificato da β [m2] 2.75 ∙ 10−5 1.93 ∙ 10−5 1.24 ∙ 10−5 

Massa applicata ai nodi [kg] 2 ∙ 10−3 

Modulo di elasticità del bond (E) [Pa] 2.5533 ∙ 1011 

Tensione di snervamento [Pa] 3.671 ∙ 109 

Densità del bond [kg m3⁄ ] 1 ∙ 10−18 

Tabella 4.2: Parametri utilizzati in Abaqus, caso δ=0.0015 m, Δx=0.0005 m, m=3 

Dati di discretizzazione del modello in Abaqus 

Nodi totali 80601 

Nodi peridinamici 47311 

Elementi FEM 32026 

Bond PD 837068 

Elementi FEM di accoppiamento 1022 

Bond PD di accoppiamento 26504 

Tabella 4.3: Discretizzazione del modello in Abaqus, caso δ=0.0015 m, Δx=0.0005 m, m=3 

Il numero di elementi ed in particolare il numero di bond risulta essere molto elevato 

nonostante il passo di griglia non sia piccolissimo e l’orizzonte non è molto esteso. I risultati 

ottenuti comunque, come si può notare dalle figure sottostanti, sono soddisfacenti e molto 

simili all’immagine di riferimento. 
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Figura 4.3: Post-processing in Abaqus, caso δ=0.0015 m, Δx=0.0005 m, m=3 a 88 μs 

Figura 4.4: Post-processing del danno in Matlab a 88 μs e immagine di riferimento a 100 μs [10], caso 

δ=0.0015 m, Δx=0.0005 m, m=3 



 

 

141 

 

In Figura 4.3 si può vedere la deformata della piastra di Kalthoff in Abaqus, mentre in 

Figura 4.4 è stato fatto il confronto tra la simulazione e l’immagine di riferimento tratta da 

[10]. Si nota subito come l’andamento delle cricche sia molto simile al riferimento. Si può 

notare anche la coincidenza del piccolo cambio di direzione presente lungo il percorso di 

frattura. L’inclinazione, sebbene non viene indicata nella simulazione, è pari a ± 68° 

rispetto al piano orizzontale, compatibile con il risultato sperimentale di 70°. 

Facendo un ulteriore confronto con le immagini delle simulazioni eseguite nelle 

pubblicazioni [16] e [17], si possono notare invece delle differenze rispetto alla Figura 4.4. 

 

Prima di tutto nella Figura 4.5 si nota una cricca che parte dal lato destro per poi biforcarsi, 

non presente in entrambe le immagini di Figura 4.4 e nemmeno nella prova sperimentale. 

Tale “incoerenza” è dovuta al fatto che il valore di 𝑠0 utilizzato nella [16] e [17] è troppo 

basso creando così una cricca che nel caso reale non è presente. In secondo luogo, nelle 

immagini di Figura 4.5 non è presente la leggera curvatura che si innesca a metà cricca. 

Questa leggera differenza si pensa possa essere dovuta all’orizzonte utilizzato troppo 

Figura 4.5: Immagini di riferimento tratte da [16] e [17] 
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piccolo. Come si vedrà infatti nella successiva simulazione dove l’orizzonte verrà ampliato, 

questo problema non si presenterà e le cricche si propagheranno in maniera più rettilinea. 

L’onda d’urto creata dall’”impatto” simulato applicando la velocità ai nodi è ancora una 

volta responsabile dell’innesco e della propagazione delle due cricche. In Figura 4.6 sono 

riportati diversi istanti di tempo in cui si visualizza la propagazione di quest’onda e l’inizio 

della propagazione delle cricche. 

               t = 6 μs         t = 12 μs             t = 18 μs 

             t = 22 μs              t = 26 μs             t = 32 μs 

Figura 4.6: Propagazione dell'onda d'urto negli instanti t=6, 12, 18, 22, 26, 32 μs 
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In Figura 4.6, in particolare negli istanti a t = 6 μs e t = 12 μs si vede chiaramente come 

l’onda viene “canalizzata” tra le due cricche iniziali per poi espandersi nel resto della 

piastra, ma soprattutto riflettersi sul bordo di destra (t = 22 μs) ed accumulare poi l’energia 

sulle tips delle due cricche iniziali (t = 26 e 32 μs) per iniziare la propagazione.  

In Figura 4.7 vengono visualizzati nel dettaglio gli instanti di inizio propagazione e di come 

l’onda interagisce con le cricche iniziali. 

                t = 24 μs           t = 26 μs 

 

                           t = 28 μs           t = 30 μs 

L’inizio della propagazione avviene tra t = 24 e 26 μs e in particolare nella prima 

immagine si può notare come sia l’onda di colore verde (cerchiata in rosso) ad accumulare 

l’energia necessaria a rompere i primi bond (visibile nella seconda immagine). Nell’ultima 

immagine invece, a t = 30 μs, l’onda riflessa dal bordo destro arriva a colpire la zona già 

indebolita precedentemente, accumulando ulteriore energia per la propagazione della cricca 

(anche in questo caso evidenziata in rosso). La propagazione poi continua in maniera 

analoga a quanto visto nel paragrafo 3.7. 

 

 

 

Figura 4.7: Dettaglio degli istanti iniziali di propagazione della cricca 
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4.2.2 Caso δ=0.002 m, m=4 

 

Il secondo e ultimo caso preso in esame per quanto riguarda l’esperimento di Kalthoff è 

stato discretizzato con un passo di griglia pari a Δ𝑥 = 0.0005 m e un orizzonte 𝛿 = 0.002 

m (𝑚 = 4). L’istante temporale in cui vengono visualizzati i risultati è pari a 92 μs. 

L’aumento di 4 μs rispetto al caso precedente è stato possibile perché l’orizzonte è 

aumentato mantenendo il passo di griglia costante. Così facendo, micromodulo, 

allungamento limite, e di conseguenza modulo elastico e tensione di snervamento dei bond, 

sono cambiati per tutto il modello. Di seguito i dati: 

 

Dati in input per il programma Matlab di pre-processing 

Passo in direzione x (Δx) [m]: 0.0005 

Passo in direzione y (Δy) [m]: 0.0005 

Orizzonte (δ) [m]: 0.002 

Dimensioni piastra [m]: 0.1x0.2 

Dimensione zona peridinamica [m]: 0.06x0.195 

Tabella 4.4: Dati in input per il programma Matlab, caso δ=0.002 m, Δx=0.0005 m, m=4 

Parametri utilizzati nel file .inp di Abaqus 

Micromodulo (c) [N m6⁄ ] 6.8397 ∙ 1019 

Allungamento limite (𝑠0) [m] 1.25 ∙ 10−2 

Sezione del bond [m2] 3.97 ∙ 10−5 

0.9 0.4896 0.361 

0.208 0.048 

3.57 ∙ 10−5 1.94 ∙ 10−6 1.43 ∙ 10−5 

8.26 ∙ 10−6 1.9 ∙ 10−6 

Massa applicata ai nodi [kg] 2 ∙ 10−3 

Modulo di elasticità del bond (E) [Pa] 1.077 ∙ 1011 

Valori di β 

Sezione del bond modificato da β [m2] 
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Tensione di snervamento [Pa] 1.341 ∙ 109 

Densità del bond [kg m3⁄ ] 1 ∙ 10−18 

Tabella 4.5: Parametri utilizzati in Abaqus, caso δ=0.002 m, Δx=0.0005 m, m=4 

Dati di discretizzazione del modello in Abaqus 

Nodi totali 80601 

Nodi peridinamici 47311 

Elementi FEM 32026 

Bond PD 1570614 

Elementi FEM di accoppiamento 1022 

Bond PD di accoppiamento 69152 

Tabella 4.6: Discretizzazione del modello in Abaqus, caso δ=0.002 m, Δx=0.0005 m, m=4 

Figura 4.8: Post-processing in Abaqus, caso δ=0.002 m, Δx=0.0005 m, m=4 a 92 μs 
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Avendo aumentato l’orizzonte con 𝑚 = 4 il percorso della cricca cambia leggermente. 

Dalla Figura 4.8 e ancor di più dalla Figura 4.9, si può notare come non sia presente la 

curvatura a metà cricca che invece era presente in entrambe le immagini di Figura 4.4 dove 

veniva usato 𝑚 = 3. Come scritto in precedenza, utilizzare un orizzonte maggiore permette 

di interagire maggiormente con i nodi famiglia ottenendo quindi risultati più accurati.   

 

Riferendosi ancora alla Figura 4.9 si può apprezzare la somiglianza con i riferimenti in 

Figura 4.5 dove anche in quel caso la cricca si propaga in maniera più rettilinea. In 

particolare la figura tratta dall’articolo [17] è stata ottenuta utilizzando un 𝑚 > 3. Si ritiene 

quindi, con discreta certezza, che la differenza ottenuta nei due casi sia dovuta all’orizzonte 

utilizzato. Come nel capitolo 3 anche in questo caso, un 𝑚 = 4 risulta un’ottima scelta di 

compromesso tra costo computazionale e accuratezza dei risultati. 

In Figura 4.10 si è voluto mostrare nel dettaglio l’inizio della propagazione della cricca 

indicando chiaramente l’inclinazione della stessa rispetto all’asse orizzontale. Il valore di 

68° ottenuto, molto vicino ai 70° ottenuti sperimentalmente, permette di dare ulteriore 

conferma alla bontà della simulazione eseguita.  

 

Figura 4.9: Post-processing del danno in Matlab a 92 μs 



 

 

147 

 

Dal dettaglio raffigurato in Figura 4.10, oltre a vedere chiaramente l’inclinazione di 68° 

della cricca, si può notare come questa abbia un percorso molto più dritto e rettilineo 

rispetto al caso con 𝑚 = 3. 

  

Figura 4.10: Dettaglio inclinazione cricca 
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Capitolo 5 
 

Interazione tra cricche 
 

In questo capito si è voluto simulare l’interazione reciproca fra due cricche disposte su lati 

opposti di un provino. In particolare si vedrà come questa interazione cambi a seconda della 

distanza relativa tra le due cricche iniziali. Per tutte le simulazioni ci si è basati sulla 

pubblicazione [18] in cui è stato utilizzato un altro metodo per studiare la propagazione 

delle cricche (phase field). 

 

 

 

5.1 Descrizione del problema 

 

Il problema preso in considerazione riguarda una piastra con le dimensioni riportate in 

Figura 5.1. In particolare: 

 W = 0.1 m 

 L = 0.04 m 

 a = 0.03 m 

 H = 0.04 m 

 V = variabile a seconda dei casi 

Lungo i lati orizzontali viene applicato istantaneamente un carico di 1 MPa sugli elementi 

FEM. L’applicazione del carico nell’articolo [18] non viene applicato istantaneamente, ma 

seguendo una funzione ben precisa (indicata in (5.1)), cosa che non è  riprodotta negli 

esempi riportati di seguito: si è invece applicato il carico con una funzione a gradino. 
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σ = {
(10 (

𝑡

𝑡0
)
3

− 15 (
𝑡

𝑡0
)

4

+ 6(
𝑡

𝑡0
)
5

 ) 𝜎0      𝑡 ≤ 𝑡0

𝜎0                                                                     𝑡 > 𝑡0

 

(5.1) 

Questa differenza porta chiaramente a delle differenze tra simulazioni eseguite in Abaqus 

e risultati di riferimento. Studi futuri permetteranno di eseguire delle analisi più accurate. 

In ogni caso i risultati ottenuti da queste analisi preliminari sono promettenti. 

Per quanto riguarda il materiale (non meglio specificato, probabilmente un polimero) sono 

state usate le seguenti proprietà meccaniche: 

 E = 32 ∙ 109 Pa 

 ρ = 2450 kg m3⁄  

 G0 = 3 J m2⁄  

Il coefficiente di Poisson viene sempre posto ad 1 3⁄  per i motivi descritti nel paragrafo 

1.8. L’energia di frattura in questo caso risulta molto bassa rispetto a tutti gli altri casi e 

vedremo come ciò influenzerà le simulazioni. 

Il tempo totale di simulazione è stato posto uguale a 100 μs con un time step uguale a 

25 ns. Per quanto riguarda l’istante in cui si visualizzano i risultati sarà specificato di volta 

in volta. 

 

 

 

Figura 5.1: Dimensioni piastra – [18] 
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5.2 Propagazione delle cricche in un provino con intagli su lati 

opposti 

 

Tutte le simulazioni eseguite hanno interessato un passo di griglia pari a Δ𝑥 = 0.0005 m e 

un orizzonte 𝛿 = 0.002 m (𝑚 = 4). Non si è voluto infittire il passo di griglia o aumentare 

l’orizzonte dato che i risultati ottenuti erano soddisfacenti e molto veloci da elaborare. 

Come detto in precedenza il carico in trazione di 1 MPa è stato applicato istantaneamente 

a differenza di quanto è avvenuto nelle simulazioni contenute in [18]. I risultati ottenuti 

non saranno quindi uguali a quelli dell’articolo, ma comunque di notevole interesse per lo 

studio dell’interazione tra due cricche disposte su lati opposti. In totale sono state eseguite 

sei simulazioni mantenendo tutte le dimensioni della piastra costanti e cambiando il valore 

di disallineamento delle cricche V, passando da V = 0.02 m a V = 0 m. Soltanto in un 

caso, con V = 0 m sono state utilizzate delle dimensioni diverse, aumentando di un passo 

di griglia la dimensione verticale così da avere perfetta simmetria tra le due parti della 

piastra divise dalla cricca. Quindi, tutti i dati verranno inseriti in maniera completa nel 

primo caso, mentre per le restanti casistiche saranno gli stessi (escluso l’ultimo caso).  

 

 

5.2.1 Caso 1, disallineamento iniziale 0.02 m 

 

Il primo caso analizzato riguarda uno sfasamento tra le cricche di V = 0.02 m. L’istante 

temporale in cui vengono visualizzati i risultati è pari a 58 μs. In Figura 5.2 è rappresentata 

la piastra all’istante iniziale. 

Figura 5.2: Configurazione iniziale, caso V=0.02 m 
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Come si vede dalla Figura 5.2 le cricche sono molto distanziate tra loro influenzandosi in 

maniera minima. La loro propagazione, come si vedrà successivamente può essere per 

alcuni controintuitiva.  Di seguito sono riportati i dati utilizzati. 

 

Dati in input per il programma Matlab di pre-processing 

Passo in direzione x (Δx) [m]: 0.0005 

Passo in direzione y (Δy) [m]: 0.0005 

Orizzonte (δ) [m]: 0.002 

Dimensioni piastra [m]: 0.1x0.04 

Dimensione zona peridinamica [m]: 0.06x0.036 

Tabella 5.1: Dati in input per il programma Matlab, caso V=0.02 m, V=0.01 m, V=0.005 m, V=0.002 m, 

V=0.001 m 

Parametri utilizzati nel file .inp di Abaqus 

Micromodulo (c) [N m6⁄ ] 1.1459 ∙ 1019 

Allungamento limite (𝑠0) [m] 2.56 ∙ 10−4 

Sezione del bond [m2] 3.97 ∙ 10−5 

0.9 0.4896 0.361 

0.208 0.048 

3.57 ∙ 10−5 1.94 ∙ 10−6 1.43 ∙ 10−5 

8.26 ∙ 10−6 1.9 ∙ 10−6 

Massa applicata ai nodi [kg] 6.125 ∙ 10−4 

Modulo di elasticità del bond (E) [Pa] 1.805 ∙ 1010 

Tensione di snervamento [Pa] 4.617 ∙ 106 

Densità del bond [kg m3⁄ ] 1 ∙ 10−18 

Tabella 5.2: Parametri utilizzati in Abaqus, caso V=0.02 m, V=0.01 m, V=0.005 m, V=0.002 m, V=0.001 

m 

Valori di β 

Sezione del bond modificato da β [m2] 
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Dati di discretizzazione del modello in Abaqus 

Nodi totali 16281 

Nodi peridinamici 8833 

Elementi FEM 6894 

Bond PD 284530 

Elementi FEM di accoppiamento 386 

Bond PD di accoppiamento 25904 

Tabella 5.3: Discretizzazione del modello in Abaqus, caso V=0.02 m, V=0.01 m, V=0.005 m, V=0.002 m, 

V=0.001 m 

Figura 5.3: Post-processing in Abaqus, caso V=0.02 m a 58 μs 

Figura 5.4: Post-processing del danno in Matlab, caso V=0.02 m a 58 μs 
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Dalla Figura 5.3 e 5.4 si nota come le due cricche per quasi tutta la simulazione tendono ad 

allontanarsi l’una dall’altra fino ad un certo punto, intorno a 56 μs in cui è presente un 

principio di biforcazione. I risultati sono stati ottenuti a 58 μs dato che la cricca tendeva a 

raggiungere gli elementi FEM di bordo, rendendo i successivi istanti temporali non validi 

ai fini della simulazione. In definitiva, le due cricche si influenzano, ma leggermente e sono 

a fine simulazione quando inizia a crearsi la biforcazione. In Figura 5.5 invece è presente 

l’immagine tratta da [18] come riferimento. Si nota una certa somiglianza nella 

propagazione della cricca nonostante come detto in precedenza l’applicazione del carico 

non avviene istantaneamente, ma seguendo un preciso andamento. 

Anche in questo caso si vuole mostrare come l’onda d’urto creata dal carico istantaneo 

interagisce con le cricche iniziali. Per completezza andrebbe fato per ogni caso dato che la 

posizione delle cricche non è fissa per tutti i casi, ma si è deciso, di prendere questo caso 

come rappresentativo di tutti gli altri. Si sono presi in considerazione i primi istanti 

temporali, precisamente da t = 2 μs a t = 12 μs visualizzando la mappa colore delle 

velocità lungo la direzione y.  

t = 2 μs            t = 4 μs 

                        t = 6 μs              t = 8 μs 

Figura 5.5: Immagine di riferimento, caso V=0.02 m – [18] 
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 t = 10 μs             t = 12 μs  

Come in tutti i casi visti precedentemente nei capitoli 3 e 4 l’onda d’urto parte dai bordi 

lungo cui viene applicato il carico e si muove verso il centro della piastra. In questo caso 

entrambe le onde trovano subito come ostacolo le cricche iniziali presenti riflettendosi 

subito indietro, mentre, nella zona centrale della piastra dove non sono presenti ostacoli 

fisici le onde si “scontrano” interagendo subito tra loro. Infatti, nell’istante t = 6 μs le onde 

si incontrano nella mezzeria della piastra e successivamente, dall’istante t = 10 μs, 

l’accumularsi dell’energia sulle tips delle cricche iniziali fa si che la propagazione abbia 

inizio. Il fatto che l’energia di frattura sia solo di 3 J m2⁄  ha reso necessario utilizzare un 

carico ridotto rispetto ai casi precedenti per poter creare la diffusione della cricca. 

 

 

5.2.2 Caso 2, disallineamento iniziale 0.01 m 

 

Nel secondo caso esaminato le due cricche iniziali vengono avvicinate rispetto al caso 

precedente, in particolare la loro distanza verticale diventa di V = 0.01 m. L’istante 

temporale in cui vengono visualizzati i risultati è pari a 64 μs. I dati utilizzati per questo 

modello sono identici a quelli del caso precedente (vedi Tabelle 5.1, 5.2 e 5.3) quindi non 

verranno ripetuti. In Figura 5.7 è rappresentata la piastra nell’istante iniziale. 

Figura 5.6: Propagazione dell'onda d'urto da t=2 μs a t=12 μs 

Figura 5.7: Configurazione iniziale, caso V=0.01 m 
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L’interazione reciproca tra le cricche in questo caso sarà più evidente e visualizzata meglio 

sia nel post-processing in Abaqus, sia nel post-processing in Matlab con la creazione della 

mappa del danno.  

In Figura 5.8 infatti si può vedere la cricca nella sua interezza all’istante t = 64 μs e in 

maniera più chiara in Figura 5.9.  

L’andamento della cricca è simile al caso studiato al paragrafo 5.2.1 solo che la 

biforcazione avviene in posizione più centrale, potendo apprezzare meglio il percorso 

seguito dai due rami creatisi. Una coppia di ramificazioni infatti si dirige verso le cricche 

già formate, mentre la seconda coppia di ramificazioni si dirige verso i bordi della piastra. 

Anche in questo caso si ha una somiglianza con la Figura 5.10 di riferimento tratta da [18], 

anche se, l’angolo di apertura delle biforcazioni è minore e l’unione tra le due cricche tende 

ad avvenire in posizione più ravvicinata.  

Figura 5.8: Post-processing in Abaqus, caso V=0.01 m a 64 μs 

Figura 5.9: Post-processing del danno in Matlab, caso V=0.01 m a 64 μs 
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Queste prime due simulazioni sono servite soprattutto come validazione, dato che nelle 

successive non esistono immagini di riferimento. 

 

 

5.2.3 Caso 3, disallineamento iniziale 0.005 m 

 

In questo caso, la distanza verticale tra le cricche diminuisce ulteriormente portandosi a 

V = 0.005 m. Per quanto riguarda l’istante temporale in cui si visualizzano i risultati si 

mantiene il valore di 64 μs e i dati utilizzati sono sempre quelli indicati nelle Tabelle 5.1, 

5.2 e 5.3. In Figura 5.11 è rappresentata la piastra nella sua configurazione iniziale. 

In Figura 5.12, all’istante t = 64 μs, le due cricche visualizzate in Abaqus raggiungono la 

loro massima estensione e in questo caso, dopo la biforcazione, riescono a congiungersi 

l’un l’altra creando una porzione di piastra in posizione centrale completamente staccata 

Figura 5.10: Immagine di riferimento, caso V=0.01 m – [18] 

Figura 5.11: Configurazione iniziale, caso V=0.005 m 
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dal resto del materiale. In Figura 5.13 invece è presente la mappa del danno in Matlab così 

da poter vedere in maniera ancora migliore quello che è appena stato detto. In più si può 

notare come la curvatura e la successiva biforcazione avvenga sempre prima al diminuire 

di V, sinonimo che le due cricche si influenzano reciprocamente in maniera più importante. 

 

 

5.2.4 Caso 4, disallineamento iniziale 0.002 m 

 

La distanza verticale rispetto al caso precedente si riduce solamente di 3 mm diventando 

pari ad un orizzonte. Da questo punto in poi, la distanza verticale sarà sempre minore fino 

ad arrivare al caso limite in cui le cricche saranno entrambe nella mezzeria della piastra. 

Sarà interessante notare come un cambiamento così piccolo cambi la propagazione della 

Figura 5.12: Post-processing in Abaqus, caso V=0.005 m a 64 μs 

Figura 5.13: Post-processing del danno in Matlab, caso V=0.005 m a 64 μs 
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cricca. L’istante temporale in cui vengono visualizzati i risultati è pari a 64 μs e i dati 

utilizzati sono quelli riportati in Tabella 5.1, 5.2 e 5.3.  

In Figura 5.14 viene riportata la configurazione iniziale della piastra, molto simile al caso 

precedente riportato nel paragrafo 5.2.3. 

Nonostante la differenza di distanza verticale con in caso precedente sia minima, si possono 

notare alcune differenze. Facendo il confronto tra la mappa del danno di Figura 5.13 e 

quella di Figura 5.16, si può notare che, nel primo caso le cricche in un primo momento 

tendono a divergere l’una dall’altra e, dopo la biforcazione, i rami che si dirigono verso il 

centro della piastra mantenendo una forma convessa. Nel secondo caso invece, c’è la 

presenza di una leggera divergenza iniziale, ma che viene subito smorzata dalla creazione 

della biforcazione che in questo caso tende a dirigersi subito verso l’altra cricca. Inoltre, i 

rami della biforcazione che collegano le due cricche hanno questa volta una forma concava. 

Figura 5.14: Configurazione iniziale, caso V=0.002 m 

Figura 5.15: Post-processing in Abaqus, caso V=0.002 m a 64 μs 
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Le due cricche quindi, nella loro propagazione, si influenzano fin da subito senza avere, 

come accadeva con i casi precedenti, un primo momento in cui le cricche si propagavano 

in maniera indipendente. 

 

5.2.5 Caso 5, disallineamento iniziale 0.001 m 

 

In questo caso la distanza verticale tra le cricche iniziali è stata diminuita di un solo 

millimetro. Avendo già visto nel caso precedente come le cricche hanno interagito fin da 

subito ci si aspetta un andamento simile anche in questo caso. L’istante in cui sono stati 

visualizzati i risultati è stato mantenuto a 64 μs, mentre i dati utilizzati sono ancora una 

volta quelli presenti nelle Tabelle 5.1, 5.2 e 5.3. 

In Figura 5.17 viene visualizzata la configurazione iniziale della piastra che, appare con le 

cricche quasi disposte nella mezzeria della piastra. 

Figura 5.16: Post-processing del danno in Matlab, caso V=0.002 m a 64 μs 

Figura 5.17: Configurazione iniziale, caso V=0.001 m 
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Dalla Figura 5.18, ma in particolare dalla Figura 5.19, si nota una maggiore simmetria nella 

propagazione delle due cricche. Non è più presente la divergenza iniziale e le cricche 

tendono a propagarsi verso il centro della piastra in maniera rettilinea. I due bracci della 

biforcazione, quasi identici si incontrano in due punti leggermente distanziati 

orizzontalmente e successivamente le due cricche procedono ancora una colta rettilinee 

verso i bordi esterni. La geometria quindi della cricca, a differenza di quanto ci si potesse 

aspettare per una differenza così minima di V, risulta parecchio differente rispetto al caso 

visto nel paragrafo 5.2.4 ottenendo quindi una geometria molto più simmetrica. 

Le cricche iniziali quindi si trovano in una posizione e ad una distanza tale che permette 

loro di procedere dritte per il primo tratto per poi biforcarsi come accadeva nelle 

simulazioni studiate nel capitolo 3. 

 

 

Figura 5.18: Post-processing in Abaqus, caso V=0.001 m a 64 μs 

Figura 5.19: Post-processing del danno in Matlab, caso V=0.001 m a 64 μs 
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 5.2.6 Caso 6, disallineamento iniziale 0 m 

 

L’ultimo caso preso in considerazione riguarda la medesima piastra usata finora ma con le 

cricche iniziali disposte sui lati verticali opposti senza uno sfasamento verticale tra loro. Ci 

si aspetta quindi una soluzione totalmente simmetrica su entrambi gli assi. Si è pensato di 

prendere in considerazione due istanti temporali in cui visualizzare i risultati. L’istante in 

cui le due cricche si incontrano, cioè a 42 μs e l’istante in cui le cricche sono 

completamente sviluppate, cioè a 68 μs. I dati utilizzati saranno leggermente diversi dai 

casi precedenti dato che, per mantenere la simmetria, la piastra è stata aumentata di un 

passo di griglia lungo la verticale e quindi si ritiene necessario citare i cambiamenti fatti. 

In Figura 5.20 è rappresentata la configurazione iniziale. 

Dati in input per il programma Matlab di pre-processing 

Passo in direzione x (Δx) [m]: 0.0005 

Passo in direzione y (Δy) [m]: 0.0005 

Orizzonte (δ) [m]: 0.002 

Dimensioni piastra [m]: 0.1x0.0405 

Dimensione zona peridinamica [m]: 0.06x0.0365 

Tabella 5.4: Dati in input per il programma Matlab, caso V=0 m 

Figura 5.20: Configurazione iniziale, caso V=0 m 
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Parametri utilizzati nel file .inp di Abaqus 

Micromodulo (c) [N m6⁄ ] 1.1459 ∙ 1019 

Allungamento limite (𝑠0) [m] 2.56 ∙ 10−4 

Sezione del bond [m2] 3.97 ∙ 10−5 

0.9 0.4896 0.361 

0.208 0.048 

3.57 ∙ 10−5 1.94 ∙ 10−6 1.43 ∙ 10−5 

8.26 ∙ 10−6 1.9 ∙ 10−6 

Massa applicata ai nodi [kg] 6.125 ∙ 10−4 

Modulo di elasticità del bond (E) [Pa] 1.805 ∙ 1010 

Tensione di snervamento [Pa] 4.617 ∙ 106 

Densità del bond [kg m3⁄ ] 1 ∙ 10−18 

Tabella 5.5: Parametri utilizzati in Abaqus, caso V=0 m 

Dati di discretizzazione del modello in Abaqus 

Nodi totali 16482 

Nodi peridinamici 8954 

Elementi FEM 6972 

Bond PD 288576 

Elementi FEM di accoppiamento 388 

Bond PD di accoppiamento 26040 

Tabella 5.6: Discretizzazione del modello in Abaqus, caso V=0 m 

Nell’istante t = 42 μs le due cricche si collegano come mostrato in Figura 5.21 e 5.22. 

 

  

Valori di β 

Sezione del bond modificato da β [m2] 
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Figura 5.21: Post-processing in Abaqus, caso V=0 m a 42 μs 

Figura 5.22: Post-processing del danno in Matlab, caso V=0 m a 42 μs 

Figura 5.23: Immagine di riferimento, caso V=0 m – [18] 
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In questo ultimo caso, c’è a disposizione un’immagine di riferimento (Figura 5.23) dove si 

può notare anche in questo caso una certa somiglianza solo nella forma e non sul punto 

preciso della biforcazione, dato che i carichi sono stati applicati in maniera differente. Nella 

Figura 5.23, a differenza di quanto si nota nella Figura 5.22, è presente una leggera 

asimmetria nel punto in cui le due cricche si collegano. E’ probabile che in quel punto, 

quando la resistenza del materiale era ormai degradata il massimo, le due cricche si siano 

collegate istantaneamente. Nelle simulazioni in Abaqus invece, le cricche procedono verso 

il centro della piastra in maniera speculare, biforcandosi e collegandosi sono in un secondo 

momento. A quel punto la piastra è divisa a metà in due parti, ma si è voluto continuare 

comunque la simulazione per vedere come continuava la propagazione della cricca. 

   

Figura 5.24: Post-processing in Abaqus, caso V=0 m a 68 μs 

Figura 5.25: Post-processing del danno in Matlab, caso V=0 m a 68 μs 
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Dalle figure soprastanti (Figura 5.24 e 5.25) si nota un andamento simile a quello visto 

nella Figura 5.19 del caso precedente. Infatti dopo essersi collegate, le due cricche si 

dirigono verso i bordi superiore e inferiore della piastra, accennando ad una seconda 

biforcazione, non visibile dato che si aveva raggiunto la zona FEM. La simmetria della 

cricca in questo caso lungo entrambi gli assi. 

Da tutte le simulazioni eseguite per questo caso, nonostante l’applicazione del carico non 

fosse uguale a quella del riferimento [18], si può affermare di aver ottenuto dei risultati 

importanti, mostrando quindi che la posizione e la reciproca interazione delle cricche 

iniziali condizionano la successiva propagazione. 
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Conclusioni 
 

In questo elaborato si è studiato il fenomeno di propagazione delle cricche utilizzando la 

teoria della peridinamica accoppiata alla teoria del continuo classica. In particolare sono 

state accoppiate griglie peridinamiche con mesh agli elementi finiti. La strategia di 

accoppiamento impiegata si basa sui più recenti risultati ottenuti dalla ricerca in questo 

ambito da parte del gruppo di strutture aerospaziali dell'Università di Padova. L'approccio 

è stato verificato grazie all'analisi di un ampio set di esempi disponibili in letteratura. 

L’utilizzo dell’accoppiamento permette in prima battuta di ridurre drasticamente il costo 

computazionale di un’analisi utilizzando la peridinamica solo nelle zone in cui ci si aspetta 

la comparsa, l’evoluzione e l’interazione fra cricche. In secondo luogo permette di 

applicare i carichi direttamente agli elementi finiti evitando il problema del softening. 

I software utilizzati sono stati Abaqus e Matlab. Il primo è un moderno programma agli 

elementi finiti che è servito per effettuare le simulazioni statiche di validazione e le 

simulazioni dinamiche. Il secondo invece è stato impiegato per la creazione del file di input, 

da importare in Abaqus, e per elaborare le immagini di post-processing del danno. La 

creazione e l’utilizzo degli elementi di accoppiamento, fondamentali per l’accoppiamento 

FEM-PD, è stato possibile grazie alla versatilità messa a disposizione da Abaqus. Le 

subroutine utilizzate (UEL, VUEL e VUMAT), scritte in linguaggio Fortran e collegate al 

programma principale, hanno permesso di implementare questi elementi di accoppiamento. 

Dopo aver descritto il metodo di accoppiamento utilizzato in questo elaborato lo si è 

implementato nel software Abaqus validandone il codice, sia per mezzo di analisi statiche 

che dinamiche. Sono state poi eseguite simulazioni dinamiche per tre tipi di esempi 

verificando la piena corrispondenza tra risultati ottenuti e risultati disponibili in letteratura. 

Per quanto riguarda le analisi di tipo statico, in presenza di fenomeni di crack propagation, 

si sono riscontrati alcuni problemi di convergenza del solutore. Questo problema potrebbe 

essere risolto mediante l’utilizzo della subroutine UMAT facendo tendere a zero la 

rigidezza degli elementi danneggiati. Si lascia l’implementazione di questa idea ad un 

possibile sviluppo futuro.  
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Si è dimostrato che è possibile utilizzare un programma agli elementi finiti per 

implementare la teoria della peridinamica ed in particolare per poterla accoppiare con gli 

elementi FEM per lo studio di propagazione delle cricche.  

Attualmente l’analisi di un modello è composta di tre parti (pre-processing in Matlab, 

analisi in Abaqus, post-processing in Matlab). Il carico computazionale della fase di pre e 

post processing è ancora rilevante, poichè i codici non sono stati ancora del tutto ottimizzati. 

Nonostante ciò, il metodo di accoppiamento usato, se inglobato in un software 

commerciale, potrebbe favorire e diffondere l’utilizzo della peridinamica in problemi di 

carattere pratico. 

Partendo dal codice esposto, risulterebbe interessante poter utilizzare passi di griglia 

differenti tra zona peridinamica e zona agli elementi finiti, in particolare infittire solamente 

la zona soggetta a frattura.  

Il metodo di accoppiamento inoltre potrebbe essere facilmente esteso a casi di propagazione 

delle cricche in problemi di tipo tridimensionale.   
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