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Si vogliono analizzare preliminarmente 1 fattori perturbativi secolari € di lunga durata per orbite
marziane , mettendone 1in risalto gli aspetti qualitativi ,con un particolare focus per 1 contributi dovuti

alla presenza di Fobos , Deimos e del Sole.

Dalle variabili di Delaunay, si passa nelle coordinate orbitali dove si riduce la complessita del problema
mediando I’hamiltoniana rispetto I’anomalia media per rimuovere 1 fattor1 perturbativi di breve periodo.

Le equazioni della dinamica, ricavate dal potenziale mediato, approssimano 1’andamento secolare e nel
lungo periodo delle variabili stesse; la bonta di tale approssimazione tanto risulta maggiore tanto 1

parametri perturbativi sono piccoli.
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Per costruire il modello, si considerano 1 contributi diJ, Jye J, e dei terzi corpi Fobos, Deimos e del Sole; si
considera un sistema di riferimento inerziale a Marte, assumendo noti 1 parametri delle orbite dei terzi corpi
(f,w,Q,l,a,e), inoltre si suppone che I’orbita sia ellittica.
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Define New State and Hamiltonian: y = ?{ o = K = —; —UW (z(y) [ y = PJPTV,K ]
L a ]
;1 f: anomalia vera
St M : anomalia media

e : eccentricita
a : semiasse maggiore
w : argomento di pericentro

Q : longitudine del nodo ascendente

I : inclinazione



2\ UNIVERSITA
DIPARTIMENTO DEGLI STUDI

usee  EQUAZIONI PLANETARIE DI LAGRANGE i P

dil

a oUW
i = /8
o

. 1 aU(U
& T ((I_E)E}M v )

e\/ap
autt) U
i cos (1) % " 80

vap (1 —e?)sin (1)

\/7 aoUW 1-e2oUW
i \/; ajr e

1 (\fl—? U cot([) QU“))

e de 1,,#1 —e2 Of
1 U
Vap (1 —e?)sin (1) 01




UNIVERSITA
DEGLI STUDI
DI PADOVA

( 1
(J" mooeans.  EQUAZIONI PLANETARIE DI LAGRANGE
U“] = UJE + U.fg + UJq + Urohos: + Ubeimos + Usun
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ri(1+ecos(
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r ecos & a(1—e?)cos
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a(l1—e?) n=0 a(l1—e?) T%.(l—i—ecos(f))
nelle coordinate di Hill, , il coseno dell’angolo tra 1 raggi vettori dei corpi puo essere scritto come :
cos(¢p) = Acos(f + w) + Bsin(f + w)
A = cos(ARQ) cos(Ucorpo) + €OS(%eorpo) SIN(Ucorpo ) SIN(AL)
B = cos(I) [— sin(AQ) cos(Ucorpo) + €08 (Zcorpo ) SIN(Ucorpo ) COS(AQ)]

+ sin(7) sin(%corpo ) SIN(%corpo )

Approssimando 1l potenziale alla seconda armonica (r, <r¢), si ha :
a,2 (1 = 82)2

(rr)? (1+ecosf)?

Upy = % [SAQ(% + cos(2f + 2w)) + 382(% —cos(2f + 2w)) + 6 ABcos(f + w) sin(f + w) — 1]
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Le espressioni dei potenziali , mediati nell’anomalia media, diventano :
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(Ups) = T A% + By +e“ (A% (4cos” w — sin” w) + B3 (4sin” w — cos”w + 10Ap B cos 2w)) — (§ + e”)]
rr
3 ppa’ 9 9 2( A2 2 D 2 .2 2 2 2
(Upg) = 73 [A, + B3, + e“ (A} (4 cos” w — sin” w) + BY, (4sin® w — cos w+1OADBDcos2w))—(§—|-e )]
D
3#'50’2 9 9 2¢ 42 2 . 2 2 e 2 2 E 2
(Ug) = A% + B + e” (A5 (4 cos” w — sin” w) + B¢ (4sin” w — cos”w + 10AgBg cos 2w)) — (§ + €e”)]
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Poiche J, risulta essere solamente due ordini di grandezza maggiore rispetto Jye J,, ci si aspetta che 1 potenziali
associati a questi ultimi due abbiano un effetto marcato sull’ evoluzione temporale delle variabili

nella situazione preliminare in cui si vogliono mantenere costanti le variabili dell”orbita ‘e’ ed ‘@’ , si1 considerano
principalmente gli effettidi J, e J; :

a,e’+a,e’+ae+a,=0

L 3
e = EL{I - € )IEEII‘HLDbEﬂ[EhIH i-1}=10
dt Z P 4 Il y ,r=
(s = ——n[—"') Josini(1 = Scos’i)
fillig: iy P
s 3‘12},: 1 5 A3 Jr sino 5ﬁmmx ljsm{ D 3
ﬂrf_EF' _,.::r-'ﬂﬂf _EFE‘HHIH [ 15 ] == ; ( )f[l——am::ub;]
] - Tmn icos”i <
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senza considerare J,, ci si aspetta di dover fornire un opportuno Av per il
mantenimento dell’orbita
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 In orbite basse, gli effetti possono essere trascurati poiche gli effetti di J,,J5,J,, sono molto piu forti; in orbite

con un semiasse maggiore elevato, gli effetti dei terzi corpi iniziano a diventare marcati mentre gli effetti
delle armoniche terrestre si attenuano.

» aumento della presenza di orbite risonanti, instabili a lungo termine : ogni termine del polinomio di
Legendre contiene informazioni sull’ inclinazione e sulle frequenze di risonanza.

I . HE _ Hm

15 K 1 _ PF = 4| 2
€ —_*—7;8(1—62)1/2 _ABcos2w—§(A2—B2)sin2w T?j; a’
; 15 K iz | Lo 2\ o _ O(Usr)
rp:—?-zae(l—e )Y/ hABcosQw—é—(A —B)stw- C = a7
: 3KC
Q= [5A€2 sin 2w + B (2 + 3¢ — 5e? cos 2w)]

4n(1 — e2)"? sini

: 3KC
I = [A (2 + 3e? + 5€? cos Zw) + 5Be? sin Qw}
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| 1
[sm (cos —ip)sin2 (AQ —up —w) + sin4(§z'p) sin 2(AQ + up — w) + Esim2 (ip)sin2(AQ — w)) —

1
— cos® §I (cos (zip)sin2 (AQ — up + w) + sin (%ZF) sin2 (AQ + up + w) + %sin2(ip) sin 2(AQ + w))
1
+ cos®(= I) sin I sin(ir)(cos(ir) sm(AQ + 2w) + cos?(ip) sin(2ur — AQ — 2w) + smz(EZF)
X sin(AQ + 2up + 2w)) + sin? (= I) sin I sin(ir)

X (cos(ip) sin(AQ — 2w) + cos (zp) sin(2up — AQ + 2w) + sinz(%ip) sin(AQ + 2ur — 2w))
3

— gsin2 (I) sin®(ip) (sin 2(w + up) + sin 2(w — up))
_ %sinQ(I)(l — %Sin2(ip))sin2w] AQ L. U’F Ay — 0
. , _ (condizioni di
2ur T AQ 2w =0 risonanza date da
considerando r,<r.,, , 1l secondo termine del polinomio di AQ o5 —10 Fobos)
Legendre contiene 15 possibili casi in cui si possa verificare una i
risonanza, per cui , considerando la presenza del Sole, di Fobos AQ+2w =0
e Deimos , vi sono 43 possibili risonanze , che si manifestano wEup =0
con delle particolari inclinazioni, in linea teorica. 5 —0
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* Le oscillazioni nel breve periodo delle variabili (dipendenza da f), rimosse dal problema ,per quanto
minime, incidono su gli effetti secolari e di lungo termine , per cui queste variabili a media nulla
possono indurre effetti secolari e a lungo termine ; infatti le equazioni della dinamica presentano
termini del tipo : cos™(I)

amy1 — e

* Mediando I’hamiltoniana rispetto I’ anomalia media, considerando solamente J2 e assumendo che le
variabili siano indipendenti dall’anomalia vera ,si ricavano le stesse variazioni secolari di M, Q e w
ricavate da Brouwer (1959), troncate al primo ordine, con il metodo di Lie .

* Analogamente , considerando solamente le perturbazioni di terzo corpo, si giunge alle stesse
equazioni della dinamica ricavate da G. E. Cook (1962), ove si ¢ giunti integrando nel periodo le
equazioni planetarie di Lagrange

12
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termini secolari secondo Brouwer :
E = 3n,0%0f . Ay = J:tl'+§'}"{Jz‘qg;-5hq”} q = 582 -1. y = - 1/2(R/p)
= 2
|.1. : anu:r'z-“'“:tr Ay = sJ[JEqHJ,%},E(qu”_ﬂdqhsﬂ 9y = = £, P a5 M -
I = ng (1+35241) ¢ T?[J,q“+é‘?‘z{]fq”—fﬂqq”ﬂ Gy = 3ot

...ammettendo delle piccole oscillazioni delle

equazione planetarie di Lagrange considerando solamente ( Uj, )
variabili rispetto f si ha :

a=0
é=0
I = H(q; f) = H(g f) + VH(G f) - (¢ — @)

2 g35(1 — e2)2
13
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