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1

Introduzione

I modelli di diffusione rappresentano uno strumento metodologico utile a interpretare

e prevedere l’evoluzione di fenomeni sociali, economici o naturali che caratterizzano

la nostra quotidianità. Nati originariamente in ambito epidemiologico per tracciare

la diffusione del contagio all’interno di una popolazione, questi modelli si sono rivela-

ti estremamente versatili, trovando applicazione in campi che spaziano dall’economia

alle scienze sociali, fino alla diffusione delle innovazioni tecnologiche. Tipicamente,

un nuovo processo, una nuova idea o un nuovo comportamento si propagano in un

sistema sociale, attraversando alcune fasi ben distinte: una lenta introduzione, una

crescita accelerata trainata dall’imitazione, e infine una naturale saturazione. Com-

prendere matematicamente queste dinamiche non solo ci permette di fotografare lo

stato attuale di un processo, ma anche di prevederne le traiettorie future, di stimare

il potenziale massimo raggiungibile e di quantificare le forze interne ed esterne che

ne governano la velocità.

A partire da queste considerazioni sulla versatilità dei modelli di diffusione, in que-

sta tesi si analizza la crescita nel tempo delle emissioni di anidride carbonica (CO2)

in vari Paesi del mondo, un processo che ha avuto un’evidente evoluzione nel tem-

po e che costituisce un fenomeno di notevole interesse. L’accumulo di CO2 non

è semplicemente un indicatore ambientale, ma è un riflesso del processo di indu-

strializzazione, dello sviluppo tecnologico e dell’espansione economica di un paese.

Applicare i modelli di diffusione a questi dati significa interpretare le traiettorie di

emissione come l’esito di un processo evolutivo, che consente di capire quali paesi

hanno già completato la loro transizione industriale, raggiungendo il picco, e quali

si trovano ancora in una fase di rapida rincorsa tecnologica.

A tale scopo, in questa tesi si approfondiranno alcune caratteristiche del modello

di diffusione di Bass e le sue estensioni ad effetti misti. Attraverso l’adozione di

queste soluzioni, il presente studio mira a fornire un contributo alla modellazione

delle traiettorie di emissione di CO2 e a consentire un confronto diretto tra i diversi
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paesi. L’approccio basato sui modelli a effetti misti consente di fornire una stima

globale considerando simultaneamente molteplici casi.

Nello specifico nel primo capitolo si fornisce un inquadramento teorico dei model-

li di diffusione, introducendo il Modello di Bass e le sue estensioni come il GGM

(Guseo e Guidolin (2009)), al fine di delineare le motivazioni che giustificano la loro

applicazione al contesto oggetto di analisi.

Nel secondo capitolo, si procede all’applicazione del Modello di Bass e della sua

estensione GGM alle serie storiche in esame. Una volta ottenute le stime individuali

dei parametri di diffusione per ogni singolo paese, si affronta la classificazione dei

paesi attraverso l’analisi dei gruppi. Raggruppare gli stati utilizzando tali risultati

quantitativi permette di superare le aggregazioni geografiche tradizionali per giun-

gere a una segmentazione basata sull’effettiva maturità tecnologica e sulla velocità

di espansione infrastrutturale.

Infine, nel terzo capitolo, dopo una descrizione dei modelli non lineari a effetti misti,

si procede con l’applicazione del Modello di Bass a effetti misti (BMME) sull’intero

insieme dei paesi in esame, valutando l’inserimento di effetti casuali per i singoli pa-

rametri. In una fase successiva, il medesimo approccio viene esteso per implementare

il modello GGM a effetti misti (GGMME) lavorando direttamente sui raggruppa-

menti individuati in precedenza.

Seguono alcune considerazioni conclusive, che evidenziano potenzialità e limitazioni

del metodo proposto.
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Capitolo 1

Modelli di diffusione

I modelli di diffusione costituiscono una specifica classe di modelli di regressione non

lineare aventi l’obiettivo, come definito da Mahajan e Muller (1979), di rappresen-

tare e prevedere l’evoluzione temporale di un fenomeno già avviato. Il processo di

diffusione traccia l’intera traiettoria di sviluppo di un’innovazione o tecnologica di

cui si intende analizzare la dinamica di crescita. Tali modelli derivano originaria-

mente dall’ambito epidemiologico, dove sono impiegati per formalizzare le dinamiche

di contagio all’interno di una popolazione.

Come afferma Rogers (2003), un’innovazione si propaga in un sistema sociale o eco-

nomico attraverso reti di interazione, in modo del tutto analogo a come un’epidemia

si diffonde tramite il contagio interpersonale. Ne consegue che sebbene tali modelli

siano divenuti uno strumento fondamentale nell’epidemiologia, la loro versatilità ne

permette l’applicazione in diversi contesti quali le scienze sociali, la matematica e

l’economia, dove vengono utilizzati per modellare le fasi di espansione e maturazione

di un processo complesso.

La modellazione di un processo di diffusione si basa sull’equazione logistica, formu-

lata per la prima volta da Verhulst (1838) e usata originariamente nel campo delle

scienze naturali per descrivere processi di crescita, come la diffusione di una malat-

tia. L’equazione logistica è definita dalla seguente equazione differenziale del primo

ordine:

f ′(t) = k
f(t)

α
[α− f(t)] , t > 0

dove f ′(t) denota la derivata prima di f(t), ossia il tasso di variazione del livello

di adozione dell’innovazione nel tempo. Tale tasso risulta pari alla differenza tra la

capacità massima α e il livello corrente di adozione f(t), moltiplicata per kf(t)/α,

che rappresenta l’effetto del contagio.

I modelli di diffusione più noti ad oggi sono i seguenti: il modello di Fourt e Wood-
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lock (1960), che prevede una crescita esponenziale asintotica; il modello logistico di

Mansfield (1961), incentrato sul tasso di imitazione tra potenziali acquirenti; il mo-

dello di Bass (1969), il più recente e ampiamente riconosciuto modello di diffusione,

che si basa sui due modelli precedenti, superandone le limitazioni.

1.1 Modello di Bass

Il modello proposto da Bass (1969) costituisce l’approccio analitico maggiormente

utilizzato per la previsione dello sviluppo di nuovi fenomeni. La sua struttura si

basa su premesse teoriche che scompongono il processo di espansione in meccanismi

ben distinti, permettendo di interpretare le dinamiche di diffusione in modo efficace.

Un’ipotesi fondamentale dei modelli di diffusione riguarda il limite di espansione,

definito originariamente da Bass come il livello massimo raggiungibile nell’intero

orizzonte temporale del processo studiato. Tale soglia è considerata costante nel

tempo e viene stimata nella fase iniziale della propagazione, ovvero nel momento in

cui la nuova dinamica si innesca all’interno del sistema.

Il modello di Bass standard può essere definito da una equazione differenziale di

prim’ordine:

z′(t) =

(︃
p+ q

z(t)

m

)︃(︁
m− z(t)

)︁
, (1.1)

in cui si osserva che la variazione del processo nel tempo, z′(t), è proporzionale al

volume residuo m− z(t), ottenuto come differenza tra m, l’ammontare complessivo

atteso, e z(t), la quantità cumulata fino al tempo t.

Il modello ipotizza che l’evoluzione in un dato istante dipenda da una componente

esterna e una interna. Inoltre, la progressiva attivazione di tale potenziale resi-

duo m − z(t) è guidata da due forze: la prima è rappresentata dal parametro p

(coefficiente di innovazione), che fa riferimento alle unità che attivano il processo

indipendentemente dalle decisioni altrui, solitamente sotto l’influenza di fattori eso-

geni o riforme strutturali; la seconda è indicata da q (coefficiente di imitazione) e

descrive chi intraprende la transizione in seguito all’interazione sistemica e all’os-

servazione dei risultati ottenuti da chi ha già avviato il cambiamento. Individui

con valori elevati di p sono detti innovatori (pionieri), mentre individui con valori

elevati di q sono detti imitatori (inseguitori). L’effetto di q è modulato dal rapporto

z(t)/m, che rappresenta l’effetto traino esercitato dai contesti già sviluppati sulle

unità ancora inattive. La componente imitativa infatti, inizia ad agire solo quando
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z(t)/m è diverso da zero; questo dimostra come le dinamiche di imitazione si atti-

vino all’interno del sistema esclusivamente dopo che le prime unità hanno innescato

in totale autonomia il processo di diffusione.

Osservando la Figura 1.1 è possibile analizzare l’impatto dei parametri p e q sulla

dinamica di diffusione. I grafici riportano sia i livelli cumulati, che seguono il tipico

andamento a “S” (grafico di sinistra), sia le variazioni istantanee, caratterizzate da

una forma a campana (grafico di destra). In tutti gli scenari, il processo ha lo stesso

volume complessivo atteso fissato a m = 100. Ciò che varia è la rapidità con cui tale

soglia viene raggiunta: un aumento del coefficiente di innovazione p (linea punteg-

giata) anticipa l’avvio del processo, portando a una crescita iniziale più marcata e a

un raggiungimento prematuro del picco espansivo. Una diminuzione del coefficiente

di imitazione q (linea tratteggiata), rallenta la fase di crescita, appiattendo la curva

e posticipando il momento di massima diffusione rispetto allo scenario base (linea

continua). In sintesi, valori più elevati dei parametri accelerano l’intero processo

diffusivo, mentre valori contenuti ne dilatano la durata nel tempo.

Figura 1.1: Tre processi di diffusione cumulativa z(t), a sinistra e istantanea a destra,
con diversi parametri p e q. Il volume complessivo massimo m è fissato a m=100
(Guidolin (2024)).

Un pregio del modello di Bass è che possiede una soluzione esplicita: data la con-

dizione iniziale y(0) = 0, che indica l’assenza di accumulazione nell’istante in cui

prende avvio il processo, si ottiene:

y(t) =
1− e−(p+q)t

1 + q
p
e−(p+q)t

, (1.2)

che assume valori tra 0 e 1.
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Poiché z(t) = my(t) la può essere riscritta come:

z(t) = m
1− e−(p+q)t

1 + q
p
e−(p+q)t

= my(t), (1.3)

dove z(t) sono adozioni cumulate.

Il modello di Bass standard presenta notevoli vantaggi, tra cui semplicità, facilità di

interpretazione e parsimonia, richiedendo per la sua applicazione la sola conoscenza

del numero di adozioni aggregate. Questa versatilità ne ha favorito la diffusione

anche al di fuori del tradizionale settore dei beni di consumo, permettendone l’ap-

plicazione a processi di diffusione di svariate categorie di innovazione.

Il modello presenta però anche alcune limitazioni operative. In primo luogo, la stima

dei parametri richiede la disponibilità di una serie storica di osservazioni sufficien-

temente ampia; di conseguenza, il modello non può essere impiegato per effettuare

previsioni nella fase antecedente all’avvio del processo. In secondo luogo il modello

si fonda sull’ipotesi di un volume potenziale m costante nel tempo, un’assunzione

che spesso si rivela poco realistica ed eccessivamente restrittiva all’interno di scenari

macroeconomici complessi e soggetti a continui mutamenti strutturali.

1.2 Stima dei parametri

Esistono molteplici approcci statistici per la stima di parametri per i modelli non

lineari, quali la massima verosimiglianza, la quasi-verosimiglianza, gli stimatori ro-

busti e quelli bayesiani. Nell’ambito del modello di Bass (1969) la tecnica dei Minimi

Quadrati Non Lineari (NLS) rappresenta la procedura più diffusa per la stima dei

parametri. Se ne descrive ora la struttura matematica.

Si consideri un insieme di osservazioni (x1, y1), (x2, y2), . . . , (xi, yi) con i = 1, . . . , n

e una funzione modello con f , la forma della funzione, nota,

y = f(x, θ) + ϵi, i = 1, 2, . . . , n, (1.4)

con E(ϵi) = 0, con xi ∈ Rk e yi ∈ R variabile risposta.

L’obiettivo è determinare il vettore dei parametri θ, ignoti, tale che la curva ap-

prossimi al meglio i dati osservati secondo il criterio dei minimi quadrati; ovvero il

vettore dei parametri θ, che minimizza la devianza, S(θ):
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S =
n∑︂

i=1

[yi − f(xi; θ)]
2, (1.5)

L’ostacolo principale nell’utilizzo di questo approccio consiste nella possibilità di

incorrere in minimi locali, che rendono difficile la ricerca del minimo globale della

funzione obiettivo. Inoltre, la stima θ̂ è una stima distorta, ma se gli errori ϵi so-

no indipendenti e identicamente distribuiti (i.i.d.) con varianza V (ϵ) = σ2, sotto

opportune condizioni di regolarità, θ̂ e S(θ̂)/(n− p) sono stimatori consistenti. As-

sumendo la normalità degli errori ϵi, la stima NLS coincide con la stima di massima

verosimiglianza.

Un’altra problematica deriva dalla mancanza di una soluzione in forma chiusa di

S(θ). Per l’ottimizzazione risulta necessario utilizzare procedure iterative che pos-

sono portare a problemi di tipo computazionale. Tuttavia, se f(xi; θ) è differenziabile

in θ e θ̂ è un punto interno di Θ, il problema si risolve differenziando e uguagliando

a zero S(θ).

Definito f(θ) = [f(x1, θ), f(x2, θ), . . . , f(xn, θ)]
T il vettore della funzione nei punti

osservati x1, x2, . . . , xn e y = [y1, y2, . . . , yn] il vettore della risposta, allora S(θ) può

essere riscritta come:

S(θ) = [y − f(θ)
]︁T
[y − f(θ)], (1.6)

Le equazioni normali f(θ) sono definite come:

−2J⊤[︁y − f(θ)
]︁
= 0, (1.7)

dove J = ∂f(θ)/∂θ è lo Jacobiano di f(ϑ).

Per trovare il minimo della funzione obiettivo, si utilizzano comunemente due algo-

ritmi iterativi: l’algoritmo di Gauss-Newton e l’algoritmo di Levemberg-Marquardt.

Il metodo di Gauss-Newton (Guidolin (2024)) è stato proposto originariamente da

Gauss per la risoluzione di problemi di minimi quadrati non lineari. L’aspetto

cruciale risiede nel fatto che tale approccio evita il calcolo delle derivate seconde

della funzione di regressione. Tali derivate, necessarie invece nel metodo di Newton

classico, possono risultare onerose sia in termini analitici che computazionali.

Per spiegare l’approccio in modo più accurato, si considera un vettore iniziale di

parametri θa, che può essere una buona approssimazione di θ̂.
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Si consideri lo sviluppo di Taylor del primo ordine del vettore:

f(θ) = [f(x1, θ), f(x2, θ), . . . , f(xn, θ)]
T , (1.8)

in un intorno del punto θa:

f(θ) ≈ (θa) + Ja(θ − θa), (1.9)

dove Ja è lo jacobiano in θa.

Sostituendo l’approssimazione 1.9 nella devianza:

S(θ) = [y − f(θ)]T [y − f(θ)], (1.10)

si ottiene l’approssimazione quadratica locale:

S(θ) ≈ [y − f(θa)− Ja(θ − θa)]
T [y − f(θa)− Ja(θ − θa)], (1.11)

Definendo ra = y − f(θa), δ = θ − θa, l’espressione della funzione obiettivo diventa:

S(θ) ≈ (ra − Jaδ)
⊤(ra − Jaδ). (1.12)

Il minimo δ̂ diventa ora più facile da ottenere, in quanto l’Equazione (1.12) è local-

mente lineare.

Pertanto riformulando il problema locale di ottimizzazione in questo modo: minδ ∥ra−
Jaδ∥2, se la matrice J⊤

a Ja è non singolare, la soluzione è:

δ̂ = (θa+1 − θa) = (J⊤
a Ja)

−1J⊤
a

[︁
y − f(θa)

]︁
= βa. (1.13)

L’aggiornamento dei parametri secondo il metodo di Gauss–Newton è quindi:

θa+1 = θa + (J⊤
a Ja)

−1J⊤
a

[︁
y − (θa)

]︁
= θa + βa. (1.14)

La procedura viene iterata fino al raggiungimento della convergenza.

Il secondo metodo proposto è quello di Levenberg-Marquardt un algoritmo di ot-

timizzazione non lineare che combina le caratteristiche del metodo di discesa del

gradiente e del metodo di Gauss-Newton.

Il metodo LM introduce una modifica all’algoritmo di Gauss-Newton, volta a elimi-

nare potenziali singolarità derivanti dalla matrice (JT
a Ja). Questo viene raggiunto
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attraverso l’integrazione di una matrice diagonale di rango pieno Da con elementi

positivi, definendo l’incremento dei parametri βa come:

βa = (J⊤
a Ja + ηaDa)

−1J⊤
a

[︁
y − (f(θa)

]︁
. (1.15)

Nel caso più elementare, si assume Da = Ip, ovvero la matrice identità. È importan-

te sottolineare come, in ogni caso, in corrispondenza della soluzione ottimale venga

soddisfatta la condizione di stazionarietà JT [y − f(θ)] = 0.

Tutti i metodi iterativi controllano la fase di arresto dell’algoritmo attraverso mol-

teplici modalità. La convergenza della procedura si basa su criteri di arresto che

monitorano le variazioni relative della funzione obiettivo, S(θ), oppure la variazione

della norma del vettore dei parametri θ.

Per un approfondimento rigoroso su tali aspetti metodologici, si rimanda ai contri-

buti di Hartley (1964) e Guidolin (2024).

1.3 Estensione del modello di Bass: GGM

Una delle assunzioni fondamentali del modello di Bass (BM) riguarda il limite di

espansione del processo, m. Nella formulazione classica del modello, si assume che

m venga determinata istantaneamente al momento dell’avvio del nuovo processo e

che rimanga invariata per tutta la dinamica di diffusione. Tale ipotesi implica che,

fin dal lancio dell’innovazione, esista una soglia ben definita di saturazione.

Questa assunzione da un lato contribuisce in modo decisivo alla semplicità analitica

del BM, favorendone la parsimonia, dall’altro rappresenta uno dei suoi principali

limiti sul piano teorico. Come osservato da Mahajan e Muller (1979), non vi è

una solida giustificazione teorica per imporre a priori un tetto di espansione fisso e

immutabile. Al contrario, nell’analisi di dinamiche complesse, risulta più rigoroso

concepire il limite di saturazione del processo come un’entità dinamica, soggetta a

evolversi nel tempo in risposta ai mutamenti del contesto di riferimento.

La possibilità che il limite massimo di espansione del processo possa variare nel

corso del tempo è oggetto di dibattito in letteratura fin dagli anni Settanta, e una

rassegna sistematica dei contributi più rilevanti su questo tema è proposta da Guseo

e Guidolin (2009).

Viene proposta da Guseo (2004) una generalizzazione del modello di Bass che con-

sidera una soglia di saturazione variabile, definita esplicitamente in funzione della

variabile temporale t :
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z′(t) = m(t)

[︃
p+ q

z(t)

m(t)

]︃ [︃
1− z(t)

m(t)

]︃
+m′(t)

z(t)

m(t)
. (1.16)

L’Equazione 1.16 descrive le adozioni istantanee z′(t) estendendo la struttura del

modello di Bass attraverso l’introduzione di una componente additiva, definita da

m′(t)z(t)/m(t). Tale termine incorpora in z′(t) l’effetto della variazione del poten-

ziale limite del processo m′(t), ponderato in base al livello di saturazione corrente

z(t)/m(t).

Nell’Equazione 1.16, la variazione del potenziale di m′(t) ha un effetto sulle adozioni

istantanee z′(t), che può essere:

• positivo e di rinforzo, se m(t) è crescente;

• negativo, se m(t) è decrescente.

Questo esprime il concetto secondo cui l’evoluzione del fenomeno subisce un’accele-

razione in presenza di una capacità in espansione, mentre un limite strutturale in

declino agisce da freno, rallentando l’intera traiettoria del processo.

L’Equazione 1.16 può essere riscritta come segue:

z′(t)m(t)− z(t)m′(t)

m2(t)
=

[︃
z(t)

m(t)

]︃′
=

[︃
p+ q

z(t)

m(t)

]︃ [︃
1− z(t)

m(t)

]︃
. (1.17)

Ponendo y(t) = z(t)/m(t), si ottiene subito la formula:

y′(t) =
[︁
p+ qy(t)

]︁[︁
1− y(t)

]︁
, (1.18)

che corrisponde al modello di Bass standard.

La generalizzazione del modello di Bass, in cui m(t) è dipendente dal tempo, am-

mette soluzione in forma chiusa

z(t) = m(t)

[︄
1− e−(p+q)t

1 + q
p
e−(p+q)t

]︄
. (1.19)

Dall’Equazione 1.19 si nota come la struttura di m(t) sia libera, e agisce come mol-

tiplicatore della dinamica del processo di diffusione espressa dai parametri p e q.
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La flessibilità di m(t) consente di adottare diverse specificazioni funzionali, ciascu-

na idonea a rappresentare diverse ipotesi teoriche sull’evoluzione del potenziale di

espansione di un processo.

L’analisi delle dinamiche di diffusione evidenzia come un processo d’innovazione sia

spesso dominato da instabilità, specialmente nella fase iniziale, la cosiddetta fase

di incubazione. Per superare tale criticità e innescare il cambiamento, i sistemi

socio-economici necessitano di interventi esterni (quali politiche di incentivi, diret-

tive istituzionali o shock informativi) il cui impatto risulta determinante e richiede

una rappresentazione modellistica adeguata.

L’assunzione centrale di questo approccio è che tali stimoli esterni agiscano diretta-

mente sulla capacità ricettiva del sistema: il parametro m perde quindi la sua natura

di parametro costante per diventare una variabile dipendente dall’intensità e dal-

l’efficacia di questi vettori di spinta. Questo implica una distinzione fondamentale:

la propagazione dello stimolo (fase informativa) e l’effettiva transizione del sistema

non sono processi sovrapponibili, ma fasi distinte che devono essere modellate sepa-

ratamente per catturare la reale complessità del processo di diffusione.

A partire da queste considerazioni Guseo e Guidolin (2009) hanno proposto un

modello in cui il massimo potenziale di espansione del processo dipende dalla pro-

pagazione degli stimoli all’interno del sistema.

Nel modello GGM (Guidolin (2024)) la struttura originaria del BM viene genera-

lizzata ipotizzando che la capacità limite dinamica m(t) sia funzione di un processo

di diffusione informativa che co-evolve con la traiettoria di transizione del fenomeno

osservato. In particolare, tale soglia di saturazione dinamica m(t) è definita secondo

una struttura simile a quella del modello di Bass:

m(t) = K

√︄
1− e−(pc+qc)t

1 + qc
pc
e−(pc+qc)t

. (1.20)

Il parametro pc descrive l’innesco autonomo del nuovo processo, definendo la pro-

pensione ad un mutamento strutturale in modo indipendente. Il parametro qc rap-

presenta l’effetto di trascinamento che quantifica le forze che propagano lo stimolo

all’interno del tessuto socio-economico, innescando una dinamica di adattamento

imitativo che ne accelera la diffusione. Il parametro K è il parametro di scala del

processo tale per cui limt→+∞ m(t) = K, ovvero la condizione teorica in cui il siste-

ma ha saturato integralmente la sua capacità ricettiva potenziale. Nell’Equazione
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(1.20), i parametri pc e qc governano pertanto la dinamica di propagazione del pro-

cesso informativo o tecnologico.

Secondo la teoria delle reti richiamata da Cohen e Levinthal (1990), il mercato può

essere rappresentato come un grafo in cui l’informazione fluisce attraverso le con-

nessioni (archi) tra individui (nodi). Poiché il numero di possibili interazioni in una

rete di N nodi cresce quadraticamente (N2), il modello GGM assume che il volume

di comunicazione h(t) evolva nel tempo seguendo la struttura logistica (curva a “S”)

tipica del modello di Bass, replicando cos̀ı i meccanismi di innovazione e imitazione

propri del passaparola. Sebbene questa formulazione teorica nasca per descrivere

dinamiche prettamente commerciali, la medesima architettura logica può essere ap-

plicata all’evoluzione di processi macroeconomici complessi. Conseguentemente per

ricavare la dimensione potenziale di m(t) a partire dalla dinamica delle connessioni,

è necessario applicare la radice quadrata:

m(t) ≈
√︁

h(t) =⇒ m(t) = K

√︄
1− e−(pc+qc)t

1 + qc
pc
e−(pc+qc)t

(1.21)

In sintesi, la radice quadrata ridimensiona la diffusione “virale” delle connessioni

per restituire il numero effettivo di unità coinvolte.

Il GGM presenta la seguente struttura cumulativa:

z(t) = K

√︄
1− e−(pc+qc)t

1 + qc
pc
e−(pc+qc)t

[︄
1− e−(ps+qs)t

1 + qs
ps
e−(ps+qs)t

]︄
(1.22)

Nell’Equazione (1.22), l’evoluzione cumulata del processo z(t) viene descritta come

il prodotto di due fasi separate e distinte: la fase di propagazione dell’informazione

governata dai parametri pc e qc; la fase di transizione, governata dai parametri ps e

qs, come nel modello di Bass.

Si noti infine che il modello di Bass può essere visto come un caso speciale del GGM

in cui la velocità di propagazione dello stimolo è infinita. Sotto tale ipotesi, l’inte-

ro bacino delle potenziali unità coinvolte è considerato pienamente accessibile non

appena il processo si innesca (m(t) = K), esaurendo istantaneamente la fase di dif-

fusione informativa, la quale non esercita, pertanto, alcun vincolo temporale sulla

successiva dinamica di transizione materiale.
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La Figura 1.2 descrive tre traiettorie evolutive che differiscono per i valori di pc

e qc, mantenendo invariati ps e qs. A seconda dell’intensità con cui si propaga lo

stimolo all’interno del sistema (espressa dai valori di pc e qc), l’intero processo di

diffusione può risultare più rapido o più lento. Ad esempio, un processo di propaga-

zione estremamente efficace (es. pc=0.01 e qc=0.9) porterà a una rapida espansione

del limite strutturale, con effetti positivi sull’intera traiettoria evolutiva. Al contra-

rio, una dinamica di propagazione debole (es. pc=0.001 e qc=0.05) causerà un lento

sviluppo della capacità limite e finirà per rallentare l’effettiva transizione del sistema.

Figura 1.2: Tre processi di diffusione cumulativa z(t), a sinistra e istantanea a destra,
con diverse combinazioni dei parametri pc e qc. I parametri ps=0.001 e qs=0.2 sono
mantenuti costanti. Il parametro K è fissato a K = 100 (Guidolin (2024)).
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Capitolo 2

Evoluzione delle emissioni di CO2

2.1 Descrizione dei dati

I dati utilizzati per le analisi di questa tesi sono stati raccolti dalla piattaforma Our

World in Data, un sito di ricerca che raccoglie e aggrega dati provenienti da fonti

ufficiali e istituzionali a livello internazionale. Sono stati selezionati e utilizzati i

dati relativi alle emissioni di anidride carbonica (CO2), disponibili per tutti i paesi

del mondo su base annuale.

Il dataset considera le emissioni di CO2 di ciascun paese per ogni anno, fornendo

una visione completa devoluzione temporale delle emissioni a livello nazionale. Per

ottenere un confronto più equo e significativo tra i diversi paesi, si è deciso di consi-

derare anche le emissioni di CO2 pro capite, calcolate dividendo l’emissione totale di

ciascun paese per la sua popolazione annuale. I dati sulla popolazione totale anno

per anno di ciascun paese sono stati anch’essi reperiti dalla medesima piattaforma.

L’obiettivo dell’analisi è modellare l’andamento temporale delle emissioni di CO2

attraverso l’applicazione del modello di Bass e delle sue estensioni. Tale approccio

consente di descrivere analiticamente la traiettoria delle emissioni, identificandone le

fasi di crescita e la tendenza verso un potenziale livello massimo o di stabilizzazione.

In questo contesto, i parametri del modello vengono reinterpretati come indicatori

delle dinamiche macroeconomiche e strutturali (interne ed esterne) che guidano l’e-

voluzione dell’impatto ambientale di un paese nel corso del tempo.

Va inoltre osservato come la lunghezza delle serie storiche differisca da paese a pae-

se: tutte le serie terminano nel 2023, ma l’anno di inizio rilevazione varia a seconda

della storia e dello sviluppo di ciascun paese. Per esempio si possono riportare i casi

estremi del Regno Unito con una serie che ha inizio nel 1750 (274 oss) e il Kosovo
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con inizio nel 2004 (20 oss). Tale diversità implica che le stime effettuate sulle sin-

gole serie debbano tenere conto della differente lunghezza storica disponibile.

Infine, come ulteriore variabile d’interesse, è stata inclusa nell’analisi la classifica-

zione dei paesi per fasce di RNL (Reddito Lordo Nazionale) pro capite, ottenuta

dal sito World Bank. Tale indicatore è calcolato sommando il PIL e redditi netti

ricevuti dall’estero e dividendo per la popolazione totale.

2.1.1 Selezione dei paesi

Pur avendo a disposizione più di 200 serie storiche si è valutato di restringere le

analisi ai paesi che presentano rilevazioni di emissioni a partire almeno dal 1900 in

modo da poter ponderare al meglio l’evoluzione temporale del fenomeno oggetto di

analisi. In Tabella 2.1 vengono riportati i paesi selezionati.

Tabella 2.1: Paesi selezionati

Argentina Armenia Australia

Austria Azerbaigian Bielorussia

Belgio Bolivia Bosnia ed Erzegovina

Brasile Bulgaria Canada

Cile Cina Colombia

Costa Rica Croazia Repubblica Ceca

Danimarca Ecuador Estonia

Finlandia Francia Georgia

Germania Grecia Guatemala

Ungheria India Indonesia

Italia Giappone Kazakistan

Kirghizistan Lettonia Lituania

Malesia Messico Moldavia

Montenegro Paesi Bassi Nuova Zelanda

Nicaragua Macedonia del Nord Norvegia

Perù Polonia Portogallo

Romania Russia Serbia

Slovacchia Slovenia Sudafrica

Spagna Svezia Svizzera

Taiwan Tagikistan Turchia

Turkmenistan Ucraina Regno Unito

Stati Uniti Uruguay Uzbekistan

Venezuela Vietnam

Per avere una visione d’insieme dell’evoluzione delle emissioni di CO2 pro capite
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nelle Figure 2.1, 2.2, 2.3, 2.4, vengono rappresentate graficamente le serie storiche

dei paesi selezionati. Si è deciso di raggruppare le serie per continente in modo da

rendere più leggibili i grafici.

Figura 2.1: Emissioni di CO2 dei paesi appartenenti al continente europeo

La Figura 2.1 illustra l’andamento storico delle emissioni di CO2 pro capite in Euro-

pa. Il grafico evidenzia il ruolo precursore del Regno Unito, il cui sviluppo industriale

anticipato si riflette in una serie storica significativamente più lunga rispetto agli al-

tri paesi. A partire dal 1950, si registra una rapida crescita generalizzata legata

al boom economico post-bellico, che ha aumentato le emissioni pro capite da una

media di 2-5 tonnellate a valori compresi tra 10 e 15 tonnellate. Una netta inver-

sione di tendenza si osserva tuttavia nel 1990-1991 nei paesi dell’ex URSS, dove il

crollo economico e industriale post-sovietico ha causato una drastica riduzione delle

emissioni. A partire dagli anni 2000, l’analisi delle serie storiche sembra suggerire

l’emergere di due dinamiche prevalenti:

• un orientamento verso la riduzione dei livelli di CO2 che sembra interessare

gran parte dei paesi dell’Europa occidentale;

• una minore dispersione tra le curve nazionali che potrebbe riflettere un pro-

cesso di graduale uniformazione degli stili di vita e delle politiche energetiche

a livello continentale.
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Figura 2.2: Emissioni di CO2 dei paesi appartenenti al continente americano

In Figura 2.2 si osservano le serie dei paesi del continente americano. A prevalere,

come ci si aspettava, ci sono le serie di USA e Canada seguite da Venezuela, Argen-

tina e Messico. Osservando in particolare la serie degli Stati Uniti si riconoscono i

diversi momenti storici del paese come il primo picco raggiungo negli anni 1920 se-

guito dal crollo della crisi del 1929 che inevitabilmente ha influenzato negativamente

tutti gli altri paesi. Come per i paesi Europei dopo una fase di crescita si ha una fase

più stazionaria e di declino dovute alle riduzioni di emissioni. Diversa invece la si-

tuazione per i paesi del Sud America che registrano tutt’ora una fase di lenta crescita.

In Figura 2.3 vengono rappresentate le serie dei paesi Asiatici. Risulta da subito

evidente come lo sviluppo di tutti i paesi è successivo rispetto ai continenti visti

in precedenza. La crescita di emissioni e il relativo sviluppo dei paesi avviene in-

fatti poco prima del 1950. Particolarmente evidente risulta la forte diminuzione di

emissioni di tutti i paesi legati all’Unione Sovietica, come Azerbaijan, Kazakistan e

Uzbekistan a seguito dello scioglimento dell’URSS.

Da osservare Cina e India che in termini assoluti risultano tra i maggiori emettitori

di anidride carbonica, mentre se si vanno a considerare le emissioni pro capite, i

valori risultano notevolmente inferiori in quanto rapportati alla vasta densità demo-

grafica.
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Figura 2.3: Emissioni di CO2 dei paesi appartenenti al continente asiatico

Per il continente Africano e Oceanico solo pochi paesi presentano serie con osserva-

zioni a partire da almeno il 1900. I paesi selezionati sono Australia e Nuova Zelanda

per l’Oceania mentre il Sud Africa per l’Africa come si osserva in Figura 2.4.

Figura 2.4: Emissioni di CO2 dei paesi appartenenti al continente africano e oceanico
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2.2 Analisi con il modello di Bass

A seguito dell’analisi preliminare degli andamenti storici nazionali, si è deciso di

applicare il Modello di Bass per formalizzare le dinamiche evolutive delle emissio-

ni di CO2. La fase esplorativa ha infatti evidenziato come la traiettoria di queste

curve sia strettamente intrecciata al percorso storico ed economico di ogni singola

nazione.

L’applicazione del modello di Bass offre quindi l’opportunità di interpretare l’ac-

cumulazione emissiva come un vero e proprio processo di diffusione industriale e

tecnologico. La scomposizione della curva attraverso i parametri m, p e q permette

di decodificare analiticamente le diverse fasi di tale fenomeno. In questo specifico

contesto analitico, il parametro p assume il ruolo di coefficiente di innesco autonomo,

andando a quantificare la capacità originaria del paese di avviare i propri processi di

industrializzazione in modo indipendente. Il parametro q descrive invece l’intensità

della successiva fase di espansione e consolidamento, misurando la velocità con cui

il sistema produttivo interno diffonde tali dinamiche di crescita su larga scala.

Si è applicato quindi il modello di Bass per la singola serie storica di ciascun dei paesi

selezionati. Questo modello risulta particolarmente utile grazie alla sua semplicità

e parsimonia, ma allo stesso tempo è in grado di descrivere in maniera piuttosto

precisa l’andamento del fenomeno oggetto di studio.

2.2.1 Risultati

L’applicazione del modello di Bass all’intero dataset ha prodotto risultati eterogenei

che riflettono la crescita e lo sviluppo dei paesi considerati. I valori puntuali dei

parametri stimati (m, p, q) per tutte le serie analizzate sono riportati integralmente

nella Tabella A.1 in Appendice.

In questo paragrafo, ci si sofferma sull’analisi di alcuni casi rappresentativi, utili a

interpretare il significato dei parametri.

Stati Uniti d’America

In Tabella 2.2 e in Figura 2.5 si possono vedere i risultati ottenuti applicando il mo-

dello di Bass alle emissioni di CO2 degli Stati Uniti. L’analisi dei parametri stimati

offre una conferma delle ipotesi riguardanti l’evoluzione storica delle emissioni nei

paesi di prima industrializzazione.

La serie storica delle emissioni di CO2 negli Stati Uniti risulta essere in una fase

matura, caratterizzata da un andamento stabile o decrescente. Questo viene con-

fermato dalla stima del parametro m, che riporta un errore standard contenuto. Il
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Stime Std.Error Inferiore Superiore p-value

m 2707.42 33.72000 2641.33 2773.51 < 0.001∗∗∗

p 0.000137 0.00001 0.000126 0.000147 < 0.001∗∗∗

q 0.031053 0.00045 0.030175 0.031932 < 0.001∗∗∗

Tabella 2.2: Stime dei parametri del BM per le emissioni di CO2 negli Stati Uniti.

Figura 2.5: BM per le emissioni di CO2 annuali degli Stati Uniti.

parametro p sebbene in valore assoluto possa sembrare piccolo, è superiore di un

ordine di grandezza rispetto a quello dei paesi emergenti (es. Cina o India, che

si attestano su 10−5 o 10−6). Questo conferma che il processo di emissione negli

USA è stato innescato da una forte componente di adozione spontanea e precoce,

tipica di chi sviluppa per primo la tecnologia industriale senza dover “aspettare”

di imitarla. Il parametro q assume un valore moderato descrivendo una dinamica

di diffusione diluita su un orizzonte temporale molto esteso coerente con la lunga

storia industriale del paese.

Osservando i p-value, tutti e tre i parametri risultano statisticamente significativi,

indicando che il modello di Bass interpreta correttamente la struttura del processo

emissivo statunitensi.

Italia

In Tabella 2.3 e in Figura 2.6 vengono mostrati i risultati ottenuti applicando il

modello di Bass alle emissioni di CO2 dell’Italia.
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Stime Std.Error Inferiore Superiore p-value

m 632.6342 12.0467 609.0231 656.2452 < 0.001∗∗∗

p 0.000039 0.000002 0.000035 0.000045 < 0.001∗∗∗

q 0.050157 0.000801 0.048587 0.051727 < 0.001∗∗∗

Tabella 2.3: Stime dei parametri del BM per le emissioni di CO2 in Italia

Figura 2.6: BM per le emissioni di CO2 annuali dell’Italia.

Similmente a quanto osservato per gli Stati Uniti, anche la serie storica italiana

evidenzia una progressiva stabilizzazione delle emissioni cumulative pro capite. La

stima del parametro m risulta statisticamente significativa e ben definita, confer-

mando che l’Italia ha ormai completato la fase espansiva della curva e si trova in

una fase di stabilizzazione o decrescita. Analizzando i coefficienti di diffusione, si

delinea il profilo tipico di un sistema economico “imitatore”. Il parametro p assume

un valore estremamente contenuto, ad indicare una partenza iniziale lenta e uno

sviluppo industriale tardivo rispetto, ad esempio, al caso degli USA mostrato pre-

cedentemente. Il parametro q, invece, risulta decisamente più elevato e dominante:

questo indica che, superata l’inerzia iniziale, il processo di crescita delle emissioni

è avvenuto a ritmi sostenuti, trainato quasi esclusivamente da dinamiche interne di

adozione.

Anche per questa serie il Modello di Bass interpreta correttamente la struttura, come

dimostrato dal fatto che tutti e tre i parametri risultano statisticamente significativi.
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Cina

In Tabella 2.4 e in Figura 2.7 vengono riportati i valori ottenuti applicando il modello

di Bass alle emissioni di CO2 della Cina.

Stime Std.Error Inferiore Superiore p-value

m 1862.261 327.6698 1220.040 2504.482 < 0.001∗∗∗

p 0.000014 0.000002 0.000010 0.000018 < 0.001∗∗∗

q 0.049824 0.000563 0.048249 0.050459 < 0.001∗∗∗

Tabella 2.4: Stime dei parametri del BM per le emissioni di CO2 in Cina.
.

Figura 2.7: BM per le emissioni di CO2 annuali della Cina.

Diversamente dai due casi precedenti, la Cina risulta essere un paese in forte via

di sviluppo. Questo si riflette nell’andamento della serie delle emissioni di CO2

ancora nella sua fase di massima crescita. La serie storica non mostra segnali di

rallentamento, evidenziando un andamento di tipo esponenziale che non ha ancora

raggiunto il punto di flesso.

Il parametro m, pur risultando significativo presenta un errore standard elevato.

Questo indica che, sebbene il modello riesca a individuare un ”tetto” di espansione,

la mancanza di un chiaro rallentamento nei dati rende la stima di tale parametro

incerta e soggetta a un ampio intervallo di confidenza. Il parametro p assume un

valore molto più basso se confrontato con il valore p dei due paesi precedenti. Que-

sto conferma che la fase iniziale del processo di accumulo di CO2 in Cina è stata

estremamente lenta. Il parametro più rilevante, se confrontato con quello degli altri
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paesi, è il coefficiente di imitazione q. Il valore stimato elevato conferma che l’attuale

traiettoria delle emissioni è trainata quasi esclusivamente da dinamiche interne di

espansione industriale. Considerata la forte spinta descritta da q e l’incertezza per

il parametro m, il modello prospetta una fase di crescita destinata a perdurare nel

breve periodo.

2.3 Analisi con il modello GGM

Una delle ipotesi caratterizzanti del modello di Bass riguarda la dimensione del

parametro m, inteso come livello di saturazione asintotico, il cui valore si assume

determinato all’avvio del processo di emissione e costante lungo l’intero orizzonte

temporale. Il modello GGM, Guseo e Guidolin (2009), è una generalizzazione del-

l’approccio di Bass nel quale si ipotizza che il mercato potenziale m non sia fisso,

bens̀ı funzione di un processo latente di diffusione che co-evolve con la dinamica di

accumulazione delle emissioni stesse.

Anche in questo caso, come specificato per il BM nel Capitolo 2.2 i diversi paramenti

del GGM non vanno interpretati in senso letterale. I parametri pc e qc descrivono

l’evoluzione del potenziale economico e industriale del paese. Non rappresentano

quindi la “diffusione di informazioni”, ma la velocità con cui un paese acquisisce

le tecnologie necessarie per svilupparsi. I parametri ps e qs hanno invece l’analoga

interpretazione data ai parametri p e q nel modello di Bass.

Nel GGM il “limite” delle emissioni non è fisso fin dall’inizio. Il potenziale m(t) varia

nel tempo insieme allo sviluppo economico: un paese può emettere alti livelli di CO2

solo nel momento in cui il si è modernizzato (processo guidato da pc e qc). Infine

il parametro K indica il livello massimo di emissioni pro capite verso cui il paese

tende una volta completata la piena transizione industriale e raggiunto il massimo

sviluppo delle proprie infrastrutture.

2.3.1 Risultati

L’estensione delle analisi con il modello Guseo e Guidolin (GGM) ha prodotto risul-

tati articolati, permettendo di catturare meglio le specificità evolutive delle diverse

storie industriali considerate. I valori dei cinque parametri stimati (K, pc, qc, ps, qs)

per tutte le serie analizzate sono riportati nella Tabella A.2.

In continuità con quanto esposto in precedenza, vengono riesaminati i paesi già og-

getto di studio con il Modello di Bass, con l’obiettivo di evidenziare le differenze
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nelle stime e valutare l’apporto informativo del nuovo modello.

L’estensione delle analisi al modello di Guseo e Guidolin (GGM) restituisce risultati

articolati. La struttura a cinque parametri (K, pc, qc, ps, qs) nasce per catturare di-

namiche asimmetriche e shock strutturali all’interno delle diverse storie industriali,

a livello empirico essa si scontra frequentemente con il reale contenuto informativo

delle serie storiche analizzate. Come anticipato, l’applicazione di un set parame-

trico cos̀ı ampio su traiettorie di emissione di anidride carbonica spesso prive di

fluttuazioni complesse comporta il rischio di sovra-parametrizzazione, traducendosi

in stime non sempre statisticamente significative per i parametri pc e qc.

I valori dei cinque parametri stimati per tutte le serie in esame sono riportati nel-

la Tabella A.2. In rigorosa continuità logica con quanto esposto in precedenza, la

trattazione procede ora a riesaminare i paesi già assunti come casi di studio per il

modello di Bass. L’obiettivo di questo confronto è duplice: da un lato, evidenziare

le differenze nelle stime dell’asintoto e dei tassi di diffusione; dall’altro, valutare cri-

ticamente l’effettivo apporto informativo del nuovo modello, distinguendo in modo

oggettivo i casi in cui la maggiore flessibilità del GGM risulta empiricamente giusti-

ficata da quelli in cui la robustezza e la parsimonia del modello di Bass rimangono

la scelta preferibile.

Stati Uniti d’America

In Tabella 2.5 e in Figura 2.8 vengono riportati i risultati ottenuti applicando il

modello GGM ai dati Statunitensi.

Stime Std.Error Inferiore Superiore p-value

K 3470.748 40.0168 3392.316 3549.179 < 0.001∗∗∗

pc 0.000010 0.000002 0.000007 0.000013 < 0.001∗∗∗

qc 0.085296 0.001973 0.081428 0.089163 < 0.001∗∗∗

ps 0.000274 0.000005 0.000264 0.000283 < 0.001∗∗∗

qs 0.022536 0.000270 0.022006 0.023066 < 0.001∗∗∗

Tabella 2.5: Stima dei parametri del GGM per le emissioni di CO2 negli Stati Uniti

Il parametro K mostra un valore maggiore al parametro m stimato col modello di

Bass. Questa differenza indica che il modello BM, che presenta vincoli più rigidi

sulla forma della curva analizzata, sottostimava il mercato potenziale, qui inteso

come sviluppo economico massimo raggiungibile, mentre il GGM, distinguendo tra

la fase di accelerazione iniziale (qc) e la fase di maturità (qs), restituisce una stima di

K decisamente più realistica e coerente con la storia economica statunitense. Anche
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Figura 2.8: GGM per le emissioni di CO2 annuali degli Stati Uniti d’America

applicando il GGM i valori pc e ps, sebbene possano apparire contenuti in termini

assoluti, risultano elevati se confrontati con quelli degli altri paesi. Questo conferma

quanto riportato in precedenza, identificando gli Stati Uniti come un “first mover”

industriale. Tutti i parametri (K, pc, qc, ps, qs) sono statisticamente significativi ad

indicare come l’inclusione di un mercato potenziale dinamico che dipende dai pa-

rametri della fase “complessa” iniziale (pc, qc), appaia una scelta particolarmente

idonea per descrivere l’evoluzione delle emissioni.

Per confrontare la bontà di adattamento e la complessità dei modelli è stato calcolato

l’AIC sia per il modello di Bass che per il GGM. Come si osserva in Tabella 2.6 il

GGM riporta un AIC più basso a ulteriore conferma di quanto precedentemente

evidenziato.

Modello di Bass Modello GGM

AIC 1608.26 939.58

Tabella 2.6: AIC a confronto tra BM e GGM degli Stati Uniti

Italia

In Tabella 2.7 e in Figura 2.9 vengono mostrati i risultati ottenuti applicando il

modello GGM ai dati dell’Italia.

I risultati ottenuti applicando il GGM sono opposti a quanto osservato per gli Stati

Uniti.



2.3. Analisi con il modello GGM 27

Stime Std.Error Inferiore Superiore p-value

K 632.6345 12.1224 608.8750 656.3939 < 0.001∗∗∗

pc 0.0145 28.5242 -55.8919 55.9209 1.000

qc 2.1210 792.9055 -1551.945 1556.187 0.998

ps 0.000040 0.000002 0.000035 0.000045 < 0.001∗∗∗

qs 0.050157 0.000806 0.048578 0.051737 < 0.001∗∗∗

Tabella 2.7: Stima dei parametri del GGM per le emissioni di CO2 in Italia

Analizzando le stime, emerge una coincidenza quasi perfetta con i risultati ottenuti

mediante il Modello di Bass standard. Il parametro K è stimato pari a 632.63,

valore identico al parametro m del modello precedente. Analogamente, i parametri

della componente stabile (ps e qs) ricalcano esattamente i valori di p e q già discussi,

mantenendo la medesima significatività statistica.

Al contrario, i parametri pc e qc risultano privi di significatività statistica e sono

affetti da errori standard elevati. La serie storica italiana è descritta in modo esau-

stivo da una curva senza presentare quelle complessità strutturali o shock iniziali

che richiederebbero la flessibilità aggiuntiva del GGM.

L’analisi conferma quindi che per l’Italia non vi è stato alcun guadagno informativo

nell’introdurre il concetto di mercato potenziale dinamico. Il processo di diffusione

è stato lineare e omogeneo, confermando la diagnosi di un paese imitatore che ha

seguito un percorso di industrializzazione standard, a differenza di economie più

complesse come quella americana.

Figura 2.9: GGM per le emissioni di CO2 annuali dell’Italia
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Per quanto concerne l’AIC, come si osserva in Tabella 2.8, il modello di Bass riporta

un AIC inferiore a ulteriore conferma di quanto precedentemente spiegato.

Modello di Bass Modello GGM

AIC 621.78 625.78

Tabella 2.8: AIC a confronto tra BM e GGM dell’Italia

Cina

In Tabella 2.9 e in Figura 2.10 vengono riportati i risultati ottenuti applicando il

modello GGM ai dati Cinesi.

Stime Std.Error Inferiore Superiore p-value

K 4542.120 6609.801 -8412.852 17497.090 0.493

pc 0.007371 0.006235 -0.004850 0.019592 0.239

qc 0.047640 0.053286 -0.056798 0.152079 0.373

ps 0.000007 0.000009 -0.000010 0.024372 0.395

qs 0.046674 0.003408 0.039996 0.053353 < 0.001∗∗∗

Tabella 2.9: Stima dei parametri del GGM per le emissioni di CO2 in Cina

Figura 2.10: GGM per le emissioni di CO2 annuali della Cina

L’analisi dei dati relativi alla Cina attraverso il modello GGM conferma le dinami-

che già emerse con il modello di Bass.

Anche con la maggiore flessibilità del modello GGM, il parametro di saturazione K
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risulta privo di significatività statistica e presenta un errore standard estremamente

elevato. Ciò indica che, analogamente al modello di Bass, anche il GGM non riesce

a identificare un “tetto” realistico nei dati osservati e l’algoritmo tende a proiettare

il mercato potenziale verso valori indeterminati.

I parametri di innovazione di entrambe le fasi (pc e ps) assumono valori prossimi allo

zero e risultano non significativi. Questo conferma che la fase iniziale del processo di

accumulo di CO2 in Cina è stata estremamente lenta. L’unico parametro a risultare

altamente significativo è il coefficiente qs. Tuttavia, con un valore cos̀ı elevato di K

la combinazione dei parametri descrive una crescita esponenziale nel breve periodo,

dimostrando che la complessità aggiuntiva del GGM non porta un reale beneficio

nella stima dell’andamento della curva.
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2.4 Analisi di raggruppamento

Le serie storiche analizzate condividono la tipica forma a campana propria dei pro-

cessi di diffusione, ma le traiettorie di emissione di CO2 dei singoli paesi presentano

differenze significative nelle tempistiche d’avvio e nelle velocità di crescita del pro-

cesso. Si è quindi deciso di utilizzare l’analisi dei gruppi per individuare tendenze

evolutive comuni all’interno del campione. L’intento metodologico non è invalida-

re le tradizionali classificazioni fondate su criteri geografici o macroeconomici, ma

proporre una prospettiva analitica complementare basata sull’effettivo andamento

delle serie storiche. Raggruppare i paesi secondo le loro specifiche dinamiche di ac-

cumulazione offre un vantaggio interpretativo per comprendere la vera natura del

fenomeno di emissione di CO2. I parametri stimati tramite il Modello di Bass, ov-

vero m, p e q, fungono da variabili discriminanti in quanto riescono a sintetizzare

l’intera evoluzione dello sviluppo industriale e della conseguente diffusione di CO2.

Questa strategia permette di aggregare i paesi sulla base della loro effettiva ma-

turità tecnologica e della velocità di espansione infrastrutturale, unendo paesi che

condividono il medesimo ritmo evolutivo pur potendo presentare livelli di reddito o

posizioni geografiche profondamente distanti.

Per fare questo si è scelto di utilizzare l’algoritmo delle K − medie. Un metodo

di raggruppamento non gerarchico finalizzato a partizionare un insieme di dati in

gruppi omogenei. Fissato a priori il numero di gruppi desiderati, indicato con K, la

procedura opera iterativamente spostando i centroidi dei gruppi in modo da mini-

mizzare la varianza totale intra-gruppo (Azzalini e Scarpa (2012)).

Un requisito fondamentale per garantire la robustezza dell’analisi dei gruppi e la

comparabilità dei risultati è l’omogeneità delle serie storiche analizzate. Serie di di-

versa lunghezza, infatti, potrebbero introdurre distorsioni nella stima dei parametri.

Per ovviare a questo problema, si è fissato per tutti i paesi l’anno 1900 come inizio

dell’osservazione. In questo modo si sono ottenute serie della medesima lunghezza

composte da 123 osservazioni riferite al medesimo orizzonte temporale.

2.4.1 Risultati

Per ottenere dei parametri confrontabili per l’algoritmo di raggruppamento, il Mo-

dello di Bass è stato ri-stimato su tutte le serie storiche imponendo un orizzonte

temporale comune con inizio fissato al 1900 (come riportato in Tabella A.3). Que-

sto si è reso necessario poichè, a differenza dell’indagine individuale dove è stato

fondamentale sfruttare l’interezza di ogni singola serie disponibile (per catturare la
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traiettoria evolutiva completa e le peculiarità originarie di ciascun stato), per l’appli-

cazione di un algoritmo di raggruppamento è necessario avere uno spazio temporale

omogeneo per tutte le serie. Impostare un’identica finestra temporale garantisce che

i coefficienti stimati riflettano le dinamiche di emissione di anidride carbonica calate

nel medesimo contesto storico globale, permettendo un confronto veritiero e senza

distorsioni legate alla diversa profondità temporale dei dati di partenza. I nuovi

valori stimati di m, p e q sono stati successivamente standardizzati per evitare che

la scala emissiva globale m influenzasse in modo sproporzionato la formazione dei

gruppi, oscurando il contributo delle variabili di innesco e diffusione.

Il grafico di dispersione in figura 2.11, che mette in relazione i parametri stimati p

e q per tutti i paesi analizzati, evidenzia una relazione inversa di tipo non lineare.

La distribuzione dei punti permette di distinguere diverse traiettorie di sviluppo

economico.

Figura 2.11: Relazione tra p e q dei paesi suddivisi per continente

Nel quadrante in basso a destra si collocano i paesi con i valori di p più elevati:

qui è possibile riconoscere i paesi con una storia industriale più lunga, il cui svilup-

po ha anticipato quello del resto del mondo. Come ipotizzabile, paesi come USA,

Canada, Gran Bretagna, Belgio e Germania, che rappresentano il Nord America e

l’Europa Occidentale, si confermano come innovatori. Viceversa, in alto a sinistra
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si concentrano i paesi caratterizzati da valori di p bassi e valori di q elevati. Questa

combinazione indica uno sviluppo tardivo compensato da una rapida crescita. In

quest’area ricadono prevalentemente i paesi dell’Europa Orientale e la quasi totalità

del continente asiatico, ovvero i paesi imitatori.

Per la scelta del numero di gruppi ci si è basati su l’metodo del gomito, che con-

siste nell’analizzare l’andamento della somma delle distanze intra-gruppi (distanza

media delle osservazioni dal centroide del gruppo di appartenenza), al variare del

numero di gruppi, individuando il valore di K oltre il quale l’aggiunta di ulteriori

gruppi comporta solo una riduzione marginale della variabilità interna. L’applica-

zione congiunta di questo criterio analitico e delle necessità di indagine ha condotto

alla selezione di K = 5 gruppi, garantendo una sufficiente omogeneità numerica tra

le classi e, al contempo, restituendo una classificazione storicamente ed economica-

mente coerente con le dinamiche di emissione di CO2 oggetto di studio.

La Figura 2.12 rappresenta il grafico di dispersione dei paesi in funzione di p e q

evidenziando la classificazione in cinque gruppi ottenuta grazie all’algoritmo di K-

medie. Come si evince dal grafico l’algoritmo di raggruppamento riesce a separare

in maniera coerente i vari paesi.

Figura 2.12: Relazione tra p e q dei paesi suddivisi per gruppi
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In Figura 2.13, 2.14, 2.15, 2.16, 2.17 si mostrano i gruppi ottenuti evidenziandone

le diverse caratteristiche.

In Figura 2.13 vengono presentati i risultati relativi al primo gruppo. Sono compresi

prevalentemente i paesi dell’ex blocco sovietico (es. Russia, Ucraina, Kazakistan,

Romania) per un totale di 16 paesi (23%). Le serie mostrano una crescita estre-

mamente rapida concentrata nella seconda metà del Novecento, raggiungendo un

picco intorno al 1990, seguito da un crollo dovuto alla dissoluzione dell’URSS. Que-

sti paesi sono caratterizzati da un parametro p molto basso, dovuto ad uno sviluppo

ritardato rispetto ai paesi occidentali, ma da un q elevato. Il parametro q, in questo

contesto, cattura l’industrializzazione forzata e pianificata, che ha generato una dif-

fusione delle emissioni molto più veloce rispetto a una normale economia di mercato.

(a) Emissioni di CO2 dei paesi appartenenti al gruppo 1 (b) Parametri gruppo 1

Figura 2.13: Gruppo 1

In Figura 2.14 vengono presentati i risultati relativi al secondo gruppo. E’ il raggrup-

pamento più numeroso ed eterogeneo con 27 paesi presenti (39%), le serie riportano

una fase di latenza iniziale per poi registrare una forte crescita a partire dal dopo-

guerra. I paesi appartenenti a questo gruppo possono essere definiti degli “imitatori”

con il parametro p molto basso, indice appunto di uno sviluppo tardivo. Il para-

metro q è più elevato ad indicare che una volta avviato lo sviluppo l’adozione delle

tecnologie industriali (e quindi la crescita delle emissioni) avviene a ritmi sostenuti,

comprimendo in pochi decenni ciò che altri paesi hanno fatto in un secolo.
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(a) Emissioni di CO2 dei paesi appartenenti al gruppo 2 (b) Parametri gruppo 2

Figura 2.14: Gruppo 2

In Figura 2.15 vengono presentati i risultati relativi al terzo gruppo. Sono comprese

le economie di più antica industrializzazione (Stati Uniti, Regno Unito, Germania,

Francia, Belgio), per un totale di 8 paesi (12%). Le serie sono le più lunghe con un

inizio spesso precedente al 1900 e una fase di declino o stabilizzazione negli anni più

recenti. L’alto valore di p evidenzia che il processo di emissione è iniziato sponta-

neamente e molto presto. Il basso valore di q indica che la diffusione è stata lenta

e graduale, spalmata su oltre un secolo, contrariamente alla crescita “esplosiva” dei

paesi emergenti.

(a) Emissioni di CO2 dei paesi appartenenti al gruppo 3 (b) Parametri gruppo 3

Figura 2.15: Gruppo 3
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In Figura 2.16 vengono presentati i risultati relativi al quarto gruppo. Sono raccolti

i paesi con andamento delle emissioni di CO2 non regolare, non con la classica for-

ma a campana tipica dei processi di diffusione ai quali si applica il modello di Bass.

Questo cluster risulta essere il meno numeroso con solo 5 stati presenti (7%). Alcuni

paesi mostrano una crescita esponenziale solo negli ultimi anni di analisi senza segni

di flessione; altri hanno andamenti oscillatori e irregolari. Caso estremo è l’Austria

che registra un forte picco a inizio 900 verosimilmente dovuto alla produzione belli-

ca durante la prima guerra mondiale con conseguente calo drastico a seguito della

sconfitta e solo successivamente un andamento di crescita più regolare.

(a) Emissioni di CO2 dei paesi appartenenti al gruppo 4 (b) Parametri gruppo 4

Figura 2.16: Gruppo 4

In Figura 2.17 vengono presentati i risultati relativi al quinto gruppo. Vengono

inclusi paesi con economie solide e basate su risorse, con uno sviluppo costante nel

tempo (es. Australia, Paesi Bassi, Danimarca, Sudafrica), per un totale di 13 paesi

(19%). Questi stati hanno avuto un avvio relativamente precoce con un valore di p

nella media e una velocità di diffusione moderata. I valori dei parametri riflettono

dunque economie che sono cresciute costantemente nel tempo senza boom improvvisi

né anticipazioni estreme.
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(a) Emissioni di CO2 dei paesi appartenenti al gruppo 5 (b) Parametri gruppo 5

Figura 2.17: Gruppo 5
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Capitolo 3

Modelli di diffusione ad effetti

misti

In questo capitolo viene adottata una strategia di analisi basata sui modelli non

lineari a effetti misti (NLME), declinati nello specifico caso dei modelli di diffusio-

ne. L’obiettivo è proporre un metodo per l’analisi congiunta di più serie temporali

al fine di valutare se l’assegnazione di effetti fissi o casuali ai coefficienti permetta

di descrivere in modo migliore l’andamento dei processi di diffusione. Dopo un’in-

troduzione descrittiva dei modelli non lineari a effetti misti, il capitolo illustra la

configurazione adottata per il BM e la struttura assunta dai parametri m, p e q. La

medesima procedura ad effetti misti verrà infine estesa anche al modello GGM.

3.1 Modelli non lineari a effetti misti

Per la descrizione della metodologia adottata in questo lavoro, si fa riferimento

alla teoria sviluppata da Pinheiro e Bates (2000). I modelli a effetti misti non li-

neari (NLME, Nonlinear Mixed-Effects Models) costituiscono una classe di modelli

estremamente versatile per l’analisi di dati gerarchici o longitudinali, ad esempio

in ambito economico e ambientale. Essi rappresentano una naturale estensione dei

modelli lineari a effetti misti (LME) e dei modelli di regressione non lineare per dati

indipendenti (Bates e Watts (1988)).

Il principale vantaggio dei modelli di diffusione, come il modello di Bass, risiede

nella chiara interpretabilità dei loro parametri. A differenza dei modelli polinomiali

di grado elevato o le spline i parametri del modello di Bass, m, p e q possiedono un

significato preciso.

L’introduzione degli effetti misti (NLME) conferisce a questa base teorica la flessibi-

lità gerarchica necessaria per catturare l’eterogeneità del campione, permettendo ai

parametri di variare per ciascuna unità statistica. Tuttavia, il prezzo da pagare per
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unire il rigore teorico della non-linearità con l’adattabilità locale degli effetti casuali

è una più elevata complessità computazionale e inferenziale.

La funzione di verosimiglianza marginale di un modello NLME è definita attraverso

l’integrale di una funzione non lineare rispetto alla distribuzione probabilistica degli

effetti casuali. Tale integrale non ammette una soluzione analitica in forma chiusa.

Di conseguenza, il modello non può essere risolto in modo esatto, ma richiede l’uti-

lizzo di complesse procedure di approssimazione (come la linearizzazione di Taylor

o l’integrazione numerica) che rendono la stima instabile e l’inferenza sui parametri

potenzialmente meno robuste rispetto ai modelli lineari standard.

Formalmente, il modello NLME proposto da Lindstrom e Bates (1990) si definisce

attraverso una struttura a due stadi.

Al primo livello (livello intra-gruppo), la j-esima osservazione relativa all’i-esimo

gruppo viene modellata come:

yij = f(ϕi, vij) + ϵij, i = 1, . . . ,M, j = 1, . . . , ni (3.1)

dove M rappresenta il numero totale di gruppi (in questo caso, i paesi); ni indica il

numero di osservazioni temporali disponibili per l’i-esimo gruppo; f(·) è una funzione
non lineare differenziabile a valori reali; ϕij è il vettore dei parametri specifici per

il gruppo; vij è il vettore delle covariate; ϵij è il termine di errore con distribuzione

normale.

Al secondo livello (livello inter-individuale), si modella la variazione dei parametri

ϕi tra gli individui. La formulazione specifica di Lindstrom e Bates introduce una

struttura lineare mista per i parametri stessi:

ϕi = Aiβ +Bibi, bi ∼ N (0, σ2D) (3.2)

dove β è il vettore p-dimensionale degli effetti fissi di popolazione e bi è il vettore

q-dimensionale degli effetti casuali associati all’individuo i, con matrice di varianza-

covarianza σ2D. Le matrici Ai e Bi sono matrici di disegno (rispettivamente di

dimensione r×p e r×q) che determinano come gli effetti fissi e casuali contribuisca-

no alla formazione dei parametri individuali ϕi. Queste matrici rappresentano un

elemento distintivo di grande flessibilità, consentendo di specificare quali parametri

del modello (es. solo p e q) possiedono una componente casuale e quali siano trattati

come fissi (es. m).

Infine, si assume che le osservazioni corrispondenti a gruppi diversi siano indipen-
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denti e che gli errori ϵij all’interno della classe siano indipendentemente distribuiti

e indipendenti da bi.

I modelli NLME sono stati estesi ad applicazioni anche per dati multilivello e per

ulteriori informazioni si può fare riferimento a Lindstrom e Bates (1990).

3.2 Modelli di Bass ad effetti misti (BMME)

In questa sezione viene descritto l’approccio metodologico adottato per l’estensione

del modello di Bass al caso multi-serie, attraverso l’utilizzo dei modelli a effetti misti.

Tale configurazione consente di analizzare congiuntamente le traiettorie di emissione

di tutti i paesi, catturando sia le tendenze globali comuni sia le specificità locali.

Formalmente, il modello per l’osservazione al tempo t del paese i può essere espresso

adattando la funzione cumulativa di Bass già presentata nel Capitolo 1:

y(t) = mi
1− e−(pi+qi)t

1 + qi
pi
e−(pi+qi)t

, (3.3)

Dove i=1,. . . ,N rappresenta l’indice del paese. La specificazione dei parametri mi,

pi, qi riflette diverse assunzioni sulla natura dell’eterogeneità tra i paesi.

Il parametro m è stato modellato come effetto fisso specifico per paese. Tale scelta

è motivata dalla natura intrinseca del parametro m, che riflette la dimensione totale

delle emissioni storiche di una nazione. Questa grandezza, infatti, non dipende uni-

camente dall’estensione geografica o dalla popolazione, ma è fortemente influenzata

dalla storia, dal grado di sviluppo industriale e dall’intensità energetica del singolo

stato. Trattandosi di un parametro di scala che varia di ordini di grandezza tra

le diverse unità, si è ritenuto ragionevole non ipotizzare una distribuzione normale

attorno a un valore medio globale. Pertanto, mi viene stimato puntualmente per

ogni serie, senza assunzioni distributive comuni.

A differenza del parametro di scala, i parametri p e q governano la forma e la tempi-

stica della curva, definendo la velocità di crescita e il momento del picco. Per questi

due parametri è stata adottata una struttura a effetti misti, scomponendo ciascun

coefficiente in due parti: una componente fissa, β, che rappresenta il comportamento

”medio” globale, ovvero la tendenza generale di evoluzione delle emissioni condivisa

da tutti i paesi, e una componente casuale, bi che cattura la deviazione specifica del

singolo paese i rispetto alla media globale.
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Questo si traduce nella seguente formulazione:⎧⎨⎩pi = βp + bp,i

qi = βq + bq,i
(3.4)

con i vettori degli effetti casuali (bp,i, bq,i) che si assumono distribuiti come una nor-

male multivariata con media zero e matrice di varianza-covarianza Ψ.

L’inclusione degli effetti casuali su entrambi i parametri di forma rappresenta un

punto di forza rispetto a specificazioni più rigide. L’effetto casuale su p è necessa-

rio per catturare l’eterogeneità nel momento di avvio del processo. Analogamente,

l’effetto casuale su q è fondamentale per modellare le diverse velocità con cui le emis-

sioni sono cresciute, riflettendo differenze nelle politiche energetiche, nell’adozione

tecnologica e nello sviluppo industriale.

In sintesi, il modello BMME cos̀ı specificato permette di ottenere stime più robuste:

la stima dei parametri per un singolo paese non si basa solo sui suoi dati isolati,

ma beneficia dell’informazione ”presa in prestito” dall’intera popolazione di paesi,

migliorando la precisione soprattutto per quelle serie storiche più brevi o rumorose.

Si può riscrivere l’Equazione 3.3 nel seguente modo:

y(t) = miIi
1− e−((βp+bp,i)+(βq+bq,i))t

1 +
βq+bq,i
βp+bp,i

e−((βp+bp,i)+(βq+bq,i))t
, (3.5)

Aspetti di stima

La scelta dei parametri iniziali rappresenta una fase cruciale nella stima di un model-

lo non lineare. Tuttavia, la complessità aumenta notevolmente quando si considera-

no contemporaneamente molte serie storiche caratterizzate da elevata eterogeneità,

come nel caso in esame. La stima dei modelli a effetti misti non lineari impone una

selezione rigorosa dei valori iniziali al fine di assicurare la convergenza dell’algoritmo

iterativo. In linea con la metodologia illustrata da Pinheiro e Bates (2000) per la

determinazione delle stime di partenza, si è adottato un approccio a due stadi basato

sull’analisi dei singoli gruppi.

Operativamente, la procedura adotta l’impostazione della funzione nlsList descrit-

ta dagli autori, prevedendo inizialmente l’applicazione di modelli di regressione di-

stinti per ciascun livello della variabile di raggruppamento. In questa fase, sono stati

stimati i parametri del modello di Bass (m, p, q) per ogni singolo paese attraverso

il metodo dei Minimi Quadrati Non Lineari. I risultati cos̀ı ottenuti sono stati suc-
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cessivamente impiegati per la costruzione dei valori di inizializzazione del modello

globale nlme: nello specifico, mentre per i parametri di forma p e q, trattati come

effetti fissi globali, si è utilizzata la mediana (perché indicatore robusto) delle stime

individuali, per il parametro m è stato mantenuto l’intero vettore delle stime pun-

tuali specifiche per paese.

Tale approccio sequenziale consente di avviare l’algoritmo di ottimizzazione in una

regione dello spazio dei parametri coerente con le dinamiche empiriche osservate,

riducendo le criticità di convergenza.

3.3 Stima dei parametri

La flessibilità garantita dai modelli non lineari a effetti misti (NLME) comporta, sot-

to il profilo inferenziale, una notevole complessità computazionale. Diversamente dai

modelli lineari, in cui le stime dei parametri possono essere ottenute esplicitamente

o tramite procedure numeriche dirette, nei modelli NLME la funzione obiettivo ri-

chiede il ricorso a tecniche di approssimazione.

Gli effetti casuali, bi, sono quantità non osservate e quindi la stima di massima

verosimiglianza si basa sulla densità marginale della variabile risposta y. Sfruttando

l’assunzione di indipendenza tra i diversi gruppi (paesi), per un modello strutturato

gerarchicamente tale densità è calcolata come:

p(y|β, σ2, D) =
M∏︂
i=1

∫︂
p(yi|bi, β, σ2)p(bi|D) dbi, (3.6)

dove p(y|β, σ2, D) è la densità marginale dell’intero campione, p(yi|bi, β, σ2) rappre-

senta la densità condizionale del vettore di osservazioni yi dati gli effetti casuali bi,

e p(bi|D) è la distribuzione marginale di bi.

Esprimendo la matrice di varianza-covarianza degli effetti casuali (definita nell’E-

quazione 3.2 come σ2D) in termini del fattore relativo di precisione ∆, tale per cui

D−1 = ∆T∆, si ottiene la densità marginale di y espressa come:

p(y|β, σ2,∆) =
|∆|M

(2πσ2)(N+Mq)/2

M∏︂
i=1

∫︂
exp

[︃
∥yi − fi(β, bi)∥2 + ∥∆bi∥2

−2σ2

]︃
dbi, (3.7)

con fi(β, bi) = fi[ϕi(β, bi), vi], dove fi rappresenta il vettore delle valutazioni della

funzione non lineare per l’i-esimo paese, N =
∑︁M

i=1 ni è il numero totale di osserva-

zioni e q è la dimensione del vettore degli effetti casuali bi.
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Poiché la funzione del modello f è non lineare rispetto agli effetti casuali, l’inte-

grale appena descritto non ammette un’espressione in forma chiusa. Per rendere

l’ottimizzazione numerica della funzione di verosimiglianza un problema trattabile,

sono state proposte diverse approssimazioni. Per un ulteriore approfondimento sui

metodi computazionali e sull’algoritmo implementato per la stima dei parametri, si

veda l’Appendice B, in cui è riportato il metodo teorizzato da Lindstrom e Bates

(1990).

3.4 Analisi con BMME

L’applicazione del modello di Bass a effetti misti, la cui formulazione teorica è stata

introdotta nella Sezione 3.2, si fonda sull’assunto che i processi di industrializzazio-

ne, crescita e sviluppo dei diversi paesi e le loro conseguenti traiettorie di emissione

di CO2 non avvengono in isolamento, ma si inseriscono in un macro-contesto globa-

le di diffusione tecnologica ed economica. In questa sezione si propone quindi una

alternativa della stima isolata tramite il BM a favore di un’elaborazione simulta-

nea (BMME). Analizzando congiuntamente l’intero campione globale composto da

68 paesi, l’approccio gerarchico assume che tutte le unità condividano una strut-

tura di fondo (caratterizzata da fasi di crescita, maturità e potenziale declino) pur

consentendo la stima di parametri di diffusione (p e q) specifici per ciascuna nazione.

L’adozione del BMME permette, in secondo luogo, di superare le criticità di identifi-

cabilità emerse nel Capitolo 2 con l’impiego del modello di Bass. La metodologia di

stima isolata, pur rivelandosi attendibile per le economie mature, è risultata strut-

turalmente instabile per i paesi emergenti o in via di sviluppo. In assenza di un

punto di flesso osservato nei dati, il modello restituisce stime dei parametri p e q

statisticamente non significative, tale fragilità forza le traiettorie di crescita e pro-

duce, come diretta conseguenza, valori di m altrettanto inaffidabili.

L’obiettivo di questa modellazione è quindi valutare come l’elaborazione simultanea

dei 68 paesi tramite il BMME riesca a stabilizzare e migliorare le stime parametriche

per i singoli stati. Inoltre l’approccio gerarchico restituisce una visione sistemica che

facilita il confronto diretto tra le traiettorie di emissione di CO2 pro capite dei diversi

paesi, offrendo nuove chiavi di lettura sulle dinamiche di emissione globali.
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3.4.1 Adattamento dell’approccio a effetti misti

Al fine di individuare la struttura più idonea a descrivere le emissioni di CO2, sono

state testate tre diverse configurazioni del modello BMME. In tutte le specificazioni

il parametro di scala mi è stato trattato come effetto fisso specifico per il paese

i-esimo, mentre è stata fatta variare la struttura di covarianza per i parametri di

forma. Nello specifico sono stati confrontati modelli con effetti casuali presenti solo

su p, solo su q e la specificazione completa con effetti casuali su entrambi i parametri.

La selezione del modello è stata guidata dai criteri informativi AIC e BIC (Azza-

lini e Scarpa (2012)), che valutano il compromesso tra qualità dell’adattamento e

complessità del modello. La Tabella 3.1 riassume i valori ottenuti per le tre confi-

gurazioni. Il valore minore di AIC e BIC si ottiene per il modello BMME in cui sia

p che q sono trattati come effetti casuali.

Tale risultato conferma l’ipotesi modellistica di fondo: sebbene l’assunto teorico

preveda che tutti gli stati condividano la medesima traiettoria strutturale (caratte-

rizzata da crescita, maturità e declino), le tempistiche e le velocità con cui il processo

si compie variano profondamente da paese a paese. Le differenze del fenomeno non

sono nella forma funzionale di base, ma nella dinamica temporale del processo. Per

catturare questa diversità risulta quindi essenziale conferire flessibilità alla forma

della curva, strutturando come effetti casuali proprio i parametri che ne governano

le dinamiche temporali p e q.

BMME con q BMME con p BMME con p e q

AIC 109839.8 106262.8 87093.98

BIC 110368.6 106791.6 87637.48

Tabella 3.1: AIC e BIC a confronto tra i BMME

Come si osserva in Tabella3.2 nel modello BMME con effetti casuali sia per p che per

q, l’analisi della matrice di varianza-covarianza evidenzia una correlazione negativa

ρ = - 0.537 tra gli effetti casuali dei due parametri.

Tale correlazione suggerisce l’esistenza di una relazione inversa nelle dinamiche di

diffusione: i paesi caratterizzati da un avvio del processo più rapido (p elevato)

tendono a mostrare, mediamente, una velocità di crescita interna inferiore, svilup-

pandosi in modo più graduale nel tempo. Al contrario, paesi con un avvio più lento

(p basso) sembrano recuperare il ritardo iniziale grazie ad una crescita interna (q)

più rapida. Questa dinamica inversa non solo è coerente con la teoria del ciclo di vita

applicata alla dinamica delle emissioni, ma rappresenta una conferma della bontà
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dell’approccio utilizzato.

Sia la fase d’avvio (p) che la fase di crescita interna (q), come dimostrato dalle devia-

zioni standard degli effetti casuali (σp e σq) non nulle, differiscono significativamente

tra i paesi. Permettere a entrambi i parametri p e q di variare liberamente tra i paesi

e catturare la loro relazione, riduce la deviazione standard residua di oltre il 60%,

catturando sfumature delle curve di emissione che i modelli più rigidi non riescono

a spiegare.

Modello Dev.Std Residua Dev.Std σp Dev.Std σq Corr (p, q)

BMME con q 28.668 - 0.00919 -

BMME con p 24.431 0.00019 - -

BMME con p e q 10.264 0.00018 0.01772 -0.537

Tabella 3.2: Confronto delle componenti di varianza.

3.4.2 Risultati

In questa sezione viene presentata un’analisi dettagliata dei coefficienti stimati me-

diante il modello a effetti misti (BMME). In coerenza con quanto presentato nel

Capitolo 2, ci si concentra inizialmente sui tre paesi assunti come casi di studio

principali: Stati Uniti d’America, Italia e Cina. I parametri relativi a questi paesi

sono riportati nelle Tabelle 3.3 e 3.4.

Successivamente l’osservazione viene estesa a specifici sotto-campioni di stati al fi-

ne di fornire un quadro generale più esaustivo e di illustrare il comportamento del

modello al variare dei paesi.

A completamento dell’analisi, le stime per tutti i 68 paesi che compongono il cam-

pione globale sono riportate nella Tabella A.4 in Appendice.

I parametri p e q riportati nella Tabella 3.3 descrivono l’effetto fisso globale, ovvero

la tendenza media comune a tutti i paesi. Il parametro pGlobale (0.000126) confer-

ma una fase di avvio del processo di emissione di CO2 generalmente lenta a livello

mondiale, mentre qGlobale (0.0456) indica che il motore principale della diffusione è

la componente di crescita interna.

Per quanto riguarda la dinamica locale, la specificità di ogni paese viene catturata

sia attraverso il parametro m, stimato come effetto fisso specifico, che attraverso gli

effetti casuali su p e q ottenuti sommando ai valori medi gli effetti casuali (pPaese

e qPaese). È importante sottolineare come questi scostamenti forniscano un’indica-
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zione significativa sulla dinamica locale. Uno scostamento positivo del parametro p

indica un avvio del processo precoce rispetto alla tendenza globale mentre uno sco-

stamento negativo riflette una partenza più ritardata rispetto alla media. Per quanto

riguarda il parametro q un valore positivo indica che il paese ha sperimentato una

velocità di crescita superiore alla media globale. Al contrario, un valore negativo

suggerisce un’evoluzione più graduale e diluita nel tempo rispetto al trend mondiale.

Stime Std.Error Inferiore Superiore p-value

mUSA 2707.380 9.650 2689.000 2726.00 < 0.001∗∗∗

mItalia 632.800 18.780 596.100 669.50 < 0.001∗∗∗

mCina 1663.124 128.187 1317.146 2184.33 0.003∗∗∗

pGlobale 0.000126 0.000022 0.000082 0.000170 < 0.001∗∗∗

qGlobale 0.045600 0.002200 0.041300 0.049900 < 0.001∗∗∗

Tabella 3.3: Stime dei parametri del modello BMME: effetti fissi specifici (m) per i
paesi e parametri globali (p, q).

pUSA pItalia pCina Dev.Std σp

0.000011 -0.000086 -0.000109 0.00018

qUSA qItalia qCina Dev.Std σq

-0.01451 0.00457 0.00414 0.01772

Tabella 3.4: Effetti casuali per i parametri p e q.

Di seguito si propone l’analisi dettagliata per i tre casi studio, confrontando i ri-

sultati del modello misto con quelli ottenuti dalle stime singole (BM) discusse nel

Capitolo 2.

Stati Uniti d’America

Per gli Stati Uniti, nel modello BMME la stima delle emissioni cumulate mUSA è

pari a 2707, un valore sostanzialmente identico a quello ottenuto con il BM. Questo

risultato conferma che, per serie storiche mature e ben definite come quella sta-

tunitense, l’aggiunta della struttura a effetti misti non altera la stima del livello

complessivo di CO2.

Analizzando i parametri di forma, gli USA mostrano un profilo fortemente carat-

terizzato. Il coefficiente p (0.000137) risulta superiore alla media globale di circa
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l’8.7%, delineando il profilo di un paese precursore che ha anticipato l’innesco del

processo di emissioni. Al contrario, la componente di crescita interna q (0.0311) è

notevolmente inferiore al valore qGlobale mondiale, con uno scostamento negativo del

31.9%. Ciò indica che, dopo l’avvio precoce, la velocità di crescita del paese è sta-

ta più graduale e diluita nel tempo, tipica di un’industrializzazione di lungo corso.

Come mostrato nella Tabella 3.5, i parametri finali coincidono quasi perfettamente

con quelli del modello di Bass singolo.

mUSA pUSA qUSA

BMME 2707.38 0.000137 0.031054

BM 2707.42 0.000137 0.031053

Tabella 3.5: Confronto coefficienti p e q stimati con BM e BMME degli Stati Uniti

L’analisi grafica riportata in Figura 3.1 conferma visivamente la sostanziale equi-

valenza delle stime: le traiettorie generate dal modello misto (BMME) e da quello

singolo (BM) risultano pressoché sovrapponibili.

Figura 3.1: Confronto tra BM e BMME per le emissioni di CO2 annuali degli Stati
Uniti
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Italia

Nel caso dell’Italia, il parametro mItalia è stimato pari a 633. Il profilo dinamico del

paese appare speculare a quello statunitense. Il coefficiente p (0.000040) è di molto

inferiore alla media globale (−68.3%), segnando un ritardo nell’avvio del processo.

Tuttavia, questa partenza tardiva è stata compensata da una velocità di crescita

interna superiore alla norma: il parametro q (0.0501) registra infatti un incremento

del 10.0% rispetto al trend mondiale. L’Italia si configura dunque come un “seguace”

veloce, capace di recuperare rapidamente il divario iniziale durante gli anni del boom

economico. Come si evince dalla Tabella 3.6 e in Figura 3.2, anche in questo caso

come per gli Stati Uniti i valori stimati dai due approcci (BM e BMME) sono simili

tra loro.

mItalia pItalia qItalia

BMME 632.800 0.000040 0.050143

BM 632.634 0.000039 0.050157

Tabella 3.6: Confronto coefficienti p e q stimati con BM e BMME dell’Italia

L’analisi grafica riportata in Figura 3.2 conferma visivamente la sostanziale equi-

valenza delle stime: le traiettorie generate dal modello misto (BMME) e da quello

singolo (BM) risultano sostanzialmente sovrapponibili.

Figura 3.2: Confronto tra BM e BMME per le emissioni di CO2 annuali dell’Italia
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Cina

La Cina rappresenta il caso in cui il modello a effetti misti ha un impatto maggiore

sulle stime. A differenza degli stati con serie storiche il cui processo risulta con-

solidato, la Cina si trova ancora in una fase di forte spinta espansiva. Questo si

traduce nel modello di Bass in una stima del parametro m elevata con intervalli di

confidenza molto ampi (Tabella 2.4).

Il modello a effetti misti risolve questa criticità agendo in modo mirato sulla forma

della curva. Inoltre trattando i coefficienti p e q come effetti casuali, con il BMME i

parametri individuali vengono regolarizzati sfruttando l’informazione globale. Come

si osserva in Tabella 3.7, entrambi i coefficienti p e q stimati dal BMME vengono

ricalibrati. In particolare il coefficiente d’avvio risulta superiore al valore stimato dal

modello BM, rimanendo comunque inferiore rispetto alla media globale a conferma

di un avvio storicamente lento.

Grazie alle nuove stime dei parametri p e q l’intera dinamica risulta più veritiera

impedendo alla curva di assumere una pendenza innaturale.

mCina pCina qCina

BMME 1663.124 0.000016 0.049723

BM 1862.261 0.000014 0.049824

Tabella 3.7: Confronto coefficienti p e q stimati con BM e BMME della Cina

Figura 3.3: Confronto tra BM e BMME per le emissioni di CO2 annuali della Cina
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L’analisi grafica riportata in Figura 3.3 conferma visivamente quanto descritto. Men-

tre la traiettoria del modello singolo (BM) proponeva una crescita più marcata, la

stima prodotta dal modello misto (BMME) restituisce un andamento più coerente

con quanto osservato per gli altri paesi. Essa, infatti, grazie ai nuovi valori ottenuti

dei parametri p e q evidenzia un progressivo rallentamento del tasso di accumulo,

assumendo la tipica forma della curva di Bass.
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3.4.3 Analisi globale

Al fine di non limitare l’analisi ai soli casi di studio principali (Stati Uniti, Italia e

India), l’osservazione viene ora estesa a quattro gruppi di paesi ciascuno con uno

specifico andamento di emissioni.

In Tabella 3.8 e in Figura 3.4, vengono presentati i quattro paesi che compongono

il primo gruppo (Belgio, Francia, Canada, Regno Unito).

Figura 3.4: Confronto tra BM e BMME per le emissioni di CO2 annuali di Belgio,
Francia, Canada e Regno Unito.

pBelgio pFrancia pCanada pRegno Unito

0.00073 0.00010 -0.00006 0.00029

qBelgio qFrancia qCanada qRegno Unito

-0.02584 -0.01708 -0.01245 -0.02716

Tabella 3.8: Effetti casuali per i parametri p e q.
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I valori del coefficiente p si posizionano su livelli mediamente superiori al trend

globale, riflettendo un avvio autonomo e storicamente precoce del processo di indu-

strializzazione, crescita e sviluppo tecnologico. Al contrario, il coefficiente q risulta

sistematicamente più contenuto, a testimonianza di uno sviluppo e di una crescita

interna graduale, diluita nel corso di oltre un secolo. Questa combinazione struttu-

rale (un decollo interno anticipato unito a una diffusione lenta) porta a descrivere

tali paesi come i ”pionieri” storici dell’era industriale.

Paese m (BMME) p (BM) p (BMME) q (BM) q (BMME)

Belgio 2251.49 0.00088 0.00086 0.01897 0.01976

Francia 1077.39 0.00022 0.00023 0.02752 0.02852

Canada 2045.69 0.00006 0.00006 0.03365 0.03315

Regno Unito 2303.43 0.00042 0.00042 0.01839 0.01844

Tabella 3.9: Stime dei parametri e confronto tra modello BM e BMME dei paesi.

Il confronto riportato nella Tabella 3.9 evidenzia come le stime dei coefficienti p e

q, ottenute rispettivamente con il modello di Bass singolo (BM) e con l’approccio a

effetti misti (BMME), risultino sostanzialmente coincidenti. Per questi stati, carat-

terizzate da serie storiche lunghe e strutturalmente complete che hanno ampiamente

superato il punto di flesso, la stima isolata risulta infatti già stabile. Di conseguen-

za, il meccanismo di regolarizzazione del modello misto interviene in modo limitato,

confermando l’affidabilità delle traiettorie originarie.

In Tabella 3.10 e in Figura 3.5 viene presentato il secondo sotto-campione di paesi

(India, Malesia, Taiwan, Turchia).

pIndia pMalesia pTaiwan pTurchia
-0.00011 -0.00009 -0.00004 -0.00010

qIndia qMalesia qTaiwan qTurchia
-0.00945 0.00153 0.00157 0.00168

Tabella 3.10: Effetti casuali per i parametri p e q.

Dai risultati ottenuti emerge un profilo opposto rispetto a quello degli stati analizzati

in precedenza. Tutti i paesi selezionati in questo sotto-campione presentano un coef-

ficiente p inferiore alla media globale, evidenziando scostamenti negativi. Tale dato
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certifica un avvio del processo industriale e di emissione fortemente posticipato nel

tempo. A questa partenza ritardata fa però da contrappeso un tasso di espansione

interna (q) allineato o lievemente superiore al trend mondiale (ad esclusione dell’In-

dia). Questa specifica combinazione parametrica cattura una dinamica di ”rincorsa

tecnologica”. Avendo avviato il processo in ritardo, l’assimilazione di assetti in-

dustriali già collaudati all’estero ha permesso a questi paesi di bruciare le tappe,

registrando una fase di crescita particolarmente accelerata. Per tali caratteristiche,

questo gruppo delinea il profilo tipico delle ”economie emergenti a sviluppo tardivo”.

Figura 3.5: Confronto tra BM e BMME per le emissioni di CO2 annuali di India,
Malesia, Taiwan e Turchia.

Dal confronto in Tabella 3.11 emergono differenze sostanziali tra le stime dei para-

metri p e q dei due modelli. La caratteristica principale che accomuna questi paesi è

che si trovano ancora in una fase di forte spinta espansiva. In tali condizioni di par-

ziale incompletezza della serie storica la stima con il modello BM risulta instabile.

L’impiego del modello a effetti misti (BMME) interviene su tale criticità vincolando

i coefficienti tramite la loro specificazione come effetti casuali. Nelle serie storiche

ancora in piena fase espansiva, dove la stima isolata produrrebbe valori anomali,
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la regolarizzazione di p e q garantisce una forma della curva più solida. È proprio

la calibrazione di questi due parametri a prevenire la sovrastima della traiettoria

futura, restituendo previsioni più realistiche per i paesi emergenti.

Paese m (BMME) p (BM) p (BMME) q (BM) q (BMME)

India 571.932 0.000003 0.000013 0.036107 0.032298

Malesia 985.496 0.000034 0.000036 0.043822 0.047132

Taiwan 1352.862 0.000061 0.000078 0.047109 0.047140

Turchia 446.249 0.000017 0.000020 0.047051 0.047249

Tabella 3.11: Stime dei parametri e confronto tra modello BM e BMME dei paesi.

Il terzo sotto-campione (Spagna, Russia, Finlandia, Croazia) è caratterizzato da

una partenza ritardata e una crescita interna rapida. I riusltati ottenuti per questo

gruppo di paesi sono presentati in Figura 3.6 e Tabella 3.12.

pSpagna pRussia pFinlandia pCroazia

-0.00010 -0.00011 -0.00012 -0.00004

qSpagna qRussia qFinlandia qCroazia

-0.00816 0.01547 0.02009 0.01191

Tabella 3.12: Effetti casuali per i parametri p e q.

Tutti gli stati selezionate presentano un coefficiente p inferiore alla media globale.

Tale evidenza testimonia un processo di industrializzazione avviatosi in ritardo ri-

spetto ad alcuni paesi considerati pionieri storici. Esaminando invece il parametro

q, emergono alcune differenze: mentre la Spagna mostra una diffusione più graduale

(con un effetto negativo), Russia, Finlandia e Croazia registrano valori superiori

al trend mondiale. Questa specifica combinazione parametrica (p basso, q alto) è

tipica delle economie che hanno attraversato fasi di intensa rincorsa industriale nel

corso del Novecento, spesso guidate da forti trasformazioni strutturali o geopolitiche.
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Figura 3.6: Confronto tra BM e BMME per le emissioni di CO2 annuali di Russia,
Finlandia, Spagna e Croazia.

Paese m (BMME) p (BM) p (BMME) q (BM) q (BMME)

Russia 974.749 0.000012 0.000012 0.061054 0.061930

Finlandia 771.134 0.000008 0.000008 0.065728 0.065653

Spagna 807.073 0.000029 0.000030 0.037338 0.038409

Croazia 357.043 0.000083 0.000085 0.057766 0.057473

Tabella 3.13: Stime dei parametri e confronto tra modello BM e BMME dei paesi.

Come per il primo sotto-gruppo analizzato, avendo a disposizione serie storiche este-

se in cui la fase di declino è già delineata, il modello BM dispone di informazioni

sufficienti per tracciare la corretta traiettoria di fondo. Di conseguenza il meccani-

smo di regolarizzazione sui parametri p e q del BMME non forza correzioni marcate

(Tabella 3.13), ma prova la capacità del modello gerarchico di non alterare le stime

quando la forma della curva è già supportata da un’evidenza empirica.
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A completamento dell’analisi vengono mostrati i risultati relativi a un gruppo di

paesi per cui l’approccio gerarchico incontra i propri limiti strutturali, non riuscen-

do a superare le criticità già avute dal modello di Bass. La Tabella 3.14 e la Figura

3.7 presentano le stime relative a Cile, Uruguay, Vietnam e Nuova Zelanda, le cui

serie storiche risultano profondamente atipiche e non riconducibili alla classica con-

formazione a campana del ciclo di vita.

Figura 3.7: Confronto tra BM e BMME per le emissioni di CO2 annuali di Cile,
Uruguay, Vietnam e Nuova Zelanda.

Il confronto grafico rivela andamenti fortemente atipici e irregolari. Tali evoluzioni

anomale risultano strutturalmente inadatte per questo tipo di modellazione: per

questi stati viene dunque a mancare l’assunto teorico fondamentale su cui si fonda

l’applicazione stessa del modello di Bass.

Questo risultato dimostra che, sebbene il modello BMME risulti complessivamente

migliore rispetto al BM, il meccanismo di regolarizzazione rimane vincolato alla

coerenza della struttura del modello. In presenza di traiettorie caratterizzate da

una crescita persistente o con un andamento che non rispecchi l’assunzione di base
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(forma a campana), il modello misto incontra dei limiti per la stima dei parametri di

diffusione (p e q). Come si evince dalla Tabella 3.14, tale fragilità forza la traiettoria,

generando valori di m statisticamente non significativi, caratterizzati da p-value

prossimi a 1.

Paese m (BMME) p-value di m p (BMME) q (BMME)

Vietnam 710.44 0.727 0.00004 0.03269

Uruguay 2380.08 0.054 0.00029 0.00682

Cile 87211.31 0.974 0.00000 0.01516

Nuova Zelanda 580914.90 0.979 0.00000 0.01087

Tabella 3.14: Stime del modello BMME dei paesi.

Un ulteriore aspetto cruciale nell’analisi globale dei risultati riguarda l’asincronia

temporale delle serie storiche analizzate. Poiché i paesi del campione hanno avviato

il proprio processo di industrializzazione (e conseguentemente di emissione di CO2)

in momenti storici diversi, potrebbe sorgere il dubbio che il confronto diretto dei

parametri p e q sia distorto dalle differenti epoche storiche. Nella logica dei model-

li di diffusione questa asincronia non rappresenta una distorsione, ma la chiave di

lettura delle dinamiche di “rincorsa tecnologica”. La variabile temporale all’interno

del modello BMME valuta l’evoluzione del processo a partire dal suo innesco locale,

indipendentemente dall’anno di calendario. Le differenze riscontrate nei parametri

catturano perfettamente le dinamiche descritte dalla teoria economica del “vantag-

gio dell’arretratezza” (Gerschenkron (1962)). I paesi precursori, avendo avviato il

processo in epoche storiche in cui le tecnologie erano rudimentali, mostrano una

componente di adozione autonoma più marcata (alto p) ma una diffusione lenta e

diluita (basso q). Al contrario, i paesi inseguitori hanno beneficiato del trasferimen-

to tecnologico di processi industriali già maturi. Questo spiega perché tali paesi,

pur registrando un avvio ritardato rispetto al trend globale (basso p), presentino

tassi di crescita endogena (q) più elevati, riuscendo a comprimere in pochi decenni

un’evoluzione che nei paesi pionieri ha richiesto oltre un secolo.

In Figura 3.8 vengono rappresentati i parametri p e q per tutti i 68 paesi analizza-

ti. Dal grafico emerge subito una forte eterogeneità tra i diversi stati per quanto

riguarda le dinamiche di emissione di CO2. Possono essere identificati quattro qua-

dranti determinati dall’intersezione dei valori pglobale e qglobale (indicati dalle linee
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rosse tratteggiate). Questa disposizione conferma visivamente la relazione inversa

precedentemente descritta.

Figura 3.8: Confronto dei parametri dei paesi con pglobale e qglobale

Nel quadrante in basso a destra si collocano i paesi con un’industrializzazione di

antica data, caratterizzati da un avvio del processo molto anticipato rispetto alla

media (alti valori di p) ma con una velocità di crescita successiva più lenta e gradua-

le (bassi valori di q). Spiccano in questa fascia molti stati dell’Europa Occidentale,

come il Belgio (che presenta il valore di p in assoluto più alto), il Regno Unito, i

Paesi Bassi, la Svizzera, la Francia e gli Stati Uniti.

Nel quadrante in alto a sinistra si trovano i paesi che hanno vissuto un’industrializza-

zione più tardiva ma caratterizzata da ritmi di crescita accelerati. L’avvio ritardato

(valori di p prossimi allo zero) è stato rapidamente compensato da una crescita in-

terna veloce (valori di q molto superiori alla media). Rientrano in questo profilo

molti paesi dell’Est Europa e sudamericani. Questo quadrante è quello che raccoglie

la maggior parte dei paesi.
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Nel quadrante in basso a sinistra si trovano i paesi che associano ad una partenza

ritardata una velocità di crescita inferiore alla media globale. Qui si trova l’India

insieme a paesi sudamericani. Per questi paesi, la curva delle emissioni risulta più

piatta e posticipata nel tempo rispetto al trend mondiale.

Infine risulta particolarmente esplicativo notare come il quadrante in alto a destra

(che identificherebbe paesi con avvio precoce e diffusione rapidissima) sia vuoto.

Questo conferma la relazione inversa tra i due parametri p e q; storicamente,infatti,

nessun paese è riuscito a combinare un avvio precoce dell’industrializzazione con

coefficienti di crescita interna esplosivi, validando la solidità del modello teorico ap-

plicato.

La disposizione degli stati in Figura dimostra l’importanza di stimare per ogni pae-

se i propri parametri che, sebbene quasi tutto il campione globale condivida la

medesima architettura evolutiva ”a campana”, le tempistiche di innesco (p) e le

velocità di espansione (q) con cui tale processo si compie differiscono radicalmente.

L’approccio gerarchico NLME, permettendo di stimare simultaneamente le devia-

zioni individuali bi attorno ai parametri di popolazione β, è riuscito a catturare le

specifiche caratteristiche storiche ed economiche di ciascun paese.
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3.5 Modello GGM ad effetti misti (GGMME)

In questa sezione viene descritto l’approccio metodologico che estende il modello di

Guseo e Guidolin (2009) (GGM) al caso multi-serie attraverso l’impiego dei modelli

a effetti misti. Come evidenziato per il modello di Bass, questa configurazione

consente di analizzare congiuntamente le traiettorie di emissione di CO2 di tutti i

paesi, sfruttando le informazioni di tutte le unità.

Formalmente, il modello per l’osservazione al tempo t del paese i può essere espresso

adattando la funzione cumulativa del GGM già presentata nel Capitolo 1:

yi(t) = Ki

√︄
1− e−(pc,i+qc,i)t

1 +
qc,i
pc,i

e−(pc,i+qc,i)t

[︄
1− e−(ps,i+qs,i)t

1 +
qs,i
ps,i

e−(ps,i+qs,i)t

]︄
+ ϵi(t) (3.8)

dove i = 1, . . . ,M rappresenta l’indice del paese.

Prima di procedere con l’analisi dei risultati, è doveroso formulare una premessa

sulla base di quanto emerso nel Capitolo 2. L’impiego del modello GGM aveva

infatti fatto emergere alcuni limiti di sovra-parametrizzazione che si traducevano in

stime statisticamente non significative per i coefficienti pc e qc. Questa mancanza di

significatività indica che la maggior parte delle serie storiche analizzate non presenta

dinamiche interne tali da giustificare l’impiego di questi parametri aggiuntivi.

Una struttura più parsimoniosa come quella del modello di Bass risulta quindi,

nella maggior parte dei casi, ugualmente adatta. Pur introducendo i vantaggi del

meccanismo di regolarizzazione tipico dell’approccio gerarchico, anche il modello

GGMME eredita questa difficoltà strutturale. Il modello a effetti misti, infatti, non

può forzare la significatività statistica dei parametri laddove l’evidenza empirica di

base non ne supporti l’esistenza.

3.5.1 Specificazione del modello

A differenza della specificazione adottata per il modello di Bass (in cui il parametro

di scala era stimato e mantenuto fisso fin dalle prime fasi), per il GGMME si è optato

per la specificazione più generale ed estesa possibile. Tutti e cinque i parametri del

modello (K, pc, qc, ps, qs) sono stati strutturati a effetti casuali.

Ciascun coefficiente è stato scomposto in una componente fissa globale (β), che

traccia l’evoluzione strutturale e il potenziale condiviso a livello internazionale, e

in una componente casuale individuale (bi), che assorbe la deviazione specifica del

singolo stato. Questa scelta metodologica permette di estendere il meccanismo di
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correzione globale anche al parametro K. Infatti il tetto massimo delle emissioni di

ogni nazione non viene più valutato in totale isolamento, ma si assesta ipotizzando

un potenziale di riferimento globale da cui i singoli paesi deviano in base alle proprie

peculiarità strutturali.

Questo si traduce nella seguente formulazione:⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

Ki = βK + bK,i

pc,i = βpc + bpc,i

qc,i = βqc + bqc,i

ps,i = βps + bps,i

qs,i = βqs + bqs,i

(3.9)

con il vettore degli effetti casuali bi = (bK,i, bpc,i, bqc,i, bps,i, bqs,i)
T che si assume di-

stribuito come una normale multivariata con media nulla e matrice di varianza-

covarianza Ψ.

L’inclusione degli effetti casuali su tutti i parametri rappresenta un notevole punto di

forza. Questo permette al modello di riconoscere non solo le discrepanze temporali

tra fase informativa e fase di adozione (attraverso i parametri di forma p e q),

ma anche di stabilizzare la scala del processo (K) per quei paesi inseguitori che

possiedono serie storiche ancora troppo brevi per definire un asintoto in modo del

tutto autonomo.

Sostituendo il Sistema 3.9 nell’Equazione 3.8, si ottiene l’espressione analitica com-

pleta del modello GGMME:

yi(t) = (βK + bK,i)

⌜⃓⃓⎷ 1− e−[(βpc+bpc,i)+(βqc+bqc,i)]t

1 +
βqc+bqc,i
βpc+bpc,i

e−[(βpc+bpc,i)+(βqc+bqc,i)]t
×

[︄
1− e−[(βps+bps,i)+(βqs+bqs,i)]t

1 +
βqs+bqs,i
βps+bps,i

e−[(βps+bps,i)+(βqs+bqs,i)]t

]︄
+ ϵi(t)

(3.10)

Aspetti di stima

La stima di un modello non lineare a effetti misti con cinque parametri interdipen-

denti rappresenta una sfida computazionale notevole. La forte non-linearità della

funzione, unita all’interazione moltiplicativa tra le due fasi del GGM, rende lo spazio

dei parametri estremamente complesso e fortemente esposto al rischio di convergen-

za verso minimi locali o di singolarità matriciale. Per ovviare a tali criticità, si è
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adottato il rigoroso approccio a due stadi descritto da Pinheiro e Bates (2000).

Operativamente, la procedura impiega l’impostazione della funzione nlsList, av-

viando l’analisi con la stima di modelli di regressione non lineare indipendenti per

ciascun paese tramite l’algoritmo dei Minimi Quadrati Non Lineari.

I risultati di queste stime preliminari forniscono la base empirica per l’avvio dell’al-

goritmo globale nlme. Nello specifico, per tutti e cinque i parametri (K, pc, qc, ps, qs)

trattati come effetti fissi globali, è stato estratto un indicatore di tendenza centrale

robusto (come la mediana) a partire dalle stime individuali del primo stadio. Questo

approccio “ancorato ai dati” garantisce che l’algoritmo di ottimizzazione venga ini-

zializzato in una regione dello spazio dei parametri già coerente con le reali dinamiche

empiriche, superando le instabilità numeriche intrinseche a una parametrizzazione

cos̀ı ricca ed elastica.

Criticità computazionali e limiti della stima globale

Sebbene la formulazione teorica descritta nell’Equazione 3.10 rappresenti la specifi-

cazione più generale e flessibile, la sua applicazione empirica simultanea sull’intero

campione globale di 68 paesi ha fatto emergere alcuni limiti strutturali e computa-

zionali.

Il passaggio da un modello a tre parametri (Bass) a uno a cinque parametri (GGM),

combinato con l’inserimento degli effetti casuali per ciascuno di essi, genera una

iper-parametrizzazione. A livello algoritmico, ciò si traduce in due problematiche

che impediscono la stima globale:

1. La scala dimensionale dei parametri (spesso nell’ordine di grandezze infinitesi-

me per i tassi pc e ps) unita all’elevata dimensionalità del problema, porta a in-

stabilità numeriche. In molti casi, l’algoritmo non riesce a invertire la matrice,

fondamentale per calcolare gli errori standard e garantire la convergenza.

2. Nei dati reali si osserva una forte correlazione tra i parametri di innesco delle

due fasi (pc e ps). Questo indica che, per molti stati, l’epoca dello sviluppo

tecnologico e quella della reale implementazione industriale ed emissiva si so-

vrappongono quasi perfettamente nel tempo. Di conseguenza l’algoritmo non

riesce a discriminare i due effetti, portando i parametri a confondersi e a neu-

tralizzarsi a vicenda. In questi specifici casi, la struttura asimmetrica a due

stadi del GGM tende a collassare, regredendo naturalmente verso la forma più

parsimoniosa del modello di Bass.
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Stima per i gruppi e selezione tramite AIC

Per superare l’ostacolo analitico imposto dalla stima globale, si è proceduto abban-

donando l’approccio basato sull’analisi sull’intero campione in favore di un’analisi

per gruppi. I paesi sono stati suddivisi in coerenza con i segmenti ottenuti dall’a-

nalisi dei gruppi del Paragrafo 2.4. Questa scelta permette di stimare il modello su

sottoinsiemi di paesi che condividono dinamiche di emissione di CO2 e storiche più

simili, riducendo l’eterogeneità di fondo e stabilizzando il processo computazionale.

Anche all’interno dei singoli raggruppamenti, l’applicazione del modello con cinque

effetti casuali non risulta sempre la soluzione ottimale. Per alcuni gruppi la flessibi-

lità del GGMME restituisce stime buone, mentre per altri la complessità matematica

risulta comunque eccessiva rispetto all’effettivo contenuto informativo dei dati.

Di conseguenza, per ciascun raggruppamento si è adottato un approccio esplorativo

basato sulla selezione del modello. Partendo dalla formulazione più complessa, si è

proceduto alla stima di modelli, riducendo progressivamente il numero di parametri

a effetto casuale (trasformandoli in effetti fissi) per eliminare la collinearità e garan-

tire la convergenza.

La scelta della combinazione definitiva di parametri fissi e casuali per ogni singolo

raggruppamento è stata guidata dai dati attraverso la minimizzazione dell’AIC. Ta-

le criterio ha permesso di selezionare per ogni gruppo il modello più parsimonioso.

Nelle sezioni successive vengono presentati i risultati specifici ottenuti per ciascun

raggruppamento.

3.5.2 Risultati

Le prime analisi sono state svolte sul gruppo composto da Belgio, Canada, Francia,

Germania, Regno Unito e Stati Uniti, Slovacchia e Perù. Questi condividono una

forma della serie storica simile tra di loro. Risultano essere infatti paesi con le serie

più lunghe e con uno sviluppo graduale nell’arco del tempo.

In una prima fase si è stimato il modello GGMME adottando la massima flessibilità

possibile, ovvero specificando una matrice di varianza-covarianza completa per gli

effetti casuali. I risultati hanno evidenziato una carenza di identificabilità, ottenen-

do una correlazione pressoché perfetta e inversa (superiore a −0.96) tra pc e qc. Tale

collinearità indica un’evidente sovra-parametrizzazione rispetto al reale contenuto

informativo delle serie storiche del raggruppamento.

Al fine di individuare la specificazione ottimale, si è proceduto per gradi. Inizial-

mente si è imposta una struttura diagonale alla matrice (modello GGMME ridotto,
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azzerando le covarianze incrociate), ottenendo un netto miglioramento della bontà

di adattamento. Successivamente, esplorando ulteriori restrizioni parametriche, è

emerso come l’esclusione dell’effetto casuale associato al parametro qc (assumendolo

dunque come effetto fisso) restituisca la configurazione migliore in assoluto.

Il confronto tra le diverse specificazioni, riportato in Tabella 3.15, certifica la supe-

riorità di quest’ultimo modello più parsimonioso, in grado di minimizzare sia l’AIC

che il BIC. Dal punto di vista interpretativo, questo risultato indica che gli stati del

gruppo condividono la medesima velocità di assimilazione tecnologica (qc), mentre

gli altri parametri, trattati come effetti casuali, catturano le differenze della forma

della curva dei diversi paesi (come la scala K o l’innesco autonomo pc).

GGMME completo GGMME ridotto GGMME qc − fisso

AIC 16490.61 12750.61 12439.89

BIC 16604.65 12810.34 12494.20

Tabella 3.15: AIC e BIC a confronto tra i GGMME

La Tabella 3.16 riporta le stime dei parametri fissi del modello selezionato per il

Gruppo 3, che delineano la traiettoria strutturale condivisa dai paesi del raggrup-

pamento.

Stime Std.Error Inferiore Superiore p-value

K 1907.78 290.158 1339.51 2476.04 < 0.001∗∗∗

pc 0.0008 0.00048 -0.0001 0.0018 0.093∗

qc 0.0967 0.00203 0.0928 0.1007 < 0.001∗∗∗

ps 0.0004 0.00008 0.0003 0.0006 < 0.001∗∗∗

qs 0.0234 0.00120 0.0210 0.0257 < 0.001∗∗∗

Tabella 3.16: Stime dei parametri fissi (effetti globali) per Belgio, Canada, Francia,
Germania, Regno Unito e Stati Uniti, Slovacchia e Perù.

Analizzando le stime globali riportate in Tabella 3.16, si osserva come la prima fase

del processo, assimilabile alla diffusione della conoscenza tecnologica e dello sviluppo

industriale, presenti dinamiche ben definite. Il parametro di innesco autonomo (pc)

riporta un p-value pari a 0.093, evidenziando una significatività a livello del 10%.

Questo risultato suggerisce che, a livello aggregato, la spinta innovativa interna del

raggruppamento sia presente, seppur di debole entità.

La dinamica tecnologica complessiva risulta infatti dominata in modo quasi esclu-

sivo da un tasso di assimilazione imitativa (qc ≈ 0.097). Tale parametro (data la
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specificazione del modello) rappresenta una costante condivisa da tutti i paesi di

questo gruppo, indicando una fortissima propensione comune all’importazione di

paradigmi industriali. Al contrario, la seconda fase di effettiva implementazione

(che si traduce nella costruzione delle infrastrutture fisiche e nel conseguente rilascio

di CO2) mostra una velocità di espansione più contenuta e posticipata nel tempo

(qs ≈ 0.023).

L’analisi delle deviazioni standard stimate per gli effetti casuali, riportate in Tabella

3.17, conferma le assunzioni teoriche iniziali. Il parametroK presenta una deviazione

standard elevata in termini assoluti (σK ≈ 818.82), confermando che il livello delle

emissioni varia significativamente a causa delle differenze strutturali, demografiche

e dimensionali tra i paesi del campione.

K pc ps qs

Dev.Std (σ) 818.82 0.0013 0.00023 0.00319

Tabella 3.17: Stime delle deviazioni standard degli effetti casuali e dell’errore residuo
per il modello GGMME.

Per quanto concerne i parametri che governano la forma della curva, la deviazione

standard viene valutata non in termini assoluti, ma in relazione all’ordine di gran-

dezza del rispettivo coefficiente medio. (Il parametro qc non figura in questa Tabella

in quanto, essendo stato modellato come effetto fisso globale, la sua varianza a livello

individuale è per definizione nulla.)

Il parametro che presenta la maggior stabilità è la velocità di espansione della fase

emissiva (qs). A fronte di una stima globale pari a 0.0234, la sua deviazione standard

risulta più contenuta (σqs ≈ 0.00319).

Gli stati di questo raggruppamento, pur raggiungendo volumi massimi di CO2 pro-

fondamente diversi e pur presentando differenze fisiologiche nei tempi di avvio dei

processi (pc e ps), condividono una dinamica di crescita fisica delle emissioni (qs)

quasi identica. Questi risultati sono un’ulteriore conferma del fatto che questi paesi

appartengano allo stesso gruppo, ottenuto attraverso il metodo delle k-medie nel

Capitolo 2.

In Tabella 3.18 vengono riportati i coefficienti stimati per i singoli paesi appartenenti

al terzo gruppo.
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Paese K pc qc ps qs

Belgio 2412.67 0.0041258 0.09673 0.00089 0.01759

Canada 2582.77 0.0000016 0.09673 0.00011 0.02660

Francia 1114.81 0.0004315 0.09673 0.00025 0.02645

Germania 1892.92 0.0000199 0.09673 0.00020 0.02543

Perù 212.50 0.0000923 0.09673 0.00061 0.02264

Slovacchia 1357.28 0.0008921 0.09673 0.00073 0.02654

Regno Unito 2303.04 0.0009261 0.09673 0.00042 0.01839

Stati Uniti 3386.21 0.0000038 0.09673 0.00026 0.02325

Tabella 3.18: Stime dei parametri del modello GGMME per Belgio, Canada, Francia,
Germania, Regno Unito e Stati Uniti, Slovacchia e Perù.

Le stime del parametro K riescono a catturare con precisione la scala del processo

di emissione di CO2 dei diversi paesi, spaziando dai volumi imponenti degli Stati

Uniti (K ≈ 3386) fino a livelli più ridotti del Perù (K ≈ 212).

Il risultato più rilevante emerge osservando la scomposizione della prima fase di svi-

luppo tecnologico. Essendo il tasso di assimilazione imitativa (qc) vincolato a un

valore costante per l’intero gruppo (0.0967), le differenze nazionali nell’avvio dell’in-

dustrializzazione vengono assorbite dal parametro di innesco autonomo (pc).

Paesi come Stati Uniti, Canada e Germania presentano valori di pc prossimi allo ze-

ro. Per questi stati, il modello indica che la traiettoria di sviluppo è stata innescata

quasi interamente dall’assorbimento rapido di processi industriali e tecnologie già

mature, configurando una dinamica di pura ”importazione” tecnologica.

Belgio (pc ≈ 0.0041) e Regno Unito (pc ≈ 0.0009) invece registrano parametri di

spinta innovativa interna più alti del gruppo. Questo risultato sembra essere coeren-

te con alcune dinamiche storiche. Il Regno Unito è infatti storicamente considerato

tra i principali pionieri della Rivoluzione Industriale, mentre il Belgio viene spesso

indicato come uno dei primi paesi dell’Europa continentale ad aver avviato un pro-

cesso di industrializzazione in modo relativamente autonomo. È dunque plausibile

ipotizzare che, per questi paesi, la spinta innovativa interna (catturata da un valore

di pc più elevato) abbia giocato un ruolo maggiormente rilevante nelle fasi iniziali,

prima che l’effetto imitativo globale diventasse la dinamica predominante.

Infine, in coerenza con la ridotta varianza relativa evidenziata in precedenza, le stime

individuali confermano come la fase di espansione fisica e materiale (qs) proceda per

tutti i paesi in modo simile, con valori compresi nell’intervallo di 0.017 e 0.026.
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Figura 3.9: Confronto tra GGM e GGMME per le emissioni di CO2 annuali di
Belgio, Canada, Francia, Germania, Regno Unito e Stati Uniti, Slovacchia e Perù.
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Limiti del GGMME

L’estensione dell’analisi ai restanti paesi sempre suddivisi in gruppi secondo l’analisi

svolta nel Paragrafo 2.4 è stata condotta replicando la medesima procedura meto-

dologica e selezionando, per ciascun gruppo, la specificazione ottimale del modello

GGMME sulla base del criterio informativo AIC.

Per ogni gruppo sono state individuate configurazioni parametriche differenti, ma

l’esito ottenuto risulta sostanzialmente invariato. I parametri associati alla prima

fase dello sviluppo tecnologico (pc e qc) perdono sistematicamente significatività sta-

tistica per la quasi totalità dei paesi considerati. Il modello restituisce quasi sempre

coefficienti pc e qc non significativi. Dal punto di vista interpretativo, questo im-

plica che i dati non forniscono un supporto informativo sufficiente per distinguere

in modo netto le due fasi evolutive previste dalla formulazione a cinque parametri.

La struttura del modello quindi tende a ricondursi alla configurazione più parsi-

moniosa del modello di Bass. Questa dinamica non va interpretata solo come un

limite tecnico della procedura di stima, ma come risultato di una specifica traiettoria

storico-economica dei paesi presi in esame. Come emerso dall’analisi del gruppo di

paesi analizzato in precedenza (Belgio, Canada, Francia, Germania, Regno Unito e

Stati Uniti, Slovacchia e Perù), il modello GGM risulta particolarmente adeguato nel

descrivere l’evoluzione dei paesi industrialmente pionieri (Europa occidentale e Nord

America), nei quali si osserva una chiara separazione temporale tra la fase di gene-

razione dell’innovazione tecnologica e la successiva fase di diffusione infrastrutturale.

Diversamente, i paesi appartenenti agli altri gruppi (comprendenti economie emer-

genti, paesi in via di sviluppo o industrializzate in ritardo) hanno sperimentato un

processo di industrializzazione accelerata. In questi contesti non si riscontra una

lunga fase autonoma di maturazione tecnologica; al contrario, l’adozione e l’imple-

mentazione di paradigmi industriali già consolidati avvengono in modo pressoché

simultaneo. Ne consegue che, nelle rispettive serie storiche, le due fasi del processo

tendono a sovrapporsi.

In assenza di una chiara distinzione in due momenti, la variabilità osservata non è

sufficiente a sostenere la stima di cinque parametri indipendenti. Il modello GGM

incorre pertanto in un problema di eccessiva parametrizzazione. Per questi rag-

gruppamenti, la specificazione del modello di Bass a effetti misti (BMME) risulta

migliore e coerente con la dinamica osservata consentendo una rappresentazione più

stabile e interpretabile delle traiettorie di emissione di CO2.
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Conclusioni

Il presente lavoro di tesi si è posto l’obiettivo di analizzare le dinamiche evolutive

delle emissioni di CO2 cercando di offrire un approccio di modellazione adeguato al

problema. L’adozione dei modelli di diffusione si è basata sul fatto di interpretare

l’emissione di anidride carbonica come un processo di diffusione che riflette i processi

di espansione industriale e tecnologica dei diversi paesi, fornendone una chiave di

lettura diversa della loro storia. Modellando le serie storiche a disposizione tramite

parametri m, p e q, è stato possibile comprendere meglio l’evoluzione del fenome-

no. Questa impostazione ha fornito gli strumenti per quantificare sia la propensione

all’avvio del processo in modo autonomo sia la successiva velocità di espansione e

crescita all’interno delle economie di ogni Paese.

Lo sviluppo e l’utilizzo del Modello di Bass a effetti misti ha rappresentato un passag-

gio cruciale per riuscire a trarre valutazioni su scala globale analizzando molteplici

serie simultaneamente. Tale approccio di stima ha garantito una visione d’insieme

strutturata e ha consentito confronti diretti tra le diverse realtà, concentrandosi

sugli aspetti di maggiore rilevanza analitica. L’analisi congiunta ha permesso di

interpretare meglio i comportamenti specifici di ciascun paese e di comprendere le

caratteristiche delle traiettorie individuali.

Per quanto riguarda la prestazione dei modelli è emerso che la configurazione più

adeguata è quella in cui gli effetti casuali sono specificati per i parametri p e q.

Infatti, sebbene le traiettorie di emissione di CO2 dei 68 paesi analizzati condivida-

no una forma della curva comune, esse presentano chiare differenze. In particolare,

l’eterogeneità tra i paesi si manifesta sia nelle tempistiche d’avvio del processo di

transizione (parametro p), sia nelle dinamiche di crescita e sviluppo interno (para-

metro q).

Un ulteriore vantaggio di questa procedura si manifesta nello studio dei paesi ca-

ratterizzati da traiettorie di emissione di anidride carbonica ancora in uno stadio

iniziale. Nelle situazioni in cui lo sviluppo risulta storicamente più corto, una va-

lutazione individuale risulta più difficile. La struttura a effetti casuali riesce invece



70 CONCLUSIONI

a sfruttare il contenuto informativo condiviso dall’intero gruppo. Attraverso questo

meccanismo, il modello calibra le traiettorie incerte attingendo all’esperienza dei

paesi con una storia già consolidate, restituendo parametri più plausibili e fedeli alle

reali dinamiche di emissione.

Diversi invece sono stati i risultati ottenuti con l’applicazione del modello GGM a

effetti misti. Tale approccio ha dimostrato la propria efficacia in modo selettivo,

evidenziando risultati ottimali in uno specifico gruppo e mostrando alcune criticità

negli altri a causa della forma delle curve di emissione. Le economie caratterizzate

da uno sviluppo storico lungo e graduale, tipico delle nazioni di antica industrializ-

zazione o con uno sviluppo lento, presentano traiettorie dilatate nel tempo. Questa

lentezza evolutiva garantisce la variabilità necessaria per permettere al modello di

individuare e separare le diverse fasi del processo evidenziate proprio dal GGM. Al

contrario, per le restanti serie storiche che registrano una rapida crescita, l’impiego

di una formulazione a cinque parametri si rivela sproporzionata rispetto all’effettiva

complessità del dato. In questi scenari la struttura matematica regredisce verso la

forma originaria, dimostrando come i tre coefficienti del Modello di Bass siano suf-

ficienti per catturare il fenomeno e ottenere un adattamento adeguato e coerente.

Il modello GGM a effetti misti può quindi rappresentare un prezioso punto di par-

tenza per futuri sviluppi di ricerca. La sua capacità di distinguere la fase di sviluppo

economico e industriale da quella di effettiva accumulazione delle emissioni suggeri-

sce interessanti applicazioni su altre tipologie di serie storiche, come i dati di emissio-

ne disaggregati a livello settoriale o la diffusione di specifiche tecnologie rinnovabili.

Inoltre, in un’ottica di ottimizzazione metodologica, gli sviluppi futuri potrebbero

concentrarsi su una modellazione più sofisticata delle matrici di varianza-covarianza

dei parametri. Interventi mirati in questa direzione offrirebbero la chiave per supe-

rare le attuali sfide computazionali e di convergenza, sbloccando le potenzialità del

GGMME per l’analisi simultanea di campioni di dati globali ed eterogenei.
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Appendice A

Risultati
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Tabella A.1: Stima dei parametri del Modello di Bass per tutti i paesi

Paese m p(×102) q(×102)

ARG 488.69 0.0196 3.3806

ARM 159.43 0.0031 5.6719

AUS 2590.45 0.0054 2.8898

AUT 2967.54 0.0250 1.5222

AZE 444.40 0.0018 6.1906

BLR 583.73 0.0008 6.5979

BEL 2249.99 0.0880 1.8970

BOL 117.11 0.0013 5.4214

BIH 393.13 0.0140 4.6840

BRA 338.51 0.0056 3.4965

BGR 496.94 0.0017 7.7421

CAN 2045.79 0.0061 3.3655

CHL 12534.29 0.0023 1.5336

CHN 1862.26 0.0014 4.9824

COL 134.77 0.0025 5.6153

CRI 142.51 0.0049 4.6623

HRV 345.26 0.0083 5.7767

CZE 1704.79 0.0356 3.3731

DNK 1224.19 0.0174 3.5289

ECU 174.69 0.0096 5.2838

EST 1257.35 0.0006 6.9867

FIN 770.53 0.0008 6.5728

FRA 1077.65 0.0229 2.7520

GEO 159.51 0.0015 6.1288

DEU 1697.19 0.0152 2.8907

GRC 498.71 0.0016 7.6560

GTM 60.73 0.0028 5.7173

HUN 703.47 0.0146 3.8625

IND 3595.05 0.0003 3.6107

IDN 6700.68 0.0007 2.9638

ITA 632.63 0.0039 5.0157

JPN 895.84 0.0079 4.5381

KAZ 1178.01 0.0041 5.1058

KGZ 264.93 0.0011 7.0757

Paese m p(×102) q(×102)

LVA 420.00 0.0003 7.6651

LTU 503.53 0.0004 7.4956

MYS 1354.45 0.0035 4.3822

MEX 601.26 0.0297 2.7295

MDA 395.19 0.0005 7.6766

MNE 237.70 0.0106 5.5712

NLD 2129.93 0.0398 2.1785

NZL 19260.07 0.0102 1.1243

NIC 51.85 0.0021 6.2534

MKD 333.59 0.0132 5.8797

NOR 1486.57 0.0145 2.7061

PER 143.49 0.0386 3.4899

POL 1354.78 0.0073 2.9794

PRT 1026.74 0.0067 3.4911

ROU 465.11 0.0018 6.3715

RUS 974.52 0.0012 6.1054

SRB 519.64 0.0140 5.3707

SVK 1329.99 0.0715 2.7178

SVN 581.42 0.0094 5.8994

ZAF 1031.52 0.0811 3.1410

ESP 810.56 0.0029 3.7338

SWE 781.33 0.0125 4.0474

CHE 850.35 0.0388 2.8779

TWN 1406.02 0.0062 4.7109

TJK 146.30 0.0013 7.1614

TUR 452.33 0.0017 4.7051

TKM 841.84 0.0043 5.0222

UKR 702.40 0.0012 6.9180

GBR 2303.59 0.0421 1.8394

USA 2707.42 0.0137 3.1054

URY 6143.13 0.0115 0.6341

UZB 432.08 0.0037 5.3856

VEN 493.69 0.0075 6.0603

VNM 11435.61 0.0003 3.0786
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Tabella A.2: Stima dei parametri del Modello GGM per tutti i paesi

Paese K pc(×103) qc ps(×103) qs

ARG 495.14 0.0076 0.2312 0.0199 0.0335

ARM 159.44 0.0011 0.3904 0.0031 0.0567

AUS 2959.51 0.0005 0.1176 0.0057 0.0272

AUT 12697.73 0.0059 0.1144 0.0073 0.0121

AZE 444.40 0.0017 0.5058 0.0018 0.0619

BLR 583.73 0.0037 0.5655 0.0008 0.0660

BEL 2470.85 0.9955 0.0578 0.0901 0.0171

BOL 117.11 20.0885 7.4615 0.0013 0.0542

BIH 7388.99 0.0061 0.0835 0.0047 0.0206

BRA 338.51 20.0826 10.3173 0.0056 0.0350

BGR 3187.59 0.0000 0.1412 0.0421 0.0130

CAN 2483.40 0.0000 0.1455 0.0104 0.0277

CHL 37744.86 0.0419 0.1626 0.0008 0.0150

CHN 4542.12 0.7371 0.0476 0.0007 0.0466

COL 994.14 0.0001 0.0960 0.0159 0.0159

CRI 142.58 0.0000 0.7005 0.0049 0.0466

HRV 345.31 0.2106 0.3518 0.0084 0.0578

CZE 1707.01 0.0476 0.4061 0.0357 0.0337

DNK 1224.80 1.2800 0.1662 0.0174 0.0353

ECU 176.99 0.0000 0.6143 0.0098 0.0523

EST 1257.35 0.0683 0.5313 0.0006 0.0699

FIN 770.53 10.7091 3.7909 0.0009 0.0657

FRA 1112.47 0.0396 0.0988 0.0245 0.0265

GEO 159.51 0.0014 0.4792 0.0015 0.0613

DEU 1885.95 0.0012 0.1032 0.0198 0.0255

GRC 498.71 28.5104 11.2250 0.0016 0.0766

GTM 125.64 0.0000 0.1752 0.0081 0.0370

HUN 703.52 0.4510 0.4157 0.0146 0.0386

IND 7799.80 0.0003 0.2440 0.0001 0.0321

IDN 36253.10 0.0166 0.4140 0.0001 0.0295

ITA 632.63 1.4587 2.1210 0.0040 0.0502

JPN 897.33 0.0022 0.3357 0.0079 0.0453

KAZ 1178.40 0.0017 0.2874 0.0041 0.0510

KGZ 264.93 0.0394 0.5651 0.0011 0.0708

LVA 420.00 1.6999 0.6464 0.0003 0.0767

LTU 503.53 1.3669 0.5547 0.0004 0.0750

MYS 1386.70 0.0000 0.5178 0.0034 0.0437

Continua nella pagina successiva...
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Tabella A.2 – continua dalla pagina precedente

Paese K pc(×102) qc ps(×102) qs

MEX 2618.02 0.0000 0.4918 0.0121 0.0185

MDA 395.19 4.1942 0.8271 0.0005 0.0768

MNE 2949.97 0.0022 0.0948 0.0109 0.0191

NLD 2129.93 19.8417 11.4793 0.0398 0.0218

NZL 79156.75 2.0762 0.1943 0.0025 0.0109

NIC 131.72 0.0000 0.1818 0.0144 0.0308

MKD 333.62 0.2964 0.3682 0.0132 0.0588

NOR 1686.92 0.0055 0.1376 0.0144 0.0256

PER 238.90 0.0035 0.1085 0.0624 0.0206

POL 1384.94 0.0010 0.1392 0.0076 0.0293

PRT 1026.77 0.0477 2.7369 0.0067 0.0349

ROU 465.15 0.0002 0.3350 0.0018 0.0637

RUS 974.53 0.0011 0.4971 0.0012 0.0611

SRB 519.69 0.4954 0.4166 0.0140 0.0537

SVK 1351.13 0.0531 0.2520 0.0725 0.0267

SVN 581.47 0.2881 0.3691 0.0094 0.0590

ZAF 1082.39 0.0402 0.2283 0.0835 0.0299

ESP 811.39 0.0003 0.3611 0.0029 0.0373

SWE 782.39 0.0225 0.2045 0.0126 0.0404

CHE 860.27 0.2178 0.1859 0.0391 0.0285

TWN 1408.43 0.0201 0.5084 0.0062 0.0471

TJK 146.30 0.0669 0.5400 0.0013 0.0716

TUR 452.33 23.4965 11.6299 0.0020 0.0471

TKM 3133.32 0.0043 0.0195 0.0081 0.0546

UKR 702.40 2.1722 0.7890 0.0012 0.0692

GBR 2303.59 26.1855 11.7940 0.0421 0.0184

USA 3470.76 0.0010 0.0853 0.0274 0.0225

URY 28086.61 2.0054 0.1698 0.0025 0.0061

UZB 432.13 0.0014 0.3359 0.0037 0.0538

VEN 683.37 0.0000 0.2325 0.0510 0.0326

VNM 59742.79 2.8449 1.0559 0.0001 0.0307
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Tabella A.3: Stima dei parametri del Modello di Bass per tutti i paesi con serie con
inizio dall’anno 1900

Paese m p(×102) q(×102)

ARG 480.39 0.0869 3.2995

ARM 156.06 0.0483 5.7625

AUS 3351.73 0.0735 2.4157

AUT 26067.99 0.0106 1.0481

AZE 433.75 0.0344 6.3954

BLR 574.08 0.0189 6.7505

BEL 2151.33 0.2918 1.5369

BOL 110.37 0.0089 5.6698

BIH 405.52 0.0300 4.5324

BRA 212.70 0.0244 4.3253

BGR 497.01 0.0077 7.7221

CAN 3326.44 0.1730 1.7718

CHL 11064.28 0.0061 1.5700

CHN 1862.26 0.0014 4.9824

COL 132.84 0.0282 5.6691

CRI 128.65 0.0173 4.9955

HRV 345.83 0.0151 5.7506

CZE 1406.81 0.1018 4.1670

DNK 1112.38 0.1167 3.7420

ECU 176.46 0.0150 5.2274

EST 1238.95 0.0171 7.1419

FIN 763.12 0.0113 6.6440

FRA 970.69 0.2479 2.6081

GEO 156.55 0.0285 6.2577

DEU 1853.58 0.2569 2.0627

GRC 496.24 0.0028 7.7072

GTM 61.65 0.0129 5.6174

HUN 597.72 0.0711 4.6575

IND 4277.09 0.0009 3.1499

IDN 6917.52 0.0010 2.9151

ITA 581.84 0.0228 5.4891

JPN 887.30 0.0340 4.5182

KAZ 1164.71 0.0518 5.0721

KGZ 258.06 0.0299 7.4372

Paese m p(×102) q(×102)

LVA 415.44 0.0139 7.8036

LTU 497.39 0.0152 7.6477

MYS 1358.54 0.0054 4.7132

MEX 10067.38 0.0104 1.3071

MDA 385.86 0.0180 8.0964

MNE 239.26 0.0190 5.5120

NLD 1495.37 0.1392 2.6722

NZL 18611.15 0.0140 1.0805

NIC 51.24 0.0119 6.3332

MKD 333.63 0.0241 5.8519

NOR 1814.84 0.0759 2.3384

PER 180.42 0.2104 2.2821

POL 1122.00 0.1278 3.3708

PRT 579.77 0.0201 4.3135

ROU 462.38 0.0256 6.3804

RUS 957.67 0.0232 6.2253

SRB 519.51 0.0241 5.3489

SVK 1147.93 0.1957 2.9761

SVN 581.76 0.0171 5.8766

ZAF 1166.56 0.1460 2.6258

ESP 622.94 0.0331 4.4248

SWE 722.17 0.1262 4.2845

CHE 760.76 0.1275 3.0115

TWN 1412.99 0.0075 4.6976

TJK 142.06 0.0346 7.5928

TUR 449.36 0.0106 4.7031

TKM 834.76 0.0527 4.9645

UKR 688.79 0.0184 7.1496

GBR 1929.91 0.4776 1.0476

USA 4384.92 0.2610 1.2334

URY 4266.76 0.0203 0.7568

UZB 424.24 0.0516 5.4216

VEN 501.45 0.0532 5.7517

VNM 10703.33 0.0004 3.1027
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Tabella A.4: Stima dei parametrim, p e q con il BMME per tutti i 68 paesi analizzati

Paese m p(×102) q(×102)

ARG 487.05 0.0196 3.3885

ARM 160.07 0.0032 5.6278

AUS 2589.23 0.0054 2.8904

AUT 2936.96 0.0252 1.5256

AZE 444.71 0.0018 6.1806

BLR 584.17 0.0008 6.5878

BEL 2251.49 0.0879 1.9760

BOL 121.02 0.0014 5.3171

BIH 393.51 0.0140 4.6814

BRA 296.64 0.0058 3.6242

BGR 497.95 0.0018 7.7078

CAN 2045.69 0.0061 3.3156

CHL 36272.71 0.0008 1.5208

CHN 1663.12 0.0016 4.9723

COL 135.96 0.0027 5.5483

CRI 139.88 0.0049 4.6997

HRV 357.05 0.0085 5.7473

CZE 1704.37 0.0356 3.3743

DNK 1223.98 0.0174 3.5294

ECU 179.04 0.0099 5.1961

EST 1257.56 0.0006 6.9839

FIN 771.14 0.0008 6.5653

FRA 1077.39 0.0231 2.8527

GEO 160.63 0.0016 6.0487

DEU 1697.08 0.0152 2.8908

GRC 501.60 0.0016 7.5988

GTM 66.71 0.0036 5.3143

HUN 703.21 0.0146 3.8639

IND 571.93 0.0013 3.2298

IDN 520.78 0.0075 3.2331

ITA 632.80 0.0040 5.0144

JPN 895.70 0.0079 4.5384

KAZ 1178.06 0.0041 5.1055

KGZ 265.47 0.0012 7.0255

Paese m p(×102) q(×102)

LVA 420.65 0.0003 7.6290

LTU 504.05 0.0004 7.4728

MYS 1282.40 0.0036 4.4148

MEX 599.74 0.0297 2.7352

MDA 395.66 0.0005 7.6408

MNE 239.78 0.0108 5.5255

NLD 2132.23 0.0398 2.1779

NZL 173928.09 0.0011 1.0901

NIC 57.61 0.0034 5.5875

MKD 334.44 0.0134 5.8599

NOR 1483.08 0.0145 2.7085

PER 140.16 0.0354 3.6312

POL 1354.30 0.0073 2.9801

PRT 978.35 0.0068 3.5252

ROU 465.57 0.0018 6.3583

RUS 974.75 0.0012 6.1930

SRB 520.29 0.0140 5.3644

SVK 1329.26 0.0713 2.7222

SVN 582.26 0.0094 5.8895

ZAF 1031.59 0.0805 3.1507

ESP 807.07 0.0030 3.8409

SWE 781.27 0.0125 4.0478

CHE 849.72 0.0387 2.8816

TWN 1352.86 0.0078 4.7140

TJK 147.09 0.0015 7.0103

TUR 446.24 0.0020 4.7249

TKM 841.90 0.0043 5.0217

UKR 702.74 0.0012 6.9097

GBR 2303.44 0.0421 1.8446

USA 2707.38 0.0137 3.1054

URY 2331.38 0.0300 0.6832

UZB 432.27 0.0037 5.3814

VEN 493.97 0.0076 6.0534

VNM 655.04 0.0045 3.2795
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Figura A.1: BMME per le emissioni di CO2 annuali dei 68 paesi analizzati
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Appendice B

Aspetti teorici

B.0.1 Metodi computazionali

L’algoritmo implementato per la stima dei parametri, descritto da Lindstrom e Ba-

tes (1990), adotta una strategia iterativa che alterna due fasi distinte, una prima

fase di stima ai Minimi Quadrati Penalizzati Non Lineari (PNLS) e una seconda

fase basata su un modello Lineare a Effetti Misti (LME).

Nello stadio PNLS, la stima corrente della matrice di precisione relativa ∆ viene

mantenuta fissa. Le mode condizionate degli effetti casuali bi e le stime degli effetti

fissi β vengono ottenute minimizzando la seguente funzione obiettivo penalizzata:

M∑︂
i=1

(︁
∥yi − fi(β, bi)∥2 + ∥∆bi∥2

)︁
, (B.1)

Il passo LME aggiorna invece la stima di ∆ e σ2. Questo passaggio si basa su

un’espansione in serie di Taylor del primo ordine della funzione modello f attorno

alle stime correnti di β e bi (indicate rispettivamente con β̂
(w)

e b̂
(w)

i all’iterazione

w).

Definendo le matrici dei gradienti per la parte fissa e casuale come:

X̂
(w)

i =
∂fi
∂βT

⃓⃓⃓⃓
β̂
(w)

,b̂
(w)
i

, Ẑ
(w)

i =
∂fi
∂bTi

⃓⃓⃓⃓
β̂
(w)

,b̂
(w)
i

(B.2)

e il vettore dei residui linearizzati come:

ŵ
(w)
i = yi − fi(β̂

(w)
, b̂

(w)

i ) + X̂
(w)

i β̂
(w)

+ Ẑ
(w)

i b̂
(w)

i (B.3)

è possibile approssimare la verosimiglianza logaritmica del modello per stimare ∆:
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ℓLME(β, σ
2,∆|y) =− N

2
log(2πσ2)− 1

2

M∑︂
i=1

(︃
log |Σi(∆)|

+ σ−2
[︂
ŵ

(w)
i − X̂

(w)

i β
]︂T

Σ−1
i (∆)

[︂
ŵ

(w)
i − X̂

(w)

i β
]︂)︃ (B.4)

con Σi(∆) = I + Ẑ
(w)

i ∆−1∆−T Ẑ
(w)T

i .

La funzione di log-verosimiglianza espressa nell’Equazione B.4 è formalmente identi-

ca a quella di un modello lineare a effetti misti (LME), in cui il vettore di risposta è

dato da ŵ(w) e le matrici di disegno per gli effetti fissi e casuali sono rispettivamente

X̂
(w)

e Ẑ
(w)

.

Sfruttando questa analogia, è possibile esprimere i valori ottimali di β e σ2 come

funzioni di ∆. Questo permette di semplificare notevolmente il problema di ot-

timizzazione, concentrandosi sulla verosimiglianza profilo di ∆. Di conseguenza,

l’algoritmo alterna le fasi PNLS e LME finché non viene soddisfatto il criterio di

convergenza.

Sotto il profilo dell’efficienza computazionale, questi algoritmi tendono a performare

meglio quando le stime delle componenti di varianza-covarianza (∆ e σ2) non sono

altamente correlate con quelle degli effetti fissi (β). Pinheiro e Bates (2000) hanno

dimostrato che, nei modelli lineari a effetti misti, le stime di massima verosimiglian-

za di ∆ e σ2 sono asintoticamente indipendenti dalle stime di β. Sebbene questi

risultati non siano stati ancora estesi formalmente al caso non lineare, si tende a

considerare che la proprietà tenda a conservarsi.

Va notato che Lindstrom e Bates (1990) hanno proposto anche un metodo basato

sulla Massima Verosimiglianza Ristretta (REML) per la stima di ∆; tuttavia, in

questa sezione si fa riferimento esclusivamente all’approccio ML (Maximum Likeli-

hood) in quanto coerente con le analisi svolte.

Per quanto riguarda l’inferenza, le informazioni salienti si basano sull’approssima-

zione LME della funzione di log-verosimiglianza. Attraverso questa approssimazione

è possibile derivare gli errori standard, gli intervalli di confidenza e i test di ipotesi

per i parametri del modello.

La distribuzione asintotica degli stimatori di massima verosimiglianza β̂ degli effetti

fissi è approssimata da una normale multivariata:
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β̂ ∼ N

⎛⎝β, σ2

[︄
M∑︂
i=1

X̂
T

i Σ
−1
i X̂ i

]︄−1
⎞⎠ (B.5)

con: Σi = I + Ẑi∆
−1∆−T Ẑ

T

i .

Gli errori standard sono ottenuti direttamente dalla matrice di varianza-covarianza

approssimata descritta nell’Equazione B.5. Inoltre, su tale distribuzione si basano

anche i test t e F per la significatività dei coefficienti.

Per concludere, in merito ai valori previsti a livello di popolazione, la risposta attesa

è stimata ponendo gli effetti casuali pari al loro valore medio (zero). Formalmente,

se xh rappresenta un vettore di covariate per gli effetti fissi e vh un altro vettore di

covariate del modello (nel nostro caso il tempo t), la previsione per la stima della

risposta media yh è data da f(xT
hβ, vh).

Si decide di prestare maggiore attenzione al passo PNLS in quanto rappresenta la

principale differenza rispetto ai modelli lineari. Questa scelta è dovuta al fatto che,

in questo stadio, si ottengono le stime β e bi. Per spiegazioni più approfondite si

rimanda a Pinheiro e Bates (2000), il testo di riferimento per la stesura del Capitolo.

La funzione obiettivo (Eq. B.1) può essere convertita in una somma di quadrati non

lineare standard introducendo delle “pseudo-osservazioni”. Si definiscono il vettore

risposta aumentato ỹi e la funzione modello aumentata f̃ i come:

ỹi =

[︄
yi

0

]︄
, f̃ i(β, bi) =

[︄
fi(β, bi)

∆bi

]︄
(B.6)

Di conseguenza, il problema di stima può essere trattato come un problema standard

ai minimi quadrati non lineari:

M∑︂
i=1

∥ỹi − f̃ i(β, bi)∥2 (B.7)

Per risolvere tale problema, si utilizza il metodo iterativo di Gauss-Newton (Bates

e Watts (1988)).

La funzione non lineare f(α) è sostituita dall’approssimazione in serie di Taylor del

prim’ordine sulle stime correnti α̂(w)

f(α) ≈ f(α̂(w)) +
∂f

∂αT

⃓⃓⃓⃓
α̂(w)

(α− α̂(w)). (B.8)



82 B. Aspetti teorici

Ad ogni iterazione w, il parametro di incremento δ(w+1) viene calcolato minimizzan-

do: ⃦⃦⃦⃦
[y − f(α̂(w))]− ∂f

∂αT

⃓⃓⃓⃓
α̂(w)

(α− α̂(w))

⃦⃦⃦⃦2

(B.9)

Per garantire che l’aggiornamento porti a una diminuzione effettiva della funzione

obiettivo, viene utilizzata una tecnica di dimezzamento graduale (step-halving).

La nuova stima è fissata su α̂(w)+δ̂
(w+1)

e con questa viene calcolato il corrispondente

valore della funzione obiettivo (Eq. B.7). Se tale valore risulta inferiore a quello

ottenuto in α̂(w), il risultato è mantenuto e si continua con il passo successivo, a

meno che la convergenza non sia già stata raggiunta.

In caso contrario, la nuova stima è fissata a α̂(w)+ δ̂
(w+1)

/2 (tecnica di step-halving)

e la procedura viene ripetuta, fino a quando non si osserva una diminuzione della

funzione obiettivo.

Le matrici delle derivate per l’ottimizzazione di Gauss-Newton sono definite, per

i = 1, . . . ,M , come:

∂f̃ i(β, bi|∆)

∂βT

⃓⃓⃓⃓
⃓
β̂
(w)

,b̂
(w)
i

= X̃
(w)

i =

[︄
X̂

(w)

i

0

]︄

∂f̃ i(β, bi|∆)

∂bTi

⃓⃓⃓⃓
⃓
β̂
(w)

,b̂
(w)
i

= Z̃
(w)

i =

[︄
Ẑ

(w)

i

∆

]︄ (B.10)

con X̂
(w)

i e Ẑ
(w)

i definite in Equazione B.2.

A questo punto, il problema ai minimi quadrati che deve essere risolto ad ogni

iterazione dell’algoritmo è:

M∑︂
i=1

⃦⃦⃦
w̃

(w)
i − X̃

(w)

i β − Z̃
(w)

i bi

⃦⃦⃦2

, con w̃
(w)
i =

[︄
ŵ

(w)
i

0

]︄
, (B.11)

con ŵ(w) espresso in Equazione B.3.

Per ottenere un algoritmo efficiente e numericamente stabile, il problema viene

risolto mediante metodi di decomposizione matriciale. In particolare, si considera

la decomposizione orto-triangolare (QR) della matrice aumentata:[︄
Ẑ

(w)

i X̂
(w)

i ŵ
(w)
i

∆ 0 0

]︄
= Q0

[︄
R11(i) R10(i) c1(i)

0 R00(i) c0(i)

]︄
(B.12)
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dove la riduzione alla forma triangolare si interrompe dopo le prime q colonne.

Assumendo che ∆ sia a rango pieno, ne consegue che lo sia anche R11(i). Utilizzando

una seconda decomposizione orto-triangolare risulta:⎡⎢⎢⎣
R00(1) c0(1)

...
...

R00(M) c0(M)

⎤⎥⎥⎦ = Q0

[︄
R00 c0

0 c−1

]︄
(B.13)

Poichè Q1(i) e Q0 sono matrici ortogonali, è possibile riscrivere l’espressione da

minimizzare come:

M∑︂
i=1

⃦⃦
c1(i) −R11(i)bi −R10(i)β

⃦⃦2
+ ∥c0 −R00β∥2 + ∥c−1∥2 (B.14)

Si suppone quindi che R00 sia a rango pieno; di conseguenza, la B.14 è univocamente

minimizzata dalle seguenti stime ai minimi quadrati:

β̂ = R−1
00 c0

b̂i = R−1
11(i)

(︂
c1(i) −R10(i)β̂

)︂
, i = 1, . . . ,M

(B.15)

Gli incrementi di Gauss-Newton si ottengono perciò come differenza tra queste stime

ai minimi quadrati e le stime correnti β̂
(w)

e b̂
(w)

i . Come spiegato precedentemente,

l’utilizzo del dimezzamento graduale (step-halving) è atto a garantire che le nuove

stime si traducano in una effettiva diminuzione della funzione obiettivo (Eq: B.7).
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