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Introduzione

Lo scopo principale di questa tesi è la trattazione di alcune delle proprietà fondamentali
di due celebri funzioni speciali1, ossia la funzione gamma di Eulero e la funzione zeta di
Riemann. L’importanza delle funzioni speciali è testimoniata dalla vastissima letteratura
sviluppatasi nel corso degli ultimi secoli e che coinvolge svariati ambiti della matematica
pura e applicata, tra i quali la teoria della probabilità, la teoria analitica dei numeri,
l’analisi complessa, solo per citarne alcuni (cfr. [1], [4], [5], [8]). Le funzioni speciali sono
dunque un luogo di intersezione interdisciplinare e sarebbe per questo impossibile darne
una trattazione completa nel breve spazio della nostra tesi.

Nei Capitoli 1 e 2, che sono il fulcro della tesi, ci limiteremo più modestamente ad
un’esposizione parziale di alcuni aspetti della teoria delle funzioni gamma di Eulero e
zeta di Riemann, che usano tecniche più o meno elementari di analisi complessa, di cui,
per completezza, richiameremo alcuni risultati notevoli nell’Appendice A. L’esposizione
dei Capitoli 1 e 2 è essenzialmente ispirata al terzo capitolo del trattato [11].

Quella che da molto tempo è nota col nome di “funzione gamma”, venne definita e
discussa per la prima volta da Eulero, nella sua corrispondenza epistolare con Christian
Goldbach, tra il 1729 e il 1730 (si veda [5], cap. 6). In particolare, in una lettera datata
8 Gennaio 1730, egli propose di studiare la funzione integrale definita come

∫ 1

0

(
log

(
1

t

))x−1

dt,

per alcune sue proprietà inaspettatamente utili. In seguito, nel 1809, fu Adrien-Marie
Legendre a denotare tale funzione con la lettera greca Γ e, usando la sostituzione

t→ − log t,

a presentarla nella forma in cui oggi viene comunemente scritta, ossia2

Γ(x) =

∫ +∞

0

e−ttx−1 dt (x > 0).

Lo studio sistematico della funzione gamma mise in luce moltissime sue proprietà, ma
quella forse più famosa rimane la generalizzazione della nozione di fattoriale all’ambito
complesso (cfr. Proposizione 2, Sezione 2.1).

1“Funzione speciale: locuzione con cui si indica una funzione non elementare, spesso definita come

un integrale o come soluzione di una equazione differenziale, che interviene in problemi di analisi pura

o applicata”; cit. www.treccani.it/enciclopedia.
2Se si assume che x è reale.
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Il Capitolo 1 sarà quindi dedicato all’esposizione delle proprietà salienti della funzione
gamma. L’approccio usato sarà quello di studiarla solo in ambito complesso, rinunciando
quindi alla ben nota presentazione dovuta ad Artin, [2], e basata sulle proprietà delle
funzioni convesse di una variabile reale.

Vorremmo a questo punto osservare che, se x è un numero complesso, la funzione
gamma si prolunga ad una funzione olomorfa nel semipiano ℜe(x) > 0, dove è valida
la precedente rappresentazione integrale. Come funzione di variabile complessa, oltre a
risultare monodroma, essa si può inoltre prolungare ad una funzione meromorfa su tutto
il piano complesso (con poli semplici negli interi negativi, compreso lo zero). In effetti,
ciò che essenzialmente caratterizza la funzione gamma (cfr. [10], cap. 6), è proprio il
fatto che la funzione reciproca 1/Γ(x) è la “più semplice” funzione intera (cioè, olomorfa
su C) che si annulla esattamente in tutti gli interi negativi (0 compreso).

La teoria della funzione zeta di Riemann rappresenta uno dei capitoli più affascinanti
della matematica moderna (cfr. [1], [4], [5], [8]). Essa è una funzione meromorfa le cui
proprietà possono essere studiate mediante tecniche di analisi complessa, ma anche con
i metodi della teoria dei numeri. In questa profonda connessione tra continuo e discreto
risiede, secondo alcuni, la bellezza matematica di tale teoria. La sua origine si può far
risalire, ancora, ad Eulero, il quale nel 1737 dimostrò che la somma dei reciproci dei
numeri primi è una serie divergente. In particolare, egli stimò tale serie, arrivando alla
conclusione che ∑

p<x

1/p ∼ log(log(x));

cfr. Sezione 1.1 in [4]. Un altro risultato rilevante fu ottenuto da Chebyshev nel 1850,
il quale dimostrò che, se π(x) denota il numero di primi minori di x, l’errore relativo
all’approssimazione

π(x) ∼
∫ x

2

dt

log(t)
,

è minore dell’11%, per ogni x abbastanza grande (cfr. [4] e [5]).
Fu poi nel 1859 che Bernhard Riemann pubblicò un breve articolo, di sole 8 pagine,

intitolato “Ueber die Anzahl der Primzahlen unter einer gegebenen Grösse”, che con
gli occhi di oggi, rivoluzionò la storia della matematica. L’importanza di questo lavoro
risiede principalmente nei metodi che Riemann introdusse, tra cui quello di definire la
funzione zeta come funzione di una variabile complessa, e lo studio dei suoi zeri. Le idee
sviluppate da Riemann impiegarono circa trent’anni per essere pienamente accolte dalla
comunità matematica, ma grazie ad esse si riuscirono ad ottenere risultati straordinari
nell’ambito della teoria dei numeri (cfr. [1], [4], [5], [8]).

Per concludere questa introduzione, vorremmo menzionare quello che è considerato
da molti come il problema aperto più importante della matematica, ossia l’ipotesi di
Riemann. Questa famosa congettura riguarda la distribuzione degli zeri della funzione
zeta nella “striscia critica”, cioè la striscia dei numeri complessi z tali che 0 ≤ ℜe(z) ≤ 1.
Secondo Riemann, tutti gli zeri della zeta che stanno all’interno di questa striscia devono
essere necessariamente situati sulla retta ℜe(z) = 1

2
. È ben noto che Riemann (come

nessun altro dopo di lui) non riusc̀ı mai a dimostrare la sua “ipotesi”. Successivamente,
David Hilbert la inser̀ı nella sua celebre lista dei 23 più importanti problemi, ancora
irrisolti alle soglie del ’900. Malgrado numerosi tentativi, tale è rimasto anche ai giorni
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nostri, dopo più di un secolo. Per un’introduzione a questi argomenti, anche da un punto
di vista storico, si possono consultare, ad esempio, i testi [4], [5] e [8].

Il Capitolo 2 è interamente dedicato alla funzione zeta di Riemann che, come già
detto, tratteremo soltanto da un punto di vista analitico, facendo solo pochi cenni ai suoi
legami con la teoria dei numeri. Evidenzieremo, invece, il profondo legame che esiste tra
le funzioni gamma e zeta, osservando come diverse proprietà di quest’ultima emergono
dal confronto con la prima.

Come detto, l’Appendice A contiene una rassegna di risultati fondamentali dell’analisi
complessa, che sono stati più volte adoperati nella stesura della tesi. L’esposizione di
questa sezione è basata principalmente sulle note [7] (alternativamente, ci si può riferire
ai testi [3], [9] e [10]).

L’Appendice B è infine dedicata a tre argomenti “tecnici”, di solito non trattati nei
corsi di analisi, e che svolgono un ruolo importante in alcune dimostrazioni svolte nei
Capitoli 1 e 2. Anche in questo caso la nostra esposizione data si basa principalmente su
quella data in [11] (cfr. capp. 1, 3), ma anche su [8], [6] e [10].

Il primo argomento riguarda i polinomi di Bernoulli (cfr. Sezione B.1). Essi sono uno
strumento utilissimo nello studio della funzione zeta, dato che, ad esempio, consentono
di individuare la posizione dei suoi “zeri banali”.

Nella Sezione B.2 introduciamo brevemente alcuni risultati elementari concernenti i
prodotti infiniti. Tra le altre cose, viene studiata la convergenza del prodotto di Eulero.

Infine, nella Sezione B.3, viene discusso in dettaglio lo sviluppo in serie della funzione
π cot(πz) e, grazie ad esso, lo sviluppo come prodotto infinito della funzione sin(πz)

πz
, che

si rivela indispensabile nella dimostrazione della formula di riflessione della gamma (cfr.
Proposizione 4).
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Capitolo 1

La funzione Gamma di Eulero

La referenza principale usata nella stesura di questo capitolo è il Capitolo 3 in [11]. Altre utili

referenze sono, ad esempio, [1], [6], [10].

Definizione 1.1 (Gamma di Eulero). Sia z ∈ C tale che σ = ℜe(z) > 0.
La funzione Γ(z), definita come

Γ(z) =

∫ ∞

0

e−ttz−1 dt, (1.1)

si chiama funzione “gamma di Eulero”.

La restrizione al semipiano {z ∈ C : ℜe(z) > 0} è necessaria, dal momento che questa
è la condizione per la convergenza dell’integrale nel suo estremo inferiore.

Possiamo subito enunciare e dimostrare la seguente proposizione.

Proposizione 1. La funzione Γ(z) è olomorfa.

Dimostrazione. Sia a > 0. Dimostreremo che
∫∞
a
e−ttz−1 dt è una funzione olomorfa

utilizzando il Teorema 7 (Appendice A).
Notiamo che a questo scopo, l’unica ipotesi da verificare è la convergenza uniforme

poiché le altre sono automaticamente soddisfatte.
Dato n ∈ N, deve esistere C > 0 tale che

∣∣∣∣
∫ n

a

e−ttz−1 dt−
∫ ∞

a

e−ttz−1 dt

∣∣∣∣ =
∣∣∣∣
∫ ∞

n

e−ttz−1 dt

∣∣∣∣

≤
∫ ∞

n

e−ttσ−1 dt ≤ C

∫ ∞

n

e−t/2 = 2Ce−n/2.

L’ultimo termine tende a 0 se n→ +∞ e ciò dimostra la convergenza uniforme.
Adesso poniamo

fn(z) :=

∫ ∞

1/n

e−ttz−1 dt

per ogni z tale che σ = ℜe(z) > 0. Per quanto appena visto fn(z) è olomorfa. Supponiamo
inoltre che σ ≥ c > 0. Se 0 < t ≤ 1, allora e−t < 1 e tσ−1 ≤ tc−1. Quindi, per ogni
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n,m ∈ N tali che n > m, si ha

∣∣∣∣∣

∫ 1/m

1/n

e−ttz−1 dt

∣∣∣∣∣ ≤
∫ 1/m

1/n

tc−1 dt =
1

c
(m−c − n−c).

Dunque {fn(z)}n∈N è una successione di funzioni uniformemente di Cauchy e applicando
il Teorema 5 (Appendice A) si ottiene la tesi.

Osservazione 1. È bene osservare che la funzione Γ(z) può essere definita utilizzando,
come cammino d’integrazione, una semiretta γ(t) = teiα (t ≥ 0) dall’origine, avente
coefficiente angolare α, con |α| < π

2
. In altre parole, si ha

Γ(z) =

∫ ∞eiα

0

e−ttz−1 dt (ℜe(z) > 0). (1.2)

Infatti, per il Teorema di Cauchy (Appendice A), la differenza tra (1.1) e (1.2) uguaglia
l’integrale di h(t) = e−ttz−1 sull’arco di ampiezza |α| della circonferenza di raggio R
congiungente i punti R ed Reiα, per R → +∞. Applicando il lemma di Jordan, si vede
che questo integrale tende a 0 per R → +∞.

Proposizione 2 (Relazione ricorsiva). La funzione Γ(z) soddisfa la seguente relazione

Γ(z + 1) = z Γ(z).

Dimostrazione. Integrando per parti la funzione Γ(z + 1) definita dalla (1.1) si ottiene

Γ(z + 1) =

∫ ∞

0

e−ttz dt

=
(
−e−ttz

)∣∣t=∞
t=0

+ z

∫ ∞

0

e−ttz−1 dt

= z Γ(z).

Si osservi che Γ(1) = 1 e che, per la relazione ricorsiva, si ha

Γ(n+ 1) = n! ∀n ∈ N.

Un uso appropriato della relazione ricorsiva ci consentirà di estendere la funzione Γ(z)
ad una funzione meromorfa su tutto il piano complesso.

Teorema 1. La funzione Γ(z) definita dall’equazione (1.1), e assumendo che ℜe(z) > 0,
si può estendere ad una funzione meromorfa, definita su tutto il piano complesso, ed
avente poli semplici negli interi negativi, 0 compreso. I residui di Γ(z), per z = −n, sono
dati dalla formula

resz=−n(Γ(z)) =
(−1)n

n!
∀n ∈ N ∪ {0}.
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Dimostrazione. Ragionando per induzione, si dimostra che la Proposizione 2 si può
riformulare per un qualsiasi intero positivo. Più precisamente, per ogni n ∈ N si ha

Γ(z + n) = (z + n− 1) · (z + n− 2) · ... · z · Γ(z), (1.3)

ossia vale la formula

Γ(z) =
Γ(z + n)

(z + n− 1) · . . . · (z + 1) · z =
1

(z)n

∫ ∞

0

e−ttz+n−1 dt, (1.4)

dove si è posto
(z)n := z · (z + 1) · . . . · (z + n− 1). (1.5)

A partire dall’equazione (1.4), ragionando come in precedenza, si vede che Γ(z + n)
è olomorfa per ogni z ∈ C tale che ℜe(z) > −n. La stessa equazione (1.4) mostra
che Γ(z) si estende ad una funzione meromorfa avente poli semplici negli interi negativi
0,−1,−2, ...,−n+1. L’arbitrarietà della scelta di n conclude la dimostrazione della prima
parte dell’enunciato.

Calcoliamo ora i residui per concludere la dimostrazione.
Se z = −n, si ha

lim
z→ −n

(z + n) Γ(z) =
Γ(z + n+ 1)

z(z + 1)...(z + n− 1)

∣∣∣∣
z=−n

=
(−1)n

n!
. (1.6)

D’ora in poi con la notazione Γ(z) ci riferiremo alla funzione meromorfa definita dal
Teorema 1. Euristicamente tale estensione si può pensare come il limite del membro
destro dell’equazione (1.4) per n→ +∞.

Utilizziamo un famoso limite notevole. Ricordiamo che per ogni t ∈ R si ha

e−t = lim
n→+∞

(
1− t

n

)n

.

Proposizione 3. Per ogni n ∈ N, sia

Pn(z) :=

∫ n

0

(
1− t

n

)n

tz−1 dt. (1.7)

Allora Pn(z) −−−−→
n→+∞

Γ(z).

Dimostrazione. Si ha

Γ(z)− Pn(z) =

∫ n

0

{
e−t −

(
1− t

n

)n}
tz−1 dt+

∫ ∞

n

e−ttz−1 dt. (1.8)

Si vede subito che il secondo integrale tende a 0 per n → +∞. Per quanto riguarda il
primo integrale, utilizziamo una disuguaglianza che dimostreremo in seguito:

• per ogni n ∈ N e t ∈ R si ha

0 ≤ e−t −
(
1− t

n

)n

≤ t2

n
e−t.
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Da questa disuguaglianza segue subito che
∣∣∣∣
∫ n

0

{
e−t −

(
1− t

n

)n}
tz−1 dt

∣∣∣∣ ≤
∫ n

0

1

n
e−ttσ+1 dt

<
1

n

∫ ∞

0

e−ttσ+1 dt −−−−→
n→+∞

0,

(1.9)

dove al solito si è posto σ = ℜe(z).
Dimostriamo adesso la disuguaglianza sopra enunciata.

Sia 0 ≤ y < 1. Dai noti sviluppi di McLaurin delle funzioni ey e (1− y)−1 si vede che

1 + y ≤ ey ≤ (1− y)−1.

Sia quindi y = t/n. Allora

(
1 +

t

n

)−n

≥ e−t ≥
(
1− t

n

)n

,

e perciò

0 ≤ e−t −
(
1− t

n

)n

= e−t

{
1− et

(
1− t

n

)n}

≤ e−t

{
1−

(
1− t2

n2

)n}
,

(1.10)

dove nell’ultimo passaggio si è utilizzata la disuguaglianza et ≥ (1 + t
n
)n.

Per induzione, si dimostra che se 0 ≤ α ≤ 1, allora (1− αn) ≥ 1− nα.
Da ciò segue che

1−
(
1− t2

n2

)n

≤ t2

n
,

e questo conclude la dimostrazione.

Teorema 2. Sia z 6= 0,−1,−2, .... Allora

Γ(z) = lim
n→+∞

1 · 2 · · · n
z(z + 1) · · (z + n)

nz.

Dimostrazione. Sia Pn(z) la funzione definita dalla (1.7). Effettuando la sostituzione
t = nτ , integrando per parti n volte e ricordando che ℜe(z) > 0, si ottiene che

Pn(z) = nz

∫ 1

0

(1− τ)nτ z−1 dτ

= nz

[
τ z

z
(1− τ)n

]1

0

+
nz · n
z

∫ 1

0

(1− τ)n−1τ z dτ

= ....

=
nz · n · (n− 1) · . . . · 2 · 1
z · (z + 1) · . . . · (z + n− 1)

∫ 1

0

τ z+n−1 dτ

=
1 · 2 · . . . · n

z · (z + 1) · . . . · (z + n)
nz.

(1.11)
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Dunque, usando la Proposizione 5, si ottiene che

Γ(z) = lim
n→+∞

1 · 2 · . . . · n
z · (z + 1) · . . . · (z + n)

nz, (1.12)

come volevasi dimostrare.

Dal momento che limn→+∞
n

(z+n)
= 1, si ottiene anche una versione equivalente:

Γ(z) = lim
n→+∞

1 · 2 · . . . · (n− 1)

z · (z + 1) · . . . · (z + n− 1)
nz. (1.13)

Corollario 1 (Prodotto di Eulero). Vale la seguente identità

Γ(z) =
1

z

∞∏

n=1

{(
1 +

z

n

)−1
(
1 +

1

n

)z}
. (1.14)

Dimostrazione. Si consideri l’espressione di Γ(z) data dall’equazione (1.13). Il fattore nz

può essere scritto tramite l’identità

nz =
n−1∏

m=1

(
1 +

1

m

)z

. (1.15)

In effetti, si noti che

n−1∏

m=1

(
1 +

1

m

)
= 1 · 2 ·

(
3

2

)
·
(
4

3

)
·
(
5

4

)
· . . . ·

(
n− 1

n

)
·
(

n

n− 1

)
.

Invece l’altro fattore si può scrivere usando l’identità

1 · 2 · . . . · n
z · (z + 1) · . . . · (z + n)

=
1

z

n−1∏

m=1

(
1 +

z

m

)−1

. (1.16)

Infatti, si osservi che

n−1∏

m=1

(
1 +

z

m

)−1

= (1 + z)−1 ·
(
2 + z

2

)−1

·
(
3 + z

3

)−1

· . . . ·
(
n− 1 + z

n− 1

)
.

La tesi segue sostituendo entrambe queste espressioni nell’equazione (1.13).

Questa formula di rappresentazione per la gamma di Eulero è ben definita su tutto il
piano complesso, ad eccezione dei suoi poli, che sono situati negli interi negativi z = −n
(n ∈ N∪{0}). Dunque può essere scelta come definizione alternativa della funzione Γ(z).

Corollario 2 (Prodotto infinito di Weierstrass). Vale la seguente identità

1

Γ(z)
= zeγz

∞∏

n=1

{(
1 +

z

n

)
e−z/n

}
, (1.17)

dove γ indica la “costante di Eulero”.

13



Dimostrazione. Partiamo con l’osservare che

nz = ez logn = exp

{
z

[
log n−

n∑

m=1

1

m

]}
n∏

m=1

ez/m. (1.18)

Ricordiamo ora che la costante γ viene definita ponendo

γ := lim
n→+∞

{
n∑

m=1

1

m
− log(n)

}
. (1.19)

La dimostrazione si conclude quindi sostituendo nella (1.12) l’espressione di nz data
dalla (1.18) e utilizzando infine la definizione di γ.

Il prodotto infinito di Weierstrass rende evidenti alcuni aspetti della funzione Γ(z).
In particolare, mostra che non vi sono zeri e, inoltre, che le singolarità di Γ(z) (ossia
z = 0,−1,−2,−3, ...) sono tutti poli semplici.

Concludiamo questa sezione dimostrando una formula alternativa per la costante di
Eulero. Precisamente, partiamo con l’osservare che

n∑

m=1

1

m
=

n∑

m=1

∫ 1

0

xm−1 dx =

∫ 1

0

1− xn

1− x
dx

=

∫ 1

0

1− (1− y)n

y
dy =

∫ n

0

{
1−

(
1− t

n

)n}
dt

t
.

(1.20)

Pertanto, si ha che

n∑

m=1

1

m
− log n =

∫ n

0

{
1−

(
1− t

n

)n}
dt

t
−
∫ n

1

dt

t

=

∫ 1

0

{
1−

(
1− t

n

)n}
dt

t
−
∫ n

1

(
1− t

n

)n
dt

t
.

(1.21)

Infine, se n→ +∞, si ottiene che

γ =

∫ 1

0

1− e−t

t
dt−

∫ ∞

1

e−t

t
dt. (1.22)
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1.1 Due formule importanti

Il Teorema 2 e i suoi corollari più significativi (ad esempio, il Corollario 2) svolgono un
ruolo determinante nel dimostrare due celebri formule di rappresentazione concernenti la
gamma di Eulero.

Formula di Riflessione

Proposizione 4 (Formula di Riflessione). Vale la formula seguente

Γ(z) · Γ(1− z) =
π

sin(πz)
. (1.23)

Dimostrazione. Dalla definizione di Γ(z) che si ottiene mediante il prodotto infinito
Weiestrass (Corollario 2), si ottiene che

Γ(z) · Γ(−z) = − 1

z2

∞∏

n=1

{(
1 +

z

n

)
e−z/n

}−1
∞∏

n=1

{(
1− z

n

)
ez/n

}−1

= − 1

z2

∞∏

n=1

(
1− z2

n2

)−1

.

(1.24)

Utilizziamo adesso lo sviluppo come prodotto infinito della funzione sin(πz)
πz

dimostrato in
Appendice (cfr. Proposizione 19, Sezione B.3). Più precisamente, si ha

sin(πz)

πz
=

∞∏

n=1

(
1− z2

n2

)
.

Da ciò segue subito che

Γ(z) · Γ(−z) = − π

z sin(πz)
, (1.25)

e utilizzando la relazione ricorsiva per la Γ(z) dimostrata in precedenza, otteniamo che

Γ(z) · Γ(1− z) =
π

sin(πz)
. (1.26)

Possiamo infine ricavare una formula ancora più “simmetrica”, ossia

Γ(1 + z) · Γ(1− z) =
πz

sin(πz)
, (1.27)

come volevasi dimostrare.

Osservazione 2. Si osservi che posto z = 1/2 nell’equazione (1.26), si ha

Γ

(
1

2

)
=

√
π.
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Formula di Duplicazione. Richiamiamo un altro risultato importante.

Proposizione 5 (Formula di Duplicazione). Vale la formula seguente

Γ(z) · Γ
(
z +

1

2

)
= 21−2z · π1/2 · Γ(2z) . (1.28)

Dimostrazione. Utilizzando l’equazione (1.12) (Teorema 2), si trova che

Γ(z) · Γ
(
z + 1

2

)

Γ(2z)
= lim

n→+∞

{
n!nz

z · . . . · (z + n)
· n!nz+ 1

2(
z + 1

2

)
· . . . ·

(
z + 1

2
+ n
)×

×2z · (2z + 1) · . . . · (2z + 2n)

(2n)!(2n)2z

}

=
1

22z
lim

n→+∞

{
(n!)2 n

1

2 22n+1

(2n)!
(
z + n+ 1

2

)
}

=
1

22z
lim

n→+∞

{
(n!)2 22n+1

(2n)!n
1

2

(
z

n+1
+ 1

2n

)
}

=
1

22z
lim

n→+∞

{
(n!)2 22n+1

(2n)!n
1

2

}

=
1

22s
C.

Posto z = 1/2, riesce C = 2Γ(1/2) = 2
√
π, come volevasi dimostrare.
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1.2 Rappresentazione di Hankel

Nel seguito, faremo uso del cosiddetto contorno di Hankel al fine di ottenere un’ulteriore
formula di rappresentazione integrale per la Γ(z).

Vedremo che la funzione ottenuta con questo metodo coincide con il prolungamento
analitico della funzione Γ(z) alla funzione meromorfa su tutto il piano complesso visto in
precedenza.

Supponiamo, per cominciare, che σ = ℜe(z) > 0 e che z non sia un numero intero.
Quindi calcoliamo l’integrale ∫

C

e−ttz−1 dt

sul cammino C, che ora descriviamo brevemente.
Il contorno di Hankel C è un cammino del piano complesso che non interseca la

semiretta dei reali positivi R+∪{0} e che ruota attorno all’origine, partendo nel semipiano
superiore da t+∞ := +∞ + iδ e tornando nel semipiano inferiore verso t−∞ = −∞− iδ,
con δ > 0 arbitrariamente piccolo.

>

>

>

0

C

Figura 1.1: Contorno di Hankel “generico”

Deformando tale cammino, si può assumere che esso consista di tre componenti: la
prima è una semiretta che parte da t+∞, procedendo fino a t+ := +i δ; la seconda è un
semicerchio di raggio δ e centro l’origine, orientato in senso antiorario, e congiungente
t+ e t− := −i δ; l’ultima componente è la semiretta che parte da t− e ritorna all’infinito
verso t−∞.

Il nostro scopo è quindi di riscrivere l’integrale precedente come somma degli integrali
calcolati sulle tre componenti del cammino di Hankel C, cioè I1, I2 e I3. A tal fine occorre
specificare i valori dell’argomento (dato che tz−1 è una funzione polidroma): assumiamo

17



Figura 1.2: Contorno di Hankel “equivalente”

perciò che arg(t) = 0 nel primo integrale, e che arg(t) = 2πi nel terzo integrale. Si ha
quindi

I1 =

∫ +δ

+∞
e−ttz−1 dt = −

∫ +∞

+δ

e−ttz−1 dt,

I2 =

∫ 2π

0

e−δeiθ(δeiθ)z−1δeiθ idθ = δz
∫ 2π

0

e−δ cos(θ)−iδ sin(θ)+izθ idθ,

I3 = e2πzi
∫ +∞

+δ

e−ttz−1 dt.

Dato che σ = ℜe(z) > 0, il secondo integrale tende a 0 per δ → 0.
Inoltre, se δ → 0, si ha

I1 = −
∫ ∞

0

e−ttz−1 dt = −Γ(z),

I3 = e2πzi
∫ ∞

0

e−ttz−1 dt = e2πziΓ(z).

Quindi, sommando i contributi I1 e I3, abbiamo ottenuto l’uguaglianza
∫

C

e−ttz−1 dt = (e2πzi − 1)Γ(z) = 2ieπzi sin(πz)Γ(z).

Da questa si ottiene infine

Γ(z) = − 1

2i sin(πz)

∫

C

e−t(−t)z−1 dt (|arg(−t)| < π) . (1.29)
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Notazione 1. D’ora in in poi, scriveremo
∫ (0+)

∞ invece di
∫
C
, intendendo con ciò l’integrale

sul cammino di Hankel C.

Sebbene la formula (1.29) sia stata ricavata sotto l’ipotesi σ = ℜe(z) > 0, questa
restrizione può essere ora rimossa usando il principio del prolungamento analitico: infatti
l’integrale su C definisce una funzione olomorfa (indipendentemente dal segno di σ).

Tuttavia, il secondo membro dell’equazione (1.29) non è ben definito se z ∈ Z.
A questo proposito, si osservi che, facendo uso della relazione ricavata in (1.25), si ottiene

1

Γ(1− z)
= − 1

2πi

∫ (0+)

∞
e−t(−t)z−1 dt (|arg(−t)| < π) . (1.30)

Sostituendo 1− z con z, riesce

1

Γ(z)
= − 1

2πi

∫ (0+)

∞
e−t(−t)−z dt (|arg(−t)| < π) , (1.31)

e scambiando quindi −t con t, si trova la formula:

1

Γ(z)
=

1

2πi

∫ (0+)

−∞
ett−z dt (|arg(t)| < π) . (1.32)

Quest’ultima formula è ben definita su tutto il piano complesso e può essere presa come
ulteriore definizione della funzione Γ(z).
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1.3 Integrali di Eulero di 1◦ tipo e funzione B

Esistono due notevoli funzioni speciali note con il nome di integrali di Eulero. L’integrale
(1.1) che definisce la funzione Γ(z) è un integrale di Eulero del secondo tipo.

Si chiama invece integrale di Eulero di primo tipo la funzione B(p, q) definita come

B(p, q) :=

∫ 1

0

xp−1(1− x)q−1 dx.

Questo integrale esiste per ℜe(p) > 0 e ℜe(q) > 0. Ponendo x = 1− t, si vede subito che
la funzione B(p, q) è simmetrica (nei suoi argomenti), cioè

B(p, q) = B(q, p).

Proposizione 6. Vale la formula seguente

B(p, q) =
Γ(p) · Γ(q)
Γ(p+ q)

per ogni p, q ∈ C tali che ℜe(p) > 0, ℜe(q) > 0.

Dimostrazione. Si ha

Γ(p) · Γ(q) =
(∫ ∞

0

e−uup−1 du

)
·
(∫ ∞

0

e−vvq−1 dq

)
.

Posto u = x2 e v = y2, si ottiene

Γ(p) · Γ(q) = 4

(∫ ∞

0

e−x2

x2p−1 dx

)
·
(∫ ∞

0

e−y2y2q−1 dy

)

= 4

∫ ∞

0

∫ ∞

0

e−(x2+y2)x2p−1y2q−1 dxdy.

(1.33)

Utilizzando le coordinate polari (r, θ) (cioè, posto x = r cos θ, y = r sin(θ)) riesce

Γ(p) · Γ(q) = 4

(∫ ∞

0

e−r2r2(p+q)−1 dr

)
·
(∫ π/2

0

(cos θ)2p−1(sin θ)2q−1 dθ

)
. (1.34)

Sostituendo t con r2 nel primo integrale, si ottiene
∫ ∞

0

e−r2r2(p+q)−1 dr =
1

2

∫ ∞

0

e−ttp+q−1 dt =
1

2
Γ(p+ q). (1.35)

Ponendo invece nel x = cos2 θ nel secondo integrale, si ottiene
∫ π/2

0

(cos θ)2p−1(sin θ)2q−1 dθ =
1

2

∫ 1

0

xp−1(1− x)q−1 dx

=
1

2
B(p, q).

(1.36)

La tesi segue subito sostituendo le uguaglianze (1.35) e (1.36) nella (1.34).

Usando la formula ora dimostrata, cioè B(p, q) = Γ(p)Γ(q)
Γ(p+q)

, e applicando il principio del

prolungamento analitico, la definizione di B(p, q) si può estendere in modo che non sia
soggetta alle restrizioni iniziali ℜe(p) > 0 e ℜe(q) > 0.
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1.4 Derivata logaritmica della Γ(z)

In questa sezione mostreremo preliminarmente alcune proprietà della derivata logaritmica
di Γ(z) per poi passare a dimostrare la cosiddetta prima formula di Binet.

Definiamo una nuova funzione

ψ(z) :=
d

dz
log(Γ(z)) =

Γ′(z)

Γ(z)
. (1.37)

Utilizzando la relazione ricorsiva di Γ(z) si ottiene la formula

ψ(z + 1) = ψ(z) +
1

z
. (1.38)

Usando la Formula di Riflessione (Proposizione 4), e calcolando le derivate logaritmiche,
si trova l’identità

ψ(1− z) = ψ(z) + π cot(πz). (1.39)

Analogamente, calcolando le derivate logaritmiche della (1.3), si trova la formula

ψ(z + n) = ψ(z) +
n−1∑

r=0

1

z + r
. (1.40)

Notare che la (1.38) ne costituisce un caso particolare.

Proposizione 7 (Prima Formula di Binet). Vale la formula seguente

log Γ(z) =

(
z − 1

2

)
log z − z +

1

2
log(2π)−

∫ ∞

0

{
1

2
+

1

t
− 1

1− e−t

}
e−zt

t
dt

(ℜe(z) > 0).

Dimostrazione. Utilizzando l’equazione (1.17), si dimostra che

ψ(z) = −γ − 1

z
+

∞∑

n=1

(
1

n
− 1

z + n

)
. (1.41)

Usando la definizione della costante di Eulero (1.19) (riscrivendo la serie come un limite)
si ottiene la formula

ψ(z) = −1

z
+ lim

m→∞

{
logm−

m∑

n=1

1

z + n

}
. (1.42)

Assumendo che ℜe(p) > 0, si trova che

1

p
=

∫ ∞

0

e−pt dt. (1.43)

Integrando rispetto a p, da p = 1 a p = m, otteniamo l’uguaglianza

logm =

∫ ∞

0

(e−t − e−mt)
dt

t
. (1.44)
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Sostituendo le ultime due uguaglianze nella (1.42), si ha quindi

ψ(z) = lim
m→ +∞

{∫ ∞

0

(e−t − e−mt)
dt

t
−

m∑

n=0

∫ ∞

0

e−(z+n)t dt

}

= lim
m→ +∞

{∫ ∞

0

(e−t − e−mt)
dt

t
−
∫ ∞

0

e−zt(1− e−(m+1)t)

1− e−t
dt

}
.

(1.45)

Si ha che e−mt −→ 0 se m→ +∞. Usando quest’osservazione si trova che

ψ(z) =

∫ ∞

0

{
e−t

t
− e−zt

1− e−t

}
dt. (1.46)

Sostituendo la (1.41) nel membro destro della (1.38), si ottiene

ψ(z + 1) = −γ +
∞∑

n=1

(
1

n
− 1

z + n

)
. (1.47)

Ponendo z = 0, ne risulta che
ψ(1) = −γ. (1.48)

Sostituendo quanto ottenuto nella (1.37) (e ricordando che Γ(1) = 1), si ha

Γ′(1) = ψ(1) = −γ. (1.49)

Ponendo inoltre z = 1 nella (1.46), si ottiene

γ =

∫ ∞

0

{
1

1− e−t
− 1

t

}
e−t dt. (1.50)

Sommando membro a membro quest’ultima equazione con la (1.46) si ha

ψ(z) = −γ +

∫ ∞

0

e−t − e−zt

1− e−t
dt. (1.51)

Posto m = z nella (1.44), e sottraendo ad essa la (1.46), si ottiene la formula

ψ(z) = log z +

∫ ∞

0

{
1

t
− 1

1− e−t

}
e−zt dt. (1.52)

Inoltre, posto p = z nella (1.43), dividendo per 2 e poi sommandone il risultato alla
(1.52), si trova che

ψ(z) = log z − 1

2z
+

∫ ∞

0

{
1

2
+

1

t
− 1

1− e−t

}
e−zt dt. (1.53)

Integrando ambo i membri di quest’ultima formula tra 1 e z, si trova che

log Γ(z) =

(
z − 1

2

)
log z − z + 1

+

∫ ∞

0

{
1

2
+

1

t
− 1

1− e−t

}
e−t − e−zt

t
dt.

(1.54)
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Calcoliamo l’integrale che appare nella (1.54) (quello indipendente da z), cioè

I :=

∫ ∞

0

{
1

2
+

1

t
− 1

1− e−t

}
e−t

t
dt. (1.55)

Ponendo z = 1
2
nella (1.54) e ricordando che Γ(1

2
) =

√
π, troviamo che

I − J =
1

2
log π − 1

2
, (1.56)

dove abbiamo posto

J :=

∫ ∞

0

{
1

2
+

1

t
− 1

1− e−t

}
e−t/2

t
dt. (1.57)

Sostituendo t con t/2 nella (1.55), si vede che

I =

∫ ∞

0

{
1

2
+

2

t
− 1

1− e−t/2

}
e−t/2

t
dt. (1.58)

Sottraendo da quest’utima formula l’integrale (1.57), si ha

I − J =

∫ ∞

0

{
1

t
− e−t/2

1− e−t

}
e−t/2

t
dt. (1.59)

Riutilizzando ora la (1.55), si ottiene

J =

∫ ∞

0

{(
1

2
+

1

t

)
e−t − e−t/2

t

}
dt

t
. (1.60)

Si osservi che
d

dt

(
e−t/2 − e−t

t

)
=

−1
2
e−t/2 + e−t

t
− e−t/2 − e−t

t2

Usando quest’osservazione e integrando per parti, dopo alcuni calcoli, si trova che

J = −e
−t − e−t/2

t

∣∣∣∣
∞

0

− 1

2

∫ ∞

0

e−t − e−t/2

t
dt

= −1

2
− 1

2
log

1

2
,

(1.61)

dove abbiamo utilizzato anche la (1.44). Sostituendo quanto ottenuto nella (1.56) si
ottiene

I =
1

2
log(2π)− 1. (1.62)

Sostituendo questa espressione di I nella (1.54), abbiamo infine provato che

log Γ(z) =

(
z − 1

2

)
log z − z +

1

2
log(2π)

−
∫ ∞

0

{
1

2
+

1

t
− 1

1− e−t

}
e−zt

t
dt,

(ℜe(z) > 0)

(1.63)

come volevasi dimostrare.
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Capitolo 2

La funzione Zeta di Riemann

Anche per questo secondo capitolo si è seguita la presentazione data nel Capitolo 3 in [11].

Come ulteriori referenze, si vedano [1], [4], [6], [8] e [10].

Definizione 2.1. Sia s ∈ C e si assuma che σ = ℜe(s) > 1. Si chiama zeta di Riemann
la funzione ζ(s) definita come

ζ(s) :=
∞∑

n=1

1

ns
. (2.1)

Si noti che la condizione σ > 1, è necessaria alla convergenza della serie a secondo membro.
Si chiama zeta di Riemann generalizzata la funzione ζ(s, a) definita come

ζ(s, a) :=
∞∑

n=0

1

(n+ a)s
, (2.2)

dove a è una qualsiasi costante che non sia un intero negativo (né 0), e si assume che
σ > 1.

Per semplicità, supporremo che a sia un numero reale tale che 0 < a ≤ 1, e che
arg(a+ n) = 0. Chiaramente, si ha

ζ(s) = ζ(s, 1).

Utilizziamo a questo punto la funzione Γ(s). Con un semplice cambiamento di variabile
si trova che

(n+ a)−sΓ(s) =

∫ ∞

0

xs−1e−(n+a)x dx.

Da ciò segue, sommando in n ambo i membri dell’uguaglianza, che

ζ(s, a) · Γ(z) =
∞∑

n=0

∫ ∞

0

xs−1e−(n+a)x dx. (2.3)

Si può adesso dimostrare che è legittimo lo scambio della serie con l’integrale. Pertanto

ζ(s, a) · Γ(z) =
∞∑

n=0

∫ ∞

0

xs−1e−(n+a)x dx

=

∫ ∞

0

xs−1

∞∑

n=0

e−(n+a)x dx.
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La prova di questo fatto utilizza tecniche di teoria della misura e non sarà qui trattata.
Una dimostrazione si trova in [1] (cfr. cap. 12, par. 12.3). Dopo aver notato che∑∞

n=0 e
−nx = 1

1−e−x , possiamo quindi riscrivere la (2.3) nella forma seguente

Γ(s) · ζ(s, a) =
∫ ∞

0

xs−1e−ax

1− e−x
dx. (2.4)

Quest’ultima formula vale ugualmente se a ∈ C, ma a patto di assumere che

ℜe(s) > 1 e ℜe(a) > 0.

In effetti queste sono le condizioni di convergenza dell’integrale (nei suoi estremi inferiore
e superiore).

Proposizione 8 (Formula di rappresentazione di Riemann). Si assuma che ℜe(s) > 1 e
ℜe(a) > 0. Vale la seguente formula di rappresentazione

ζ(s, a) = −Γ(1− s)

2πi

∫ (0+)

∞

(−z)s−1e−az

1− e−z
dz , (2.5)

sotto la condizione che |arg(−z)| < π.

Dimostrazione. Consideriamo il seguente integrale sul contorno di Hankel C introdotto
in precedenza:

K(s) =
1

2πi

∫

C

(−z)s−1e−az

1− e−z
dz, |arg(−z)| < π.

Riapplicando i procedimenti utilizzati per la funzione Γ(z) nella Sezione 1.2, possiamo
assumere che nel primo integrale sia arg(z) = 0, e che invece nel secondo integrale sia
arg(z) = 2πi.

Si può quindi mostrare che valgono le formule seguenti:

2πiK(s) =
(
1− e2πi(s−1)

) ∫ (0+)

∞

(−z)s−1e−az

1− e−z
dz,

K(s) = −sin(πs)

π

∫ (0+)

∞

(z)s−1e−az

1− e−z
dz,

ζ(s, a) = − 1

Γ(s)

π

sin(πs)
K(s).

La tesi segue da queste uguaglianze usando la Formula di Riflessione (Proposizione 4),
ossia l’identità

Γ(s) · Γ(1− s) =
π

sin(πs)
.

Le singolarità della funzione integranda sono situate nei punti z = 2nπi, n ∈ Z \ {0}.
Nessuno di questi punti risiede all’interno del contorno di Hankel. L’integrale è quindi una
funzione olomorfa della variabile complessa s ∈ C. Per questa ragione, si può rimuovere
la restrizione precedente su s. Notiamo infine che a può essere una costante complessa,
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a patto di assumere che ℜe(a) > 0.

Dalla formula di rappresentazione di Riemann per la funzione ζ(s, a) possiamo dedurre
che le sue uniche singolarità coincidono con quelle della funzione Γ(1 − s), che sono
s = 1, 2, 3, ..., e sono tutte poli semplici. Dalla definizione di ζ(s, a) si deduce che nel
semipiano ℜe(s) > 1 la funzione non può avere singolarità. Dunque essa ammette un
unico polo semplice in s = 1. Calcoliamo quindi il valore di

1

2πi

∫ (0+)

∞

e−az

1− e−z
dz.

Per il Teorema dei residui (Teorema 10) tale integrale coincide col residuo della funzione
integranda calcolato in z = 0, ossia 1. Da ciò otteniamo che

lim
s→ 1

ζ(s, a)

Γ(1− s)
= −1. (2.6)

Siccome il residuo di Γ(1 − s) in s = 1 vale −1, si ottiene allora che il residuo di ζ(s, a)
in s = 1 vale 1.
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2.1 Equazione funzionale per la funzione ζ(s)

In questa sezione verrà discussa una formula, nota nella letteratura come equazione
funzionale per la funzione zeta, che fu scoperta dal matematico tedesco Adolf Hurwitz.

Partiamo con una formula di rappresentazione per la funzione zeta generalizzata,
anch’essa dovuta ad Hurwitz.

Proposizione 9 (Formula di rappresentazione di Hurwitz). Sia ℜe(s) < 0. Vale la
seguente formula di rappresentazione

ζ(s, a) =
2Γ(1− s)

(2π)1−s

{
sin

sπ

2

∞∑

n=1

ns−1 cos(2nπa) + cos
sπ

2

∞∑

n=1

ns−1 sin(2nπa)

}
. (2.7)

La condizione σ = ℜe(s) < 0 assicura la convergenza di entrambe le serie a secondo
membro.

Dimostrazione. Sia C̃ una circonferenza di centro l’origine e raggio (2N+1)π, doveN ∈ N

e assumiamo che ℜe(s) < 0. Si osservi che nella zona del piano compresa tra il cerchio

delimitato da C̃ e il contorno di Hankel C, la funzione integranda

g(z) := (−z)s−1e−az(1− e−z)−1

è olomorfa e monodroma, ad eccezione dei poli semplici ±2nπi (n = 1, 2, .., N). Quindi

1

2πi

∫

C̃

(−z)s−1e−az

1− e−z
dz − 1

2πi

∫ (0+)

(2N+1)π

(−z)s−1e−az

1− e−z
dz

=
N∑

n=1

(Rn +R
′

n),

(2.8)

dove Rn e R
′

n denotano, rispettivamente, i residui di g(z) in z = 2nπi e z = −2nπi.
Da un calcolo diretto si vede che il residuo in −z = 2nπe±πi/2 è (2nπe±πi/2)s−1e±2nπai.
Da ciò segue che

Rn +R
′

n = (2nπ)s−12 sin
(sπ
2

+ 2nπa
)
.

Siccome abbiamo assunto che 0 < a ≤ 1 e ℜe(s) < 0, deve esistere una costante K > 0,

indipendente da N , tale che |e−az(1− e−z)−1| < K su C̃. Pertanto, si ottiene
∣∣∣∣
1

2πi

∫

C̃

(−z)s−1e−az

1− e−z
dz

∣∣∣∣

<
K

2π

∫ π

−π

|[(2N + 1)π]seisθ| dθ < K[(2N + 1)π]σeπ|s|,

(2.9)

dove σ = ℜe(s). Poiché σ < 0, se N → ∞ il membro di destra della catena di
disuguaglianze tende a zero. Ciò conclude la dimostrazione.

Osservazione 3 (Equazione funzionale per la ζ). Se si pone a = 1 nella (2.7), e si
sostituisce s con 1− s, si ottiene la cosiddetta “equazione funzionale per la funzione ζ”,
ossia

ζ(1− s) = 2(2π)−sΓ(s) cos
sπ

2
ζ(s). (2.10)
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Dato che ambo i membri della formula sono funzioni olomorfe, ad eccezione dei poli
isolati, tale formula non è soggetta alle restrizioni σ < 0 o σ > 1.

Questa formula mostra che i punti s = −m (m = 1, 2, ...) sono zeri di ζ(s).

Anche il prossimo risultato è di notevole importanza.

Proposizione 10. Vale la formula seguente

π−s/2Γ
(s
2

)
ζ(s) = π− 1−s

2 Γ

(
1− s

2

)
ζ(1− s) . (2.11)

Dimostrazione. Usando la Formula di Riflessione (1.23) si vede che

cos
sπ

2
= sin

(1− s)π

2
=

π

Γ(1−s
2
)Γ(1+s

2
)
.

Utilizzando poi la Formula di Duplicazione (1.28) si ottiene l’uguaglianza

Γ(s) = π−1/22s−1Γ
(s
2

)
Γ

(
s+ 1

2

)
.

Per concludere la dimostrazione, basta sostituire le precedenti uguaglianze nell’equazione
funzionale (2.10).

Osservazione 4. La formula (2.11) consente di vedere direttamente alcune proprietà
della funzione ζ(s). La natura stessa della formula permette di ottenere informazioni sul
comportamento di ζ(s) per σ = ℜe(s) < 0 a partire dal suo comportamento per σ > 1. In
particolare, si osservi che il primo membro dell’equazione è una funzione olomorfa e mai
nulla per ℜe(s) > 1. Poiché Γ(s) ammette poli semplici negli interi negativi, la funzione
ζ(s) dovrà quindi avere zeri semplici negli interi negativi pari: questi sono gli unici zeri
appartenenti al semiasse reale negativo. Questi zeri saranno chiamati “zeri banali”. Gli
altri eventuali zeri della funzione ζ(s) saranno quindi distribuiti nella cosiddetta “striscia
critica”, ossia nella striscia del piano complesso

0 ≤ ℜe(s) ≤ 1.
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2.2 Valori di ζ(s, a) quando s è un intero

Partiamo dal considerare la formula (2.5), ossia

ζ(s, a) = −Γ(1− s)

2πi

∫ (0+)

∞

(−z)s−1e−az

1− e−z
dz.

Se si assume che s = −n (n ∈ N), per il Teorema dei residui, il valore dell’integrale è
uguale al residuo della funzione integranda calcolato nell’origine. Al fine di calcolare tale
residuo, usiamo la formula

− ze−az

e−z − 1
=

∞∑

ν=0

(−z)ν
ν!

Bν(a),

dove Bν(a) sono i polinomi di Bernoulli (cfr. Appendice B, Sezione B.1). Dunque
otteniamo che

ζ(−n, a) = −Bn+1(a)

n+ 1
. (2.12)

Se si pone a = 1, allora

ζ(−n) = −Bn+1(1)

n+ 1
. (2.13)

Utilizzando la forma esplicita dei polinomi di Bernoulli richiamata nella Proposizione 13
(cfr. Appendice B, Sezione B.1) deduciamo che

ζ(0) = −B1(1) = −1

2
. (2.14)

Dato che per la Proposizione 14 si ha Bn(x+ 1) = Bn(x) + nxn−1, si vede che

ζ(−2m) = −B2m+1(1)

2m+ 1
= − B2m+1

2m+ 1
= 0, (2.15)

ciò che conferma la disposizione degli zeri banali della funzione zeta.

Analogamente, si vede che per ogni m ≥ 1 deve essere

ζ(−(2m− 1)) = −B2m(1)

2m
= −B2m

2m
=

(−1)mBm

2m
. (2.16)

Infine, utilizzando l’equazione funzionale 2.10, si trova che

ζ(2m) =
22m−1π2mBm

(2m)!
. (2.17)

In conclusione, osserviamo che la (2.12) vale anche quando a ∈ C è un numero
complesso con parte reale maggiore di zero, cioè quando ℜe(a) > 0.
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2.3 Formula di Hermite.

In primo luogo dimostriamo la formula di Plana.

Proposizione 11. Sia φ(z) una funzione olomorfa e limitata nella striscia del piano
complesso m ≤ ℜe(z) ≤ n. Allora, vale la seguente

n∑

k=m

φ(k) =
1

2
(φ(m) + φ(n)) +

∫ n

m

φ(x) dx

− i

∫ ∞

0

φ(n+ iy)− φ(m+ iy)− φ(n− iy) + φ(m− iy)

e2πy − 1
dy.

(2.18)

Dimostrazione. Integriamo sul contorno C riportato in Figura 2.1. Si osservi che γ e γ′

sono archi di circonferenze di raggio ρ > 0 che sono centrate, rispettivamente, nei punti
z = k e z = k + 1.

Figura 2.1: Contorno di integrazione C

Si ha

∫

C

φ(z)

e−2πzi − 1
dz =

∫

γ

...+

∫ k+1−ρ

k+ρ

φ(x)

e−2πxi − 1
dx+

∫

γ′

...

+ i

∫ L

ρ

φ(k + 1 + iy)

e2πy − 1
dy −

∫ k+1

k

φ(x+ Li)

e−2πxi+2πL − 1
dx

− i

∫ L

ρ

φ(k + iy)

e2πy − 1
dy = 0.
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Se ρ→ 0, si ottiene

∫

γ

... = −
∫ π/2

0

φ(k + ρeiθ)ρeiθi

e−2πiρeiθ − 1
dθ → φ(k)

2π

∫ π/2

0

dθ =
1

4
φ(k). (2.19)

Analogamente, si vede che

∫

γ′

... = −
∫ π

π/2

φ(k + 1 + ρeiθ)ρeiθi

e−2πiρeiθ − 1
dθ → 1

4
φ(k + 1). (2.20)

Se adesso L→ +∞, si arriva all’uguaglianza

1

4
(φ(k) + φ(k + 1)) +

∫ k+1−ρ

k+ρ

φ(x)

e−2πxi − 1
dx

+ i

∫ ∞

ρ

φ(k + 1 + iy)− φ(k + iy)

e2πy − 1
dy + ε(ρ) = 0,

(2.21)

dove ε(ρ) −−→
ρ→0

0. Scambiando i con −i, integrando sullo stesso contorno C, e poi

ripetendo lo stesso procedimento, si ottiene la formula analoga

1

4
(φ(k) + φ(k + 1)) +

∫ k+1−ρ

k+ρ

φ(x)

e2πxi − 1
dx

− i

∫ ∞

ρ

φ(k + 1− iy)− φ(k − iy)

e2πy − 1
dy + η(ρ) = 0,

(2.22)

dove η(ρ) −−→
ρ→0

0.

Sommando insieme le (2.21) e (2.22), e poi mandando ρ→ 0, si ottiene l’uguaglianza

1

2
(φ(k) + φ(k + 1))−

∫ k+1

k

φ(x) dx

+ i

∫ ∞

0

φ(k + 1 + iy)− φ(k + iy)− φ(k + 1− iy) + φ(k − iy)

e2πy − 1
dy = 0.

(2.23)

La formula da dimostrare segue sommando ambo i membri dell’uguaglianza, in k, per k
da m fino ad n− 1.

Se nella (2.23) si pone φ(z) = e−az e k = 0, si ha

1

2

(
1 + e−a

)
−
∫ 1

0

e−ax dx

+ i

∫ ∞

0

e−a−iay − e−iay − e−a+iay + eiay

e2πy − 1
dy = 0.

(2.24)

Da ciò si ottiene l’uguaglianza

2

∫ ∞

0

sin(ay)

e2πy − 1
dy =

1

2

ea + 1

ea − 1
− 1

a
=

1

ea − 1
− 1

a
+

1

2
. (2.25)
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Esprimendo sin(ay) come serie di potenze, possiamo scrivere il primo membro dell’ultima
uguaglianza nel modo seguente

2
∞∑

p=1

(−1)pa2p−1

(2p− 1)!

∫ ∞

0

y2p−1dy

e2πy − 1
. (2.26)

D’altra parte, il secondo membro dell’uguaglianza (2.25) si può esprimere utilizzando i
polinomi di Bernoulli (cfr. Appendice B, Sezione B.1) come segue

(
1

ea − 1
+

1

2
− 1

a

)
=

∞∑

p=1

(−1)p−1a
2p−1

(2p)!
Bp.

Da ciò segue che

Bp = 4p

∫ ∞

0

y2p−1

e2πy − 1
dy. (2.27)

Usiamo la formula di Plana (Proposizione 11) con m = 0 e mandiamo n → +∞.
Assumendo che φ(n) −−−−→

n→+∞
0, φ(n± iy) −−−−→

n→+∞
0, si deduce che

∞∑

k=0

φ(k) =
1

2
φ(0) +

∫ ∞

0

φ(x) dx+ i

∫ ∞

0

φ(iy)− φ(−iy)
e2πy − 1

dy. (2.28)

Ponendo φ(z) = (z + a)−s e supponendo che |arg(z + a)| < π, si ottiene

φ(iy)− φ(−iy) = (a+ iy)−s − (a− iy)−s = (reiθ)−s − (re−iθ)−s

= r−s(e−isθ − eisθ) = −2ir−s sin(sθ).
(2.29)

Infine, sostituendo quanto ottenuto nell’integrando della (2.28) si arriva all’uguaglianza:

ζ(s, a) =
a−s

2
+

a1−s

s− 1
+ 2

∫ ∞

0

(a2 + y2)−s/2 sin(sθ)

e2πy − 1
dy , (2.30)

dove θ = arctan(y/a).

La formula ottenuta è nota in letteratura come formula di Hermite.
Si osservi che l’integrale che appare nella formula è una funzione olomorfa della variabile
s ∈ C. In effetti è possibile dimostrare che l’integrale converge uniformemente quando
|s| ≤ R, per ogni R > 0.
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2.4 Relazione tra le funzioni zeta e gamma

Tramite la formula di Hermite si riescono a studiare con precisione i valori dei limiti di
ζ(s, a) e ∂

∂s
ζ(s, a) per s → 0 e, inoltre, la relazione che intercorre tra le funzioni gamma

e zeta.

Per cominciare, posto s = 0 nella formula di Hermite (2.30), si ottiene

ζ(0, a) =
1

2
− a,

ciò che si era già sostanzialmente ottenuto nella Sezione 2.2 per mezzo della formula di
Hurwitz (2.7).

Posto s = 2 nella (2.30), riesce

ζ(2, a) =
1

2a2
+

1

a
+

∫ ∞

0

2 sin(2θ)

(a2 + y2)(e2πy − 1)
dy

=
1

2a2
+

1

a
+

∫ ∞

0

4ay

(a2 + y2)2(e2πy − 1)
dy.

(2.31)

Il secondo membro dell’ultima uguaglianza è in effetti una funzione olomorfa nel dominio
ℜe(a) > 0. Infatti l’integrale a destra converge uniformemente sui sottoinsiemi chiusi di
tale dominio.

Vogliamo utilizzare l’equazione (1.41) della Sezione 1.4, ossia

ψ(z) = −γ − 1

z
+

∞∑

n=1

(
1

n
− 1

z + n

)
,

dove γ indica la costante di Eulero. Deriviamo ora la funzione ψ. Si ha

ψ′(z) =
∞∑

n=0

1

(z + n)2
= ζ(2, z)

=
1

2z2
+

1

z
+

∫ ∞

0

4zy

(y2 + z2)2(e2πy − 1)
dy,

(2.32)

dove ℜe(z) > 0. Integrando rispetto a z, abbiamo

ψ(z) = K − 1

2z
+ log z −

∫ ∞

0

2y

(y2 + z2)(e2πy − 1)
dy, (2.33)

dove K indica una costante di integrazione.
Per determinare K notiamo che l’integrando ha ordine O(z−2) quando z è un numero

reale. In effetti, si vede che
∣∣∣∣
∫ ∞

0

2y

(y2 + z2)(e2πy − 1)
dy

∣∣∣∣ ≤
∫ ∞

0

2y

|z|2|(e2πy − 1)|dy. (2.34)

Richiamiamo ora l’equazione (1.53) della Sezione 1.4, ossia

ψ(z) = log(z)− 1

2z
+

∫ ∞

0

{
1

2
+

1

t
− 1

1− e−t

}
e−zt dt.
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Da questa si deduce che
∣∣∣∣ψ(z) +

1

2z
− log z

∣∣∣∣ =
∣∣∣∣
∫ ∞

0

{
1

2
+

1

t
− 1

1− e−t

}
e−zt dt

∣∣∣∣ = O(z−2) (2.35)

per |z| → +∞. Dunque dev’essere K = 0 e quindi vale la formula

ψ(z) = log(z)− 1

2z
−
∫ ∞

0

2y

(y2 + z2)(e2πy − 1)
dy. (2.36)

Integrando nuovamente, si ottiene

log (Γ(z)) = K + z log z − z − 1

2
log z + 2

∫ ∞

0

arctan(y/z)

e2πy − 1
dy, (2.37)

dove K è un’altra costante di integrazione. Chiaramente, l’integrale a destra ha ordine
O(z−1) per z → ∞. Utilizzando adesso la prima formula di Binet (Proposizione 7), si
vede che

∣∣∣∣log (Γ(z))−
(
z − 1

2

)
log z + z − 1

2
log(2π)

∣∣∣∣

=

∣∣∣∣
∫ ∞

0

{
1

2
+

1

t
− 1

1− e−t

}
e−zt

t
dt

∣∣∣∣ = O(z−1).

(2.38)

Pertanto K = 1
2
log(2π) e quindi si ottiene la formula

log (Γ(z)) =

(
z − 1

2

)
log z − z +

1

2
log(2π) + 2

∫ ∞

0

arctan(y/z)

e2πy − 1
dy, (2.39)

dove ℜe(z) > 0 e s’intende che arctan(u) =
∫ u

0
dt

1+t2
(come cammino d’integrazione, si

sceglie una semiretta congiungente 0 a u).

N.B. La formula (2.39) appena dimostrata è nota nella letteratura come seconda formula
di Binet.

Utilizzando adesso la formula di Hermite (2.30), e mandando s→ 1, si trova che

lim
s→1

{
ζ(s, a)− 1

s− 1

}

= lim
s→1

a1−s − 1

s− 1
+

1

2a
+

∫ ∞

0

2y

(a2 + y2)(e2πy − 1)
dy.

(2.40)

Pertanto, usando la (2.36) si ottiene la formula

lim
s→1

{
ζ(s, a)− 1

s− 1

}
= −ψ(a) = −Γ′(a)

Γ(a)
. (2.41)

Differenziando la formula di Hermite, riesce

∂

∂s
ζ(s, a) = −a

−s

2
log a− a1−s

s− 1
log a− a1−s

(s− 1)2

+ 2

∫ ∞

0

{
θ cos(sθ)− 1

2
log(a2 + y2) sin(sθ)

}
(a2 + y2)−s/2

e2πy − 1
dy.

(2.42)
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Posto s = 0, si ha quindi

∂

∂s
ζ(s, a)

∣∣∣∣
s=0

=

(
a− 1

2

)
log a− a+ 2

∫ ∞

0

arctan(y/a)

e2πy − 1
dy. (2.43)

Usando ora la (2.39), si vede che

∂

∂s
ζ(s, a)

∣∣∣∣
s=0

= log (Γ(a))− 1

2
log(2π). (2.44)

Riprendiamo in considerazione la formula (2.41). Se si pone a = 1, usando il fatto che
ψ(1) = −γ (cfr. formula (1.48)), risulta allora che

lim
s→1

{
ζ(s)− 1

s− 1

}
= −ψ(1) = γ. (2.45)

Infine, ponendo a = 1 nella (2.44), si ottiene che

ζ ′(0) = −1

2
log(2π). (2.46)

36



2.5 Formula del prodotto di Eulero

In questa sezione vorremmo illustrare una notevole relazione che intercorre tra la funzione
zeta di Riemann e i numeri primi.

Sia σ = ℜe(s) > 1 e denotiamo con p un qualsiasi numero primo.
Dallo sviluppo in serie della funzione ζ(s) si ottiene

ζ(s)(1− 2−s) = 1 +
1

3s
+

1

5s
+

1

7s
+ . . . . (2.47)

È chiaro che nella serie a secondo membro non compaiono termini che siano reciproci
delle potenze s-esime dei multipli di 2.

Analogamente, si ha

ζ(s)(1− 2−s)(1− 3−s) = 1 +
1

5s
+

1

7s
+ · · ·, (2.48)

e nella serie a secondo membro non compaiono termini che siano reciproci di potenze
s-esime dei multipli di 2 e 3.

Reiterando questo procedimento si inferisce che

ζ(s)(1− 2−s)(1− 3−s)...(1− p−s) = 1 +
∑

n>p

n−s, (2.49)

dove la serie a secondo membro parte dal più piccolo numero primo n che sia strettamente
maggiore di p. Chiaramente, in essa non compaiono termini che siano reciproci di potenze
s-esime dei multipli di 2, 3, 5, ..., p− 1, p.

Adesso supponiamo che p → +∞. Dato che σ > 1, si trova in questo modo il
cosiddetto prodotto di Eulero, ossia

∏

p

(
1− 1

ps

)
=

1

ζ(s)
. (2.50)

Si osservi che la produttoria a primo membro converge quando σ > 1 (cfr. Sezione B.2,
Proposizione 17).

Si è quindi dimostrato che ζ(s) non può avere zeri nel semipiano σ > 1.

Osservazione 5. Abbiamo in precedenza dimostrato che nel semipiano σ < 0 gli interi
negativi s = −2m (m = 1, 2, 3, ...) sono effettivamente zeri della funzione ζ(s) (come già
detto, sono noti come “zeri banali”).

Possiamo inoltre dedurre che essi sono effettivamente gli unici zeri della regione σ < 0.
A questo scopo, usiamo l’equazione funzionale per la zeta (2.10), cioè

ζ(1− s) = 2(2π)−sΓ(s) cos
(sπ
2

)
ζ(s).

Dato che ζ(s) 6= 0 nel semipiano σ > 1, ne segue che ζ(1−s) 6= 0 nel semipiano σ < 0, ad
eccezione degli zeri banali. Ciò dimostra la precedente affermazione. Come conseguenza,
gli altri eventuali zeri della funzione zeta devono essere situati nella striscia del piano
complesso 0 ≤ σ ≤ 1.

La celeberrima ipotesi di Riemann afferma, in effetti, che tutti gli zeri della funzione
zeta “devono” appartenere alla retta verticale σ = 1

2
.
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Appendice A

Richiami di analisi complessa

Questo capitolo è stato scritto seguendo le note [7]. Ottime referenze per questi argomenti sono,

ad esempio, i libri [3], [6], [9] e [10].

In questa prima parte dell’appendice richiamiamo in modo sintetico alcuni risultati
notevoli dell’analisi complessa che sono stati impiegati, talvolta o spesso, in diversi punti
della tesi.

Definizione A.1. Siano Ω ⊆ C un dominio (cioè, un aperto connesso), f : Ω −→ C, e
sia z0 ∈ Ω fissato. Si dice che f(z) è olomorfa in z0 se esiste finito il seguente limite

f ′(z0) = lim
z → z0

f(z)− f(z0)

z − z0
(∈ C).

In tal caso, il limite f ′(z0) è detto derivata complessa di f(z) in z0.
Si dice che f è olomorfa nel dominio Ω, se f(z) è olomorfa per ogni z ∈ Ω. Più in

generale se f : E ⊆ C −→ C, dove E è un qualsiasi sottoinsieme del piano complesso, si
dice che f(z) è olomorfa in z0 ∈ E se lo è in un qualche intorno aperto di z0.

Teorema 3 (Cauchy). Siano Ω ⊆ C un aperto semplicemente connesso ed f : Ω −→ C

olomorfa. Per ogni cammino chiuso γ ⊂ Ω si ha

∫

γ

f(z) dz = 0.

Inoltre f ammette primitiva complessa1 in Ω.

Si dice intera ogni funzione f : C −→ C ovunque olomorfa.

Teorema 4 (Liouville). Ogni funzione intera e limitata è costante.

Teorema 5. Siano Ω ⊆ C un insieme aperto ed {fn}n∈N, fn : Ω −→ C, una successione
di funzioni olomorfe in Ω, uniformemente convergente sui sottoinsiemi compatti di Ω ad
una funzione f : Ω → C. Allora f è olomorfa.

1Siano Ω ⊆ C un aperto ed f : Ω → C. Si chiama primitiva complessa di f in Ω ogni funzione
F : Ω −→ C tale che F ′(z) = f(z) per ogni z ∈ Ω.
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Il seguente criterio di olomorfia, per funzioni complesse definite da integrali definiti,
si può dimostrare mediante il Teorema 5, interpretando l’integrale come limite uniforme
di somme di Riemann (cfr. Teorema 5.4 in [10]):

Teorema 6. Siano Ω ⊆ C un insieme aperto ed f : [a, b]×Ω −→ C una funzione continua

con derivata (parziale) complessa ∂f
∂z
(t, z) continua. Allora la funzione F (z) =

∫ b

a
f(t, z) dt

è olomorfa in Ω e ha derivata F ′(z) =
∫ b

a
∂f
∂z
(t, z) dt.

Se si considerano integrali generalizzati dipendenti da un parametro complesso, si ha
invece il seguente:

Teorema 7. Siano Ω ⊆ C un insieme aperto ed f : [a,+∞[×Ω −→ C una funzione
continua con derivata (parziale) complessa ∂f

∂z
(t, z) continua.

Se l’integrale
∫∞
a
f(t, z) dt converge uniformemente sui sottoinsiemi compatti di Ω,

allora la funzione F (z) =
∫∞
a
f(t, z) dt è olomorfa in Ω e ha derivata

F ′(z) =

∫ ∞

a

∂f

∂z
(t, z) dt.

Anche quest’ultimo risultato si può dimostrare usando il Teorema 5, in congiunzione
con l’usuale teorema di derivazione sotto il segno di integrale (per l’integrale di Riemann).

Teorema 8 (Teorema di unicità per funzioni olomorfe). Siano Ω ⊆ C un aperto connesso
ed E un arbitrario sottoinsieme di Ω dotato di almeno un punto di accumulazione. Siano
f, g : Ω → C due funzioni olomorfe in Ω. Allora, se f(z) = g(z) per ogni z ∈ E, si ha
che f(z) = g(z) per ogni x ∈ Ω.

Osservazione 6 (Prolungamento analitico di f). Siano Ω ⊆ C un aperto connesso, E un
arbitrario sottoinsieme di Ω dotato di almeno un punto di accumulazione, ed f : E −→ C

una funzione complessa. Sia g : Ω −→ C una funzione olomorfa in Ω e si assuma che
f(z) = g(z) per ogni z ∈ E. Allora g(z) si chiama prolungamento analitico di f(z) da E
in Ω. L’unicità del prolungamento analitico è chiaramente garantita dal Teorema 8.

Definizione A.2. Sia Ω ⊂ C un aperto connesso. Si dice che φ : Ω −→ C è una
determinazione del logaritmo in Ω se φ(z) è una funzione olomorfa in Ω che è un’inversa
della funzione esponenziale ez in Ω, ossia

eφ(z) = z ∀ z ∈ Ω.

.

Osservazione 7. Una funzione che soddisfa questa definizione è data da

φ(z) = log |z|+ iarg(z),

ma questa è, in generale, una funzione polidroma che può non essere olomorfa (e neanche
continua) su tutto Ω. Tuttavia, se si assume che Ω è un dominio semplicemente connesso
non contenente l’origine 0 ∈ C, si dimostra che esiste sempre una determinazione del
logaritmo in Ω.
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Un esempio importante è quello del logaritmo principale, definito su

Ω = C \ {(x, 0) : x ≤ 0}.

È bene ricordare che il logaritmo principale è univocamente determinata dalla condizione
log 1 = 0.

Definizione A.3. Siano Ω ⊆ C un insieme aperto ed f : Ω → C olomorfa. Si chiama
punto singolare di f (se esiste) ogni punto isolato della frontiera di Ω.
In termini equivalenti, z0 ∈ ∂Ω è un punto singolare di f se, e solo se, esiste r > 0 tale

che f sia olomorfa nel disco forato
•
D(z0, r), dove

•
D(z0, r) := D(z0, r) \ {z0} = {z ∈ C : 0 < |z − z0| < r}.

Teorema 9 (di sviluppabilità in serie di Laurent). Siano Ω ⊆ C un insieme aperto ed
f : Ω → C olomorfa ed avente una singolarità in z0 ∈ ∂Ω. Allora esiste una successione
complessa {an}n∈Z tale che

f(z) =
+∞∑

n=−∞
an(z − z0)

n ∀ z ∈
•
DΩ(z0), (A.1)

dove
•
DΩ(z0) indica il più grande disco forato, di centro z0, contenuto in Ω.

La serie a secondo membro è detta serie di Laurent di f relativa a z0.

Definizione A.4 (Singolarità eliminabili, polari ed essenziali). Siano Ω ⊂ C aperto ed
f : Ω −→ C olomorfa in Ω. Siano z0 ∈ ∂Ω un punto isolato della frontiera ed {an}n∈Z la
successione dei coefficienti di Laurent di f in z0.

(i) Si dice che z0 è una singolarità eliminabile di f se an = 0 per ogni n < 0.

(ii) Si dice che z0 è un polo di ordine p di f se esiste p ∈ N tale che an = 0 per ogni
n < −p e a−p 6= 0.

(iii) Si dice che z0 è una singolarità essenziale di f se è un punto singolare di f che non
è una singolarità né eliminabile né polare.

È chiaro che le (i), (ii) e (iii) sono mutuamente esclusive.

Definizione A.5 (Residuo). Siano Ω ⊂ C aperto ed f : Ω → C olomorfa ed avente una
singolarità in z0 ∈ ∂Ω. Si dice residuo di f in z0 il coefficiente di indice −1 (ossia, a−1)
dello sviluppo di Laurent di f in z0. Si pone

resz=z0(f) = a−1.

Proposizione 12. Sia Ω ⊂ C un aperto e si assuma che f : Ω → C è olomorfa con un
polo di ordine p in z0 ∈ ∂Ω. Allora

resz=z0(f) =
1

(p− 1)!
lim
z→z0

dp−1

dzp−1
((z − z0)

pf(z)) .
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Definizione A.6 (Indice di un cammino chiuso). Sia γ : [a, b] ⊂ R −→ C un cammino
chiuso. Per ogni z ∈ C \ γ([a, b]) poniamo

indγ(z) :=
1

2πi

∫

γ

1

ζ − z
dζ.

In questa breve rassegna non può non essere menzionato un risultato di enorme utilità
nelle applicazioni (e, in particolare, nel calcolo di integrali).

Teorema 10 (Teorema dei residui). Siano Ω ⊆ C un aperto semplicemente connesso e
{z1, ..., zp} ⊂ Ω. Sia f : Ω \ {z1, ..., zp} → C olomorfa. Allora, per ogni cammino chiuso
γ ⊂ Ω \ {z1, ..., zp}, si ha

∫

γ

f(z) dz = 2πi

p∑

j=1

indγ(zj)resz=zj(f). (A.2)

Proprio nelle applicazioni, si utilizza spesso il seguente:

Lemma 1 (di Jordan, del grande arco). Poniamo z = reiθ. Sia f(z) continua nel settore
circolare {reiθ ∈ C : θ ∈ [θ1, θ2], ∀ r > 0}. Sia γr : [θ1, θ2] −→ C, γr(θ) = reiθ, θ ∈ [θ1, θ2],
l’arco di circonferenza di raggio r. Allora, se

zf(z) −−−−−→
|z|→+∞

0 (θ = arg(z) ∈ [θ1, θ2]),

si ha che ∫

γr([θ1,θ2])

f(z) dz −−−−→
r→+∞

0.
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Appendice B

Risultati ausiliari

Nella redazione delle prossime tre sezioni abbiamo seguito [11] (cfr. Sezione 1.1, Capitolo 1),

[6] (cap. XIII, §1) e [10] (cfr. capp. 6 e 7).

In questa seconda parte dell’appendice, daremo brevi cenni su argomenti che, di solito,
non vengono trattati nei corsi di Analisi e che riguardano alcuni sviluppi asintotici di
funzioni in serie e prodotti infiniti. Inoltre, richiameremo alcuni importanti sviluppi
asintotici. Questi risultati sono stati utilizzati nella trattazione dei Capitoli 1 e 2.

B.1 Polinomi e numeri di Bernoulli

Si chiamano polinomi di Bernoulli le funzioni polinomiali (complesse)Bn(x) (n = 0, 1, 2...)
che restano definite dal seguente sviluppo in serie

text

et − 1
=

∞∑

n=0

tn

n!
Bn(x). (B.1)

La funzione a primo membro è detta funzione generatrice dei polinomi Bn(x). Si osservi
che, dato che le singolarità della funzione generatrice più vicine a t = 0 sono ±2πi, la
serie converge se |t| < 2π.

Notazione 2. Se x = 0, si pone Bn := Bn(0). I numeri Bn (n = 0, 1, 2, ...) sono chiamati
numeri di Bernoulli.

Si ha quindi
t

et − 1
=

∞∑

n=0

tn

n!
Bn. (B.2)

Questa formula si trova spesso scritta in un modo differente (ma analoga) mediante la
seguente uguaglianza1:

h(t) := t

(
1

et − 1
+

1

2

)
=
t

2

et/2 + e−t/2

et/2 − e−t/2
= 1 +

∞∑

k=1

t2k

(2k)!
B2k. (B.3)

1A meno del fattore t/2, la funzione h(t) della prima uguaglianza è la cotangente iperbolica di t/2,
cioè coth(t/2), che è una funzione dispari. Perciò h(t) = t

2
coth

(
t

2

)
è una funzione (positiva e) pari.
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La serie a secondo membro è costituita solo dalle potenze pari di t, dato che la funzione
h(t) è pari.

Comparando le precedenti formule otteniamo le seguenti relazioni:

B0 = 1

B1 = −1

2
B2k = (−1)k−1Bk, B2k+1 = 0 (k = 1, 2, ....).

(B.4)

Discutiamo ora una formula ricorsiva ed esplicita per i polinomi di Bernoulli.

Proposizione 13. I polinomi di Bernoulli Bn(x) sono dati esplicitamente dalla formula

Bn(x) =
n∑

k=0

(
n

k

)
Bkx

n−k (n = 0, 1, 2, ...). (B.5)

Dimostrazione. Si ha

text

et − 1
=

∞∑

k=0

tk

k!
Bk ·

∞∑

l=0

tl

l!
xl =

∞∑

n=0

tn

n!
·

n∑

k=0

(
n

k

)
Bkx

n−k. (B.6)

La tesi segue comparando il secondo membro di questa uguaglianza con lo sviluppo (B.1).

Possiamo anche enunciare una formula per il calcolo dei numeri di Bernoulli.

Usando la (B.2) si ottiene facilmente che

1 =
et − 1

t

∞∑

k=0

tk

k!
Bk =

∞∑

l=1

tl−1

l!
·

∞∑

k=0

tk

k!
Bk =

∞∑

n=1

tn−1 ·
n−1∑

k=0

Bk

k!(n− k)!
. (B.7)

Comparando ambo i membri dell’uguaglianza appena scritta, si vede che

B0 = 1,
n−1∑

k=0

1

k!(n− k)!
Bk = 0 (n ≥ 2) (B.8)

L’ultima equazione è un’utile formula ricorsiva per il calcolo dei Bn.

Dimostriamo infine alcune relazioni usate per lo studio della zeta di Riemann nel
Capitolo 2.

Proposizione 14. Valgono le seguenti relazioni ricorsive:

B0(x+ 1) = B0(x), B1(x+ 1) = B1(x) + 1

Bn(x+ 1) = Bn(x) + nxn−1 (n ≥ 2).

(B.9)

Dimostrazione. Si ha

te(x+1)t

et − 1
=

∞∑

n=0

tn

n!
Bn(x+ 1) = text +

text

et − 1
=

∞∑

n=0

tn+1

n!
xn +

∞∑

n=0

tn

n!
Bn(x). (B.10)

La tesi segue comparando i coefficienti di tn a secondo membro con quelli dell’ultimo
membro.
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B.2 Prodotti infiniti

In questa sezione daremo alcuni risultati elementari concernenti lo sviluppo di funzioni
come prodotti infiniti.

Definizione B.1. Sia {zn}n∈N ⊂ C una successione di numeri complessi. Sia

P (N) :=
N∏

n=1

zn.

Se esiste il limite limN→∞ P (N), esso è chiamato prodotto infinito di {zn}n∈N e si pone

∞∏

n=1

zn := lim
N→+∞

P (N).

Se nessun termine della successione {zn}n∈N è nullo, evidentemente si ha che P (N) 6= 0
per ogni N ∈ N. Inoltre, se limN→∞ P (N) 6= 0, allora si ha

lim
N→∞

zN = lim
N→∞

P (N)

P (N − 1)
= 1.

Ne segue che, condizione necessaria per la convergenza del prodotto infinito
∏∞

n=1 zn è
che limn→+∞ zn = 1.

Vale il seguente criterio di convergenza per il prodotto infinito
∏∞

n=1 zn.

Proposizione 15. Supponiamo che ℜe(zn) > 0 per ogni n ∈ N. Allora, il prodotto
infinito

∏∞
n=1 zn converge a z ∈ C \ {0} se, e solo se,

∑∞
n=1 log zn è convergente.

Dimostrazione. Se
∑N

n=1 log zn converge a qualche w ∈ C, allora (usando la continuità
della funzione esponenziale) si ha

∞∏

n=1

zn = lim
N→∞

exp

(
N∑

n=1

log zn

)
= exp

(
lim

N→∞

N∑

n=1

log zn

)
= ew 6= 0.

Per dimostrare l’altra implicazione, supponiamo che
∏∞

n=1 zn = z = reiθ, dove r > 0
e −π < θ < π. Poniamo

P (N) :=
N∏

n=1

zn e S(N) :=
N∑

n=1

log zn (N ∈ N).

Inoltre, per ogni w ∈ C \ {0} poniamo

Logw := log |w|+ i argw,

dove si assume che −π + θ < argw < π + θ (θ indica l’argomento principale di z). Di
conseguenza, si ha

Log(P (N)) = log |P (N)|+ iθN ,
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dove −π + θ < θN < π + θ. Evidentemente, P (N) = exp(S(N)) e quindi

S(N) = Log(P (N)) + 2πi kN ,

per qualche kN ∈ Z. Dato che P (N) −−−−→
N→+∞

z, si deduce che zn −−−−→
n→+∞

1. Quindi

S(N)− S(N − 1) = log zN −−−−→
N→+∞

0.

Ciò implica che
Log(P (N))− Log(P (N − 1)) −−−−→

N→+∞
0,

e da ciò segue la validità dei limiti

θN − θN−1 −−−−→
N→+∞

0 e kN − kN−1 −−−−→
N→+∞

0.

Infine, dal momento che {kN}N∈N ⊂ Z è una successione di numeri interi, che per quanto
appena visto dev’essere convergente, devono esistere k ∈ Z ed n0 ∈ N tali che kn = k per
ogni n ≥ n0. Di conseguenza

S(N) −−−−→
N→+∞

log r + i (θ + 2πk) ,

come volevasi dimostrare.

Definizione B.2 (Assoluta convergenza). Si assuma che ℜe(zn) > 0 per ogni n ∈ N.
Si dice che il prodotto

∏∞
n=1 zn converge assolutamente se, e solo se, la serie

∑∞
n=1 log zn

converge assolutamente.

Dimostriamo un’utile disuguaglianza. A partire dal noto sviluppo in serie della
funzione log(1 + z) nella regione |z| < 1, si deduce che

∣∣∣∣1−
log(1 + z)

z

∣∣∣∣ = |z/2− z2/3 + · · ·|

≤ 1

2
(|z|+ |z|2 + · · ·) = 1

2

|z|
1− |z| ,

per ogni z nel disco unitario |z| < 1. Se si assume che |z| < 1/2, il membro destro della
disuguaglianza è strettamente minore di 1

2
.

Di conseguenza, abbiamo provato che se |z| < 1
2
, vale la seguente:

1

2
|z| ≤ | log(1 + z)| ≤ 3

2
|z|. (B.11)

La disuguaglianza ora dimostrata implica la validità del seguente criterio di assoluta
convergenza.

Proposizione 16 (Criterio di assoluta convergenza). Sia {zn}n∈N tale che ℜe(zn) > −1
per ogni n ∈ N. Allora, la serie

∑∞
n=1 log(1 + zn) converge assolutamente se, e solo se,

la serie
∑∞

n=1 zn converge assolutamente.
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Proposizione 17. Il prodotto di Eulero, ossia il prodotto infinito

∏

p

(
1− 1

pz

)−1

,

converge assolutamente per ogni z ∈ C tale che σ = ℜe(z) > 1.

Dimostrazione. Dal criterio di assoluta convergenza e dalla Proposizione 15, si deduce
(usando la disuguaglianza triangolare inversa) che la convergenza assoluta del prodotto
di Eulero equivale all’assoluta convergenza della serie

∑
p |p−z| (che è una serie in cui

p varia tra i numeri primi). Per dimostrare la convergenza di quest’ultima serie basta
osservare che, se σ > 1, si ha

∑

p

|p−z| =
∑

p

p−σ <
∑

n

n−σ < +∞.

Proposizione 18. Il prodotto infinito

∞∏

n=1

(
1− z2

n2

)

converge assolutamente per ogni z ∈ C.

Dimostrazione. Sia z ∈ C fissato e si ponga R = |z|. Allora, se [R] indica la parte

intera di R > 0, si ha che
∏2[R]

n=1

(
1− z2

n2

)
è finito e quindi assolutamente convergente.

Per quanto riguarda l’altro fattore (del prodotto infinito), ossia
∏∞

n=2[R]+1

(
1− z2

n2

)
, si ha

necessariamente (per n abbastanza grande) che |z2/n2| < 1/2 e, in tal caso,

ℜe(1− z2/n2) > 0.

La tesi è un semplice corollario dei criteri di convergenza sopra enunciati.
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B.3 Sviluppi notevoli

Proposizione 19. Valgono le formule seguenti

π cot(πz) =
1

z
+ 2z

∞∑

n=1

1

z2 − n2
,

sin(πz)

πz
=

∞∏

n=1

(
1− z2

n2

)
.

(B.12)

Dimostrazione. Sia

F (z) =
1

z
+ 2z

∞∑

n=1

1

z2 − n2
,

dove si assume che z ∈ C\Z. Studiamo la serie a secondo membro.
Se n >

√
2|z|, allora |z2 − n2| ≥ n2 − |z|2 > n2/2 e quindi

∑

n>
√
2|z|

1

|z2 − n2| <
∑

n>
√
2|z|

1

n2
< +∞.

Dato che sommare un numero finito di termini non modifica la convergenza, quanto sopra
dimostra la convergenza assoluta della seria secondo membro. Si vede inoltre che la serie
converge uniformemente sui sottoinsiemi compatti di C\Z. Pertanto, tale serie definisce
una funzione olomorfa su C \ Z.

Mostriamo che F (z) è una funzione 1-periodica.
Si ha

F (z) =
1

z
+

∞∑

n=1

(
1

z − n
+

1

z + n

)
,

F ′(z) = −
∑

n∈Z

1

(z − n)2
.

(B.13)

Si vede quindi che F (z) è una funzione dispari ed anche che la sua derivata è pari. Inoltre,
si ha che F ′(z) è una funzione 1-periodica. Infatti, per ogni m ∈ Z si ha

F ′(z +m) = −
∑

n∈ Z

1

(z +m− n)2
= −

∑

n′∈ Z

1

(z − n′)2
= F ′(z) (n′ := n−m).

Da ciò segue che

(F (z + 1)− F (z))′ = F ′(z + 1)− F ′(z) = F ′(z)− F ′(z) = 0,

e quindi che
F (z + 1) = F (z) + c,

per qualche c ∈ C. Per concludere la prova, basta quindi vedere che c = 0.
Dato che

c = F (1/2)− F (−1/2) = 2F (1/2),
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è sufficiente mostrare che F (1/2) = 0. D’altra parte, si ha

F (1/2) = 2 +
∞∑

n=1

1
1
4
− n2

= 2−
∞∑

n=1

(
1

n− 1
2

− 1

n+ 1
2

)
,

e quella a secondo membro è una serie telescopica la cui somma è pari a 2.

Dato che F (z) è olomorfa su C\Z e possiede un polo semplice in z = 0 con residuo 1,
dalla sua periodicità si deduce che F (z) ha solo poli semplici (con residuo 1) negli interi.
La funzione F (z) ha quindi lo stesso comportamento di π cot(πz).

Mostriamo adesso che la funzione intera

f(z) := π cot(πz)− F (z)

è la funzione identicamente nulla.
A questo scopo vorremmo utilizzare il teorema di Liouville. Perciò, basta mostrare che

f(z) è limitata. Inoltre, grazie alla periodicità, è sufficiente mostrarne la limitatezza nella
regione 0 ≤ ℜe(z) < 1. In particolare, essendo intera, basterà studiare il suo andamento
asintotico per ℑm(z) → ±∞. Partiamo con l’osservare che

π cot(πz) = πi
eπiz + e−πiz

eπiz − e−πiz
= πi+

2πi

e2πiz − 1
.

Posto z = σ + it, si ha |e2πiz| = e−2πt. Inoltre

lim
t→±∞

π cot(πz) = ∓πi.

Prendiamo nuovamente in considerazione la funzione F (z). Si noti che, nella regione
0 ≤ ℜe(z) < 1, si ha |t| ≤ |z| < |t|+ 1. Pertanto

|z2 − n2| = |σ2 − t2 − n2 + 2iσt| ≥ |σ2 − t2 − n2|
= |σ2 − (t2 + n2)| ≥ |t2 + n2| − σ2

> t2 + n2 − 1.

Quindi

|F (z)| ≤ 1

|t| + 2(|t|+ 1)
∞∑

n=1

1

n2 + t2 − 1

≤ 1

|t| + 2(|t|+ 1)

∫ ∞

0

dx

x2 + t2 − 1

=
1

|t| + 2(|t|+ 1)
arctan(x/

√
t2 − 1)√

t2 − 1

∣∣∣∣
∞

0

=
1

|t| + π
|t|+ 1√
t2 − 1

.

(B.14)

Pertanto F (z) è limitata e di conseguenza lo è anche f(z). Per il teorema di Liouville
f(z) è costante. Se z = 1/2, allora π cot(π/2) = 0 e, come già visto, F (1/2) = 0. Perciò
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f(z) = 0 e ciò conclude la dimostrazione dello sviluppo in serie (B.12).

Per dimostrare la seconda formula, introduciamo la funzione ausiliaria

g(z) :=
sin(πz)

πz
∏

n≥1(1− z2/n2)
.

Sappiamo che il prodotto infinito del denominatore è assolutamente convergente (Propo-
sizione 18). Quindi g(z) esiste ed è ben definita per z ∈ C \ Z.
Un calcolo diretto mostra che la derivata logaritmica di g(z) è data da

g′(z)

g(z)
= π cot(πz)−

(
1

z
+ 2z

∞∑

n=1

1

z2 − n2

)
. (B.15)

Dalla prima delle formule (B.12) deduciamo che g′(z) = 0 per ogni z ∈ C \ Z, e
dunque g(z) è ivi costante e si prolunga analiticamente a tutto C. D’altra parte, essendo
g(z) −−→

z→0
1, si deve avere che g(z) = 1 identicamente. Ciò conclude la dimostrazione.
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[8] S.J. Patterson, “An introduction to the theory of Riemann Zeta Function”, Cambridge
University Press, Cambridge, 1988.

[9] R.A. Silverman, “Complex Analysis with applications”, Dover Publications, Inc. New
York, 1974.

[10] E.M. Stein, R. Shakarkhi, “Complex Analysis”, Princeton Lectures in Analysis, vol.
II, Princeton University Press, 2003.

[11] Z.X. Wang,D.R. Guo, “Special Functions”, World Scientific Publishing Co. Pte. Ltd.,
Singapore, 1989.

51


