Universita degli Studi di Padova

Dipartimento di Fisica e Astronomia ” Galileo Galilei”

Corso di Laurea in Fisica

Tesi di laurea
Recenti sviluppi della formula
di Baker-Campbell-Hausdorff

Ralatore: Prof. Marco Matone
Laureando: Leonardo Pagani
Matricola: 1048350

Anno accademico 2015-2016

ABSTRACT: La formula di Baker-Campbell-Hausdorff (o BCH) fornisce un’espressione espli-

XeY dove X e Y sono elementi di un’algebra di Lie. I primi studi

cita per la grandezza e
sulla BCH risalgono all’ultimo decennio del 900, ma solo nel corso dell’ultimo anno (2015)
la ricerca si ¢ concentrata nell’individuare casi in cui questa formula assuma una forma chiu-
sa (di particolare interesse sono, in quest’ambito, i lavori di Van-Brunt e Visser [7] [8] e di
Matone [9] [10]). Questo lavoro consiste sia in un review dei risultati presentati negli articoli
citati, sia in una generalizzazione di questi; la parte piu originale consiste nell’applicazione

dell’algoritmo presentato in [9] e [10] ai risultati esposti in [8].
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1 Introduzione

Si supponga che un sistema quantistico sia descritto dallo stato [¢); se si vuole cambiare
sistema di riferimento, € necessario agire su |1) tramite gli operatorl di traslazione e
di rotazione, dati rispettivamente da eioPi o o=iBTT (qui P e J sono le osservabili
impulso e momento angolare, « e [ sono parametri continui, 4 e U sono versori);
si noti che gli operatori di traslazione e rotazione sono proporzionali all’esponenziale
rispettivamente delle osservabili P-ieJ-7 Cisi puo chiedere: & possibile definire un
operatore di rototraslazione, esprimibile come esponenziale di una qualche grandezza

legata ad impulso e momento angolare7 Ponendo ¢? = eral @877 v, e evidente che
in generale non si avra Z = aP U — —BJ U: se cosl fosse, infatti, si dovrebbe
avere eroPie=iBIT = oZ — ¢ ﬁ'BJ”eEQP“, ma questo in generale non e vero, poiché,

se si compie una traslazione lungo « dopo una rotazione attorno a o, si ha un effetto
diverso rispetto a quello che si ottiene invertendo le due operazioni (a meno che 4 non
sia proporzionale a v). La corretta espressione di Z ¢ piu complicata e risulta essere
funzione del commutatore []3 ST 0] di impulso e momento angolare.

Da un punto di vista matematico, il problema della determinazione di Z = In (eX ey)
¢ formalizzato nell’ambito della teoria dei gruppi e delle algebre di Lie. In questo
contesto, dati un gruppo di Lie G e la corrispondente algebra g, X e Y sono elementi
di g, mentre eX ed e¥ sono i corrispondenti elementi in G. Le uniche operazioni definite
in un’algebra di Lie sono la somma vettoriale, la moltiplicazione di un vettore per uno
scalare ed il prodotto di Lie: pertanto, essendo Z funzione di X e Y, la sua espressione
non puo essere altro che una serie, per l'indice ¢ che va da zero a infinito, di termini
dati da combinazioni lineari di commutatori di ordine i contenenti X e Y.

Quanto appena detto e essenzialmente il risultato degli studi condotti in questo campo
da parte di Henry Baker, John Campbell e Felix Hausdorff a cavallo fra il XIX e il XX
secolo (una trattazione storica sistematica del teorema di Baker, Campbell e Hausdorff
¢ presentata in [1]). Si tratta di un risultato non affatto banale. Si esamini, ad esempio,
il problema della determinazione di Z per un’algebra g di tipo matriciale: in questo caso
si dispone di un’ulteriore operazione - la moltiplicazione matriciale - tramite la quale
¢ possibile costruire sviluppi in serie di potenze; applicando alla grandezza In (e¥e"’) i
noti sviluppi dell’esponenziale e del logaritmo, si ottiene cosi uno sviluppo di Z in serie
di potenze di X e Y: non e affatto ovvio, a priori, che questo sviluppo sia esprimibile
in soli termini di commutatori di X e Y.

'E definito commutatore di ordine i un elemento di g dato da [X,,, [...[ X2, [ X1, Xo]]...]], per qualche
XO) X17 X27 b XTL € g



Evgenij Dynkin fu il primo a fornire, nel 1947, un’espressione esplicita per In (eX eY);

per scriverla, bisogna prima introdurre la notazione:

XTYS XY = (X X X Y YV X X X Y Y Y]

/ O\ / . J -
—~ —~ ~ ~

T1 S1 Tn Sn

L’espressione trovata da Dynkin ¢ la seguente:

-1

=y G 3 s )y ey

n=1 21 550, rilslorplsy,! ;
ri+5;70

(1.1)

essa prende il nome di formula di Baker-Campbell-Hausdorff, o semplicemente BCH
(nella formulazione di Dynkin) e i suoi primi termini sono dati da:

In(e¥e") =X +Y + %[X Y]+ %([X, (X,Y]] - [V, [X,Y]]) — i[y, (X, [ X, Y]] + ...
—X Y 4r [X Y]+ —QadX_y[X, Y] — iadyadx X, Y]+ ... (1.2)

dove ad indica la rappresentazione aggiunta di g, tale che ady = [A, #] (VA € g) ovvero
adB = [A, B] (VA, B € g).

Quella che verra adoperata in questa tesi e la forma integrale della BCH, derivata gia
da Henri Poincaré nell’anno 1900 [1, 2]:

J— eadX 6t~ady>n

In(eXe¥) = X+ (/Olg(eadxet'“dy)dt) Y = X+Y—/01§;( " T D) Ydt, (1.3)

dove g(z) = Zzl%(f) =1-%>, % (g9(z) coincide con la funzione generatrice dei

secondi numeri di Bernoulli, valutata in In(z)).

Come mostrato in [1] e [7], dagli anni 60 la BCH ha conosciuto delle significative
applicazioni in diversi ambiti della Fisica teorica, riguardanti in particolare la mecca-
nica quantistica, la teoria di campo quantistica, la meccanica statistica, la teoria delle
perturbazioni, la fisica dei cristalli.



Questo lavoro si dividera in tre parti.

e La prima sezione consistera in un review degli articoli [7] e [8] di Van-Brunt e
Visser. La strategia qui seguita sara quella di prendere come punto di partenza
I'espressione della BCH in forma integrale (1.3), in modo da individuare dei casi
via via meno restrittivi, tali da semplificare la formula di partenza e in particolare
ridurla in forma chiusa®. Verra inoltre mostrata una semplice applicazione dei
risultati ottenuti, con possibili risvolti nel formalismo degli stati squeezed della
meccanica quantistica.

e La sezione centrale sara dedicata allo sviluppo di un algoritmo che portera ad
un’estensione dei risultati presentati nella prima sezione. Dati X e Z tali per

cui non sia possibile applicare tali risultati, la strategia qui seguita sara quel-

la di considerare la quantita eXe*e? e splittare il termine centrale, ottenendo
X A-Y ALY o2, X A-Y

cosl e . applicando ora i risultati noti, separatamente per e

MY o2

e
, sotto certe condizioni si arriva ad una risoluzione della BCH in forma
chiusa (seguendo questo procedimento si studia in realta la BCH t¢ripla, ma una
volta risolta questa si puo facilmente ottenere il termine In (eX e? ) passando al
limite per A — 0). Questa idea sta alla base dell’algoritmo sviluppato negli ar-
ticoli [9] e [10] di Matone: scopo di questa sezione & quello di generalizzare tale
algoritmo, combinandolo con i risultati di [8] ed estendendolo al caso di algebre
di dimensione arbitraria.

e [’ultima sezione ¢ dedicata all’applicazione dell’algoritmo precedentemente messo
a punto, nel caso di algebre di particolare interesse per la fisica teorica. La prima
applicazione riguardera ’algebra di Virasoro: si tratta di un caso non trattato
in letteratura prima di [9]. La particolarita dell’algebra di Virasoro ¢ data dalla
presenza, nelle relazioni di commutazione, di una carica centrale C'; quest’algebra
riveste inoltre una certa importanza nella teoria delle stringhe e nella teoria di
campo conforme. Come caso particolare di quest’ultima, sara poi studiata la
BCH per l'algebra dell’isospin sl(C). Questa sara poi essenziale per studiare il
caso di sl3(C) e mostrare infine che la BCH assume forma chiusa per qualsiasi
algebra di Lie semisemplice complessa.

2Con forma chiusa si intende un’espressione riducibile ad un numero finito di operazioni quali
somma vettoriale, prodotto per uno scalare e prodotto di Lie.



2 Forma chiusa della BCH

Scopo di questa sezione ¢ individuare, seguendo [7] e [8], delle condizioni via via meno
restrittive tali per cui la BCH risulti avere forma chiusa. Partendo dall’equazione (1.3),
il primo passo e quello di mostrare che 'integrale che in essa compare non dipende
esplicitamente dalle grandezze X e Y, ma solo dal commutatore [X,Y]. Si consideri
infatti la seguente relazione:

2

t—[Y, Y, #]] + ) Y=Y;

elalvy = ([ +t[Y, #] + 5

questa implica

([ — eadxet'ady)n B ([ _ eadxet-aaly)”_1 o B
nn+1) Y = nn 1) ([—e X)Y—

B (I _ eadX et-ady)"*l I — eadx
o n(n+1) adX [XaY]7

per cui l'integrale nell’equazione (1.3) puo essere riscritto nel seguente modo:

_ adX t- ady _ pudx ytady \™T 1 adx __
/ )yt = ( erixetetr)” e —1 dt) IX,Y].
n(n +

n(n+1) 1) adx

Definendo ora ’operatore

_ adxetady) -1 eadx .

1 oo
F(ady,ady) dt, 2.1
(adx, ady / ; n(n+1) ady (2.1)

la BCH puo quindi essere scritta nel seguente modo:

In (e¥e’) = X +Y + F(ady, ady)[X,Y]. (2.2)

Nei prossimi paragrafi € mostrato sotto quali condizioni I'espressione di F'(ady, ady )
assume una forma chiusa, o comunque una forma semplificata rispetto alla (2.2);
si possono individuare tre casi principali:

e l'algebra di Lie g e nilpotente;
e il commutatore [X,Y] & un autovettore comune di adx e ady;

e adx e ady commutano quando agiscono su un commutatore.



2.1 Primo caso: g € nilpotente

Data un’algebra di Lie g, si definisce sottoalgebra dei commutator: I'insieme g; dei
commutatori di due qualsiasi elementi di g: g1 := [g,9] = {[41,40] : A0, 41 € g};
se la sottoalgebra dei commutatori coincide con il sottospazio nullo (g; = 0), cio
significa che g ¢ commutativa e la BCH si riduce banalmente alla seguente relazione:

In (eXeY) =X+Y.

Si puo generalizzare quanto appena detto e definire in maniera ricorsiva la sottoalgebra
dei commutatori di ordine n:

00:=0, On:=1[0,00-1] = {[An, [--[A2, [A1, A0]]...]] : Ao, A1, As, ..., A, € g}; (2.3)

se, per un qualche n naturale, si ha g,, = 0, allora I'algebra g e detta nilpotente. Ora, se
I’algebra g risulta nilpotente per un dato valore di n, tutti i commutatori di ordine n o
superiore si annullano, come diretta conseguenza della definizione appena data; questo
significa che la BCH ¢ troncata all’ordine n — 1, come risulta evidente dallo sviluppo
di Dynkin (1.1).

Il caso dell’algebra g nilpotente, dunque, implica che la BCH assuma sempre una forma
chiusa. Il problema della scrittura esplicita della formula si riduce pertanto al calcolo
di un numero finito di coefficienti; come mostrato nella (1.2), i primi termini dello
sviluppo sono particolarmente semplici:

e X +Y (ordine zero),
e 2[X,Y] (primo ordine),
o LIX,[X,Y]] - L[V, [X,Y]] (secondo ordine),

o — L[V, [X,[X,Y]] (terzo ordine).
I coefficienti relativi agli ordini successivi, in linea di principio, possono essere valutati
a partire dalla formula di Dynkin, ma i calcoli si fanno presto molto laboriosi (ad
esempio, come mostrato in [6], se m & un numero primo, allora i termini di ordine m
aventi coefficiente non nullo sono 2" — 2); per minimizzare i tempi di computazione,
sono reperibili in letteratura (ad esempio in [5] e [6]) degli algoritmi che permettono
in tempi ridotti, tramite un semplice pc, di calcolare i coefficienti fino ad almeno il
ventesimo ordine.



2.2 Secondo caso: [X,Y] & autovettore di adx e ady

Si consideri ora il caso in cui
adx [ X, Y] =z[X)Y], ady[X,Y]=y[X,Y], (2.4)

con x e y nel campo sopra cui e definita ’algebra g. In questo caso, dall’equazio-
ne (2.2) risulta evidente che [X,Y] ¢ autovettore anche dell’operatore F(adx,ady),
relativamente all’autovalore

n—1 r _ 1

1 % 1 — e%ely
F(x,y)::/ Z( eret) e dt;
o = n(n+1) x

il termine F(adx,ady)[X,Y], insomma, & proporzionale a [X,Y] stesso secondo il

coefliciente F'(x,y).

Ora, F'(ady,ady) e F(x,y) hanno la stessa forma, a patto di sostituire gli operatori adx
e ady con i coefficienti x e y; tuttavia, il fatto che x e y, a differenza di adx e ady, siano

due grandezze commutanti, fa si che I'espressione di F'(x,y) possa essere notevolmente

(1 —2)" -1
semplificata. Siccome infatti 1 — ; 7(1 n —1—2)1) = Zz 11(1,2 ), si puo scrivere

i (1—eme)n ! 1 . e’e’ - In(e"e”)\

“—~ n(n+1) 1 — ety erety — 1 B
(1 _ 6m+ty) + (.Z' + ty)em—i-ty

o (1 — extty)2 ’

da cui

et — 1 /t=1 ((1 _ e:}c+ty) + (x+ty)ez+ty> 1
t

(ZL’, y) T o (1 _ 6x+ty>2 y (‘r + y)

_e””—ll/tzld r+ty \
oy i 1—emtty )

et =1 r+y x B
o \y(l-etr) y(l-er))

e —1(x+y)le V(1 —e*)—x(e? —e")
x yle v —e®)(1 — e?) .

Si ha pertanto

(x+y)e”™V — (xze” +ye?)
zy(ev — e7) N

1 l—e™ 1—¢Y
S ( S e>. (2.5)
e~ —e¥ T Y

F(x,y) =




La notazione utilizzata in letteratura, in realta, prevede le seguenti sostituzioni: x — v,
y — —u, F(x,y) = f(u,v); & dunque dimostrato il seguente enunciato:

Se adx[X,Y]=v[X,Y], ady]X,Y]=—u[X,Y],
allora In (eXeY) =X+Y + f(u,v)[X,Y],
_ utv u v 1 1 —e U 1 —e?
con f(u,v) = (u—v)e (ue* — ve") _ _ ( et e ) e
uv (et — ev) et — eV u v

Si noti che f(u,v) € una funzione simmetrica; risulteranno utili le seguenti proprieta:
f(O, U) = limu—>0 f(u7 U) — _Uiq(’e—vejilglj f(O, 0) = 1im(u,u)—>(0,0) f(u, U) = %

2.2.1 Costanti di struttura

Ci si puo chiedere in quali condizioni effettivamente la condizione (2.4) ¢ verificata.
Per rispondere, ¢ molto utile introdurre il concetto di costanti di struttura di un’algebra
di Lie: detta {T,} la base di riferimento per l'algebra g considerata, si definiscono
costanti di struttura per g i coefficienti f,;,° tali che [T}, Ty] = fup“Te per qualsiasi scelta
di a e b (si ha necessariamente fu;,“ = — fp,°).

Siano ora z e y® le coordinate degli operatori X e Y nella base {T,,} (siano, in altri
termini, soddisfatte le relazioni X = T, e Y = y*T,); allora, in base alla definizione
di costanti di struttura, il commutatore di X e Y si scrive nel seguente modo:

(X, Y] = (2" fu*) T (2.8)

La condizione (2.4), quindi, equivale a richiedere (2929 fo° fac®) T = v (z*y* fur) T.
€ (ydxaybfabcfdce) Te =-u (Iaybfabc) TC7 OVVero:

YT fup fod® = 02 Y s T YY fap fed” = —uzy’ . (2.9)

Si puo ora tradurre il precedente enunciato nel formalismo delle costanti di struttura.

Se 2y 2" fu fod® = va"y fu®s 1YY fu fed® = —ua®y fu, (2.9)
allora In(e¥e’) = X +Y + f(u,0)[X,Y], :
_ utv u v 1 1 —e U 1 —¢e?
con f(u,v) (u—v)e (ue* — ve") _ ( et e ) C@n
uv (et — e?) et — eV u v




E naturale domandarsi sotto quali condizioni la forma semplificata (2.6) della BCH
sia valida per ogni scelta di X e Y nell’algebra g; per soddisfare questa richiesta, le
condizioni (2.9) devono essere valide per qualsiasi 2% e y*: si deve quindi avere

xcfabdfcde = Ufabe; ycfabdfcde = _ufabe (\v/xc’ yc)

Queste relazioni danno informazioni ben precise sulla forma delle costanti di struttura;
esaminando ad esempio l'equazione 2° fo,% f.s® = v fu, evidentemente si dovra imporre
una condizione del tipo v ~ (x - f): T'unico scalare che si puo estrarre da = e f ¢
¢ fcdd, dunque si dovra avere xcfabdf cd” ~ x° fcddfabe, da cui, per 'arbitrarieta di z¢, si
ottiene fup? fog ~ fup®foa®. Non & difficile a questo punto convincersi che le costanti di
struttura debbano essere del tipo

far® = wapn® (con wep = —wpy) - (2.10)

La condizione (2.10) & equivalente ad asserire che il commutatore di una qualsiasi coppia
di elementi di g appartenga al sottospazio unidimensionale generato da N := n“T,: dati
infatti X = 2T, e Y = y*T,, se le costanti di struttura hanno la forma f,;,° = w.n®,
allora [X,Y] = (a:“ybwab) nl, = (:Baybwab) N; per il viceversa basta definire wg, tale
che [T,, Ty] = wapN ed automaticamente si ha f,,° = wepn, Va, b, c.

Se poi ¢ verificata la (2.10), allora gli autovalori v e —u di cui sopra valgono

v = 2%wen, —u = Y wen; (2.11)
infatti 2992¢ fu foa® = 1Y wprweann® = (r°wen?) 2 yPwapn® = vy’ fu
b dp e _ ayb dpe _ d b _ by e
e LYY fap” fed” = Y WapYWegnn® = (ycwcdn ) Y wepn® = —ux®y’ fu°.

Puo dunque essere enunciato il seguente risultato:

Data un’algebra di Lie g, se la sottoalgebra dei commutatori [g, g

ha dimensione unitaria o, equivalentemente, se le costanti di struttura

hanno la forma fap© = wapn®, (2.10)
allora, detti u=—ywun’, U= wuyn’, (2.11)
si ha In(e*e") =X +Y + f(u,v)[X,Y] (VX,Y €g), (2.6)
o utv __ u v 1 1 U 1 5,V
con f(u.v) (u—v)e (ue* — ve?) _ ( et e ) @
uv(et — ev) et — eV u v
Si noti che, se wyn® = 0, allora [Ty, [Ty, T.]] = wegn@wpeN = 0, ovvero I'algebra g &

nilpotente al secondo ordine e ci si riconduce al caso gia studiato nel paragrafo 2.1
(in particolare, si ha In (e*e¥) = X +Y + 3[X,Y]).

— 10 —



2.2.2 [X,Y] & combinazione lineare di X, Y, [

Data I’algebra di Lie g, e definito centro di g I'insieme di vettori tali da commutare con
qualsiasi elemento dell’algebra stessa:

Zy={l€g:[l,9]=0, Vge g} (2.12)

Di particolare interesse ¢ il caso in cui due vettori X, Y € g generano, eventualmente
insieme ad un elemento del centro I € Z;, una sottoalgebra® di g, ovvero il caso in cui
il commutatore [X,Y] ¢ dato da una combinazione lineare di X, Y e [ stessi. Si tratta
di una situazione immediatamente riconducibile al caso trattato nel paragrafo 2.2.1:
se infatti [X,Y] = uX + vY + ¢l, basta porre Tp = I, T} = X e T, = Y e le costanti

. . . 00 0 . c
di struttura assumono la forma f,;© = wpn®, con we, = 8 01 JE)l en={u).

La letteratura precedente a [7] e [8] si limita a fornire la soluzione esatta della BCH nei
seguenti, semplici casi:

e se [X,Y] =0 (algebra abeliana), la soluzione ¢ banalmente data da
In (eXeY) =X+Y;

e se [X,Y] = ¢ (il che implica (I, X,Y") nilpotente al secondo ordine), la soluzione
¢ datadaln (e¥e¥) = X+Y +1[X,Y]: ad esempio, nella Meccanica Quantistica,
detti af e a gli operatori di creazione e distruzione e detti X e P gli operatori
posizione e impulso, si hanno proprio le relazioni [a,a] = -1 e [X,P]=ihl;

e se [X,Y] = vY, la soluzione ¢ data da In (e¥e¥) = X +V 4 L=Hl[X V]

v(ev—1)
riprendendo I'esempio appena fatto e detto H 1I’hamiltoniano del sistema, si hanno

le relazioni [H,a'] = hwa' e [H, a] = —hwa.

Il caso [X,Y] = uX + vY + ¢l appena trattato consiste nella prima generalizzazione,
reperibile in letteratura [7], di questi tre risultati (il che spiega la scelta di aver sostituito
x ey con v e —u nel paragrafo 2.2). Il caso studiato nei paragrafi 2.2 e 2.2.1 consiste
invece in una seconda generalizzazione [8], la quale include situazioni in cui la relazione
[X,Y] = uX+vY 4l non vige. Nel prossimo paragrafo, seguendo [8], verra presentata
un’ulteriore generalizzazione dei risultati gia trovati: in quel caso la BCH assumera una
forma notevolmente semplificata rispetto all’equazione (2.2), ma non una forma chiusa
(a differenza di quanto finora visto), in quanto compariranno in essa e e e dati
ciascuno da una serie infinita di commutatori di ordine progressivamente crescente.

3Con sottoalagebra si intende un sottospazio vettoriale di g chiuso rispetto al prodotto di Lie.

- 11 -



Relativamente al caso [X, Y] = uX +vY +cl, viene proposto in [6] un esempio che porta
a possibili applicazioni nell’ambito degli stati squeezed della meccanica quantistica.
Indicando con a' e a gli operatori di creazione e distruzione e ricordando [a,a'] = 1 e
N := ala, si ottengono le seguenti relazioni di commutazione:

[a®, N] = 24, [(a')?, N] = —2(a")*;

applicando ora i risultati presentati in questo paragrafo, si ottiene

2t

2 2st
In (es“ etN) = sa® +tN + 2stf(2t,0)a* = ; ¢ 1a2 +tN,
6 j—
s(@h? INY _ o 1)2 _ _ f o 2ste L
In (e e ) = s(a’)” +tN — 2stf(-2t,0)(a")” = ——; 1(@) +tN.
e j—

Un’altra relazione interessante da studiare puo essere la seguente:
[a?, (a")?] = 4N + 2I.

I risultati di [7] e [8], non sono applicabili a questo tipo di relazione; il problema, pero,
puo essere aggirato scrivendo

2 (12 . 2 12 . 2 12
In (ea ela’) ) = lim e* eMel@)” = lim e® e NeMNela)
A—0 A—0

A-N g A+ Nglah)?, Scegliendo oppor-

tunamente i valori di A_ e A\, ¢ poi possibile riapplicare i suddetti risultati e risolvere

ed applicando i risultati noti separatamente per eve

la BCH in forma chiusa. Quello appena descritto e ’algoritmo sviluppato da Matone
in [9] e [10] e generalizzato nella prossima sezione. Il caso qui considerato ¢ in realta
riconducibile all'algebra sl»(C) (basta porre a® = —2E_, (a')? =2FE, e N + i1 = H),
la quale verra studiata nell’ultima sezione di questa tesi.

2.3 Terzo caso: adx e ady commutano agendo sui commutatori

Come precedentemente sottolineato, € stato possibile ricavare I'equazione (2.5) sfrut-
tando la commutativita di = e y (che sono semplicemente elementi di un campo);
contrariamente, non e stato possibile semplificare I'espressione di F'(adx,ady) (2.1) in
quanto ady e ady sono operatori che in generale non commutano. Se pero si considera
che, nella BCH, gli operatori adx e ady agiscono sempre su commutatori, allora 1e-
spressione di F'(adx,ady) puo essere semplificata ripercorrendo formalmente gli stessi
passaggi con cui si & giunti alla (2.5), a patto che si verifichi la condizione

adxadyW = adyadxW (VW € [g, g]) (213)
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Ora, la suddetta condizione puo essere riscritta in altre forme equivalenti: sfruttando
I'identita di Jacobi, si ottiene

adxady W = [X, [Y, W]] = <[V, [W, X]] = [W, [X, Y]] = [V, [X, W]] + [[X, Y], W],

da cui (adxady —adyadx)W = adjx y)W; cio significa che la condizione (2.13) equivale
alla adpx,y)W =0 (VIV € [g, g]). In termini pill astratti, questo implica

[X,Y].[g.0]] =0 (2.14)

e quindi [X,Y] deve appartenere al centro Zy q dell’algebra dei commutatori [g, g].
In termini di costanti di struttura, invece, la condizione diventa

a:aybfabmfcdnfmne =0. (215)

E dunque possibile enunciare il seguente risultato:

Se [X,Y],[g.9]] =0, (2.14)
ovvero se 2y’ fa" fed" frn = 0, (2.15)
allora In (e¥e’) = X +Y + F(ady, ady)[X, Y], (2.2)

(adx + ady )e™x = — (adxe®x + adye )
adxady (e=2dy — eadx)

1 1 — e—adx 1 — eody
— e ——— ( adx + ady ) . (2.16)

con F(adx,ady) =

Richiedendo ora che 1'ultimo risultato sia valido per ogni coppia X,Y € g, si ottiene:

Data un’algebra di Lie g, se la sottoalgebra dei commutatori ¢ abeliana,

OVVero g, 9], (9, 0] =0, (2.17)

0, equivalentemente, se le costanti di struttura di g soddisfano la condizione
fabmfcdnfmne - O, (218)

allora In (e¥e") = X +Y + F(ady,ady)[X,Y] (VX,Y € g), (2.2)

(adx + ady )e™x = — (adxe®x + adye )
adxady (e~2dy — eedx)

1 1— —adx 1 — ady
- ( c 4= ) (2.16)

e—adx — eady adx ady

con F(adx,ady) =
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3 Estensione tramite splitting

I risultati finora presentati sono stati ricavati sfruttando direttamente le proprieta della
formula generale di Baker-Campbell-Hausdorff, come presentata nella forma (2.2). Nel
corso di questa sezione, verranno utilizzati i risultati di [8], e specificamente quelli
presentati nel paragrafo 2.2.1, come punto di partenza per sviluppare un algoritmo
il quale estendera i risultati stessi e portera a risolvere la BCH in forma chiusa per
un’importante classe di algebre.

Seguendo [9] e [10], la strategia su cui si basa l'algoritmo ¢ la seguente: date due

grandezze X e Z tali per cui non ¢ possibile applicare i risultati visti nella precedente

sezione, & comunque possibile scrivere il termine eXe? come limite di eXetYe?

tendente a zero e splittare il termine centrale, ottenendo quindi eXe*-Ye*Ye? (con

per A

A_ 4+ Ay = \); a questo punto, i risultati del paragrafo 2.2.1 possono essere sfruttati
per ricavare le grandezze X(A_) := In(e¥e*Y) e Z(\y) := In(e*Ve?) (a patto,
naturalmente, che vi siano le condizioni per applicare tali risultati)?. In questo modo

si arriva a scrivere eXe? = X(A-)eZ(

A+): tuttavia, uno fra i parametri A_ e Ay puo
essere scelto liberamente: se quindi esiste un valore di A_ (o Ay ) tale per cui si possano
applicare i risultati del paragrafo 2.2.1 alle grandezze X (A_) e Z(A;), allora la BCH

\

risultera risolta in forma chiusa per le grandezze X e Z. E
In questa sezione, pertanto, si considerera la situazione in cui ’algebra di Lie
g= <1ﬁ17 ceny Tr, Tr+1> ey TS, TS+1, ceny Tt>

contiene le sottoalgebre
g12 ‘= <T1, ...,TT7T,,~+1, ...7T5>,

go3 = <T'r+1) "‘7TS7T5+17 "'7ﬂ>7

entrambe le quali hanno la proprieta di avere una sottoalgebra dei commutatori di
dimensione unitaria (proprieta tuttavia non vera, in generale, per l'intera algebra g); Si
indichera con (M) la sottoalgebra dei commutatori di gi2 € con (N) la sottoalgebra dei
commutatori di ges. Si definiscono poi i sottospazi g1 := (11, ..., T;.), g2 := (Tr41, ..., Ts)
e g3 := (Tss1,...,T3): mentre gy e g3 in generale non sono sottoalgebre di g, go invece
lo & sempre (infatti, essendo go = @12 N goz ed essendo g1 € goz due sottoalgebre, il
commutatore di due elementi in g, deve appartenere sia a g2 che a go3, cioe deve
appartenere all’intersezione di questi ultimi, ovvero a go stessa).

4Si noti che il passaggio al limite non & necessario; il procedimento di splitting, di per sé, permette
di studiare la cosiddetta BCH tripla, ma, per economia del discorso, di seguito verranno esposti i

risultati per eXe?, che si ottengono tramite il passaggio al limite.
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Prima di procedere, conviene introdurre la seguente notazione ad indici:

e abec ..=1 ..t

® i i1, o, ... = 1,...,8;

o Vv, Vo, ...=T7T+1,...1;
o a,q,Qo,...=1,...,7;

e 3,61,P2,...=1r+1,...,8;
® V7,2, =85+1,.., L.

Questo significa, ad esempio, che un generico elemento di base di g sara indicato con
T4, un elemento di base di g2 sara indicato con 7},, uno di go3 con 7T, uno di g; con
T, uno di g con T e uno di g3 con 7. Indicando le costanti di struttura dell’algebra
g con f°, quelle di g2 e go3 saranno dunque indicate con f,,,.,"* e f,,,,”*; ricordando
poi che le sottoalgebre dei commutatori di gi5 € go3 sono unidimensionali e generate da
M =m"T, e N =n"1T,, si potra scrivere f, ,,"* = hy,,m* e fu.," = ky,n™
Insomma, la situazione di seguito considerata prevede che, nelle sottoalgebre g5 e gos,
la BCH assuma la forma chiusa In (e¥e?) = X + Z + f(u,v)[X, Z], ma questo non
sia in generale vero per l'intera algebra g (ovvero non sia noto il comportamento di
In (e*e?) nel caso in cui X € g1 e Z € g3); le costanti f,,," e f,,,,", come detto,
sono note a priori, mentre le costanti f,,,,” e f,,,” sono nulle per costruzione; sulle
fan non vengono per ora fatte ipotesi.

E infine necessario distinguere due casi, che verranno trattati separatamente: 1'algebra
go, infatti, puo essere abeliana o non commutativa. Nel secondo caso, esistera una
coppia Y1,Ys € go tale che [Y],Y3] # 0; ora, [Y7,Ys] deve appartenere a gy (essendo
g2 una sottoalgebra), ma deve anche appartenere a (M) e (N) (poiché Y1,Y; € gio e
Y1, Y5 € gos), il che implica (M) = (N) C go: questo significa M = N € g, (infatti M
e N possono essere riscalati di un fattore arbitrario, pur di riscalare rispettivamente
Py s € Kuyw, del fattore reciproco). In definitiva, il caso in cui g, sia non commutativa e
molto piu semplice del caso in cui gs sia abeliana, in quanto nel primo caso M coincide
con N (verranno entrambi indicati con P), mentre nel secondo caso I’argomento appena
presentato non puo essere applicato e in generale si ha (M) # (N).
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3.1 Primo caso: [gs,g2] #0

Il primo passo, dunque, ¢ quello di studiare cosa succede nel caso in cui la sottoalgebra
g2 non sia commutativa. In base a quanto detto, si ha

M =N =: P = p°Ty, (3.1)
pertanto le costanti di struttura sono date da

f;u,uza = 07 fuluzﬁ = hul,quﬁ’ f,uuu’y = 0 (32)

fuwza = 07 fV1V2ﬁ = kV1V2pB7 fl/1V27 = 0. (33)

Come anticipato, 'idea ¢ quella di prendere
X=a"T,€q, Y=y'Tpcg, Z=2T, cgs

e sfruttare i risultati del paragrafo 2.2.1 per scrivere

X X

eXe? = limeXeMe? = limeXeMY e Ye? = lime

Z
6 )
A—0 A—0 A—0

con

>\_+>\+:)\,

X=X+AY+IfOu0)[X,Y]=
=X —+ ALY -+ A,J;“haﬁy’gf()\,pﬁlhglgzy&, xahaﬁpb)Pa

Z=\NY +Z4+ M fw, \2)[Y, Z] =
=\ Y + Z 4+ A 9 ks 27 fF (0 k27 Ay kg, 5,072 P.

Per semplificare i successivi passaggi, € conveniente considerare due generici elementi
di base T, e T, piuttosto che X e Z, e scegliere Y = P (la scelta di Y, infatti, e
sostanzialmente arbitraria), ottenendo cosi:

eTe™ = lim e e*Pe™ = lim e et P Pel = lim eTee™, (3.4)
A—0 A—0 A—0

To =To+ A (1 + happ” f (0, hagp®)) = T + ¢P, (3.5)

T, =T, + Ay (1+ ks, f (p°kp,,0)) = T, + P (3.6)
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Ora, bisogna capire quando risulta possibile applicare i risultati del paragrafo 2.2.1 ai
vettori T, e T’,, ovvero quando si verifica

[TOM [Tm T’y“ = {)[Tav T’Y]’ [T’Y’ [Tav T’YH = _ﬂ[fm T’y] (3'7)

Prima, pero, ¢ opportuno estrarre informazioni utili dall’identita di Jacobi. Scegliendo
P, T, e T,, l'identita di Jacobi implica che [P, [Ty, T, || + [T4, [T}, P]] + [T}, [P, T.]] = O,
OVVero [P, [Ta,Tv]] = 0: siccome si ha anche [P, [T,,,T3]] = 0 e [P, [T3,T,]] = 0, allora

ogni commutatore dell’algebra g commuta con P.
A questo punto si calcola:
7o, T = [Ta, To) + ¥[Ta, P) + 0[P, T) = forTe + (Vhasp” + op°ks, ) P,
[Ty [Tay T3] = [Ty [Tay TN + @[P, [To, T)) = [T, [To T,)] =
= fa'ycfachd + (z/}haﬁpﬁ + @pﬁkﬂ’y) ( ) P
[Tw [Tava]] = [T% [Tmfw]] + @/)[P, [Tmfv“ = [T 7[ a T H
- (fwacfvchd + (whaﬁpﬁ + Wpﬁkﬁv) ( ) )

Le condizioni (3.7) si scrivono quindi nel seguente modo:

fa’ycfacd + (whaﬂpﬁ + Sppﬁkﬁv) (hozﬁpﬂ) pd =0 (fomd + (@Z)haﬁpﬂ + @pﬂkﬁw) pd) ) (38)
Fra" Toe® + (Vhasp” + o0 kgy) (07ksy) 97 = @ (far! + (Vhasp” + 00 ksy) p7) . (3.9)

Ricordando ora che ¢ e v sono funzioni di A\_ e A, , e possibile fissare il valore di \_
in modo tale che esistano @ e v tali da soddisfare le condizioni (3.8) e (3.9). Un modo
standard di operare questa scelta ¢ quello di annullare il termine ¥hasp® + @p°ks,:
a conti fatti, risulta

happ” (1+ p°ksy f (p°ks,,0))

A; 3.10
hagpﬁ - pﬁkﬁ'y - haﬁlpﬂlpﬁz k,327 (f (07 hocﬁpﬁ) - f (pﬂkﬂw 0)) ( )

A_:

si ha pertanto:

d ~ d d ~ d
fa'ycfac = Ufa'y s f'yoch'yc = _uf'ya .
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Si esamini intanto la prima condizione:

(favalhaal + foc’Yﬁlha&) pd + fa”/vlfa%d = ﬁfa7d7

considerando che p* = 0 e p? = 0, questa si divide in tre equazioni:

71 Y2 2. ] 171 e Ti I
® fo "' fas ? = 0fay?: questa prima condizione ¢ risolta imponendo
fOé’Y’YQ - Qofyqpyzy con QO!’Y € q“f a’rbitra’ri (e ﬁ = Qa'yl q'ﬂ);

71 a2 __ 5 a2 a2 __ a2
i fav fa’n - Ufoz’y , OVVETo Qavq’yl foqq — Qaqq q’n fa'y
questa seconda condizione ¢ risolta imponendo f,,** = 2,,¢"?, con ¢* arbitrario;

i (fcwal haa1 + fa'yﬁl halﬁ) pBQ + fom71 fa7162 - ﬁfoz'y&a ovvero
(Qowqal hoeoq + foe’yﬁl hoeﬁ1) pﬁQ + Qo«yq’yl foc'nﬁz = Qoe'nq% fawﬁzz
questa terza condizione e risolta imponendo f,mﬁ2 = Qavq‘b,
con qﬂ = pﬁ e haa 47" = —haﬁlpﬂl.

Pertanto, ’equazione faffacd = f)fcwd e risolta da fu,“ = Qay¢° € 0 = Quq”, a patto
che ¢° = p? e ¢® ha,a = hasp®; inserendo questi risultati nella seconda condizione
fra© fwd = —1 fwd (con @ = ¢°Q,,), emerge I'ulteriore vincolo k..,q" = pkg,.

Se risultano verificate le condizioni appena indicate, allora si ha

In (e'*e™) ziii%ln< Tag ) = hm <T + T, + f(,0) [T, T])
:m(Ta+TV+(<p+w)P+f (@,9) [Tn, T )
= tim (T + Ty + (9 + 9)P + £ (4" Qus Qo) ([Tos To] + [T, P + 9P T)) ) =

- Ta + T7 + f (anav + Qa”qu) [Tom Tw]a

in quanto ¢ e v sono entrambi proporzionali a .

I risultati di questo paragrafo possono essere riassunti nel seguente enunciato:

Se Jor© = Qard, (3.11)
con q“ haya = h'aﬂpﬂa ¢’ =p’, kg " = pﬁkﬁ’w (3.12)
allora In (e"e™) = To + Ty + [ (¢"Qary + Qnq?) [T, T, (3.13)
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3.2 Secondo caso: [g2,g2] =0

In questo paragrafo sara studiato il caso in cui la sottoalgebra g, sia abeliana.
Non é pitu vero che M = N; le costanti di struttura saranno date da:
f/il,uza = h#luzmaa fuluzﬁ = huluzmﬁa fu1,u2'y = 0 (314)
fV1V2a =0, fV1V2B - kV1V2nBa fV1V27 = kV1V2n7' (315)
Nel caso di [gs, g2] # 0, essendo possibile scegliere arbitrariamente in g, il termine di
splitting Y, si era deciso di porre Y = P, in modo da semplificare alcuni conti; nel caso

in oggetto, non vi ¢ alcun elemento ”privilegiato” in g, da porre uguale a Y, pertanto
si prendera un generico elemento di base Tj:

efeel = lim e’* e’ = lim efeeM et -Toelr = lim efee?, (3.16)

A—0 A—0 A—0
To=To+ATs+ A (A Ry g, haym?) hagM =Ty + X\ Ty + oM, (3.17)
Ty =MoTp+ Ty + Ao f (07ky Ay gy n?) kgy N = A T + T, 4 ¢N. (3.18)

Ora, dall’identita di Jacobi possono essere estratte informazioni determinanti riguardo
alla forma delle costanti di struttura; impostando la condizione

[TOM [Tﬁv T’Y]] + [T57 [T%Ta]] + [T”/v [Ta’ TBH =

= kg o, 0P M A Ky fory D T A o™ Py g M+
- fa’Y’ﬂkﬁ’YlN - hoaﬁmal foaVCTc - haﬁmﬁlkﬁlyN - 0,

si ottengono le seguenti condizioni (o vincoli di Jacobi):

(kﬁvhocﬁlnﬁl + favalhmﬁ) m + (k“ﬁwfomAn71 - haﬁmalfawA =

+ (kﬁ'yfa’an’n - haﬂmalfawB

- (haﬁmﬂl kgiy + for " kﬁ%) n" + (kﬂvfcmrnw - haﬁmalfawr =

) =0,
(kgyhasmn™ + fary® hayg) mP — (hapm kg + foykgy, ) 0P+

) =0,

) =0.
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Nel caso [ga, g2] # 0, I'identita di Jacobi si traduceva nella relazione [P, [T, T,]] = 0, la
quale non dava indicazioni particolarmente utili sulla forma delle costanti di struttura;
solo dopo aver imposto che la BCH assumesse forma chiusa per T, e T, 5 sl e giunti a
delle costanti di struttura del tipo f,, = Qa,¢°. Nel caso in oggetto, invece, I'identita
di Jacobi ha portato a tre condizioni di non immediata interpretazione, le quali tuttavia
si rivelano in grado di dare informazioni un po’ piu restrittive riguardo alla forma delle
costanti di struttura. Pertanto, in primo luogo si procedera discutendo i vincoli di
Jacobi, distinguendo cosi tre diversi casi a seconda dei valori assunti da hy, ., ki, v,
m* e n”; dopodiché, per ciascuna delle varie situazioni cosi individuate, verra mostrato
come risolvere la BCH in forma chiusa per T, e f,.

Nel corso dei prossimi paragrafi si rivelera necessario avanzare di volta in volta ipotesi
pit o meno restrittive riguardo i parametri in gioco, in modo da risolvere pitt 0 meno
esplicitamente i vincoli di Jacobi e garantire la possibilita di scrivere la BCH in forma
chiusa; non sara quindi fatta una trattazione esaustiva, ma saranno considerati diversi
casi particolari. Le ipotesi introdotte, pero, saranno tali da essere banalmente verificate
almeno nel caso in cui i sottospazi g; e g3 siano di dimensione unitaria.

La prima ipotesi da avanzare ¢ che le costanti di struttura incognite assumano la forma
Jor© = Q4,q°; conseguentemente, i vincoli di Jacobi diventano:

(kﬂwhamnﬁl + Qavqalhalﬁ) m* + (kﬁvga%n% - haﬂma19a17> qA =0, (3.19)
(kgyhasn™ + Qo™ hays) M7 — (hagm™ kg, + Qarkisy, ) 0+

+ (kgyQany ™ — hoagm® Qu,-) 7 =0, (3.20)
- (haﬁmﬂl ksiy + Qavkﬁmq%) n' + (kgy Qo™ = hapm®™ Qo) q" =0. (3.21)

La seconda ipotesi consiste nell’assumere che hqg e kg, siano entrambe non nulle.”
La terza ipotesi sotto cui saranno studiate le relazioni (3.19), (3.20), (3.21) ¢ la seguente:

Qavmo‘lhmﬁ = haﬁmalﬁaw, kamln“ = ]{IBVQQ,YI’N,’”. (3.22)

Infine, i tre casi in cui verranno separatamente discussi i vincoli di Jacobi sono:
o (M Q4+, Q) # (0,0) e (mPr kg, hapn™) qualsiasi;
d (malﬂal’yv Qa’hn%) = (Oa 0) € (mﬁl kﬁl’Y’ haﬂlnﬁl) # (Oa 0>;

o (malgaw’ Qa,ylrﬂl) =(0,0) e (mﬁl kg, haﬁlnﬁl) = (0,0).

®Questa condizione implica [Tn,Ts] # 0 e [T, T,] # 0, a meno che non sia M = 00 N = 0:
nel primo caso, ad esempio, si ha [T, T3] = hapM = 0 e si pud convenzionalmente porre hyp = 1.
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3.2.1  (m™Qq, 4, Qayn) # (0,0) e (mP kg, ., has,n”') qualsiasi

Si esamini quindi il vincolo (3.19): ricordando che si presuppone valida la (3.22), allora

la sua soluzione ¢ data da: 5
1
A hag,n A
q¢t=———"—m".
Qa’h nn

Ora, se (0,4, n" = 0, I'espressione appena scritta dovrebbe essere priva di significato;

ma, in questo caso, il vincolo (3.19) impone semplicemente che ¢ sia proporzionale
a mA, con la condizione aggiuntiva che hap,n” = 0. E dunque possibile includere
il caso 24,7 = 0 nell’espressione di g4 appena data se si adotta la convenzione di
haﬁlnﬁl
Qayy

numeratore si annullino. Analogamente, il vincolo (3.21) porta a

interpretare il termine

come un parametro libero, non appena denominatore e

r m” kg, r.

q = — n-,
(0%
My,

B1k

. . . m

di nuovo, il termine ——21"
m1Qay

va interpretato come un parametro libero (indeterminato).

nel caso in cui denominatore e numeratore siano nulli,

Esaminando ora il vincolo (3.20), si rivela necessario distinguere due diversi casi:

(a) se hagm® Qq,y # kgyQaqy,n, allora il vincolo € risolto da

B hap ™ g _ m kg, nl -

9 = —5
Qgryynn Mg,
in questo caso, quindi, definendo @ := ¢°T,, si puo semplicemente scrivere

heog nP Bl
Q= _Dap W ap T B (3.23)

o
Qgryynm m €y,

(b) seinvece hagm® Q. = kg, Q0a,, 1", allora il vincolo € automaticamente verificato
dalle espressioni di ¢# e ¢" gia trovate e quindi il valore di ¢? rimane del tutto
indeterminato: si puo quindi scrivere

Q _ haﬁlnﬁl M mﬂl kﬁl’y

— N+ L 3.24
Qa’nn’yl 7/noleO(1’y + ) ( )

con L = 1PTy € gy che non pud essere determinato tramite i vincoli di Jacobi.
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E giunto il momento di imporre [Ty, [T, 5] = 9[T0, T3] € [Ty, [T, T5]] = —ii[Ta, T,);
prima, pero, € necessario introdurre la seguente ipotesi:
haﬁmalhalﬁlnﬁl =m® halﬁhaﬁlnﬁlv kﬁ’}’mﬁl kﬁl’hn’h = m kﬁl’ykﬁ’hnw (325>

(questa condizione & verificata banalmente se g; e g3 hanno dimensione unitaria).
La (3.25) implica [M, N] = 0 nel caso (a) e [M, N] = m*'Qq,,,n"" L nel caso (b).

(a) Si consideri quindi il caso hagm™ Qq,y 7# kgylaqy,n7'; si ha:

[TOH T’Y] = ()‘+haﬂ + Aom™ hays + whaﬂlnﬁl) M-+
+ (A_kgy + A_tkgy 0" + om™ kg, ) N+
+ (Qay + em™ Qayy + P00 n™) Q =

Qory hag,n
= (A — 228 ) (h,  hay5) M
(3 R ) o omhn st

+ <)\_ QO&’Y mﬁl kﬁl’Y

- kgy M€y,

) (kﬁv + @Z}kﬂwn%)N =

=nM + 6N, (3.26)

(T, [T, T,)] = heyum? M + Ohop, 0 M + 090, n7 Q-+
—nA_m™ hg gM + OX_kg, n" N =
= (hopm" — A_m™ hg,5) nM+
Qo mPrk
+ ((A_ - VM) kmn%) ON,

kgy M1,y

[T, [To, T,]] = —0Asm® ho,gM + 0N kg0 N+
— nm™ Q4 Q — nmﬁl kg N — On"k, N =
Qo hos 1P
— [\, = Lo lab orp M
(( * ha,B Qa’y1n71) " IB) ! "
— (n”k‘w — Aikgy,n™) ON.

e Ponendo ora
_ Qay m? kg,

A= 3.27
kﬁW meaw’ ( )
si ottiene:
Q. Bil Qory ho B1
i = ()\ _ v MRy v ap M ) malhalﬁa (328)
k’@-y met Qaw haﬂ Qomn“ﬂ
Q, i
b= haumt — —2 LB (3.29)

kgy M1,y
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e ponendo invece

Qqny hos, N
Ay = —2aoh 3.30
i hag Qamyn’ ( )
si ottiene:
M Qay hagn™
U =n"kyy — s Doy kgyn, (3.31)
0 Bl QO h B1
5= (/\ - m Qﬁﬂ - ‘;25" ml) kgy (3.32)
By M8 lo af av
(b) Si consideri ora il caso hasm® Qs = kg, Q0,1 a conti fatti, si ottiene:
S Qory hag,n™t
T .T.| = _ Yoy Pafy h alp M
Oy, mPrk
A - B ) kgyyn" )N
+ < kﬂry malQal'y) ( By + w B’Yln ) +
+ (Qay +em™ Qs + V0, 0" + ohm™ Q. n™) L =
— M + 0N + €L, (3.33)

1%, [Taa ﬁ/“ = (haumu — A_m™ ha,5) M + (ha&lﬁl + m™ halﬁllﬁl) EM+

0O B1
N ((A _ _M) k,ﬁn) ON+

Ky M1 Q0
+ (o2 + oM™ Qy, ™) 0L,
I r & _ QCV'V haﬂlnﬁl ol
15, [To, Tl = — ((/\+ s Qe ) " heys | NM+
— (N"kyy — Ak n™) ON — (1P kg, + 1017 kg, n™) EN+
— (M** Qqyy + UM Qq 0, ) 1L

Ora, l'idea e quella di porre

Qur hag, 1P O Mok
3=\, — ay ap [e51 ha o= (N — ay By k i1
U ( + haﬁ Qa,yln,h) m 1/87 v ( kﬁ»y mal Qalfy ﬁ')/ln )
(3.34)

ottenendo in questo modo

Lo [To. T)) = 0[T0, o] + (Qayy 0™ + om® Qo n™)0 — 5E) L+
+ ((hapm™ — A_m® ho, )0 + (has P + ©m® ha,5,1°)E — n) M,
[Tvv [Tow Tv“ = - [Tm Tw] - ((meaw + wmemwn%)n — &) L+

i
— (n"kyy — Aikgyn)0 + (1P kg, + 17 kg0 )E — @) N;

— 923 —



ma. (QO[’YITL'H + mealgal’nnm)e - 65 = (malQarY + @DmalQarﬂn%)n - ﬂg =0
(per la (3.22)), quindi basta trovare A_ tale da far valere le seguenti condizioni:

(Rapm® — A_m® ha, 5)0 + (R, I + @M by, 5,171 )E = o, (3.35)

(nka’Y - )‘Jrkﬁ'nn%)e + (lﬁl kﬁl’y + wlﬁl kﬁwln’h)g = ub. (336)

Si tratta di due equazioni in un’incognita (poiché A, & automaticamente deter-
minata una volta scelta A_), quindi, per poterle risolvere, & necessario che queste
risultino equivalenti; questo si verifica se valgono le ulteriori condizioni:

(haﬁl 1 + mealhalﬁllﬁl)(kﬂv + wkﬂ’ﬂn’ﬂ) -
= (haﬁ + (pmalhalﬂ)(lﬁlkﬁw + wlﬁlkﬁlmn%)a (3'37>

Qary hag,n™
Bapm" — A_m hg, g) (A — —2 0y —
( Mm m 16)( + haﬁ Qa’n nM )

Q, i
= (Wkyy — Ayhigyn™) (Ao — 222 20

— . 3.38
K mc”Qam) (3:3%)

Nel momento in cui queste sono verificate (ed in effetti lo sono banalmente almeno
nel caso in cui g; e g3 siano unidimensionali), bastera quindi scegliere A_ in modo
che una fra le equazioni (3.35) e (3.36) sia verificata, e si avra

[Tm [Ta?T’YH = 17[71,7;7], [Tw [TOUT’YH = —71[ owfv]-

~

8.2.2 (™0, Quyn™) = (0,0) e (mP ks hasn™) £ (0,0)

I vincoli (3.19) e (3.21) si traducono nelle seguenti condizioni:
Qa'yqal halﬁ = _kﬁ’YhOl&nBl?
Qﬂé’ykﬁ’hq% = _haﬁmﬁl kﬁl’Y'

I vincolo (3.20) ¢ automaticamente verificato da queste ultime relazioni, dunque il
valore di ¢” ¢ totalmente indeterminato.

A conti fatti, si ottiene:
[T, T) = (A hag + Vhap, 0™ )M + (Akgy + om kg )N + QayQ =
=nM+ 0N +£Q. (3.39)

Le ipotesi da introdurre, in modo tale che sia possibile risolvere la BCH in forma chiusa
per T;, e T, sono le seguenti:

haglmﬁl = m’Bl kﬁl’Y’ nﬁlk‘gw = haglnﬁl, hag = ]{357 (340)
hapSlar @ = Qarkpyn g7, kgyq™ Qayy = Qaryq™ hay g (3.41)
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si tratta di condizioni molto restrittive, ma, come per tutte le ipotesi introdotte, queste
si riducono ad un’identita banale nel caso di g; e g3 unidimensionali. Si ottiene cosi:

(T, (L0, T)) = —(m™ kg, [T, T+
+ ((haum! + M ks10) A phag + Yhasn™ )+
+ 2ha51n51 O‘*kﬁw + gpmﬁl kﬁw) + Qavhauq# + @Qavmalhamzq%)M;
1%, [Tm Tv]] = (hoz,31n/81)[fmfv]+
- ((nykw + hag ™) (A-kgy + om kg )+
+2m” kg (At has + Vhas ™) + Qany@ Ky + 10Qayq" kygryn®) N.

Si sceglie quindi un opportuno valore di A_ tale per cui valgano le condizioni
(hapm' + m™ kgin)(Athap + Yhag, nm) + 2}7«151”51 (A-kgy + pm kg )+
+ Qoyhapg” + Qaym™ haya,q™ =0, (3.42)
(07K, + g™ ) (A -k, + @m ks, ) + 2m7 ks, (A hag + Yhagn™ )+
+ Qo @ Ky + Y0y q " ko™ =0 (3.43)

(a patto che queste due equazioni siano equivalenti); in questo modo, quindi, si avra

(T, [Twﬁ/“ = ﬁ[fwfv] e [T, [Tava]] = _ﬂ[faalfv]a Mt

i = —hasn™, 0 =-m"ks,. (3.44)

3.2.3 (M Q. Qayyn) = (0,0) e (mPkg,., has,n™) = (0,0)

B rimane indeterminato).

I vincoli di Jacobi implicano ¢*' a3 =0, kg, ¢ =0 (q
A conti fatti, si ottiene [Ty, T,] = AyhagM + A _kg N + Q0 Q.

Le ipotesi da introdurre in questo caso sono le seguenti: ¢*'€2,,, = 0, €4, ¢" = 0;
si ottiene cosi [Ty, [T, T4]] = (Athaphapm” + Qoyhapng" + ©Qaym® haya,q**) M

€ [T, [T, )] = (A-kpyn” Ky 4 Qar Ry + 80y g7 by 5,0 ™) N.

Si sceglie quindi A_ tale che valgano le seguenti condizioni:

Aphaghoumt 4+ Qayhapg! + Qaym™ ha,a,q* = 0, (3.45)
Ak ke, + Qan @ Ei + Q0 g hiy g™ = 0, (3.46)

a patto che le due equazioni siano equivalenti; chiaramente, in questo caso u = v = 0.
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Riassumendo, negli ultimi tre paragrafi si ¢ ottenuto il seguente risultato.

Siano verificate le seguenti ipotesi:

L for© = Qa5 (3.47)
2. hop #0, kgy # 0; (3.48)
3. Q(wm“l halﬂ = haﬂmalﬁaw, kaﬁ%nm = ]{,3790[7177,71. (3.22)

(La) Nel caso hagm® Qa,y # kgyQayyn™,

o . L R 0™ mPrk
i vincoli di Jacobi sono risolti da @) = —%M - Qﬁ 7N
Ol')’ln m a1y

se poi vale la condizione (3.25), allora
In (e"*e™) =T, + T, + oM + YN + f(a,)(nM + ON), (3.49)
con ¢, 1, n, 6 dati da (3.17), (3.18), (3.26)
e i, 9, Ay dati da (3.28), (3.29), (3.27) o da (3.31), (3.32), (3.30)
(Lb) Nel caso hagm™Qy,y = kg, Qo # 0,
i vincoli di Jacobi sono risolti da @ = —MM - UL — 2N+ L
Qg my,
se poi valgono le condizioni (3.25), (3.37), (3.38), allora
In (e"*e™) =T, + T, + oM + YN + f(a,0)(nM + ON + £L), (3.50)
con ¢, ¥, n, 0, &, u, 0, Ay dati da (3.17), (3.18), (3. 33) (3.34), (3.35) o (3.36).
(I1) Nel caso (m™Qayqs Qamyn™) = (0,0), (M kg, has,n™) # (0,0),
i vincoli di Jacobi implicano
QarG™ hars = —ksyhapn™,  Qarkpy @™ = —hasm™kg,;
se poi valgono le condizioni (3.40), (3.41), allora
In (e"*e™) =T, + T, + oM + YN + f(a,0)(nM + ON + £Q), (3.51)
con @, ¥, n, 0, &, u, 0, Ay dati da (3.17), (3.18), (3.39), (3.44), (3.42) o (3.43).
(IIT) Nel caso (M Quyq, Qo 2™) = (0,0), (M kg, hag,n”) = (0,0),
i vincoli di Jacobi implicano
¢ hap =0,  kg,q" =0;

se poi valgono le condizioni (3.40), (3.41) allora
In (e"e™) =T, + T, + oM + YN + 2(Am sM + A_kg, N 4+ Q,,Q),  (3.52)
con ¢, 1, Ay dati da (3.17), (3.18), (3.45) o (3.46).
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4 Applicazioni

Scopo di questa ultima sezione e quello di applicare i risultati finora ottenuti al caso
specifico delle algebre sly(C), sl3(C) e di Virasoro, per poi concludere mostrando che
la BCH puo essere risolta in forma chiusa per qualsiasi algebra di Lie semisemplice
complessa. La trattazione seguira [9] e [11].

Ai fini delle applicazioni di seguito presentate, sara sufficiente sfruttare i risultati della
precedente sezione nel caso specifico in cui i sottospazi g, e g3 siano di dimensione
unitaria, mentre 1’algebra g, sia bidimensionale, ma contenga un sottospazio centrale.
Dati X € g1, Y € go non centrale, I € gy centrale e Z € g3 non nulli, la situazione che
verra di seguito considerata prevede quindi g = (X,Y,1,Z), con [X,Y] € (X,Y,I) e
Y, Z] € (Y, Z,I). Esisteranno dunque, nel campo sopra cui ¢ definita I’algebra g, degli
elementi u,v, ¢, w, d, z tali per cui [X,Y] =uX +0Y +cle [V, Z] = wY +dI + 2Z.
Si definiscono poi m, n, e, p tali che [X,Z] = mX +nY + el + pZ.

Riprendendo ora il formalismo della precedente sezione, si pone T, = X, T =Y,
Tg = I, T, = Z; in questo modo, si ha proprio [T, T3] = hasgM e [T3,T,] = kg, N, con
mé=uml=v,m’ =c,m=0en*=0,n=w,n" =d n =z mentre hqoz = 1,
kg, = 1€ hag =0, kg, = 0; si pone inoltre ¢* = m, ¢° = n, @ =eq =pe Qoy =1,
in modo da avere proprio [T, T,] = Q,,Q.

Si puo facilmente verificare che tutte le ipotesi che sono state introdotte nel paragrafo 3.2
sono automaticamente verificate nel caso di un’algebra g che abbia la struttura appena
descritta. In particolare, i risultati che verranno utilizzati nel corso di questa sezione
sono quelli relativi al caso hagm® Qq,y = kgyaqy, 0" # 0 (che significa semplicemente

u=z#0).
4.1 La BCH nelle algebre sl,(C) e di Virasoro

L’algebra sly(C) e solitamente rappresentata tramite i generatori E_, H e E,, le cui
relazioni di commutazione sono date da:

[H E,)=2E,, |[HE]=-2E, |[E, FE|=AH. (4.1)

Definendo pero L_; := —E,, Ly := —%H e L1 := E_, risulta evidente che sly(C) altro
non e che una sottoalgebra dell’algebra di Virasoro, la quale puo essere rappresentata
tramite i generatori {L;},., e C, le cui relazioni di commutazione sono date da:

1

[Cv Ll] = 07 [Liv Lj] = (j - i)Li+j + E(

3% = §)8i1i0C. (4.2)
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In questo paragrafo verra risolta la BCH in forma chiusa per una generica sottoalgebra
del tipo (L_y, Lo, C, L), contenenti quindi la carica centrale C; fra queste, k = 1
rappresenta un caso speciale, poiché sia (L_q, Lo, C, Ly1) che (L_q, Lo, L11) = sl5(C)
costituiscono una sottoalgebra.

Ponendo T, = I_L_y, T = Lo, Tgr = C e T, = l; L}, le relazioni di commutazione
(4.2) implicano

m* =k, m?=0 m® =0, m =0, (4.3)
n*=0, n®=0, n*' =0, n"=k. (4.4)

Si ha pertanto hasm® €y, = kg, oy, n™ # 0: il risultato ottenuto al paragrafo 3.2

relativamente a questo caso afferma anzitutto che, come conseguenza dei soli vincoli di
8

Jacobi, si ha Q = — “ﬂln LN ke “N+L; male (4.3) e (4.4) implicano hap,nPt =0

Qoyy 1 mo1Qa,
e m” ks, = 0, ovvero semplicemente Q L (il che significa che @) debba essere un non
meglio specificato elemento di go = (Lo, C)): questo fatto ¢ confermato dalle (4.2), le

quali, per 'appunto, implicano

=0, ¢ =21k ¢ ==K —k), ¢ =0. (4.5)

Ma i risultati del paragrafo 3.2 implicano anche che
In (e"*e™) =T, + T, + oM + N + f(@,0)(nM + 6N + £L), (4.6)
con @, P, n, 0, & u, viquali, in questo caso, risultano essere dati da:

v = A f(A-k,0), ¢=A+f(07>\+k),
n=x1+¢k), O=A(1+9k), &= 1+¢k)(1+Pk) (4.8)
=Mk, v=A_k

I valori di A_ e A, invece, si ricavano risolvendo la seguente equazione:

(=A_k)n+ (20l k(14@k))E—vn = (=2kA_ A + 2011 k(1 + ok)(1 + ¥k)) (1+¢k) = 0,

Ak Ak
dalla quale, considerando 1+ pk = [ e 1+9vk= ﬁ, si ottiene
ANy + 201 k(1 + @k)(1 + k) = —2kA_A, (1 LR = 0;
- —Ap + *Jr( +90)( +w)__ —\+ _(1—€_>‘7k)<].—6_)‘+k> — Y

ma A_ + Ay = 0 (poiché I'equazione (4.6) presuppone il limite A — 0), quindi si ha

ek _ 27 Ik /(2 — 11 k)2 — 4
- 5 :

(4.10)
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Considerando ora le equazioni (4.3), (4.4) e (4.5) ed esplicitando i valori di ¢, ¥, n, 6,
&, U e v, siottiene la formula generale della BCH per le sottoalgebre di Virasoro del
tlpO <Lfk7 LO) Ca L+k>:

Ak
sinh(A_k)

(l_L_k L kL4 Lo L+ =5 — k:)C) , (4.11)

In (el*L—’“e”L““) = o

con A_ dato dall’equazione (4.10).

La BCH per sl3(C) si ottiene inserendo le condizioni k =1, [_ = —1 e I} = +1 nella
(4.11) e sostituendo L_y, Lo e Ly rispettivamente con —E, —sH e E_: si ha quindi
A 1
In (e"*e") = Sh() (E+ + §H + E_>, con e M = %5, OVVero
2 3 V6 1

4.2 La BCH nell’algebra sl3(C)

I1 risultato appena ottenuto riguardo all’algebra sl (C) e la chiave per studiare il pro-
blema della BCH in una generica algebra di Lie semisemplice complessa. In questo
paragrafo, a titolo di esempio, verra esaminata l’algebra sl3(C), mentre nel prossi-
mo verra effettivamente dimostrato che la BCH assume forma chiusa in una qualsiasi
algebra di Lie semisemplice complessa.

Si consideri le seguenti relazioni di commutazione fra gli elementi di base di sl3(C) [3]:
[H,E'] = 42! (H',E'] = —2E", [EY,E'] = HY,
[H? E?] = +2E2, [H? E?] = —2E?, [E2,E?] = H?,

(H', B9 = [H%, E0) = +EY, [H',E*) = [H% E') = —E, [E9,E°)=H'+ I,

[Hla HQ] =0, [Eiin] = :l:Eiv [Eia Ei] =0,
[HlaE:QI:] = :FEia [H27E§:] = :FEﬂlzv
[Ei>Ei} = [EiaEi] =0, [EiaEg:] = :FE:QP [Eia Eg:] = iE:IF'

— 929 —



Dalle relazioni presentate nelle prime tre righe si evince che vi sono tre sottoalgebre di
sl3(C) le quali godono delle medesime relazioni di commutazione di sly(C): queste sono

(EL,H' EY), (B2 H* E?), (E%:=FE H®:=-H'-H’FE® :=FE]).
Per queste sottoalgebre, quindi, la BCH ¢ risolta dalle seguenti relazioni (sia i = 1,2, 3):

2

1—e2

In <eHieEi> = H'+ EL = 2B f(0,-2) = H' - - 2 ol
— €

7 1 2 5 . 1 . .
In <6E+6E ) -zl (g + g) (Eg S H E:) .

Le relazioni presentate nelle ultime tre righe, invece, si prestano ad applicazioni imme-

In ('ePt) = H' + B} + 2B f(0,2) = H' + B

diate dei risultati visti nel paragrafo 2.2.2: ad esempio, si ha [EL, F2] = +F%, ma +FEf,
commuta sia con EL che con E% (quindi (EL, B2, £E%) costituisce una sottoalgebra,
di cui +EY & elemento centrale); analogo discorso per (EL, Efc, :FEi) e (E2, Ei, :I:Ele>
Si ha pertanto

1 2 ].

In (eEieEi) = B} + B} + B,
1

In (eEieE%> =FEi+E.F 2E:2F>
. 1

In (eEieEi) = BY + ES + SEL

e banalmente

In <6EieE9i) = EL + B, In <eE2 e ) E? + EY, In (eEie ?) EL + E2

Rimangono infine le relazioni [H', H*] = 0, [H', F1]| = FF% e [H? F.i] = FE., dalle
quali si ottiene

ln(Hl ) H' + H?,

|

1 2

In (€H €Ei> = Hl + Ei F Eif((], q:l) = Hl F ﬁEi,
|

In <6H26E1i> — H®+ EL F BLf(0,F1) = B ¥ —BL.
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4.3 Forma chiusa della BCH nelle algebre di Lie semisemplici complesse

Per risolvere la BCH in una generica algebra di Lie g semisemplice complessa, verra
considerata in questo paragrafo la base di Cartan-Weyl dell’algebra stessa, nella forma
rivisitata da Chevalley. I generatori sono dati da {H®, E*},cq, dove a & detta radice
per algebra g e ® ¢ il sistema di radici di g; quest’ultimo ¢ un insieme di generatori
per il duale go* della sottoalgebra di Cartan, la quale e definita come una sottoalgebra
di g abeliana massimale, tale per cui la rappresentaziona aggiunta di un qualsiasi suo
elemento sia diagonalizzabile. Le relazioni di commutazione fra i generatori di g, per
generici «, f € @, sono date da:

[H* H"] =0, (4.13)
[H* E°] = (B,0)E”, (4.14)
[E°, E~°] = He, (4.15)
(B FE°] = eqpE™ se f# —a e a+Bcd, (4.16)
[E“EPl=0se B#—aea+p¢go, (4.17)
dove (B,a) = 2((0?’03) e (B, «) indica il prodotto interno standard nello spazio go*,

mentre e, g sono dei generici coefficienti.

Prima di studiare la BCH a partire da queste relazioni, e necessario richiamare i seguenti
risultati, validi per una qualsiasi algebra di Lie semisemplice complessa [3], [4].

e Se a € &, allora gli unici multipli di a contenuti in ¢ sono +a.

e Se a, € @, allora (5,«) & un numero intero; ora, indicando con € ’angolo

formato da a e 3 in go", si ha (8, a) — 252 — 2Ha|‘|l\g?||‘|200s9 — ol

_ . . V3
(B, a){a, B) = 4cos? §: dunque cos 6 puo solo valere 0, :l:iv :|:7§, +%° o 1.

cosf, e quindi

e Le stringhe di radici® hanno lunghezza massima 4.

Dato a € ®, in base alle relazioni (4.14) e (4.15) i vettori H*, E* e E~® generano
una sottoalgebra di g che soddisfa le stesse relazioni di commutazione di sl(C) (con le

6E detto stringa di radici per le radici o # £ I'insieme delle radici del tipo 8+ ka; si pud mostrare
che 1 valori di k tali per cui 8 4 ka sia una radice corrispondono a tutti i numeri interi compresi fra
due estremi n_ e ny; il numero intero ny —n_ + 1 & detto lunghezza della stringa.
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identificazioni H* = H, E* = E,, E~* = E_); dunque, per ogni radice «, si ha
Ea
1—e2
In (eHaeEia> =H*— 2 E—
1 —e2 ’

o —a 2 3 \/g 1
E* F _ e o T o —a
In (e e > =7 In (2 + - ) (E + 2H +F ) : (4.20)

In (e e™) = H* + (4.18)

(4.19)

Supponendo ora «, f € ® e a # £, si ha banalmente

In (eHaeHﬁ> = H*+ H”, (4.21)
He B\ _ 170 (B,oz> 8.
In (6 e > =H"+ mE y (422)
se poi a+ 3 ¢ @, allora
In (eEaeEﬁ> =E“+ E°. (4.23)

Rimane quindi da esaminare la relazione (4.16). Si consideri la proprieta sopra menzio-
nata, secondo cui il coseno dell’angolo 6 fra due radici puo solo assumere i valori 0, i%,
i\%, :I:‘/Tg e 1; questo significa che gli unici valori possibili dell’angolo # sono dati da
0, £%, £4, £3, £3, :I:%’T, :I:?jf, :I:%7r e m. Si considerino ora combinazioni lineari di « e
[: ricordando che gli unici multipli di una radice « tai da essere essi stessi radici sono
+a, quanto appena detto e sufficiente a dimostrare che le radici della forma ma + nf

sono al massimo 16. Ora, sviluppando la grandezza In (eEa eEﬁ>, si ottiene:

. 1
In <eE eE‘*> —E° + B + S [E°, B°)+

1 1

+ E([Eaa [Eav Eﬁ“ - [Eﬁ7 [an7 Eﬁ]]) - ﬁ[Eﬁv [Eav [Ea’ Eﬁm T+
gli unici termini non nulli di questa serie corrispondono ai commutatori contenenti m
volte £ ed n volte EP, con ma +nf3 tale da essere una radice: ma, per quanto appena
detto, ci sono al massimo 16 tali termini, e questo basta a garantire che la BCH, per
la relazione (4.16), assuma sempre forma chiusa.

In realta, il ragionamento appena mostrato non tiene conto del fatto che, per ipotesi,
oltre ad « e § anche a 4+ [ € una radice: questo permette di affermare con maggior
precisione quali possono essere le radici del tipo ma+nfS. Si noti anzitutto che, detto 6
I’angolo compreso fra « e 3, allora ’angolo compreso fra a e a+ [ avra necessariamente
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un coseno maggiore di cos#; si tenga conto, inoltre, del fatto che le stringhe di radici
possono avere una lunghezza massima pari a 4. Un esempio di stringa di lunghezza 4
corrisponde al caso in cui 8 forma un angolo di %’r con o e a+ f forma un angolo di %’T
con a: con un semplice argomento di geometria elementare si mostra poi che 2a +

s T
3€%

radici, a differenza di 4o + 3, ba + § e via dicendo. Un esmpio di stringa di lunghezza

3 corrisponde al caso in cui 8 forma un angolo di 37” con o e a +  forma un angolo

di § con a: in questo caso 2a + 8 forma un angolo di § con ae puo essere una radice,
mentre 3a + 5, 4a + [, ecc, non lo possono essere.

e 3a + [ formano angoli rispettivamente di con «, e quindi possono essere delle

Nel caso appena considerato di stringhe del tipo ma + 8 o a + mf, osservando lo
sviluppo di In (eEa eEﬂ> ¢ immediato notare che tutti i termini di ordine superiore al

terzo si annullano; in questo caso, quindi, la BCH assume la seguente espressione:

o 1 1
In <eE eEﬁ) =E*+E° + §ea,5Ea+5 + 1560 (Canrs B0 —e5arsET) . (4.24)

5 Conclusioni

Il problema della determinazione di In (eX ey) comincio ad essere approfondito negli
ultimi anni del XIX secolo, ma gli studi ad esso legati proseguono ancora oggi, in ambito
sia matematico che fisico. Nel corso dell’ultimo anno, tali studi si sono concentrati
sull’individuazione dei casi in cui € possibile conoscere la soluzione esatta della BCH,
estendendo notevolmente i risultati precedentemente conosciuti (gli articoli su cui si &
basata questa tesi sono stati tutti pubblicati nel 2015). La ricerca in questo campo ¢
quindi destinata a proseguire. L’algoritmo presentato nella sezione centrale della tesi,
ad esempio, € ancora in fase di sviluppo; fino ad ora, infatti, non e stata considerata
la possibilita di reiterare il procedimento dello splitting: se ad esempio 1’algoritmo non
funzionasse per la quantita eXe*Y e, potrebbe invece funzionare inserendo ulteriori
termini da splittare e considerando quindi una grandezza del tipo eXe#Se* e*Te?. Un
altro modo di affrontare il problema potrebbe essere quello di utilizzare come punto
di partenza le caratteristiche della sottoalgebra dei commutatori, come ad esempio la
dimensione di questa (si tratta di un principio che puo gia essere individuato in [8]). Si
¢ mostrato, infatti, che la BCH assume forma chiusa nel caso di una sottoalgebra dei
commutatori (g;) unidimensionale, ma tramite I’algoritmo sono stati individuati diversi
casi in cui si ha una forma chiusa pur avendo g; bidimensionale o tridimensionale
(probabilmente, reiterando 1’algoritmo, e possibile individuare anche casi di BCH in

forma chiusa con g; di dimensione maggiore).
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