
UNIVERSITÀ DEGLI STUDI DI PADOVA
Dipartimento di Matematica

Corso di Laurea Triennale in Matematica

Tesi di Laurea

Disuguaglianza di Hardy: origine e applicazioni

Relatore Laureando

Prof. Federico Cacciafesta Nicolò Tedesco

Matricola 1220217

Anno Accademico 2021/2022

23/09/2022





Alla mia famiglia e a tutti coloro che mi sono stati vicini e che sanno cosa ha
significato per me questo percorso di studi.





Introduzione

L’argomento principale di questo lavoro è la disuguaglianza di Hardy. In particolare,
ci proponiamo di mostrare come essa si sia originata, come sia possibile applicarla
all’interno degli spazi di Sobolev ad esponente intero e riadattarla agli spazi di
Sobolev ad esponente frazionario, ricavandone infine un risultato classico.

Nel primo capitolo ci occuperemo inizialmente di enunciare e dimostrare la
disuguaglianza. Essa si presenta in due distinte forme: la forma "discreta":

∞∑︂
n=1

(︄∑︁n
k=1 ak

n

)︄p

≤
(︄

p

p − 1

)︄p ∞∑︂
n=1

ap
n, (1)

che vale per successioni di numeri reali non negativi, e quella "continua":
∫︂ ∞

0

(︃1
x

∫︂ x

0
f(t)dt

)︃p

dx ≤
(︄

p

p − 1

)︄p ∫︂ ∞

0
f(x)pdx (2)

che vale per funzioni in Lp(0, ∞) a valori non negativi. Mostreremo anzitutto che
esse non sono indipendenti: è possibile dedurre la prima dalla seconda. Per tale mo-
tivo ci sarà possibile parlare di "disuguaglianza di Hardy", anziché di "disuguaglianze
di Hardy", riferendoci principalmente alla seconda forma. Dopo aver dimostrato la
disuguaglianza, passeremo a dare qualche cenno storico sulla sua origine. Mettere-
mo prima di tutto in luce la sua connessione con la disuguaglianza di Hilbert, dalla
quale ebbe origine il lavoro che portò alla sua formulazione, per poi dimostrare un
risultato di M. Riest che consentì il passaggio dal caso p = 2, sul quale Hardy si
concentrò inizialmente, al caso p > 1. Proseguiremo dando due dimostrazioni alter-
native della disuguaglianza, una per la forma discreta ed una per la forma continua,
che si contraddistinguono per la loro semplicità. Concluderemo infine il capitolo con
una prima applicazione della disuguaglianza: mostreremo, infatti, come sia possibile
utilizzarla per dedurre una versione "debole" della disuguaglianza di Carleman.

Nel secondo capitolo introdurremo la nozione di spazio di Sobolev 1-dimensionale.
Prima di tutto definiremo lo spazio W 1,p(I), dove I = (a, b) è un intervallo di R,
dotandolo di un’opportuna norma, e con esso il concetto di "derivata debole". Dopo
aver dimostrato alcune proprietà di W 1,p(I) come spazio normato, quali completez-
za, riflessività e separabilità, passeremo a mostrarne alcune sulle classi di funzioni
di tale spazio. Proseguiremo quindi definendo lo spazio W m,p con m intero positivo
qualsiasi, dove è possibile estendere il concetto di "derivata di ordine m", occupando-
ci poi dell’importante sottospazio W 1,p

0 (I) ⊂ W 1,p(I), chiusura di C∞
c (I) in W 1,p(I):

dopo aver dato una caratterizzazione delle funzioni di tale sottospazio, lo doteremo
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di una norma equivalente a quella ereditata da W 1,p(I), attraverso la disuguaglianza
di Poincarè. Definiremo quindi lo spazio di Sobolev frazionario W s,p(R), limitandoci
al caso in cui 0 < s < 1, attraverso la seminorma di Gagliardo:

|f |W s,p =
(︄∫︂

R

∫︂
R

|f(x) − f(y)|p
|x − y|1+sp

dxdy

)︄1/p

.

Infine, applicheremo la disuguaglianza di Hardy, ricavata nel Capitolo 1, per ottenere
una sua nuova formulazione in W 1,p((0, ∞)), nella quale compare la "derivata debole"
della funzione coinvolta:∫︂ ∞

0

(︄
|f(x)|

x

)︄p

dx ≤
(︄

p

p − 1

)︄p ∫︂ ∞

0
|f ′(x)|pdx, f(0) = 0.

Nel terzo capitolo mostreremo l’importanza della disuguaglianza di Hardy nel-
l’ambito degli spazi di Sobolev ad esponente frazionario W s,p(R), con 0 < s < 1:
dopo aver fornito qualche risultato preliminare, concluderemo che vale l’ inclusione
W s,p(R) ⊆ Lq(R) per q = p/(1 − sp), sp < 1. Inizieremo presentando un’ ulte-
riore versione della disuguaglianza di Hardy, più adatta agli spazi frazionari, che si
presenta come segue:∫︂ ∞

0

|f(x)|p
xλ

dx ≤ C
∫︂ ∞

0

∫︂ ∞

0

|f(x) − f(y)|p
|x − y|1+λ

dxdy, λ > 0, λ ̸= 1.

Essa dà un risultato più generale rispetto a quella vista fino ad ora, a fronte, però,
di ipotesi più stringenti. Proseguiremo dando un risultato che ci consentirà poi,
sotto opportune ipotesi di convergenza su f , di stimare ∥f∥q tramite |f |W s,p per
f ∈ W s,p(R):

∫︂ ∞

0
|f(x)|qdx ≤ Cp,λ

(︄∫︂ ∞

0

∫︂ ∞

0

|f(x) − f(y)|p
|x − y|1+λ

dxdy

)︄q/p

, λ ∈ (0, 1).

In questi ultimi due risultati, si vede come sia possibile ricondursi alla seminorma
di Gagliardo scegliendo λ = sp. Infine, dopo esserci assicurati che nel caso in
cui f ∈ W s,p(R), con s e p come sopra, valgano le ipotesi di tali risultati per
λ = sp, li applicheremo per ricavare la stima ∥f∥q ≤ Cs,p|f |W s,p , che ci consentirà
di concludere.
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Capitolo 1

La disuguaglianza di Hardy

Nel primo capitolo ci concentreremo sulla formulazione e derivazione della disu-
guaglianza di Hardy, nelle sue forme discreta e continua. Dopo aver enunciato e
dimostrato i principali risultati, passeremo a dare qualche cenno storico sull’origine
della disuguaglianza, traendo spunto da [10]. Infine, daremo alcune dimostrazio-
ni alternative della disuguaglianza in entrambe le sue forme e ne illustreremo una
conseguenza.

1.1 Introduzione: la disuguaglianza di Hardy
La formulazione e dimostrazione della disuguaglianza di Hardy si devono principal-
mente al matematico inglese G.H.Hardy, che lavorò ad essa nel periodo 1906-1928,
collaborando con altri matematici, tra i quali M.Riest ed E.Landau. In particolare,
una prima dimostrazione della versione discreta fu data da E.Landau in [11], mentre
la prima dimostrazione della versione continua fu formulata da Hardy in [5].
Presentiamo di seguito la disuguaglianza di Hardy, nelle sue forme discreta e conti-
nua.

Teorema 1. Siano p un numero reale, p > 1 e (an)n∈N una successione di numeri

reali non negativi. Posto An =
n∑︂

k=1
ak vale la seguente disuguaglianza:

∞∑︂
n=1

(︃
An

n

)︃p

≤
(︄

p

p − 1

)︄p ∞∑︂
n=1

ap
n. (1.1)

Teorema 2. Siano p un numero reale, p > 1 ed f ∈ Lp((0, ∞)) una funzione a
valori non negativi. Allora F (x) :=

∫︁ x
0 f(t)dt < ∞ per ogni x > 0 e vale:∫︂ ∞

0

(︄
F (x)

x

)︄p

dx ≤
(︄

p

p − 1

)︄p ∫︂ ∞

0
f(x)pdx. (1.2)

Facciamo alcune osservazioni introduttive:

Osservazione 1. Dalle diguguaglianze precedenti seguono due risultati più "deboli":

• Se
∞∑︂

n=1
ap

n converge, allora anche la serie
∞∑︂

n=1

(︃
An

n

)︃p

converge.
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• Analogamente, se f ∈ Lp((0, ∞)) anche G(x) = 1
x

∫︂ x

0
f(t)dt ∈ Lp((0, ∞)).

Osservazione 2. Nei teoremi precedenti abbiamo assunto che 1 < p < ∞. Nella
Sezione 1.4 vedremo come ricavare una versione della disuguaglianza nel caso in cui
p → ∞.

1.2 Dimostrazione della disuguaglianza
Procediamo ora con la dimostrazione della disuguaglianza di Hardy in entrambe le
sue versioni. Un primo risultato ci permette di limitarci a dimostrare il Teorema 2.

Lemma 1. Se vale il Teorema 2, vale anche il Teorema 1.

Dimostrazione. Assumiamo, senza perdita di generalità, che la successione (an)n∈N

sia decrescente. Poniamo ora f(x) =
∞∑︂

n=1
anχ[n−1,n)(x) 1 e G(x) = 1

x

∫︂ x

0
f(t)dt,

osservando che per x ∈ (n − 1, n):

G(x) =
∑︁n−1

k=1 ak + an(x − n + 1)
x

,

d

dx
G(x) = an(n − 1) −∑︁n−1

k=1 ak

x2 ≤ 0.

Dunque G(x) è decrescente in (n − 1, n) e utilizzando la (1.2) si ha:
∞∑︂

n=1

(︄∑︁n
k=1 ak

n

)︄p

=
∞∑︂

n=1

∫︂ n

n−1
G(n)pdx ≤

∞∑︂
n=1

∫︂ n

n−1
G(x)pdx =

=
∫︂ ∞

0

(︃1
x

∫︂ x

0
f(t)dt

)︃p

dx ≤
(︄

p

p − 1

)︄p ∫︂ ∞

0
f(x)pdx =

(︄
p

p − 1

)︄p ∞∑︂
n=1

ap
n.

Grazie a questa osservazione, possiamo limitarci a provare il Teorema 2.

Dimostrazione (Teorema 2). Siano α, A ∈ (0, ∞) fissati, α < A.
Ricordando che d/dx(x1−p) = (1 − p)x−p e utilizzando l’integrazione per parti si
ottiene: ∫︂ A

α

(︄
F (x)

x

)︄p

dx = − 1
p − 1

∫︂ A

α
F (x)p d

dx
(x1−p)dx =

= α1−p

p − 1F (α)p − A1−p

p − 1F (A)p + 1
p − 1

∫︂ A

α
x1−p d

dx
(F (x)p)dx.

Quindi, dall’identità d/dx(F (x))p = pF (x)p−1f(x), che vale per quasi ogni
x ∈ (0, ∞) 2:∫︂ A

α

(︄
F (x)

x

)︄p

dx ≤ α1−p

p − 1F (α)p + p

p − 1

∫︂ A

α

(︄
F (x)

x

)︄p−1

f(x)dx.

1Indichiamo con χA(x) la funzione indicatrice di A, che assume valore 1 su A e 0 su X \ A
2Questo fatto discende dal teorema di differenziazione di Lebesgue, per una trattazione

completa vedere [3].
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Dalla disuguaglianza di Hölder si ha inoltre:

∫︂ A

α

(︄
F (x)

x

)︄p−1

f(x)dx ≤
(︄∫︂ A

α
f(x)pdx

)︄1/p (︄∫︂ A

α

(︄
F (x)

x

)︄p

dx

)︄(p−1)/p

.

Scegliendo ora β tale che α ≤ β ≤ A e applicando le disuguaglianze ottenute alla
funzione F (x) − F (α) in luogo di F (x) otteniamo:

∫︂ A

α

(︄
F (x) − F (α)

x

)︄p

dx ≤ p

p − 1

∫︂ A

α

(︄
F (x) − F (α)

x

)︄p−1

f(x)dx ≤

≤ p

p − 1

(︄∫︂ A

α
f(x)pdx

)︄1/p (︄∫︂ A

α

(︄
F (x) − F (α)

x

)︄p

dx

)︄(p−1)/p

.

Dividendo ora il primo e l’ultimo termine per l’ultimo fattore si ha la disuguaglianza:
(︄∫︂ A

α

(︄
F (x) − F (α)

x

)︄p

dx

)︄1/p

≤ p

p − 1

(︄∫︂ A

α
f(x)pdx

)︄1/p

,

da cui segue:
(︄∫︂ A

β

(︄
F (x) − F (α)

x

)︄p

dx

)︄1/p

≤ p

p − 1

(︃∫︂ ∞

0
f(x)pdx

)︃1/p

.

Nel limite per α → 0+ si ha che F (x) − F (α) ↑ F (x); è quindi possibile passare al
limite dentro l’integrale per il teorema di convergenza monotona, ottenendo:

(︄∫︂ A

β

(︄
F (x)

x

)︄p

dx

)︄1/p

≤ p

p − 1

(︃∫︂ ∞

0
f(x)pdx

)︃1/p

.

Dall’arbitrarietà di A e β si conclude.

Osservazione 3. Dalla dimostrazione segue che se per qualche f valesse "=" in
(1.2) allora in particolare:
∫︂ A

α

(︄
F (x)

x

)︄p

dx = α1−p

p − 1F (α)p − A1−p

p − 1F (A)p + 1
p − 1

∫︂ A

α
x1−p d

dx
(F (x)p)dx =

= α1−p

p − 1F (α)p + 1
p − 1

∫︂ A

α
x1−p d

dx
(F (x)p)dx,

ovvero F (A) =
∫︁ A

0 f(t)dt = 0. Ma dall’arbitrarietà di A si ha allora che f = 0 q.o.
Dunque in (1.2) vale "=" se e solo se f = 0 quasi ovunque.

Concludiamo con una considerazione sulla costante Cp =
(︂

p
p−1

)︂p
che compare

nella disuguaglianza.

Lemma 2. La costante Cp =
(︂

p
p−1

)︂p
è sharp, ovvero fornisce la migliore stima

possibile.



4 CAPITOLO 1. LA DISUGUAGLIANZA DI HARDY

Dimostrazione. Consideriamo la funzione gϵ(x) =
⎧⎨⎩x− 1

p
+ϵ 0 ≤ x < 1

0 x ≥ 1
e definiamo Gϵ(x) =

∫︁ x
0 gϵ(t)dt, per cui vale:

Gϵ(x) =
⎧⎨⎩
(︂

p
p−1+pϵ

)︂
x1− 1

p
+ϵ x < 1(︂

p
p−1+pϵ

)︂
x ≥ 1

.

Si ha allora: ∫︂ ∞

0

(︄
Gϵ(x)

x

)︄p

dx =
(︄

p

p − 1 + pϵ

)︄p (︄ 1
pϵ

+ 1
p − 1

)︄
. (1.3)

e anche: ∫︂ ∞

0
gϵ(x)pdx = 1

pϵ
(1.4)

Moltiplicando la (1.4) e la (1.3) per pϵ (o, equivalentemente, considerando (pϵ)1/pgϵ

in luogo di gϵ) e mandando ϵ a zero, si vede che il termine nella (1.3) tende alla
costante Cp, mentre quello nella (1.4) tende ad 1.

1.3 Storia della disuguaglianza di Hardy

1.3.1 La disuguaglianza di Hilbert e il caso p = 2
L’originale motivazione che spinse Hardy a formulare la disuguaglianza qui presen-
tata fu quello di trovare una semplice dimostrazione della disuguaglianza di Hilbert.
Nella sua forma più generale, la disuguaglianza di Hilbert si presenta come segue:

Proposizione 1. Sia p > 1 e p′ = p
p−1 il suo esponente coniugato. Siano (bn)n∈N e

(am)m∈N due successioni di numeri reali non negativi. Allora vale:

∞∑︂
m=1

∞∑︂
n=1

ambn

m + n
≤ π

sin(π
p
)

(︄ ∞∑︂
m=1

ap
m

)︄1/p (︄ ∞∑︂
n=1

bp′

n

)︄1/p′

.

Dimostrazione. Si veda [6].

In un primo momento, Hardy cercò una dimostrazione della disuguaglianza nel
caso p = 2, ovvero della seguente:

∞∑︂
m=1

∞∑︂
n=1

ambn

m + n
≤ π

(︄ ∞∑︂
m=1

a2
m

)︄1/2 (︄ ∞∑︂
n=1

b2
n

)︄1/2

. (1.5)

Osservazione 4. In particolare, prendendo an = bn per ogni n ∈ N, la (1.5) afferma

che se (an)n∈N è una successione di numeri reali non negativi tale che
∞∑︂

n=1
a2

n converge,

allora anche
∞∑︂

m=1

∞∑︂
n=1

aman

m + n
converge.
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Un primo risultato formulato da Hardy in [8] mette in luce la connessione della
disuguaglianza di Hardy con la (1.5):

Teorema 3. Sia (an)n∈N una successione di numeri reali non negativi e poniamo

An =
n∑︂

k=1
ak ∀n ∈ N. La convergenza di ciascuna delle seguenti serie:

∞∑︂
n=1

anAn

n

∞∑︂
n=1

(︃
An

n

)︃2 ∞∑︂
m=1

∞∑︂
n=1

aman

m + n

implica quella delle altre due.

Dimostrazione. Si vedano [8] e [4].

1.3.2 Dal caso p = 2 al caso p > 1
Un importante ruolo fu svolto dal teorema che ora presentiamo, dovuto a M. Riest.
Questo risultato fornisce una versione "debole" della (1.1) e permette di passare dal
caso p = 2 al caso più generale p > 1. Lo presentiamo nella forma in cui compare
in [7].

Teorema 4 (Riest). Siano p > 1 un numero reale e (an)n∈N una successione di

numeri reali non negativi. Posto An =
n∑︂

k=1
ak, la convergenza della serie

∞∑︂
n=1

ap
n

implica quella di
∞∑︂

n=1

(︃
An

n

)︃p

.

Per la dimostrazione utilizzeremo il seguente lemma:

Lemma 3. Siano (an)n∈N una successione di numeri reali non negativi, p > 1 un

numero reale e poniamo, per ogni n ∈ N, An =
n∑︂

k=1
ak. Vale allora:

Ap
n − Ap

n−1 ≤ panAp−1
n ∀n ∈ N.

Dimostrazione (Lemma 3). Supponiamo che An ̸= 0, altrimenti anche An−1 = 0 e
l’asserto è banale.
Osserviamo che Ap

n − Ap
n−1 ≤ panAp−1

n se e solo se An

(︄
1 −

(︃
An−1

An

)︃p
)︄

≤ pan, se

e solo se An

(︃
1 −

(︃
1 − an

An

)︃p)︃
≤ pan, e dunque possiamo dimostrare quest’ultima

disuguaglianza per dedurre la prima.
Ricordando la disuguaglianza di Bernoulli, si ha:(︃

1 − an

An

)︃p

≥ 1 − p
an

An

,

e quindi:
An

(︃
1 −

(︃
1 − an

An

)︃p)︃
≤ An

(︃
1 −

(︃
1 − p

an

An

)︃)︃
= pan.
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Dimostrazione (Teorema 4). Sia Φn = n−p + (n + 1)−p + (n + 2)−p + . . .
Posto A0 = 0, grazie al Lemma 3, per ogni N ∈ N si ottiene:

N∑︂
n=1

(︃
An

n

)︃p

=
N∑︂

n=1
Ap

n(Φn − Φn+1) =
N∑︂

n=1
(Ap

n − Ap
n−1)Φn − Ap

NΦN+1 ≤

≤
N∑︂

n=1
(Ap

n − Ap
n−1)Φn ≤ p

N∑︂
n=1

anAp−1
n Φn.

Inoltre,

Φn < n−p +
∫︂ ∞

n
x−pdx = n−p + n−(p−1)

p − 1 ≤ p

p − 1n−(p−1).

Ricordando la disuguaglianza di Hölder, si ottiene :
N∑︂

n=1

(︃
An

n

)︃p

≤ p2

p − 1

N∑︂
n=1

an

(︃
An

n

)︃p−1
≤ p2

p − 1

(︄
N∑︂

n=1
ap

n

)︄1/p (︄ N∑︂
n=1

(︃
An

n

)︃p
)︄1−(1/p)

,

da cui, dividendo per l’ultimo fattore ed elevando a p entrambi i termini,
N∑︂

n=1

(︃
An

n

)︃p

≤
(︄

p2

p − 1

)︄p N∑︂
n=1

ap
n.

Osservazione 5. La costante
(︂

p2

p−1

)︂p
che compare nella dimostrazione del teo-

rema di Riest può essere migliorata, tramite stime più raffinate, per ottenere la
disuguaglianza (1.1).

1.4 Dimostrazioni alternative e il caso p → ∞

1.4.1 Due dimostrazioni alternative
Diamo ora due dimostrazioni alternative della disuguaglianza, una per la sua forma
discreta, dovuta ad E.B. Elliot, e una per la sua forma continua, formulata da A.
Ingham. Entrambe le dimostrazioni si caratterizzano per una maggiore semplicità
rispetto a quelle fornite da Landau 3 (per il caso discreto) e Hardy (per il caso con-
tinuo).

Dimostrazione(Teorema 1) - Eliott. Posto αn = An/n e α0 = 0, dalla disuguaglian-
za di Young si ottiene:

αp
n − p

p − 1anαp−1
n = αp

n − p

p − 1(nαn − (n − 1)αn−1)αp−1
n =

= αp
n

(︄
1 − np

p − 1

)︄
+ (n − 1)p

p − 1 αp−1
n αn−1 ≤

≤ αp
n

(︄
1 − np

p − 1

)︄
+ n − 1

p − 1 ((p − 1)αp
n + αp

n−1) = 1
p − 1((n − 1)αp

n−1 − nαp
n).

3Come già accennato, una prima dimostrazione della 1.1 venne data da E.Landau. Per questo
motivo, ci si riferisce talvolta alla 1.1 come "Disuguaglianza di Hardy-Landau". Per la dimostrazione
di Landau si veda [11].
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Sommando su tutti gli n, 1 ≤ n ≤ N , otteniamo una somma telescopica nell’ultimo
termine, da cui:

N∑︂
n=1

αp
n − p

p − 1

N∑︂
n=1

αp−1
n an ≤ −Nαp

N

p − 1 ≤ 0

e dunque, utilizzando la disuguaglianza di Hölder,

N∑︂
n=1

αp
n ≤ p

p − 1

N∑︂
n=1

αp−1
n an ≤ p

p − 1

(︄
N∑︂

n=1
ap

n

)︄1/p (︄ N∑︂
n=1

αp
n

)︄1−(1/p)

. (1.6)

Dividendo per l’ultimo fattore ed elevando a p otteniamo il risultato cercato nel caso
di somme finite. In particolare, si vede che se

∞∑︂
n=1

ap
n converge, allora anche

∞∑︂
n=1

αp
n

converge. Nel limite in cui N → ∞, dalla (1.6) si ottiene:

∞∑︂
n=1

αp
n ≤ p

p − 1

(︄ ∞∑︂
n=1

αp
n

)︄1/p (︄ ∞∑︂
n=1

αp
n

)︄1/p′

,

da cui la (1.1), dividendo ancora per l’ultimo fattore ed elevando a p.

Osservazione 6. Dall’Osservazione 3 discende immediatamente che nella (1.1) vale
"=" se e solo se an = 0 ∀n ∈ N. Osserviamo è possibile dedurlo anche dalla dimo-
strazione appena vista: da essa segue infatti che la disuguaglianza è stretta, a meno
che ap

n e αp
n siano proporzionali, ovvero esista una costante C tale che αn = Can

per ogni n ∈ N. Ma allora, assumendo che a1 ̸= 0 (non è restrittivo farlo), neces-
sariamente C = 1, dal momento che a1 = A1. Dunque An = nan, ovvero (an)n∈N è

una successione costante, il che contrasta con l’ipotesi di convergenza di
∞∑︂

n=1
ap

n. Ne

consegue che la disuguaglianza è stretta a meno che an = 0 ∀n ∈ N.

La dimostrazione di (1.2) fornita da Ingham fa uso dell’operatore di Hardy,
definito come segue 4:

Hf(x) = 1
x

∫︂ x

0
f(t)dt =

∫︂ 1

0
f(tx)dt.

Dimostrazione (Teorema 2) - Ingham. Dalla disuguaglianza di Minkowski si ottie-
ne: (︃∫︂ ∞

0
Hf(x)pdx

)︃1/p

=
⃦⃦⃦
Hf

⃦⃦⃦
Lp

=
⃦⃦⃦⃦
⃦
∫︂ 1

0
f(tx)dt

⃦⃦⃦⃦
⃦

Lp

≤

≤
∫︂ 1

0
∥f(tx)∥Lpdt =

∫︂ 1

0

(︃∫︂ ∞

0
f(tx)pdx

)︃1/p

dt =

=
∫︂ 1

0

(︃1
t

∫︂ ∞

0
f(s)pds

)︃1/p

dt = p

p − 1

(︃∫︂ ∞

0
f(s)pds

)︃1/p

.

Da cui la (1.2) elevando a p il primo e l’ultimo termine.
4L’operatore di Hardy, definito su Lp(Rn), mappa spazi Lp in spazi Lp; è continuo ed ha norma

p′ = p/(p − 1).
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1.4.2 Il caso p → ∞
Un’interessante applicazione della disuguaglianza si ottiene scegliendo funzioni e
successioni opportune e facendo tendere p → ∞.

Proposizione 2. Sia (an)n∈N una successione di numeri reali non negativi, allora:
∞∑︂

n=1
(a1a2...an)1/n ≤ e

∞∑︂
n=1

an (1.7)

e vale "=" se e solo se an = 0 per ogni n ∈ N.

Osservazione 7. Tale disuguaglianza era nota prima della formulazione della di-
suguaglianza di Hardy come Disuguaglianza di Carleman 5. Utilizzando la (1.1) è
possibile provare facilmente che nella (1.7) vale "≤".

Dimostrazione. Dimostriamo soltanto "≤"; per una dimostrazione completa si veda
[6].
Sostituendo an con a1/p

n in (1.1), otteniamo:
N∑︂

n=1

⎛⎝a
1/p
1 + a

1/p
2 + ... + a1/p

n

n

⎞⎠p

≤
(︄

p

p − 1

)︄p N∑︂
n=1

an ∀N ∈ N,

e osserviamo che vale :

lim
p→∞

⎛⎝a
1/p
1 + a

1/p
2 + ... + a1/p

n

n

⎞⎠p

= (a1a2...an)1/n.

Così, passando al limite per p → ∞ in entrambi i membri:
N∑︂

n=1
(a1a2...an)1/n ≤ e

N∑︂
n=1

an ∀N ∈ N,

da cui la (1.7) passando al limite per N → ∞.

Analogamente, nel caso continuo si ha:

Proposizione 3. Sia f ∈ Lp((0, ∞)) una funzione a valori non negativi. Allora:∫︂ ∞

0
exp

(︃1
x

∫︂ x

0
log(f(t))dt

)︃
dx ≤ e

∫︂ ∞

0
f(x)dx (1.8)

e vale "=" se e solo se f = 0 quasi ovunque.

Dimostrazione. Anche in questo caso dimostriamo solo "≤". Per una dimostrazione
completa si veda [9]. In modo analogo a quanto fatto sopra applichiamo la (1.2) ad
f 1/p, ottenendo: ∫︂ ∞

0

(︃1
x

∫︂ x

0
f(t)1/pdt

)︃p

dx ≤
(︄

p

p − 1

)︄p ∫︂ ∞

0
f(x)dx.

Osservando che:

lim
p→∞

(︃1
x

∫︂ x

0
f(t)1/pdt

)︃p

= exp
(︃1

x

∫︂ x

0
log(f(t))dt

)︃
,

si ottiene la 1.8 passando al limite per p → ∞ ad entrambi i membri.
5Si veda [6] per una trattazione più approfondita.



Capitolo 2

Spazi di Sobolev

In questo capitolo introdurremo la nozione di spazio di Sobolev, limitandoci al caso
1−dimensionale, illustrando le principali proprietà di tali spazi e fornendo qualche
generalizzazione. Concluderemo dando una nuova forma della disuguaglianza di
Hardy all’interno dello spazio W 1,p((0, ∞)).
La maggior parte dei risultati di questa sezione è tratta da [1]. Per i risultati non
dimostrati, ove non diversamente specificato, si rimanda a tale testo.

2.1 Definizione e proprietà
Sia I = (a, b) un intervallo, limitato o illimitato, e sia p un numero reale,
1 ≤ p ≤ ∞.

Definizione 1. Lo Spazio di Sobolev W 1,p(I) è così definito:

W 1,p(I) :=
{︃

u ∈ Lp(I)
⃓⃓⃓⃓
∃ g ∈ Lp(I) tale che:∫︂

I
u(x)φ′(x)dx = −

∫︂
I

g(x)φ(x)dx ∀φ ∈ C∞
c (I)

}︃
Poniamo inoltre H1(I) = W 1,2(I). Per u ∈ W 1,p(I) denotiamo con u′ la funzione g,
che chiamiamo derivata debole di u.

Facciamo alcune osservazioni iniziali:

Osservazione 8. Per ogni Ω ⊆ R sottoinsieme aperto, presa u ∈ L1
loc(Ω) tale che∫︁

Ω u(x)φ(x)dx = 0 ∀φ ∈ C∞
c (Ω), si ha u = 0 quasi ovunque in Ω. In particolare

Lp(Ω) ⊂ L1
loc(Ω), dunque presa u ∈ W 1,p(I) la sua derivata debole è unica.

Osservazione 9. Se u ∈ C1(I) ∩ Lp(I) e se u′ ∈ Lp(I), ove u′ è l’usuale derivata di
u, allora u ∈ W 1,p(I) e u′ coincide con la derivata di u in W 1,p(I). Se in particolare
I è limitato, allora C1(I) ⊆ W 1,p(I).

Lo spazio W 1,p(I) è normato con norma ∥u∥W 1,p definita come segue:

∥u∥W 1,p = ∥u∥Lp + ∥u′∥Lp
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Lo spazio H1 è dotato di prodotto scalare:

(u, v)H1 = (u, v)L2 + (u′, v′)L2

e l’usuale norma indotta dal prodotto scalare ∥u∥H1 = (∥u∥2
L2 + ∥u′∥2

L2) 1
2 è equiva-

lente a quella di W 1,2.

Diamo ora un primo importante risultato sulle proprietà di W 1,p(I) come spazio
normato:

Proposizione 4. Lo spazio normato (W 1,p(I), ∥ · ∥W 1,p) è completo (o di Banach)
per 1 ≤ p ≤ ∞, riflessivo per 1 < p < ∞, separabile per 1 ≤ p < ∞. Lo spazio H1

è uno spazio di Hilbert separabile.

Dimostrazione.

• Completezza: Si consideri (un)n∈N una successione di Cauchy in W 1,p(I). Ne-
cessariamente (un)n∈N e (u′

n)n∈N sono successioni di Cauchy in Lp, che è uno
spazio completo, dunque esistono u, g ∈ Lp tali che un → u in Lp e u′

n → g in
Lp. Per ogni φ ∈ C1

c (I) vale∫︂
I

un(x)φ′(x)dx = −
∫︂

I
u′

n(x)φ(x)dx,

e inoltre unφ′ → uφ′ in Lp(I), così come u′
nφ → gφ in Lp(I); dunque, detto

K ⊂ I il supporto di φ, si ha unφ′ → uφ′ in L1(K) e u′
nφ → gφ in L1(K).

Quindi:∫︂
I

un(x)φ′(x)dx =
∫︂

K
un(x)φ′(x)dx →

∫︂
K

u(x)φ′(x)dx =
∫︂

I
u(x)φ′(x)dx

e similmente per u′
n. Segue che:∫︂

I
u(x)φ′(x)dx = −

∫︂
I

g(x)φ(x)dx ∀φ ∈ C∞
c (I),

quindi u ∈ W 1,p(I) e u′ = g.

• Riflessività: Sia 1 < p < ∞, E = Lp(I) × Lp(I), munito della norma
∥(u, v)∥E = ∥u∥Lp + ∥v∥Lp spazio riflessivo perchè prodotto di riflessivi. L’o-
peratore T : W 1,p(I) → E definito ponendo Tu = (u, u′) è un’isometria e
dunque, essendo W 1,p(I) completo, T (W 1,p(I)) è un sottospazio chiuso di E.
Si ha quindi che T (W 1,p(I)) è riflessivo, e dunque lo è W 1,p(I), in quanto
isometrico ad uno spazio riflessivo.

• Separabilità: Sia 1 ≤ p < ∞. Lo spazio E sopra definito è separabile, e dunque
lo è T (W 1,p(I)). Segue che W 1,p(I) è separabile, in quanto isometrico ad uno
spazio separabile.

Corollario 1. Sia (un)n∈N una successione in W 1,p con un → u in Lp e u′
n conver-

gente in Lp ad un certo limite. Allora u ∈ W 1,p e ∥un − u∥W 1,p → 0.

Dimostrazione. Basta ripetere quanto visto nel primo punto della dimostrazione
precedente, prendendo come g il limite in Lp della successione (u′

n)n∈N.
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2.2 Rappresentante continuo, esistenza del

prolungamento, densità di funzioni C∞

Fissato I un intervallo, eventualmente illimitato, di R, lo spazio Lp(I) si ottiene
quozientando l’insieme delle funzioni p − integrabili su I rispetto alla relazione di
equivalenza u ∼ v ⇐⇒ u = v quasi ovunque. Una caratteristica importante degli
spazi W 1,p(I) è che ogni classe di equivalenza ammette un rappresentante continuo.
Nello specifico, vale il seguente:

Teorema 5. Sia 1 ≤ p ≤ ∞, u ∈ W 1,p(I); esiste una funzione ũ ∈ C(I) tale che
u = ũ q.o. e

ũ(x) − ũ(y) =
∫︂ x

y
u′(t)dt per ogni x, y ∈ I. (2.1)

Per la dimostrazione, utilizziamo i seguenti lemmi:

Lemma 4. Sia f ∈ L1
loc(I) tale che

∫︁
I f(x)φ′(x)dx = 0 ∀φ ∈ C∞

c (I). Allora esiste
una costante C tale che f = C q.o.

Lemma 5. Sia g ∈ L1
loc(I) ed y0 ∈ I fissato. Posta v(x) =

∫︁ x
y0

g(t)dt per ogni x ∈ I,
vale v ∈ C(I) e ∫︂

I
v(x)φ′(x)dx = −

∫︂
I

g(x)φ(x)dx ∀φ ∈ C∞
c (I).

Dimostrazione (Teorema 5). Sia y0 ∈ I fissato e poniamo u(x) =
∫︁ x

y0
u′(t)dt. Dal

Lemma 5 si ha u ∈ C(I) e
∫︂

I
u(x)φ′(x)dx = −

∫︂
I

u′(x)φ(x)dx ∀φ ∈ C∞
c (I). Dun-

que necessariamente
∫︂

I
(u(x) − u(x))φ′(x)dx = 0 ∀φ ∈ C∞

c (I), e dal Lemma 4 si
ottiene u − u = C q.o. per qualche C ∈ R.
La funzione ũ = u + C è continua, ũ = u quasi ovunque e verifica (2.1).

Osservazione 10. Grazie al precedente Teorema, d’ora in avanti potremo sempre
considerare le u ∈ W 1,p(I) come funzioni continue.

Fissato I un intervallo, può talvolta risultare utile prolungare le funzioni di
W 1,p(I) a funzioni in W 1,p(R). Le operazioni di prolungamento di funzioni in W 1,p(I)
a funzioni in Lp(R) e in W 1,p(R) risultano essere lineari e continue. Nello specifico,
si ha il seguente:

Teorema 6. Sia 1 ≤ p ≤ ∞. Esiste un operatore di prolungamento
P : W 1,p(I) → W 1,p(R) lineare e continuo, tale che:

(i) (Pu)|I = u ∀u ∈ W 1,p(I)

(ii) ∥Pu∥Lp(R) ≤ C∥u∥Lp(I) ∀u ∈ W 1,p(I)

(iii) ∥Pu∥W 1,p(R) ≤ C∥u∥W 1,p(I) ∀u ∈ W 1,p(I).
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La costante C dipende solo dalla misura di I.

Dimostrazione. Diamo solo un cenno di dimostrazione.
Nel caso in cui I = (0, +∞) si estende "per parità", ponendo Pu(x) = u(x) su
[0, +∞) e Pu(x) = u(−x) su (−∞, 0). Si ha così ∥Pu∥Lp ≤ 2∥u∥Lp .Poniamo ora:

v(x) =
⎧⎨⎩u′(x) se x > 0

−u′(−x) se x < 0.

Si verifica che v ∈ Lp(R) e Pu(x) − u(0) =
∫︂ x

0
v(t)dt. Dunque Pu ∈ W 1,p(R) e

∥Pu∥W 1,p(R) ≤ 2∥u∥W 1,p(I).
Se I è un intervallo limitato, ci si può ricondurre sempre al caso I = (0, 1). Fissiamo
ora una funzione η ∈ C1(R), tale che 0 ≤ η ≤ 1 e

η(x) =
⎧⎨⎩1 se x < 1/4

0 se x > 3/4
.

Per ogni u ∈ W 1,p(I), posta

ũ(x) =
⎧⎨⎩u(x) se 0 < x < 1

0 se x ≥ 1

si ha ηũ ∈ W 1,p(0, ∞) e (ηũ)′ = η′ũ + ηũ′. Riscrivendo allora u = ηu + (1 − η)u, si
procede come segue:

• Si prolunga ηu su (0, ∞) tramite ηũ e poi su tutto R "per riflessione", come
visto nel caso precedente;

• Si prolunga (1 − η)u su (−∞, 1) ponendola uguale a 0 su (−∞, 0) e poi la si
riflette rispetto al punto 1.

Sommando le due funzioni così ottenute si ottiene il prolungamento cercato.

Una rilevante proprietà degli spazi W 1,p(I) con 1 ≤ p < ∞ è la densità di
funzioni regolari. Questa caratteristica importante permette di "ereditare" alcune
proprietà delle funzioni C1 (come, ad esempio, le formule di derivazione di prodotti
e composizioni). Diamo anzitutto un risultato preliminare:

Lemma 6. Sia ρ ∈ L1(R) e sia v ∈ W 1,p(R) con 1 ≤ p ≤ ∞. Allora si ha
ρ ∗ v ∈ W 1,p(R) e (ρ ∗ v)′ = ρ ∗ v′.

Dimostrazione. Supponiamo dapprima che ρ abbia supporto compatto; per le pro-
prietà della convoluzione si ha ρ ∗ v ∈ Lp(R). Sia φ ∈ C1

c (R). Utilizziamo i seguenti
risultati:

Proposizione 5. Sia f ∈ Ck
c (R), k ≥ 1 e g ∈ L1

loc(R). Allora f ∗ g ∈ Ck(R) e
Dα(f ∗ g) = (Dαf) ∗ g ∀α ≤ k.
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Proposizione 6. Siano f ∈ L1(R), g ∈ Lp(R), h ∈ Lp′(R) , dove p′ è l’esponente
coniugato di p. Poniamo f(x) = f(−x). Allora vale:∫︂

R
(f ∗ g)(x)h(x)dx =

∫︂
R

g(x)(f ∗ h)(x)dx.

Applicando questi risultati, otteniamo:∫︂
R
(ρ ∗ v)(x)φ′(x)dx =

∫︂
R

v(x)(ρ ∗ φ′)(x)dx =∫︂
R

v(x)(ρ ∗ φ)′(x)dx = −
∫︂
R

v′(x)(ρ ∗ φ)(x)dx = −
∫︂
R
(ρ ∗ v′)(x)φ(x)dx.

Dunque ρ ∗ v ∈ W 1,p e (ρ ∗ v)′ = ρ ∗ v′.
Supponiamo ora che ρ non abbia supporto compatto. Sia (ρn)n∈N in Cc(R) una
successione tale che ρn → ρ in L1. Ripetendo quanto visto sopra si ha ρn ∗ v ∈ W 1,p

e (ρn ∗ v)′ = ρn ∗ v′.
Ora ρn ∗ v → ρ ∗ v e ρn ∗ v′ → ρ ∗ v′ in Lp. Utilizzando il Corollario 1 si conclude.

Questo risultato ci permette di enunciare il seguente:

Teorema 7. Sia u ∈ W 1,p(I) con 1 ≤ p < ∞. Esiste allora una successione (un)n∈N
in C∞

c (R) tale che (un)|I → u in W 1,p(I).

Dimostrazione. Vediamo il caso I = R, altrimenti prolunghiamo u su tutto R (pos-
siamo farlo grazie al Teorema 6) e procediamo come segue.
Fissiamo una funzione ξ ∈ C∞

c (R) tale che 0 ≤ ξ ≤ 1 e che soddisfi:

ξ(x) =
⎧⎨⎩1 se |x| ≤ 1

0 se |x| ≥ 2

e definiamo la successione ξn(x) = ξ(x
n
) ∀n ∈ N. Osservando che presa f ∈ Lp(R)

si ha |f(x)||ξn(x) − 1| → 0 per x fissato e |f(x)|p|ξn(x) − 1|p ≤ |f(x)|p ∈ L1(R) si
conclude per convergenza dominata che ξnf → f in Lp.
Sia ora (ρn)n∈N una successione di mollificatori. Mostriamo che la successione
un = ξn(ρn ∗ u) converge ad u in W 1,p.

Anzitutto si ha

un − u = ξn(ρn ∗ u) − u = ξn((ρn ∗ u) − u) + (ξnu − u)

e quindi

∥un − u∥Lp ≤ ∥(ρn ∗ u) − u∥Lp + ∥ξnu − u∥Lp → 0 per n → ∞.

Dunque un → u in Lp.
Dal Lemma 6 si ha poi u′

n = ξ′
n(ρn ∗ u) + ξn(ρn ∗ u′) (ove con u′

n indichiamo in
questo caso la derivata in senso classico di un, derivabile perchè prodotto di funzioni
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derivabili).
Osserviamo ora che ξ′

n(x) = 1
n
ξ′(x

n
), dunque |ξ′

n| ≤ ∥ξ′∥L∞
n

quasi ovunque e allora

∥ξ′
n(ρn ∗ u)∥Lp ≤ ∥ξ′

n∥L∞∥ρn ∗ u∥Lp ≤ ∥ξ′∥L∞

n
∥ρn ∗ u∥Lp ≤ ∥ξ′∥L∞

n
∥u∥Lp .

Possiamo così stimare:

∥u′
n − u′∥Lp ≤ ∥ξ′

n(ρn ∗ u)∥Lp + ∥ξn(ρn ∗ u′) − u′∥Lp ≤

≤ ∥ξ′∥L∞

n
∥u∥Lp + ∥ξn(ρn ∗ u′) − ξnu′∥Lp + ∥ξnu′ − u′∥Lp ≤

≤ ∥ξ′∥L∞

n
∥u∥Lp + ∥(ρn ∗ u′) − u′∥Lp + ∥ξnu′ − u′∥Lp → 0 per n → ∞.

Osservazione 11. Il Teorema 7 non può valere per p = ∞. Sia ad esempio I = R
e consideriamo u ∈ W 1,∞(R) definita ponendo:

u(x) =
⎧⎨⎩ex se x ≤ 0

e−x se x > 0
,

dove si ha che:

u′(x) =
⎧⎨⎩ex se x < 0

−e−x se x > 0
∈ L∞(R)

è la derivata debole di u in W 1,∞(R).
Supponendo per assurdo che esista una successione di funzioni (un)n∈N in C∞

c (R)
che converga ad u in ∥ · ∥W 1,∞ , la successione (u′

n)n∈N dovrebbe a fortiori convergere
ad u′ in ∥ · ∥L∞ . Ma essendo (u′

n)n∈N una successione di funzioni continue, il limite
uniforme sarebbe continuo, il che è assurdo perchè non esistono funzioni continue
che coincidano con u′ quasi ovunque.

Osservazione 12. Per I ̸= R, il teorema precedente non afferma che C∞
c (I) è denso

in W 1,p(I) (in generale questo non è vero), ma è denso l’insieme delle restrizioni ad
I di funzioni di C∞

c (R).

2.3 Gli spazi W m,p(I) e W 1,p
0 (I)

2.3.1 Lo spazio W m,p(I)
É possibile estendere la nozione di spazio di Sobolev W 1,p(I), che abbiamo visto fino
ad ora, introducendo un concetto di "derivata di ordine m" con m ≥ 2.

Definizione 2. Siano I = (a, b) un intervallo (eventualmente illimitato), 1 ≤ p ≤ ∞
e m ≥ 2 un intero positivo. Definiamo per ricorrenza:

W m,p(I) = {u ∈ W m−1,p(I) | u′ ∈ W m−1,p(I)}

Poniamo inoltre:
Hm(I) = W m,2(I)
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Proposizione 7. Sia m ≥ 2 intero fissato. Si ha u ∈ W m,p(I) se e solo se esistono
m funzioni g1, g2, ..., gm ∈ LP (I) tali che∫︂

I
u(x)Djφ(x)dx = (−1)j

∫︂
I

gj(x)φ(x)dx ∀φ ∈ C∞
c (I), ∀j = 1, 2, .., m

dove Djφ indica la derivata j-esima di φ.

Dimostrazione.

=⇒ Basta applicare la definizione di W m,p(I), prendendo g1 = u′, g2 = (u′)′, ecc.

⇐= Fissiamo φ ∈ C∞
c (I). Per j = 1 si ha

∫︂
I

u(x)φ′(x)dx = −
∫︂

I
g1(x)φ(x)dx e

dunque u ∈ W 1,p(I), u′ = g1. Per j = 2 vale:∫︂
I

g2(x)φ(x)dx =
∫︂

I
u(x)D2φ(x)dx = −

∫︂
I

u′(x)φ′(x)dx,

dunque u′ ∈ W 1,p(I) e (u′)′ = g2. Quindi u ∈ W 2,p(I). Si procede iterativa-
mente fino al caso j = m.

Essendo le gj delle derivate deboli, esse sono uniche in Lp. Le indicheremo con
gj = Dju.
Lo spazio W m,p(I) è munito della norma ∥u∥W m,p definita ponendo:

∥u∥W m,p = ∥u∥Lp +
m∑︂

α=1
∥Dαu∥Lp .

Lo spazio Hm è munito del prodotto scalare:

(u, v)Hm = (u, v)L2 +
m∑︂

α=1
(Dαu, Dαv)L2 .

É possibile estendere agli spazi W m,p(I) le proprietà dimostrate per lo spazio W 1,p(I).
In maniera simile a quanto fatto nel caso m = 1 si mostra, ad esempio, che W m,p(I)
è uno spazio di Banach, riflessivo per 1 < p < ∞ e separabile per 1 ≤ p < ∞.

2.3.2 Lo spazio W 1,p
0 (I)

Introduciamo ora una classe rilevante di funzioni di W 1,p(I), con 1 ≤ p < ∞.

Definizione 3. Sia p un numero reale come sopra, si indica con W 1,p
0 (I) la chiusura

di C∞
c (I) in W 1,p(I). Indichiamo inoltre con H1

0 (I) lo spazio W 1,2
0 (I).

Dotiamo W 1,p
0 (I) della norma indotta da quella di W 1,p(I), e H1

0 (I) del prodotto
scalare indotto da quello di H1(I).

Osservazione 13. Lo spazio W 1,p
0 (I) è uno spazio di Banach (perchè sottospa-

zio chiuso di uno spazio di Banach), separabile (perchè sottoinsieme di uno spazio
separabile) e riflessivo per 1 < p < ∞ (perchè sottospazio chiuso di un insieme
riflessivo).
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Osservazione 14. Abbiamo visto che C∞
c (R) è denso in W 1,p(R). Segue che la sua

chiusura coincide con tutto W 1,p(R), e dunque W 1,p
0 (R) = W 1,p(R).

Osservazione 15. Se u ∈ W 1,p(I) ∩ Cc(I) allora u ∈ W 1,p
0 (I).

Supponiamo sia I = R, altrimenti prolunghiamo u su tutto R. Poniamo
h = dist(supp(φ),R \ I) > 0 1 e sia (ρn)n∈N una successione di mollificatori. Preso
m ∈ N tale che 1

m
< h, si ha ρn ∗ u ∈ C∞

c (I) per ogni n ≥ m, e dal Lemma 6
(ρn ∗ u)′ = ρn ∗ u′. Dunque

∥u − ρn ∗ u∥W 1,p = ∥u − ρn ∗ u∥Lp + ∥u′ − ρn ∗ u′∥Lp → 0

per n → ∞.

Diamo ora una caratterizzazione dello spazio W 1,p
0 (I):

Teorema 8. Sia u ∈ W 1,p(I). Allora u ∈ W 1,p
0 (I) se e solo se u = 0 su ∂I.

Per la dimostrazione utilizzeremo i seguenti risultati:

Teorema 9. W 1,p(I) ⊂ L∞(I) con iniezione continua ∀ 1 ≤ p ≤ ∞, ovvero esiste
una costante C ∈ R tale che

∥u∥L∞ ≤ C∥u∥W 1,p ∀u ∈ W 1,p(I), ∀ 1 ≤ p ≤ ∞.

Proposizione 8 (Derivazione di una composizione). Sia G ∈ C1(R), tale che
G(0) = 0 e sia u ∈ W 1,p(I). Allora G ◦ u ∈ W 1,p(I) e (G ◦ u)′ = (G′ ◦ u)u′.

Proposizione 9. Sia I illimitato e u ∈ W 1,p(I), con 1 ≤ p < ∞. Allora si ha
lim
x∈I

|x|→∞

u(x) = 0.

Dimostrazione (Teorema 8).

=⇒ Se u ∈ W 1,p
0 (I) allora esiste una successione (un)n∈N in C∞

c (I) tale che un → u
in W 1,p(I). Dal Teorema 9 abbiamo W 1,p(I) ⊂ L∞(I), e dunque la successione
converge anche uniformemente in I.
Supponiamo sia I limitato inferiormente (gli altri casi sono analoghi), ovvero
del tipo I = (a, b) con a ∈ R e b ∈ R ∪ {∞}. Fissato arbitrariamente ϵ > 0 si
ha:

|u(a)| = |u(a) − un(a)| < ϵ

per n sufficientemente grande. Dall’arbitrarietà di ϵ si ha u(a) = 0.

1h > 0 perchè è la distanza tra un chiuso ed un compatto disgiunti in uno spazio metrico.
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⇐= Sia u ∈ W 1,p(I) tale che u = 0 su ∂I. Fissiamo G ∈ C1(R) tale che

G(t) =
⎧⎨⎩0 se |t| ≤ 1

t se |t| ≥ 2

e che soddisfi |G(t)| ≤ |t| ∀t ∈ R.
Poniamo ora un = 1

n
G(nu), cosicchè grazie alla Proposizione 8 si ha

un ∈ W 1,p(I).
Per costruzione supp(un) ⊂ {x ∈ I | |u(x)| ≥ 1

n
}, dunque supp(un) è compatto

(limitato per la Proposizione 9) e contenuto in I.
Dall’Osservazione 15 si ha quindi che un ∈ W 1,p

0 (I). Verifichiamo ora che
un → u in W 1,p(I), da cui potremo dedurre che u ∈ W 1,p

0 (I), dal momento
che W 1,p

0 (I) è chiuso.
Per x ∈ I fissato G(nu(x)) = nu(x) e G′(nu(x)) = 1 definitivamente 2, per
cui un(x) = 1

n
G(nu(x)) = u(x) e u′

n(x) = 1
n
G′(nu(x))nu′(x) = u′(x) definiti-

vamente. Dunque un → u e u′
n → u′ puntualmente.

Inoltre osserviamo che:

|un(x) − u(x)|p = 1
np

|G(nu(x)) − nu(x)|p ≤ 2p|u(x)|p,

dove si è usato che |G(t)| ≤ |t|, e quindi per convergenza dominata un → u in
Lp. Vale poi:

|u′
n(x) − u′(x)|p = |u(x)|p|G′(nu(x)) − 1|p ≤ M |u′(x)|p, ∃M ∈ R,

perchè G′ è limitata. Dal Teorema di convergenza dominata si ottiene che
anche u′

n → u′ in Lp.
Dunque un → u in W 1,p(I).

Come ultimo risultato, dotiamo W 1,p
0 (I) di una norma equivalente a quella

ereditata dallo spazio W 1,p(I), nel caso in cui I sia limitato.

Proposizione 10. Sia I limitato. La funzione u ↦→ ∥u′∥Lp di W 1,p
0 (I) in R≥0 è una

norma.

Dimostrazione. Per ogni u, v ∈ W 1,p
0 (I), α ∈ R vale ∥αu∥Lp = |α|∥u∥Lp e

∥u′ + v′∥Lp ≤ ∥u′∥Lp + ∥v′∥Lp .
Supponiamo ora che ∥u′∥Lp = 0 per qualche u ∈ W 1,p

0 (I). Allora u′ = 0 q.o., dunque∫︁
I u′(x)φ(x)dx = 0 ∀φ ∈ C∞

c (I), e dunque
∫︁

I u(x)φ′(x)dx = 0 ∀φ ∈ C∞
c (I). Dal

Lemma 4 si ha che u = C q.o. per qualche C ∈ R. Ma u ammette rappresentante
continuo e u = 0 su ∂I, quindi C = 0.

Proposizione 11 (Disuguaglianza di Poincarè). Sia I limitato; esiste una costante
C, che dipende dalla misura di I, tale che:

∥u∥W 1,p ≤ C∥u′∥Lp ∀u ∈ W 1,p
0 (I).

Ovvero, ∥u′∥Lp è una norma su W 1,p
0 (I) equivalente a quella ereditata da W 1,p(I).

2Ovvero per ogni n ≥ M, ∃M ∈ N
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Dimostrazione. Per u ∈ W 1,p
0 (I) vale:

|u(x)| = |u(x) − u(a)| =
⃓⃓⃓ ∫︂ x

a
u′(t)dt

⃓⃓⃓
≤ ∥u′∥L1 .

Dunque ∥u∥L∞ ≤ ∥u′∥L1 .
Sfruttando la disuguaglianza di Hölder:

∥u∥Lp =
(︃∫︂

I
|u(x)|pdx

)︃ 1
p

≤ ∥u∥L∞(b − a)
1
p ≤ ∥u′∥L1(b − a)

1
p =

= (b − a)
1
p

(︃∫︂
I

|u′(x)| · 1dx
)︃

≤ (b − a)
1
p

(︃∫︂
I

|u′(x)|pdx
)︃ 1

p

(b − a)
1
p′ = (b − a)∥u′∥Lp

e dunque:
∥u∥W 1,p = ∥u∥Lp + ∥u′∥Lp ≤ (b − a + 1)∥u′∥Lp .

2.4 Lo spazio W s,p(R), 0 < s < 1
Definiamo di seguito una nuova classe di spazi di Sobolev, al variare di p ≥ 1,
0 < s < 1.

Definizione 4. Siano 0 < s < 1, 1 ≤ p < ∞ numeri reali. Definiamo lo Spazio di
Sobolev frazionario (o di Slobodeskii):

W s,p(R) = {f : R → R | f ∈ Lp(R) e |f |W s,p < ∞}

dove:

|f |W s,p =
(︄∫︂

R

∫︂
R

|f(x) − f(y)|p
|x − y|1+sp

dxdy

)︄1/p

.

Denotiamo con Hs(R) lo spazio W s,2(R).

Proposizione 12. L’applicazione W s,p(R) → R, f ↦→ |f |W s,p è una seminorma su
W s,p(R).

Dimostrazione. Sia f ∈ W s,p(R).
Chiaramente preso α ∈ R si ha |αf |W s,p = |α||f |W s,p .
Siano ora f, g ∈ W s,p(R). Si ha:

|f(x) − f(y) + g(x) − g(y)|p =
= |f(x) − f(y) + g(x) − g(y)|(|f(x) − f(y) + g(x) − g(y)|)p−1 ≤

≤ (|f(x) − f(y)| + |g(x) − g(y)|)(|f(x) − f(y) + g(x) − g(y)|)p−1.

Quindi, utilizzando la disuguaglianza di Hölder:

|f + g|pW s,p =
∫︂
R

∫︂
R

|f(x) − f(y) + g(x) − g(y)|p
|x − y|1+sp

dxdy ≤
∫︂
R

∫︂
R

|f(x) − f(y)|
|x − y|

1+sp
p

|f(x) − f(y)|p−1

|x − y|
1+sp

p′
dxdy +

∫︂
R

∫︂
R

|g(x) − g(y)|
|x − y|

1+sp
p

|g(x) − g(y)|p−1

|x − y|
1+sp

p′
dxdy

≤ |f |W s,p |f + g|p−1
W s,p + |g|W s,p |f + g|p−1

W s,p ,

Da cui |f + g|W s,p ≤ |f |W s,p + |g|W s,p .
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Definizione 5. Chiamiamo | · |W s,p sopra definita la seminorma di Gagliardo.

Lo spazio W s,p(R) è dotato della norma:

∥f∥W s,p = (∥f∥p
Lp + |f |pW s,p)

1
p .

Diamo un risultato iniziale sullo spazio W s,p(R), omettendone la dimostrazione.

Proposizione 13. Siano, 1 ≤ p < ∞, 0 < s ≤ s′ < 1 numeri reali e sia u : R → R
una funzione misurabile. Allora esiste una costante C = Cs,p, che dipende da s e
da p tale che:

∥u∥W s,p ≤ C∥u∥W s′,p .

In particolare, W s′,p(R) ⊆ W s,p(R).

Dimostrazione. Si veda [2].

Osservazione 16. In modo analogo è possibile definire lo spazio W s,p(Ω) dove
0 < s < 1, 1 ≤ p < ∞ e Ω ⊂ Rn è un aperto qualsiasi. In tal caso vale ancora la
Proposizione 13 e si mostra che, sotto opportune ipotesi sul dominio di integrazione
Ω3, vale il caso "limite" W 1,p(Ω) ⊂ W s,p(Ω).

Osservazione 17. Nel caso in cui p = 2 è possibile definire in maniera equivalente
Hs(R) utilizzando la trasformata di Fourier:

Hs(R) =
{︃

u ∈ L2(R)
⃓⃓⃓⃓ ∫︂

R
(1 + |ξ|2s)|Fu(ξ)|2dξ < ∞

}︃
,

dove Fu indica la trasformata di Fourier di u.
Rimandiamo a [2] per una trattazione completa.

2.5 Forma "Sobolev" della disuguaglianza di
Hardy

La costruzione degli spazi di Sobolev vista in questo capitolo ci permette di ottenere
un’interessante applicazione della disuguaglianza di Hardy all’interno di tali spazi.

Proposizione 14. Sia f ∈ W 1,p((0, ∞)) tale che f(0) = 0. Allora vale:∫︂ ∞

0

(︄
|f(x)|

x

)︄p

dx ≤
(︄

p

p − 1

)︄p ∫︂ ∞

0
|f ′(x)|pdx.

Dimostrazione. Utilizzando il Teorema 5 e la (1.2) si ha:
∫︂ ∞

0

(︄
|f(x)|

x

)︄p

dx =
∫︂ ∞

0

(︄
|f(x) − f(0)|

x

)︄p

dx =
∫︂ ∞

0

⎛⎝
⃓⃓⃓ ∫︁ x

0 f ′(t)dt
⃓⃓⃓

x

⎞⎠p

dx ≤

≤
∫︂ ∞

0

(︄∫︁ x
0 |f ′(t)|dt

x

)︄p

dx ≤
(︄

p

p − 1

)︄p ∫︂ ∞

0
|f ′(x)|pdx.

3Si veda [2] per una trattazione approfondita.





Capitolo 3

Disuguaglianza di Hardy in spazi
frazionari

In questo capitolo mostreremo l’importanza della disuguaglianza di Hardy all’interno
degli spazi di Sobolev frazionari W s,p(R), introdotti alla fine del capitolo precedente.
Inizieremo enunciando e dimostrando una "Disuguaglianza di Hardy frazionaria", per
poi fornire una stima della norma ∥f∥Lq di funzioni f : (0, ∞) → R che soddisfino
particolari ipotesi di convergenza, per un particolare q ∈ R. Utilizzeremo infine
questi due risultati per ricavare l’iniezione W s,p(R) ⊂ Lq(R) per q = p/(1 − sp),
sp < 1.
I risultati di questo capitolo sono tratti principalmente da [13].

3.1 Versione frazionaria della disuguaglianza
Nel capitolo precedente abbiamo adattato la disuguaglianza originale:

∫︂ ∞

0

(︃1
x

∫︂ x

0
f(t)dt

)︃p

dx ≤
(︄

p

p − 1

)︄p ∫︂ ∞

0
f(x)pdx

allo spazio di Sobolev W 1,p(R), ricavando il seguente risultato:

∫︂ ∞

0

(︄
|f(x)|

x

)︄p

dx ≤
(︄

p

p − 1

)︄p ∫︂ ∞

0
|f ′(x)|pdx.

Introduciamo ora una nuova versione della disuguaglianza, riadattandola agli
spazi di Sobolev di ordine frazionario W s,p(R), introdotti nel capitolo precedente.

Osservazione 18. In seguito indichiamo con Cp,λ una non specificata costante che
dipenda esclusivamente da p e λ.

Lemma 7 (Disuguaglianza di Hardy frazionaria). Siano 1 ≤ p < ∞, 0 < λ < ∞,
λ ̸= 1 e sia f : (0, ∞) → R misurabile, tale che:

∫︂ ∞

0

|f(x)|p
xλ

dx < ∞. (3.1)
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Allora esiste una costante C = Cp,λ tale che:∫︂ ∞

0

|f(x)|p
xλ

dx ≤ C
∫︂ ∞

0

∫︂ ∞

0

|f(x) − f(y)|p
|x − y|1+λ

dxdy. (3.2)

Dimostrazione. Sfruttando la convessità della funzione t ↦→ tp, p ≥ 1, preso comun-
que x ∈ (0, +∞) abbiamo:

|f(x)|p ≤ (|f(y)| + |f(x) − f(y)|)p = 2p

(︄
|f(y)|

2 + |f(x) − f(y)|
2

)︄p

≤

≤ 2p−1|f(y)|p + 2p−1|f(x) − f(y)|p.

Dividiamo ora il primo e l’ultimo termine per αx1+λ e integriamo su x > 0,
αx < y < 2αx, dove α > 0 è una costante che determineremo più avanti. Così:∫︂ ∞

0

∫︂ 2αx

αx

|f(x)|p
αx1+λ

dydx ≤2p−1
∫︂ ∞

0

∫︂ 2αx

αx

|f(y)|p
αx1+λ

dydx+

+2p−1
∫︂ ∞

0

∫︂ 2αx

αx

|f(x) − f(y)|p
αx1+λ

dydx.

(3.3)

Osserviamo ora che:

• Utilizzando il Teorema di Tonelli:∫︂ ∞

0

∫︂ 2αx

αx

|f(y)|p
αx1+λ

dydx = 1
α

∫︂ ∞

0
|f(y)|p

(︄∫︂ y
α

y
2α

1
x1+λ

dx

)︄
dy =

= (2λ − 1)αλ−1

λ

∫︂ ∞

0

|f(y)|p
yλ

dy.

• Possiamo stimare:

2p−1
∫︂ ∞

0

∫︂ 2αx

αx

|f(x) − f(y)|p
αx1+λ

dydx =

= 2p−1
∫︂ ∞

0

∫︂ 2αx

αx

|f(x) − f(y)|p
|x − y|1+λ

|x − y|1+λ

αx1+λ
dydx ≤

≤ Cα,p,λ

∫︂ ∞

0

∫︂ ∞

0

|f(x) − f(y)|p
|x − y|1+λ

dxdy,

dove

Cα,p,λ = 2p−1

α
sup

0<αx<y<2αx

|x − y|1+λ

x1+λ
= 2p−1

α
max{|1 − α|, |2α − 1|}1+λ.

Dunque la (3.3) si riduce a:∫︂ ∞

0

|f(x)|p
xλ

dx ≤ 2p−1(2λ − 1)αλ−1

λ

∫︂ ∞

0

|f(y)|p
yλ

dy+

+Cα,p,λ

∫︂ ∞

0

∫︂ ∞

0

|f(x) − f(y)|p
|x − y|1+λ

dxdy.

(3.4)
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Dal momento che λ ̸= 1 è possibile scegliere α tale che 2p−1(2λ−1)αλ−1

λ
≤ 1

2 ; in
particolare, basta prendere:

α ≤
(︄

2−pλ

2λ − 1

)︄ 1
λ−1

se λ > 1

α ≥
(︄

2−pλ

2λ − 1

)︄ 1
λ−1

se λ < 1.

Per un tale α dalla (3.4) otteniamo:
∫︂ ∞

0

|f(x)|p
xλ

dx ≤ 1
2

∫︂ ∞

0

|f(y)|p
yλ

dy + Cp,λ

∫︂ ∞

0

∫︂ ∞

0

|f(x) − f(y)|p
|x − y|1+λ

dxdy.

Grazie all’ipotesi (3.1) si ricava la (3.2) prendendo la costante C = 2Cp,λ.

Osservazione 19. Un’ipotesi fondamentale è che sia verificata la (3.1). Questo
accade, ad esempio, quando f ∈ C∞

c ([0, ∞)) e 0 < λ < 1.

Osservazione 20. Anche in questo caso è possibile fare qualche considerazione
sulla costante C che compare nella (3.2). Ad esempio, nel caso p = 2, 0 < λ < 2 è
possibile dimostrare che:

1
2

∫︂ ∞

0

∫︂ ∞

0

|f(x) − f(y)|2
|x − y|1+λ

dxdy ≥ Cλ

∫︂ ∞

0

|f(x)|2
xλ

dx

dove, indicata con Γ la funzione di Eulero, la costante

Cλ = 1
λ

(︄
21−λ

√
π

Γ
(︄

2 − λ

2

)︄
Γ
(︄

1 + λ

2

)︄
− 1

)︄

è sharp.
Si veda [12] per una trattazione approfondita.

Corollario 2. Siano 1 ≤ p < ∞, 1 < λ < ∞, 0 < a ≤ ∞ e sia f : (0, a) → R
misurabile tale che: ∫︂ a

0

|f(x)|p
xλ

dx < ∞.

Allora esiste una costante C = Cp,λ tale che:
∫︂ a

0

|f(x)|p
xλ

dx ≤ C
∫︂ a

0

∫︂ a

0

|f(x) − f(y)|p
|x − y|1+λ

dxdy.

Dimostrazione. Il caso a = ∞ è già stato dimostrato.
Nel caso in cui a ∈ (0, ∞) la dimostrazione è analoga alla precedente; basta osser-
vare che, dal momento che λ > 1, è possibile scegliere α < 1/2. Nella stima di∫︂ a

0

|f(x)|p
xλ

dx è quindi sufficiente limitarsi a considerare solo valori di y in (0, a).
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Lemma 8. Siano 1 ≤ p < ∞, 0 < λ < 1, q = p/(1 − λ) ∈ (p, ∞) e sia
f : (0, ∞) → R misurabile, tale che:∫︂ ∞

0

|f(x)|p
xλ

dx < ∞.

Allora vale:
∫︂ ∞

0
|f(x)|qdx ≤ Cp,λ

(︄∫︂ ∞

0

∫︂ ∞

0

|f(x) − f(y)|p
|x − y|1+λ

dxdy

)︄q/p

. (3.5)

Dimostrazione. Se il termine di destra nella (3.5) non converge, non c’è nulla da
dimostrare.
Supponiamo che tale termine converga. Poniamo:

G(x) =
∫︂ ∞

0

|f(x) − f(y)|p
|x − y|1+λ

dy e M =
∫︂ ∞

0
G(x)dx.

Proviamo che:
|f(x)| ≤ Cp,λM

λ
p G(x)

1−λ
p per q.o. x > 0, (3.6)

da cui si ottiene la (3.5) elevando a q ed integrando su x ∈ (0, ∞).
Supponendo che G(x) < ∞ (cosa che vale per quasi ogni x ∈ (0, ∞)), allora:∫︂ ∞

x

|f(y)|p
(y − x)λ

dy < ∞.

Infatti:

• Abbiamo assunto la (3.5), dunque:

∫︂ ∞

x+1

|f(y)|p
(y − x)λ

dy =
∫︂ ∞

x+1

|f(y)|p
yλ

(︄
y

y − x

)︄λ

dy ≤

≤ K
∫︂ ∞

x+1

|f(y)|p
yλ

dy ≤ K
∫︂ ∞

0

|f(y)|p
yλ

dy < ∞, ∃K > 0;

• G(x) < ∞, dunque
∫︂ x+1

x

|f(x) − f(y)|p
|x − y|1+λ

dy < ∞, e per tale x vale ancora

|f(y)|p ≤ 2p−1|f(x) − f(y)|p + |f(x)|p ∀y ∈ (x, x + 1), quindi:
∫︂ x+1

x

|f(y)|p
(y − x)λ

dy ≤ 2p−1
(︄∫︂ x+1

x

|f(y) − f(x)|p
(y − x)1+λ

dy +
∫︂ x+1

x

|f(x)|p
(y − x)λ

dy

)︄
=

= 2p−1
(︄∫︂ x+1

x

|f(y) − f(x)|p
(y − x)1+λ

dy + |f(x)|p
∫︂ x+1

x

1
(y − x)λ

dy

)︄
< ∞,

dove abbiamo usato che λ < 1 e che in (x, x + 1) vale:

|f(x) − f(y)|p
(y − x)λ

= |f(x) − f(y)|p
(y − x)1+λ

(y − x) ≤ |f(x) − f(y)|p
(y − x)1+λ

.
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Dunque è possibile applicare il Lemma 7 per ottenere, tramite un cambio di variabile,
∫︂ ∞

x

|f(y)|p
(y − x)λ

dy < Cp,λM ∀x t.c. G(x) < ∞. (3.7)

Sia ora ϵ > 0 e poniamo fϵ(x) = 1
ϵ

∫︁ x+ϵ
x f(y)dy ∀x > 0.

Così dalla (3.7) e dalla disuguaglianza di Hölder:

|fϵ(x)|p ≤ ϵ−p
(︃∫︂ x+ϵ

x
|f(y)|dy

)︃p

≤ ϵλ−p

⎛⎝∫︂ x+ϵ

x

|f(y)|
(y − x)

λ
p

dy

⎞⎠p

≤

≤ ϵλ−p
∫︂ x+ϵ

x

|f(x)|p
(y − x)λ

dy
(︃∫︂ x+ϵ

x
dy
)︃p−1

=

= ϵλ−1
∫︂ x+ϵ

x

|f(y)|p
(y − x)λ

dy ≤ Cp,λϵλ−1M.

(3.8)

E analogamente:

|f(x) − fϵ(x)|p ≤ ϵ−p
(︃∫︂ x+ϵ

x
|f(x) − f(y)|dy

)︃p

≤

≤ ϵ1+λ−p

⎛⎝∫︂ x+ϵ

x

|f(x) − f(y)|
(y − x)

1+λ
p

dy

⎞⎠p

≤

≤ ϵ1+λ−p
∫︂ x+ϵ

x

|f(y) − f(x)|p
(y − x)1+λ

dy
(︃∫︂ x+ϵ

x
dy
)︃p−1

≤ ϵλG(x).

(3.9)

Quindi, scelto ϵ = M
G(x) otteniamo:

|f(x)| ≤ |fϵ(x)| + |f(x) − fϵ(x)| ≤ (Cp,λϵλ−1M)
1
p + (ϵλG(x))

1
p =

= Cp,λM
λ
p G(x)

1−λ
p + M

λ
p G(x)

1−λ
p =

= Cp,λM
λ
p G(x)

1−λ
p .

Osservazione 21. I risultati visti fino ad ora sono estendibili a funzioni f : R → R;
è sufficiente "spezzare" gli integrali lungo le semirette dei valori negativi e positivi e
lavorare separatamente su queste.

3.2 Ruolo della disuguaglianza negli spazi di
Sobolev frazionari

É ora possibile reinterpretare i risultati della sezione precedente all’interno degli
spazi di Sobolev di ordine frazionario, introdotti nel secondo capitolo. Mostriamo
per prima cosa che per f ∈ W s,p(R), 0 < s < 1, sp < 1, valgono le ipotesi del
Lemma 7 e del Lemma 8 una volta scelto λ = sp.
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Lemma 9. Siano 0 < s < 1, 1 ≤ p < ∞ tali che sp < 1. Si ha allora:
∫︂
R

|f(x)|p
|x|sp

dx ≤ Cs,p|f |pW s,p ∀f ∈ W s,p(R).

Dimostrazione. Sia f ∈ W s,p(R). Dal momento che |f |W s,p < ∞ vale:
∫︂
R

|f(x) − f(z)|p
|x − z|1+sp

dx < ∞ per quasi ogni z ∈ R. (3.10)

Sia A ⊆ R l’insieme degli z ∈ R per cui vale la (3.10). Poichè R\A ha misura nulla,
A è denso in R.
Fissato z ∈ A, similmente a quanto fatto nel Lemma 8, si ha che:

∫︂
R

|f(x)|p
|x − z|sp

dx =
∫︂ z

−∞

|f(x)|p
|x − z|sp

dx +
∫︂ +∞

z

|f(x)|p
|x − z|sp

dx < ∞.

Infatti:

• Poichè f ∈ Lp(R):
∫︂ ∞

z+1

|f(x)|p
|x − z|sp

dx ≤
∫︂ ∞

z+1
|f(x)|p ≤ ∥f∥p

Lp < ∞;

• Sfruttando la concavità della funzione t ↦→ tp:∫︂ z+1

z

|f(x)|p
|x − z|sp

dx ≤ 2p−1
∫︂ z+1

z

|f(x) − f(z)|p
|x − z|sp

dx + 2p−1
∫︂ z+1

z

|f(z)|p
|x − z|sp

dx ≤

≤ 2p−1
∫︂ z+1

z

|f(x) − f(z)|p
|x − z|1+sp

dx + 2p−1|f(z)|p
∫︂ z+1

z

1
|x − z|sp

dx < ∞,

e analogamente per
∫︂ z

−∞

|f(x)|p
|x − z|sp

dx. Dunque, grazie all’Osservazione 21 e al Lemma
7 otteniamo che: ∫︂

R

|f(x)|p
|x − z|sp

dx ≤ Cs,p|f |pW s,p ∀z ∈ A. (3.11)

Consideriamo ora una successione (zn)n∈N di elementi di A tale che zn → 0, n → ∞.
Per ognuno degli zn vale la (3.11), quindi applicando il Lemma di Fatou:

∫︂
R

|f(x)|p
|x|sp

dx ≤ lim inf
n→∞

∫︂
R

|f(x)|p
|x − zn|sp

dx ≤ Cs,p|f |pW s,p .

A questo punto, grazie ai Lemmi 8 e 9 e all’Osservazione 21 possiamo mostrare
come lo spazio di Sobolev frazionario W s,p(R), 0 < s < 1, sp < 1 si immerga con
continuità in Lq(R), q = p/(1 − sp). Nello specifico si ha :
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Teorema 10. Siano 0 < s < 1, 1 ≤ p < ∞ tali che sp < 1, e poniamo
q = p/(1 − sp), q ∈ (p, ∞). Allora W s,p(R) ⊂ Lq(R) e l’inclusione è continua. In
particolare vale:

∥f∥Lq ≤ Cs,p|f |W s,p , ∀f ∈ W s,p(R).

Dimostrazione. Per ogni f ∈ W s,p(R) vale |f |W s,p < ∞. Dal Lemma 9 allora:
∫︂
R

|f(x)|p
|x|sp

dx ≤ Cs,p|f |pW s,p < ∞.

Ricordando l’Osservazione 21 è quindi possibile applicare il Lemma 8, ottenendo:

∫︂
R

|f(x)|qdx ≤ Cs,p

(︄∫︂
R

∫︂
R

|f(x) − f(y)|p
|x − y|1+sp

dxdy

)︄ q
p

.
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