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1 INTRODUZIONE

Abstract

L’obiettivo della tesi in questione è di studiare e, in date condizioni, risolvere l’elettrodinamica dell’as-

sione, particella ipotetica prevista dalla teoria di Peccei-Quinn come soluzione del problema strong-CP

e candidato per la materia oscura. Per prima cosa saranno calcolate le equazioni del moto del cam-

po elettromagnetico in presenza di questa nuova particella. Saranno, poi, discusse delle proposte di

rilevazione sperimentale dell’assione tramite cavità di risonanza di varie geometrie nelle condizioni

”haloscope”. Date queste condizioni e sotto approssimazioni ben motivate, si troveranno le soluzioni

del campo elettromagnetico prima in una geometria cilindrica e successivamente in una geometria

toroidale, sia numericamente che usando una soluzione approssimata. Tali soluzioni saranno usate per

confrontare tra loro le due geometrie e studiarle nelle condizioni particolari degli esperimenti proposti

(ADMX, CULTASK e ACTION).

1 Introduzione

L’assione nasce dalla proposta di Peccei e Quinn [1] per risolvere il problema della CP forte. Infatti

secondo la cromodinamica quantistica si potrebbe avere una violazione della simmetria CP, cioè la

simmetria data da una trasformazione di coniugazione della carica e una di parità. Tuttavia dagli

esperimenti non risulta nessun rottura di tale simmetria dovuta solo all’interazione forte. Secondo i

calcoli del modello standard, infatti, si dovrebbe trovare un momento di dipolo elettrico del neutrone

non nullo, dipendente dal parametro che determina la rottura della simmetria CP. Tuttavia tale

momento di dipolo elettrico non è ancora stato osservato sperimentalmente [2]. La principale proposta

per risolvere questo problema è data dalla teoria di Peccei-Quinn pubblicata nel 1977. Tale teoria

risolve il problema della rottura della simmetria CP introducendo nel modello standard delle particelle

un nuovo campo scalare la cui particella associata è l’assione. La teoria di Peccei-Quinn prevede un

termine di accoppiamento tra il campo scalare dell’assione e il campo elettromagnetico. Da tale

accoppiamento si può, allora, ricavare una correzione delle equazioni di Maxwell che includa l’effetto

dell’assione. Tale accoppiamento dovrebbe essere molto piccolo, rendendo l’assione una particella

difficile da scoprire. L’assione è anche un buon candidato per la materia oscura che renderebbe conto

della gran parte della materia nell’universo. Si tratta, quindi, di una particella di grande interesse

sperimentale. L’apparato sperimentale più comune per la rilevazione degli assioni è stato proposto da

Pierre Sikivie nel 1983 [3]. Un campo elettromagnetico intenso stimola, tramite effetto Primakoff, la

conversione dell’assione in una coppia di fotoni. Ci sarà, quindi, un campo elettromagnetico risultante

rilevabile. Per rilevare tale campo ci si può porre all’interno di una cavità di risonanza. La teoria non

fissa il valore della massa dell’assione, l’esperimento ideale dovrebbe, quindi, essere regolabile in modo

da poter indagare grandi intervalli di massa. La sorgente che viene considerata è di assioni cosmici

(nell’ipotesi che formino parte della materia oscura) che, essendo non relativistici, comporteranno

una perturbazione al campo elettromagnetico di pulsazione pari alla loro massa. Nella cavità, se le

dimensioni sono corrette rispetto alla massa dell’assione, il campo perturbato entrerà in risonanza

restituendo un segnale rilevabile. Sondando un vasto range di frequenze ci si aspetta, dunque, di

trovare un picco di segnale in corrispondenza della massa dell’assione. Viene naturale chiedersi quali

geometrie di cavità forniscano un segnale più intenso. I principali esperimenti che saranno considerati

in questa tesi sono ADMX [4] e CULTASK [5] (per quanto riguarda cavità cilindriche) e ACTION [6]
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2 EQUAZIONI DEL MOTO

(cavità toroidale).

2 Equazioni del moto

Dato il termine di interazione tra campo elettromagnetico e campo dell’assione proporzionale a

𝑎𝐹𝜇𝜈𝐹𝜇𝜈, la lagrangiana che descrive campo elettromagnetico e campo assionico è [7]:

L = − 1

4𝜇0
𝐹𝜇𝜈𝐹𝜇𝜈 +

𝑔𝑎𝛾𝛾

4𝜇0
𝑎𝐹𝜇𝜈𝐹𝜇𝜈 − 𝐴𝜇𝐽

𝜇
𝑒 + L𝑈 , (1)

dove 𝐹𝜇𝜈 è il tensore elettromagnetico, 𝐹𝜇𝜈 è il tensore duale del campo elettromagnetico, 𝑎 il campo

assionico, 𝐴𝜇 il quadripotenziale elettromagnetico e 𝐽
𝜇
𝑒 la quadricorrente. L𝑈 è la lagrangiana del

campo assionico libero:

L𝑈 =
1

2
(𝜕𝜇𝑎) (𝜕𝜇𝑎) −

1

2
𝑚2

𝑎𝑎
2. (2)

Eseguendo la variazione rispetto alle componenti del quadripotenziale elettromagnetico e al campo

scalare assionico, otterremo cinque equazioni (correzione dell’equazione di Kein-Gordon per il campo

assionico e correzione delle equazioni di Maxwell). Possiamo scrivere l’azione della lagrangiana come:

𝑆 = 𝑆0 + 𝑆𝑎 + 𝑆𝑈 , (3)

dove 𝑆0 è l’azione del solo campo elettromagnetico, 𝑆𝑎 è l’azione d’interazione e 𝑆𝑈 è l’azione del

campo assionico libero. Variando le varie componenti rispetto a 𝐴𝜇 e 𝑎:

𝛿𝑆0 =

∫ (
1

𝜇0
𝜕𝜇𝐹

𝜇𝜈 − 𝐽𝜈𝑒

)
𝛿𝐴𝜈 𝑑4𝑥 (4)

𝛿𝑆𝑎 [𝑎] =
∫ (

𝑔𝑎𝛾𝛾

4𝜇0
𝐹𝜇𝜈𝐹𝜇𝜈

)
𝛿𝑎 𝑑4𝑥 (5)

𝛿𝑆𝑎 [𝐴𝜈] =
𝑔𝑎𝛾𝛾

4𝜇0

∫
𝑎

(
𝛿𝐹𝜇𝜈𝐹𝜇𝜈 + 𝐹𝜇𝜈𝛿𝐹𝜇𝜈

)
𝑑4𝑥 = (6)

=
𝑔𝑎𝛾𝛾

4𝜇0

∫
𝑎[(𝜕𝜇𝛿𝐴𝜈 − 𝜕𝜈𝛿𝐴𝜇)𝐹𝜇𝜈 + 𝜀𝜇𝜈𝜌𝜎𝐹

𝜇𝜈 (𝜕𝜌𝛿𝐴𝜎 − 𝜕𝜎𝛿𝐴𝜌)] 𝑑4𝑥 = (7)

= −
𝑔𝑎𝛾𝛾

𝜇0

∫
𝜕𝜇 (𝑎𝐹𝜇𝜈)𝛿𝐴𝜈 𝑑4𝑥 (8)

𝛿𝑆𝑈 =

∫
[𝜕𝜇𝑎 𝜕𝜇𝛿𝑎 − 𝑚2

𝑎𝑎𝛿𝑎] 𝑑4𝑥 =

∫
[−□𝑎 − 𝑚2

𝑎𝑎]𝛿𝑎 𝑑4𝑥, (9)

dove tra parentesi quadre è stato specificato rispetto a quale campo si esegue la variazione. Le equazioni

del moto sono allora (includendo l’identità di Bianchi necessaria per costruire la lagrangiana rispetto

al quadripotenziale elettromagnetico):

1

𝜇0
𝜕𝜇 (𝐹𝜇𝜈 − 𝑔𝑎𝛾𝛾𝑎𝐹

𝜇𝜈) − 𝐽𝜈𝑒 = 0 (10)

𝜕𝜇𝐹
𝜇𝜈 = 0 (11)

(□ + 𝑚2
𝑎)𝑎 −

𝑔𝑎𝛾𝛾

4𝜇0
𝐹𝜇𝜈𝐹𝜇𝜈 = 0. (12)
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3 IDEA DI RIVELAZIONE

Altrimenti in funzione di campo elettrico e magnetico:

∇ · (𝑬 − 𝑐𝑔𝑎𝛾𝛾𝑎𝑩) =
𝜌

𝜀0
∇ · 𝑩 = 0 (13)

∇ × 𝑬 = −𝜕𝑩

𝜕𝑡
∇ × (𝑐𝑩 + 𝑔𝑎𝛾𝛾𝑎𝑬) = 𝑐𝜇0 𝒋 +

1

𝑐

𝜕

𝜕𝑡
(𝑬 − 𝑐𝑔𝑎𝛾𝛾𝑎𝑩) (14)

(□ + 𝑚2
𝑎)𝑎 +

𝑔𝑎𝛾𝛾

𝑐𝜇0
𝑬 · 𝑩 = 0. (15)

3 Idea di Rivelazione

Molti esperimenti ideati per la rivelazione dell’assione, tra cui quelli considerati in seguito, si basano

proprio sulle equazioni di Maxwell modificate (equazioni 13 e 14). Si cerca, infatti, la presenza di

perturbazioni al campo elettromagnetico previste da tali equazioni. Per capire cosa ci aspettiamo,

tuttavia, dobbiamo trovare le soluzioni per il campo elettrico e magnetico. Per semplificare tale

calcolo si assumono certe condizioni chiamate haloscope conditions:

• corrente e densità elettrica nulla: 𝐽
𝜇
𝑒 = 0;

• campo elettrico esterno nullo: 𝑬𝑒𝑥𝑡 = 0;

• campo magnetico esterno irrotazionale e costante nel tempo: ∇ × 𝑩𝑒𝑥𝑡 = 0, 𝜕𝑩𝑒𝑥𝑡

𝜕𝑡
= 0.

In tal caso le equazioni di Maxwell saranno:

∇ · (𝑬 − 𝑐𝑔𝑎𝛾𝛾𝑎𝑩) = 0 ∇ · 𝑩 = 0 (16)

∇ × 𝑬 = −𝜕𝑩

𝜕𝑡
∇ × (𝑐𝑩 + 𝑔𝑎𝛾𝛾𝑎𝑬) =

1

𝑐

𝜕

𝜕𝑡
(𝑬 − 𝑐𝑔𝑎𝛾𝛾𝑎𝑩). (17)

Del fattore 𝑔𝑎𝛾𝛾 non si conosce teoricamente il valore, tuttavia si sa che dev’essere molto piccolo

(altrimenti sarebbero già state rilevate anomalie nel campo elettromagnetico). Essendo questo il fattore

caratteristico dell’interazione di campo elettromagnetico e assione, possiamo considerare l’effetto come

una perturbazione del campo esterno. In particolare per trovare le soluzioni (approssimate) delle

equazioni di Maxwell, possiamo espandere i campi elettrico e magnetico in serie di potenze di 𝑔𝑎𝛾𝛾:

𝑬 =
∑︁
𝑛

(𝑔𝑎𝛾𝛾)𝑛𝑬𝑛 (18)

𝑩 =
∑︁
𝑛

(𝑔𝑎𝛾𝛾)𝑛𝑩𝑛, (19)

dove, date le condizioni in 3, 𝑬0 = 0 e 𝑩0 = 𝑩𝑒𝑥𝑡 . Definiamo la perturbazione di campo elettrico e

magnetico come:

𝑬𝑎 = 𝑔𝑎𝛾𝛾𝑬1 𝑩𝑎 = 𝑔𝑎𝛾𝛾𝑩1. (20)

Possiamo allora calcolare le equazioni di Maxwell all’ordine uno in 𝑔𝑎𝛾𝛾:

∇ · 𝑩0 = 0 (21)

∇ × 𝑩0 = 0 (22)
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3 IDEA DI RIVELAZIONE

per il campo 𝑩0 e

∇ · 𝑬𝑎 = 0 ∇ · 𝑩𝑎 = 0 (23)

∇ × 𝑬𝑎 = −𝜕𝑩𝑎

𝜕𝑡
∇ × 𝑩𝑎 =

1

𝑐2
𝜕

𝜕𝑡
(𝑬𝑎 − 𝑐𝑔𝑎𝛾𝛾𝑎𝑩0) (24)

per i campi perturbati.

Per quanto riguarda la correzione dell’equazione di Klein-Gordon per il campo assionico, si trova che

contiene correzioni solo al secondo ordine in 𝑔𝑎𝛾𝛾. Il campo assionico si può, quindi, considerare

imperturbato.

Chiaramente la perturbazione del campo elettromagnetico è molto piccola, quindi l’idea di rilevazione

per assioni molto leggeri (𝑚𝑎 ≲ 1 𝜇eV) è quella di creare un campo magnetico costante all’interno di

una cavità di risonanza, che stimola la conversione di assioni in fotoni. Allora la perturbazione cos̀ı

causata sui campi verrà amplificata e potrà essere rilevata. Per masse di tale ordine di grandezza,

possiamo calcolare la lunghezza d’onda di De Broglie sapendo che da considerazioni astronomiche la

velocità degli assioni doverebbe essere dell’ordine di 220 km/s [8]. Allora il momento degli assione

sarebbe dell’ordine di:

𝑝 =
𝑚𝑎𝓋√︁

1 − 𝓋2/𝑐2
≈ 7.39 · 10−10 eV/c =⇒ 𝜆𝐷 =

ℎ

𝑝
≈ 270 m. (25)

Costruendo, allora, cavità di dimensione molto minore si può considerare il campo assionico all’interno

omogeneo nello spazio. Allora tale campo sarà del tipo:

𝑎 = 𝑎0𝑒
−𝑖𝜔𝑎𝑡 . (26)

Utilizzando la relazione del calcolo differenziale ∇ × (∇ × 𝑬) = ∇(∇ · 𝑬) − ∇2𝑬, si possono calcolare le

equazioni d’onda relative alle equazioni 24 (sfruttando l’irrotazionalità di 𝑩0)

∇2𝑬𝑎 =
1

𝑐2
𝜕2

𝜕𝑡2
(𝑬𝑎 − 𝑐𝑔𝑎𝛾𝛾𝑎𝑩0)

∇2𝑩𝑎 =
1

𝑐2
𝜕2

𝜕𝑡2
𝑩𝑎 .

(27)

Dalla seconda equazione si desume la dipendenza esponenziale dal tempo del campo magnetico 𝑩𝑎 e

quindi anche di 𝑬𝑎, mentre dalla prima, considerando la dipendenza temporale di 𝑎, si vede come i

due campi debbano avere la stessa dipendenza di 𝑎:

𝑬𝑎 (𝒓, 𝑡) = 𝑬𝑎 (𝒓)𝑒−𝑖𝜔𝑎𝑡 (28)

𝑩𝑎 (𝒓, 𝑡) = 𝑩𝑎 (𝒓)𝑒−𝑖𝜔𝑎𝑡 . (29)

Consideriamo ora due forme di cavità per cui risolvere le equazioni: cavità cilindrica e toroidale.
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4 CAVITÀ CILINDRICA

4 Cavità Cilindrica

Consideriamo una cavità cilindrica su cui sia applicata una eccitazione sinusoidale, dovuta nel nostro

caso alla conversione di assioni in fotoni, con pulsazione 𝜔 del campo elettrico (figura 1):

𝑬 = 𝐸0𝑒
𝑖𝜔𝑡 𝑧̂. (30)

Figura 1: Immagine che mostra la cavità in questione e la direzione di campo elettrico e magnetico considerati
con le curve e la superficie usati nei calcoli [9].

Tale campo, tuttavia, crea un campo magnetico che può essere valutato grazie all’equazione di Ampère-

Maxwell (nel vuoto)
∮

𝑩1 · 𝑑𝒔 = 1
𝑐2

𝑑
𝑑𝑡

∫
𝑬 · 𝑑𝑺. Per ragioni di simmetria il campo avrà la direzione 𝜙

e calcolando l’integrale lungo la curva Γ1 (figura 1):

𝐵1(𝑟)2𝜋𝑟 =
1

𝑐2
𝜋𝑟2𝑖𝜔𝐸0𝑒

𝑖𝜔𝑡 =⇒ 𝐵1(𝑟) =
𝑖𝜔𝑟

2𝑐2
𝐸0𝑒

𝑖𝜔𝑡 . (31)

Questo campo crea a sua volta una correzione al campo elettrico che valutiamo usando l’equazione di

Faraday
∮
𝑬2 · 𝑑𝒔 = − 𝑑

𝑑𝑡

∫
𝑩1 · 𝑑𝑺 lungo la curva Γ2 (figura 1):

−𝐸2(𝑟)ℎ = − 𝑑

𝑑𝑡

(
𝑖𝜔

2𝑐2
𝐸0𝑒

𝑖𝜔𝑡ℎ

∫
𝑟 ′𝑑𝑟 ′

)
=⇒ 𝐸2(𝑟) = −𝜔

2𝑟2

4𝑐2
𝐸0𝑒

𝑖𝜔𝑡 . (32)

6



4 CAVITÀ CILINDRICA

Procedendo analogamente si trova:

𝐵2(𝑟) = − 𝑖𝜔
3𝑟3

16𝑐4
𝐸0𝑒

𝑖𝜔𝑡 𝐸3(𝑟) =
𝜔4𝑟4

64𝑐4
𝐸0𝑒

𝑖𝜔𝑡 . (33)

Iterando il procedimento si ottiene:

𝐸 (𝑟) = 𝐸0𝑒
𝑖𝜔𝑡

[
1 − 1

(1!)2
(𝜔𝑟
2𝑐

)2
+ 1

(2!)2
(𝜔𝑟
2𝑐

)4
− 1

(3!)2
(𝜔𝑟
2𝑐

)6
+ ...

]
(34)

𝐵(𝑟) = 𝑖

𝑐

[
𝜔𝑟

2𝑐
− 1

2

(𝜔𝑟
2𝑐

)3
+ 1

12

(𝜔𝑟
2𝑐

)5
+ ...

]
𝐸0𝑒

𝑖𝜔𝑡 . (35)

Si possono, quindi, definire le funzioni di Bessel:

𝐽0(𝑥) =
∞∑︁
𝑛=0

(−1)𝑛
(𝑛!)2

( 𝑥
2

)2𝑛
(36)

𝐽1(𝑥) =
∞∑︁
𝑛=0

(−1)𝑛
𝑛!(𝑛 + 1)!

( 𝑥
2

)2𝑛+1
. (37)

I campi elettrico e magnetico all’interno saranno in generale:

𝐸 (𝑟) = 𝐸0𝑒
𝑖𝜔𝑡𝐽0

(𝜔𝑟
𝑐

)
(38)

𝐵(𝑟) = 𝑖

𝑐
𝐸0𝑒

𝑖𝜔𝑡𝐽1

(𝜔𝑟
𝑐

)
. (39)

Ora se 𝜔 è tale che 𝜔𝑟
𝑐

è uno zero di 𝐽0, si crea una condizione di risonanza che aiuta la rilevazione di

un campo di questo tipo. In tal caso 𝜔 = 𝜔𝑎 si dice frequenza di risonanza.

Ritornando alle equazioni 27, nella cavità la soluzione dell’equazione omogenea associata sarà:

𝑬𝑜𝑚 = 𝐶𝑒−𝑖𝜔𝑎𝑡𝐽0

(𝜔𝑎𝑟

𝑐

)
𝑧̂ (40)

𝑩𝑜𝑚 = −𝐶 𝑖

𝑐
𝑒−𝑖𝜔𝑎𝑡𝐽1

(𝜔𝑎𝑟

𝑐

)
𝜙, (41)

dove 𝐶 è una costante arbitraria. Mentre una chiara soluzione particolare, per il campo elettrico, è

𝑬𝑝 = 𝑐𝑔𝑎𝛾𝛾𝑎0𝑩0𝑒
−𝑖𝜔𝑎𝑡 𝑧̂. Allora la soluzione generale è:

𝑬𝑎 =

[
𝑐𝑔𝑎𝛾𝛾𝑎0𝐵0 + 𝐶𝐽0

(𝜔𝑎𝑟

𝑐

)]
𝑒−𝑖𝜔𝑎𝑡 𝑧̂ (42)

𝑩𝑎 = −𝐶 𝑖

𝑐
𝑒−𝑖𝜔𝑎𝑡𝐽1

(𝜔𝑎𝑟

𝑐

)
𝜙. (43)

Imponendo, ora, le condizioni al contorno opportune per avere la risonanza (componente tangente alla

superficie della cavità del campo elettrico nulla) si ottiene la soluzione:

𝑬𝑎 = 𝑐𝑔𝑎𝛾𝛾𝑎0𝐵0𝑒
−𝑖𝜔𝑎𝑡

[
1 − 𝐽0

(𝜔𝑎𝑟

𝑐

)
/𝐽0

(𝜔𝑎𝑟0

𝑐

)]
𝑧̂ (44)

𝑩𝑎 = 𝑖𝑔𝑎𝛾𝛾𝑎0𝐵0𝑒
−𝑖𝜔𝑎𝑡𝐽1

(𝜔𝑎𝑟

𝑐

)
/𝐽0

(𝜔𝑎𝑟0

𝑐

)
𝜙, (45)

dove 𝑟0 è il raggio della cavità.
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5 CAVITÀ TOROIDALE

5 Cavità Toroidale

Figura 2: Rappresentazione grafica delle coordinate toroidali [10].

Consideriamo ora una cavità di forma toroidale caratterizzata da un raggio maggiore 𝑅 e quello minore

𝑟0. Utilizziamo le coordinate toroidali (𝑟, 𝜗, 𝜑) definite come (figura 2):


𝑥 = (𝑅 + 𝑟 cos 𝜗) cos 𝜑,

𝑦 = (𝑅 + 𝑟 cos 𝜗) sin 𝜑,

𝑧 = 𝑟 sin 𝜗.

0 < 𝑟 ⩽ 𝑟0, 0 ⩽ 𝜃, 𝜙 ⩽ 2𝜋 (46)

Ora applichiamo un campo magnetico esterno nella direzione 𝜑 (con un solenoide toroidale) della

forma:

𝑩𝑒𝑥𝑡 =
𝐵0

𝑅 + 𝑟 cos 𝜗
𝜑, (47)

campo che mantiene le condizioni 𝜕𝑩𝑒𝑥𝑡

𝜕𝑡
= 0 e ∇ × 𝑩𝑒𝑥𝑡 = 0. Vogliamo, ora, calcolare la soluzione

generale dell’equazione omogenea associata. Innanzitutto tale soluzione sarà indipendente da 𝜑 per

simmetria del problema. Consideriamo, inoltre, il laplaciano in coordinate toroidali (appendice A):

∇2 𝑓 =
𝜕2 𝑓

𝜕𝑟2
+ 1

(𝑅 + 𝑟 cos 𝜗)2
𝜕2 𝑓

𝜕𝜑2
+ 1

𝑟2
𝜕2 𝑓

𝜕𝜗2
+ cos 𝜗

𝑅 + 𝑟 cos 𝜗

𝜕 𝑓

𝜕𝑟
− sin 𝜗

𝑟 (𝑅 + 𝑟 cos 𝜗)
𝜕 𝑓

𝜕𝜗
+ 1

𝑟

𝜕 𝑓

𝜕𝑟
. (48)

Considerando il campo elettrico nella direzione 𝜑 e quello magnetico lungo 𝜗, le equazioni differenziali

che li governano sono:[
𝜕2

𝜕𝑟2
+ 1

𝑟2
𝜕2

𝜕𝜗2
+
(
1

𝑟
+ cos 𝜗

𝑅 + 𝑟 cos 𝜗

)
𝜕

𝜕𝑟
− sin 𝜗

𝑟 (𝑅 + 𝑟 cos 𝜗)
𝜕

𝜕𝜗
+ 𝑘2

]
𝑓 (𝑟, 𝜗) = 0 (49)

per il campo elettrico e[
𝜕2

𝜕𝑟2
+ 1

𝑟2
𝜕2

𝜕𝜗2
+
(
1

𝑟
+ cos 𝜗

𝑅 + 𝑟 cos 𝜗

)
𝜕

𝜕𝑟
− sin 𝜗

𝑟 (𝑅 + 𝑟 cos 𝜗)
𝜕

𝜕𝜗
+
(
𝑘2 − 1

𝑟2

)]
𝑓 (𝑟, 𝜗) = 0 (50)

per il campo magnetico, dove la dipendenza temporale è sempre 𝑒−𝑖𝜔𝑎𝑡 e si è definito 𝑘 =
𝜔𝑎

𝑐
.
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5 CAVITÀ TOROIDALE

Per raggi maggiori molti più grandi di quelli minori (𝑅 >> 𝑟0), si può effettuare un’approssimazione

della soluzione in analogia con la cavità cilindrica. Infatti in una tale situazione localmente la cavità

toroidale si può vedere come una cavità cilindrica il cui asse 𝑧̂ corrisponde a 𝜑 nel toroide, mentre al

posto del campo magnetico 𝐵0 c’è 𝐵0

𝑅+𝑟 cos 𝜗 . La soluzione approssimata sarà allora:

𝑬𝑎 = 𝑐𝑔𝑎𝛾𝛾𝑎0

(
𝐵0

𝑅 + 𝑟 cos 𝜗

)
𝑒−𝑖𝜔𝑎𝑡

[
1 − 𝐽0

(𝜔𝑎𝑟

𝑐

)
/𝐽0

(𝜔𝑎𝑟0

𝑐

)]
𝜑

𝑩𝑎 = 𝑖𝑔𝑎𝛾𝛾𝑎0

(
𝐵0

𝑅 + 𝑟 cos 𝜗

)
𝑒−𝑖𝜔𝑎𝑡𝐽1

(𝜔𝑎𝑟

𝑐

)
/𝐽0

(𝜔𝑎𝑟0

𝑐

)
𝜗.

(51)

In particolare, le soluzioni approssimate delle equazioni omogenee associate avranno una dipendenza

del tipo:

𝑓 (𝑟, 𝜃) = 𝐶

𝑅 + 𝑟 cos 𝜃
𝐽0

(𝜔𝑎𝑟

𝑐

)
(52)

per il campo elettrico e

𝑓 (𝑟, 𝜃) = − 𝑖

𝑐

𝐶

𝑅 + 𝑟 cos 𝜃
𝐽1

(𝜔𝑎𝑟

𝑐

)
(53)

per il campo magnetico, con C costante arbitraria.

Vogliamo, adesso, verificare le condizioni di validità di tale approssimazione risolvendo numericamente

le equazioni differenziali alle derivate parziali 49 e 50 per diversi valori dei raggi del toroide. La

soluzione numerica è stata ricavata con l’ausilio del software Wolfram Mathematica [11], nel quale è

stata usata la funzione NDSolve. Le condizioni al contorno imposte per trovare tale soluzione sono:

𝑓 (𝑟0, 𝜃) = 0, 𝑓 (0, 𝜃) = 1 (54)

per il campo elettrico e

𝑓 (𝑟0, 𝜃) = 0, 𝑓 (0, 𝜃) = 0.2715 (55)

per il campo magnetico. Il valore 0.2715 è il valore della funzione 𝐽1(𝑥) calcolata nel terzo zero di

𝐽0(𝑥). I valori di 𝑓 (0, 𝜃) per i due campi sono in realtà arbitrari essendo le equazioni omogenee. Sono

stati scelti quelli di cui sopra per poter confrontare direttamente tali soluzioni con le funzioni di Bessel

della soluzione approssimata.

Nelle figure 3 e 4 sono riportate la funzione approssimata (per l’equazione omogenea associata) e

quella della risoluzione numerica (per campo elettrico e campo magnetico) a confronto per le dimensioni

relative ai due esperimenti large ACTION e small ACTION al CAPP (Center for Axion and Precision

Physics Research) [6]. Inoltre nelle figure 5 e 6 sono riportati i grafici ad angolo costante (in particolare

a 𝜃 = 𝜋 dove le differenze sono maggiori), cos̀ı da poter verificare con maggiore facilità la bontà

dell’approssimazione. Come si può vedere si ottiene un’approssimazione buona per il campo elettrico

e una discreta, anche se le differenze sono chiare, per il campo magnetico.
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5 CAVITÀ TOROIDALE

Figura 3: In arancione è mostrata la soluzione numerica dell’equazione 49, mentre in blu è mostrata l’approssi-
mazione 51 per il campo elettrico. La presente figura si riferisce alle misure dell’esperimento large ACTION, a
destra, e small ACTION, a sinistra [6]. Le misure sono, rispettivamente, 𝑅 = 200 cm, 𝑟0 = 50 cm (con 𝐵 = 5 T)
per large ACTION e 𝑅 = 50 cm, 𝑟0 = 9 cm (con 𝐵 = 12 T) per small ACTION.

Figura 4: In arancione è mostrata la soluzione numerica dell’equazione 50, mentre in blu è mostrata l’approssi-
mazione 51 per il campo magnetico. La presente figura si riferisce alle misure dell’esperimento large ACTION, a
destra, e small ACTION, a sinistra [6]. Le misure sono, rispettivamente, 𝑅 = 200 cm, 𝑟0 = 50 cm (con 𝐵 = 5 T)
per large ACTION e 𝑅 = 50 cm, 𝑟0 = 9 cm (con 𝐵 = 12 T) per small ACTION.

Figura 5: In questa figura è mostrato il grafico della soluzione dell’equazione differenziale 49 in arancione
e l’approssimazione 51 per il campo elettrico per un angolo fissato. È stato scelto come angolo 𝜋 perché è
l’angolo dove la differenza tra soluzione e approssimazione si fa più evidente. Le geometrie delle cavità sono,
rispettivamente, quelle di large ACTION (𝑅 = 200 cm e 𝑟0 = 50 cm) a destra e small ACTION (𝑅 = 50 cm e
𝑟0 = 9 cm) a sinistra.
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6 POTENZA IRRADIATA

Figura 6: In questa figura è mostrato il grafico della soluzione dell’equazione differenziale 50 in arancione e
l’approssimazione 51 per il campo magnetico per un angolo fissato. È stato scelto come angolo 𝜋 perché è
l’angolo dove la differenza tra soluzione e approssimazione si fa più evidente. Le geometrie delle cavità sono,
rispettivamente, quelle di large ACTION (𝑅 = 200 cm e 𝑟0 = 50 cm) a destra e small ACTION (𝑅 = 50 cm e
𝑟0 = 9 cm) a sinistra.

Figura 7: In arancione è mostrata la soluzione numerica dell’equazione 49, mentre in blu è mostrata l’approssi-
mazione 51. In questa immagine si mostra la funzione calcolata per un rapporto 𝑅/𝑟0 = 2.

Dall’immagine 7 si può vedere come già avendo un rapporto 𝑅/𝑟0 di 2, l’approssimazione non regge

più.

6 Potenza Irradiata

Dati un campo elettrico e un campo magnetico, la potenza istantanea prodotta è data da:

𝑃𝐸 =
1

2
𝜀0

∫
|𝑬 (𝒓, 𝑡) |2𝑑𝑉 𝑃𝐵 =

1

2𝜇0

∫
|𝑩(𝒓, 𝑡) |2𝑑𝑉. (56)

Oppure mediando la componente temporale su un periodo, si ottiene la potenza media:

𝑃𝑚,𝐸 =
1

4
𝜀0

∫
|𝑬 (𝒓) |2𝑑𝑉 𝑃𝑚,𝐵 =

1

4𝜇0

∫
|𝑩(𝒓) |2𝑑𝑉. (57)

Si possono, quindi, calcolare integrando le funzioni 45 per la cavità cilindrica e 51 per la cavità

toroidale. Per la cavità cilindrica gli integrali diventano semplicemente:

𝑃𝑚,𝐸 =
𝜋

2
𝜀0𝑧

∫ 𝑟0

0
𝑟 |𝑬 (𝑟) |2𝑑𝑟 𝑃𝑚,𝐵 =

𝜋

2𝜇0
𝑧

∫ 𝑟0

0
𝑟 |𝑩(𝑟) |2𝑑𝑟, (58)
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dove 𝑧 è l’altezza del cilindro. Mentre per la cavità toroidale:

𝑃𝑚,𝐸 =
𝜋

2
𝜀0𝑅

∫ 𝑟0

0

∫ 2𝜋

0
𝑟 |𝑬 (𝑟, 𝜃) |2𝑑𝜃𝑑𝑟 𝑃𝑚,𝐵 =

𝜋

2𝜇0
𝑅

∫ 𝑟0

0

∫ 2𝜋

0
𝑟 |𝑩(𝑟, 𝜃) |2𝑑𝜃𝑑𝑟. (59)

Sapendo che (appendice B):∫
𝑑𝑥

(𝑎 + 𝑏 cos 𝑥)2 = −
(

1

𝑎 − 𝑏
− 1

𝑎 + 𝑏

)
tan 𝑥/2

𝑎 + 𝑏 + (𝑎 − 𝑏) 𝑡𝑎𝑛2𝑥/2+

+
(

1

𝑎 + 𝑏
+ 1

𝑎 − 𝑏

) √︂
1

𝑎2 − 𝑏2
arctan

[√︂
𝑎 − 𝑏

𝑎 + 𝑏
tan 𝑥/2

]
,

(60)

la potenza nella cavita toroidale diventa:

𝑃𝑚,𝐸 =
𝜋2

2
𝜀0𝑅𝑐

2𝑔2𝑎𝛾𝛾𝑎
2
0𝐵

2
0

∫ 𝑟0

0

(
1

𝑅 + 𝑟
+ 1

𝑅 − 𝑟

) √︂
1

𝑅2 − 𝑟2

[
1 − 𝐽0

(𝜔𝑎𝑟

𝑐

)
/𝐽0

(𝜔𝑎𝑟0

𝑐

)]2
𝑑𝑟 (61)

𝑃𝑚,𝐵 =
𝜋2

2𝜇0
𝑅𝑔2𝑎𝛾𝛾𝑎

2
0𝐵

2
0

∫ 𝑟0

0

(
1

𝑅 + 𝑟
+ 1

𝑅 − 𝑟

) √︂
1

𝑅2 − 𝑟2

[
𝐽1

(𝜔𝑎𝑟

𝑐

)
/𝐽0

(𝜔𝑎𝑟0

𝑐

)]2
𝑑𝑟. (62)

Questo calcolo è stato effettuato per cavità semplici, tuttavia gli esperimenti devono indagare intervalli

larghi di massa possibile. A tale scopo nei vari esperimenti sopra citati sono state inserite all’interno

della cavità delle tuning rods, aste di metallo cilindriche, mobili in modo da poter cambiare la frequenza

di risonanza. In tal caso, per effettuare i conti, bisognerebbe considerare le equazioni di Maxwell

corrette per la presenza dell’assione con una costante dielettrica variabile all’interno della cavità e

procedere come fatto nel vuoto a calcolare la potenza irradiata. Si può, tuttavia, vedere l’ordine di

grandezza delle masse considerate dagli esperimenti anche senza considerare la presenza delle tuning

rods. Come si può vedere dalle equazioni 61 e 62, la potenza diverge se:

𝐽0

(𝜔𝑅𝑟0

𝑐

)
= 0, (63)

dove 𝜔𝑅 è, quindi, la frequenza di risonanza. Tale condizione è rispettata se 𝜔𝑅𝑟0
𝑐

è uno zero di 𝐽0.

Consideriamo il modo 𝑇𝑀010, per il quale il campo elettrico è parallelo all’asse della cavità, i campi

non hanno dipendenza angolare e la frequenza di risonanza è calcolata in corrispondenza del primo

zero di 𝐽0:

𝜔𝑅𝑟0

𝑐
= 2.4048. (64)

Per raggi dell’ordine del metro, quindi per esperimenti su scala antropica, si hanno frequenze dell’ordine

di:

𝜔𝑅 ≈ 7 · 108Hz ≈ 0.5 · 10−6eV (65)

Si possono ottenere range buoni di frequenza visto che la massa probabile del Axion Dark Matter è

attorno a 10−5 eV [12].

In tabella 1 sono riportate le dimensioni dei vari esperimenti e i range di massa da essi indagati.
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Cavità Cilindrica

Esperimento Frequenza Massa 𝐵 𝑟 ℎ

(MHz) (𝜇eV) (T) (m) (m)

ADMX (phase I) 800–860 3.34–3.55 8 0.295 3
ADMX (phase II) 400–2000 1.66–8.28

Cultask 2450–2750 10.15–11.39 7.6 0.05 0.18

Cavità Toroidale

Esperimento Frequenza Massa 𝐵 𝑅 𝑟

(MHz) (𝜇eV) (T) (m) (m)

Large ACTION 190–230; 540–660 0.79–0.95; 2.24–2.73 5 2 0.5
Small ACTION 1060–1270; 2980–3640 4.39–5.26; 12.34–15.08 12 0.5 0.09

Tabella 1: Range di frequenza (e massa) indagato da ADMX ([4] e [13]), Cultask [14] e ACTION [6]. Sono
riportati, inoltre, il campo magnetico e le dimensioni dei singoli esperimenti (r raggio, h altezza della cavità
cilindrica, R e r raggio esterno e interno per la cavità toroidale). L’ADMX phase II non è ancora stato realizzato,
il range riportato è quello atteso.

7 Conclusioni

Lo scopo di questa tesi era quello di analizzare l’influenza dell’assione sui campi elettrici e magnetici

sotto forma di conversione di assioni in fotoni. Una volta trovate le equazioni del moto è stato possibile,

tramite un’approssimazione efficace, ottenerne una soluzione. In particolare, si sono considerate le

soluzioni in cavità cilindriche e toroidali, cos̀ı da poter procedere all’analisi del comportamento dei

campi elettrici e magnetici in vari esperimenti attualmente attivi tra cui ADMX [4], CULTASK [5] e

ACTION [6]. Per la cavità cilindrica si è potuto ricavare una soluzione analitica, mentre per la cavità

toroidale sono state confrontate la soluzione numerica, ottenuta con il software Wolfram Mathematica

[11], e quella ottenuta in approssimazione di toroide con raggio maggiore molto più grande di quello

minore, verificando che tale approssimazione regge per le geometrie di ACTION. Infine si è considerata

la potenza emessa all’interno della cavità grazie alla perturbazione dovuta all’assione, considerando

la condizione di risonanza che ne facilita la rilevazione e l’ordine di grandezza delle frequenze che si

possono indagare con tali apparati.

In fisica non è cos̀ı comune trovarsi davanti un argomento che richieda l’apporto di contributi da

ambiti cos̀ı distanti come i calcoli astronomici e le teorie quantistiche di campo. Questo è uno dei

motivi che rendono cos̀ı interessante l’indagine riguardo l’assione. Infatti il Dark Matter Axion, se

rilevato, rappresenterebbe una scoperta di grande rilevanza sia per il modello standard, confermando

la teoria di Peccei-Quinn, sia per l’astronomia, dove offrirebbe la possibilità di studiare più da vicino

la fantomatica materia oscura di cui l’universo sembra essere invaso. Per questo motivo a partire dagli

anni ottanta, con la proposta di Pierre Sikivie [3], è cominciato uno studio approfondito delle possibilità

sperimentali di rivelazione dell’assione, migliorando la tecnologia a disposizione e proponendo anche

nuove possibilità di rivelazione. Dovessero arrivare segnali positivi da questi esperimenti nel futuro, si

aprirebbe la via per nuove indagini e modelli da verificare.
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A LAPLACIANO IN COORDINATE TOROIDALI

A Laplaciano in Coordinate Toroidali

Partendo dalle equazioni 46, si vede come per una generica funzione 𝑢(𝑥, 𝑦, 𝑧):

𝜕𝑢

𝜕𝑟
=

𝜕𝑥

𝜕𝑟

𝜕𝑢

𝜕𝑥
+ 𝜕𝑦

𝜕𝑟

𝜕𝑢

𝜕𝑦
+ 𝜕𝑧

𝜕𝑟

𝜕𝑢

𝜕𝑧
=

= cos 𝜗 cos 𝜑
𝜕𝑢

𝜕𝑥
+ cos 𝜗 sin 𝜑

𝜕𝑢

𝜕𝑦
+ sin 𝜗

𝜕𝑢

𝜕𝑧

𝜕𝑢

𝜕𝜑
= −(𝑅 + 𝑟 cos 𝜗) sin 𝜑

𝜕𝑢

𝜕𝑥
+ (𝑅 + 𝑟 cos 𝜗) cos 𝜑𝜕𝑢

𝜕𝑦

𝜕𝑢

𝜕𝜗
= −𝑟 sin 𝜗 cos 𝜑

𝜕𝑢

𝜕𝑥
− 𝑟 sin 𝜗 sin 𝜑

𝜕𝑢

𝜕𝑦
+ 𝑟 cos 𝜗

𝜕𝑢

𝜕𝑧
.

Allora:
𝜕𝑢

𝜕𝑥
= − 1

(𝑅 + 𝑟 cos 𝜗) sin 𝜑

𝜕𝑢

𝜕𝜑
+ 1

tan 𝜑

𝜕𝑢

𝜕𝑦

e
𝜕𝑢

𝜕𝜗
=

𝑟 sin 𝜗 cos 𝜑

(𝑅 + 𝑟 cos 𝜗) sin 𝜑

𝜕𝑢

𝜕𝜑
− 𝑟 sin 𝜗 cos2 𝜑

sin 𝜑

𝜕𝑢

𝜕𝑦
− 𝑟 sin 𝜗 sin 𝜑

𝜕𝑢

𝜕𝑦
+ 𝑟 cos 𝜗

𝜕𝑢

𝜕𝑧
=

=
𝑟 sin 𝜗 cos 𝜑

(𝑅 + 𝑟 cos 𝜗) sin 𝜑

𝜕𝑢

𝜕𝜑
− 𝑟 sin 𝜗

sin 𝜑

𝜕𝑢

𝜕𝑦
+ 𝑟 cos 𝜗

𝜕𝑢

𝜕𝑧

𝜕𝑢

𝜕𝑧
=

1

𝑟 cos 𝜗

𝜕𝑢

𝜕𝜗
− tan 𝜗

(𝑅 + 𝑟 cos 𝜗) tan 𝜑

𝜕𝑢

𝜕𝜑
+ tan 𝜗

sin 𝜑

𝜕𝑢

𝜕𝑦
.

Mentre
𝜕𝑢

𝜕𝑟
= − cos 𝜗

(𝑅 + 𝑟 cos 𝜗) tan 𝜑

𝜕𝑢

𝜕𝜑
+ cos 𝜗 cos2 𝜑

sin 𝜑

𝜕𝑢

𝜕𝑦
+ cos 𝜗 sin 𝜑

𝜕𝑢

𝜕𝑦
+ tan 𝜗

𝑟

𝜕𝑢

𝜕𝜗
−

− sin 𝜗 tan 𝜗

(𝑅 + 𝑟 cos 𝜗) tan 𝜑

𝜕𝑢

𝜕𝜑
+ sin 𝜗 tan 𝜗

sin 𝜑

𝜕𝑢

𝜕𝑦
=

= − 1

(𝑅 + 𝑟 cos 𝜗) cos 𝜗 tan 𝜑

𝜕𝑢

𝜕𝜑
+ tan 𝜗

𝑟

𝜕𝑢

𝜕𝜗
+ 1

sin 𝜑 cos 𝜗

𝜕𝑢

𝜕𝑦
,

quindi

𝜕𝑢

𝜕𝑦
= sin 𝜑 cos 𝜗

𝜕𝑢

𝜕𝑟
+ cos 𝜑

𝑅 + 𝑟 cos 𝜗

𝜕𝑢

𝜕𝜑
− sin 𝜑 sin 𝜗

𝑟

𝜕𝑢

𝜕𝜗

𝜕𝑢

𝜕𝑥
= − 1

(𝑅 + 𝑟 cos 𝜗) sin 𝜑

𝜕𝑢

𝜕𝜑
+ cos 𝜑 cos 𝜗

𝜕𝑢

𝜕𝑟
+ cos 𝜑/tan 𝜑

𝑅 + 𝑟 cos 𝜗

𝜕𝑢

𝜕𝜑
− cos 𝜑 sin 𝜗

𝑟

𝜕𝑢

𝜕𝜗
=

= cos 𝜑 cos 𝜗
𝜕𝑢

𝜕𝑟
− sin 𝜑

𝑅 + 𝑟 cos 𝜗

𝜕𝑢

𝜕𝜑
− cos 𝜑 sin 𝜗

𝑟

𝜕𝑢

𝜕𝜗

𝜕𝑢

𝜕𝑧
=

1

𝑟 cos 𝜗

𝜕𝑢

𝜕𝜗
−
���������tan 𝜗

(𝑅 + 𝑟 cos 𝜗) tan 𝜑

𝜕𝑢

𝜕𝜑
+ sin 𝜗

𝜕𝑢

𝜕𝑟
+
���������tan 𝜗

(𝑅 + 𝑟 cos 𝜗) tan 𝜑

𝜕𝑢

𝜕𝜑
− tan 𝜗 sin 𝜗

𝑟

𝜕𝑢

𝜕𝜗
=

= sin 𝜗
𝜕𝑢

𝜕𝑟
+ cos 𝜗

𝑟

𝜕𝑢

𝜕𝜗
.

Possiamo, quindi, scrivere l’operatore nabla in notazione vettoriale:

∇ =(cos 𝜑 cos 𝜗𝑢𝑥 + sin 𝜑 cos 𝜗𝑢𝑦 + sin 𝜗𝑢𝑧)
𝜕

𝜕𝑟
+
(
− sin 𝜑

𝑅 + 𝑟 cos 𝜗
𝑢𝑥 +

cos 𝜑

𝑅 + 𝑟 cos 𝜗
𝑢𝑦

)
𝜕

𝜕𝜑
+

+
(
−cos 𝜑 sin 𝜗

𝑟
𝑢𝑥 −

sin 𝜑 sin 𝜗

𝑟
𝑢𝑦 +

cos 𝜗

𝑟
𝑢𝑧

)
𝜕

𝜕𝜗
.
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B INTEGRALE TRIGONOMETRICO

Definiamo, ora, i versori ortonormali 𝑢𝑟 , 𝑢𝜑 e 𝑢𝜗:

𝑢𝑟 = cos 𝜑 cos 𝜗𝑢𝑥 + sin 𝜑 cos 𝜗𝑢𝑦 + sin 𝜗𝑢𝑧

𝑢𝜑 = − sin 𝜑𝑢𝑥 + cos 𝜑𝑢𝑦

𝑢𝜗 = − cos 𝜑 sin 𝜗𝑢𝑥 − sin 𝜑 sin 𝜗𝑢𝑦 + cos 𝜗𝑢𝑧

(66)

(si verifica facilmente che 𝑢𝑖 · 𝑢 𝑗 = 𝛿𝑖
𝑗
), allora

∇ = 𝑢𝑟
𝜕

𝜕𝑟
+

𝑢𝜑

𝑅 + 𝑟 cos 𝜗

𝜕

𝜕𝜑
+ 𝑢𝜗

𝑟

𝜕

𝜕𝜗
.

Infine

∇2 =∇ · ∇ =

(
𝑢𝑟

𝜕

𝜕𝑟
+

𝑢𝜑

𝑅 + 𝑟 cos 𝜗

𝜕

𝜕𝜑
+ 𝑢𝜗

𝑟

𝜕

𝜕𝜗

)
·
(
𝑢𝑟

𝜕

𝜕𝑟
+

𝑢𝜑

𝑅 + 𝑟 cos 𝜗

𝜕

𝜕𝜑
+ 𝑢𝜗

𝑟

𝜕

𝜕𝜗

)
=

=

(
𝜕2

𝜕𝑟2
+ 𝑢𝑟 ·

𝜕𝑢𝑟

𝜕𝑟

𝜕

𝜕𝑟
+ 1

𝑅 + 𝑟 sin 𝜗
𝑢𝑟 ·

𝜕𝑢𝜑

𝜕𝑟

𝜕

𝜕𝜑
+ 1

𝑟
𝑢𝑟 ·

𝜕𝑢𝜗

𝜕𝑟

𝜕

𝜕𝜗

)
+

+
(

𝑢𝜑

𝑅 + 𝑟 cos 𝜗
· 𝜕𝑢𝑟
𝜕𝜑

𝜕

𝜕𝑟
+ 1

(𝑅 + 𝑟 cos 𝜗)2
𝜕2

𝜕𝜑2
+ 1

(𝑅 + 𝑟 cos 𝜗)2 𝑢𝜑 ·
𝜕𝑢𝜑

𝜕𝜑

𝜕

𝜕𝜑
+ 1

𝑟 (𝑅 + 𝑟 cos 𝜗) 𝑢𝜑 · 𝜕𝑢𝜗

𝜕𝜑

𝜕

𝜕𝜗

)
+

+
(
1

𝑟
𝑢𝜗 · 𝜕𝑢𝑟

𝜕𝜗

𝜕

𝜕𝑟
+ 1

𝑟 (𝑅 + 𝑟 cos 𝜗) 𝑢𝜗 ·
𝜕𝑢𝜑

𝜕𝜗
+ 1

𝑟2
𝜕2

𝜕𝜗2

)
.

Inoltre dalle definizioni 66:

𝜕𝑢𝑟

𝜕𝑟
= 0

𝜕𝑢𝜑

𝜕𝑟
= 0

𝜕𝑢𝜗

𝜕𝑟
= 0

𝜕𝑢𝑟

𝜕𝜑
= − sin 𝜑 cos 𝜗𝑢𝑥 + cos 𝜑 cos 𝜗𝑢𝑦 =⇒ 𝑢𝜑 · 𝜕𝑢𝑟

𝜕𝜑
= cos 𝜗

𝜕𝑢𝜑

𝜕𝜑
= − cos 𝜑𝑢𝑥 − sin 𝜑𝑢𝑦 =⇒ 𝑢𝜑 ·

𝜕𝑢𝜑

𝜕𝜑
= 0

𝜕𝑢𝜗

𝜕𝜑
= sin 𝜑 sin 𝜗𝑢𝑥 − cos 𝜑 sin 𝜗𝑢𝑦 =⇒ 𝑢𝜑 · 𝜕𝑢𝜗

𝜕𝜑
= − sin 𝜗

𝜕𝑢𝑟

𝜕𝜗
= − cos 𝜑 sin 𝜗𝑢𝑥 − sin 𝜑 sin 𝜗𝑢𝑦 + cos 𝜗𝑢𝑧 =⇒ 𝑢𝜗 · 𝜕𝑢𝑟

𝜕𝜗
= 1

𝜕𝑢𝜑

𝜕𝜗
= 0

𝜕𝑢𝜗

𝜕𝜗
= −𝑢𝑟 =⇒ 𝑢𝜗 · 𝜕𝑢𝜗

𝜕𝜗
= 0.

Quindi:

∇2 =
𝜕2

𝜕𝑟2
+ 1

(𝑅 + 𝑟 cos 𝜗)2
𝜕2

𝜕𝜑2
+ 1

𝑟2
𝜕2

𝜕𝜗2
+ cos 𝜗

𝑅 + 𝑟 cos 𝜗

𝜕

𝜕𝑟
− sin 𝜗

𝑟 (𝑅 + 𝑟 cos 𝜗)
𝜕

𝜕𝜗
+ 1

𝑟

𝜕

𝜕𝑟
. (67)

B Integrale Trigonometrico

Vogliamo calcolare: ∫
𝑑𝑥

(𝑎 + 𝑏 cos 𝑥)2 .
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Effettuando la sostituzione di Weierstrass:

sin 𝑥 =
2𝑡

1 + 𝑡2
, cos 𝑥 =

1 − 𝑡2

1 + 𝑡2
, 𝑑𝑥 =

2

1 + 𝑡2
𝑑𝑡,

si ottiene ∫
𝑑𝑥

(𝑎 + 𝑏 cos 𝑥)2 = 2

∫
1 + 𝑡2

[𝑎 + 𝑏 + (𝑎 − 𝑏)𝑡2]2 𝑑𝑡.

Imponendo, ora, che

2

∫
1 + 𝑡2

[𝑎 + 𝑏 + (𝑎 − 𝑏)𝑡2]2 𝑑𝑡 = 2𝐴

∫
𝑑𝑡

𝑎 + 𝑏 + (𝑎 − 𝑏)𝑡2 + 𝐵

∫
𝑡

2(𝑎 − 𝑏)𝑡
[𝑎 + 𝑏 + (𝑎 − 𝑏)𝑡2]2 𝑑𝑡

vogliamo trovare i coefficienti 𝐴 e 𝐵.

2𝐴

𝑎 + 𝑏 + (𝑎 − 𝑏)𝑡2 + 2𝐵(𝑎 − 𝑏)𝑡2
[𝑎 + 𝑏 + (𝑎 − 𝑏)𝑡2]2 =

2𝐴(𝑎 + 𝑏) + (2𝐴 + 2𝐵) (𝑎 − 𝑏)𝑡2
[𝑎 + 𝑏 + (𝑎 − 𝑏)𝑡2]2 . (68)

Quindi,

𝐴 =
1

𝑎 + 𝑏
, 𝐵 =

1

𝑎 − 𝑏
− 1

𝑎 + 𝑏
.

Il primo integrale diventa, operando la sostituzione 𝑦 =

√︃
𝑎−𝑏
𝑎+𝑏 𝑡:∫

𝑑𝑡

𝑎 + 𝑏 + (𝑎 − 𝑏)𝑡2 =
1

𝑎 + 𝑏

√︂
𝑎 + 𝑏

𝑎 − 𝑏

∫
𝑑𝑦

1 + 𝑦2
=

1

𝑎 + 𝑏

√︂
𝑎 + 𝑏

𝑎 − 𝑏
arctan 𝑦 =

=
1

𝑎 + 𝑏

√︂
𝑎 + 𝑏

𝑎 − 𝑏
arctan

[√︂
𝑎 − 𝑏

𝑎 + 𝑏
tan 𝑥/2

]
.

Mentre il secondo integrale diventa, integrando per parti:∫
𝑡

2(𝑎 − 𝑏)𝑡
[𝑎 + 𝑏 + (𝑎 − 𝑏)𝑡2]2 𝑑𝑡 = − 𝑡

𝑎 + 𝑏 + (𝑎 − 𝑏)𝑡2 +
∫

𝑑𝑡

𝑎 + 𝑏 + (𝑎 − 𝑏)𝑡2 =

= − tan 𝑥/2
𝑎 + 𝑏 + (𝑎 − 𝑏) tan2 𝑥/2

+ 1

𝑎 + 𝑏

√︂
𝑎 + 𝑏

𝑎 − 𝑏
arctan

[√︂
𝑎 − 𝑏

𝑎 + 𝑏
tan 𝑥/2

]
.

In totale: ∫
𝑑𝑥

(𝑎 + 𝑏 cos 𝑥)2 = −
(

1

𝑎 − 𝑏
− 1

𝑎 + 𝑏

)
tan 𝑥/2

𝑎 + 𝑏 + (𝑎 − 𝑏) 𝑡𝑎𝑛2𝑥/2+

+
(

1

𝑎 + 𝑏
+ 1

𝑎 − 𝑏

) √︂
1

𝑎2 − 𝑏2
arctan

[√︂
𝑎 − 𝑏

𝑎 + 𝑏
tan 𝑥/2

]
.
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