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Sommario

Negli ultimi decenni, l’informatica quantistica ha attirato un interesse crescente sia in ambito
accademico che industriale, promettendo di rivoluzionare settori come la crittografia, la medi-
cina e l’intelligenza artificiale. A differenza dei computer classici, che elaborano informazioni
in bit binari (0 e 1), i quantum computer sfruttano i principi della meccanica quantistica, come
la sovrapposizione e l’entanglement, per eseguire calcoli con una potenza e una velocità poten-
zialmente inarrivabili per le tecnologie attuali. La seguente trattazione, attraverso la revisione
di letteratura scientifica, si propone di esplorare i principi fondamentali di funzionamento di
un quantum computer andando a descrivere le grandi tecnologie e i principi fisici cardine che
hanno permesso la loro realizzazione, mantenendo un punto di osservazione critico per quanto
concerne gli ostacoli e le sfide che queste stesse racchiudono, al fine di fornire una visione
completa di un campo in rapida evoluzione. Attraverso questa analisi, si intende dimostrare
perché l’informatica quantistica rappresenti una delle frontiere più affascinanti e promettenti
della scienza moderna.
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Introduzione

All’inizio del XX secolo, allo scopo di rispondere a domande quali, l’effetto fotoelettrico o
la radiazione del corpo nero, nacque una nuova branca della fisica: la meccanica quantistica.
Tuttavia il concetto di ’�4�X�D�Q�W�X�P �F�R�P�S�X�W�H�U’ risultava essere ancora una visione lontana, per cui
si dovettero aspettare gli anni ’80. In questo periodo vennero pubblicati due degli articoli che
hanno posto le basi per l’idealizzazione, teorica e successivamente pratica, di questi calcolatori:
”Simulating Physics with Computers” di Richard P. Feynman del 1981 e ”Quantum theory, the
Church-Turing principle and the universal quantum computer” di David Deutsch del 1985. Ma,
da dove nasce il bisogno di realizzare un computer quantistico? Questa stessa domanda se la
proponeva già Feynman nel 1981 e per rispondervi propongo un passaggio preso proprio dal
primo dei suddetti articoli [1]:

�´������ �W�K�H �S�K�\�V�L�F�D�O �Z�R�U�O�G �L�V �T�X�D�Q�W�X�P �P�H�F�K�D�Q�L�F�D�O�� �D�Q�G �W�K�H�U�H�I�R�U�H �W�K�H �S�U�R�S�H�U �S�U�R�E�O�H�P �L�V

�W�K�H �V�L�P�X�O�D�W�L�R�Q �R�I �T�X�D�Q�W�X�P �S�K�\�V�L�F�V ������ �\�R�X �F�D�Q �V�L�P�X�O�D�W�H �W�K�L�V �Z�L�W�K �D �T�X�D�Q�W�X�P �V�\�V�W�H�P��

�Z�L�W�K �T�X�D�Q�W�X�P �F�R�P�S�X�W�H�U �H�O�H�P�H�Q�W�V�� �,�W�¶�V �Q�R�W �D �7�X�U�L�Q�J �P�D�F�K�L�Q�H�� �E�X�W �D �P�D�F�K�L�Q�H �R�I �D

�G�L�I�I�H�U�H�Q�W �N�L�Q�G���´

Così come anche David Deutsch riprese nel 1985, Feynman, pioniere di quella che poi di-
venne la branca della scienza che si occupa dello studio di calcolatori quantistici, sottolineava
nel 1981 la necessità della realizzazione di un nuovo tipo di calcolatore, diverso da quello basato
sulla fisica classica, che con Turing si proponeva come ”�P�D�F�F�K�L�Q�D �X�Q�L�Y�H�U�V�D�O�H” [2], un calcola-
tore quantistico, capace di imitare la natura nella sua identità più intrinseca (quella quantistica)
per realizzare un ”�8�Q�L�Y�H�U�V�D�O �4�X�D�Q�W�X�P �V�L�P�X�O�D�W�R�U” capace di farci esplorare nuovi orizzonti della
fisica, finora preclusi. I computer classici, basati sull’architettura di Von Neumann e sull’al-
gebra booleana, hanno dominato il panorama tecnologico per decenni a causa della loro rapida
scalabilità (legge di Moore), che ha permesso un progressivo aumento della potenza di calcolo
riducendo al contempo le dimensioni dei transistor. Tuttavia, l’avvicinarsi ai limiti fisici della
miniaturizzazione e l’esistenza di problemi computazionalmente intrattabili per i sistemi clas-
sici (come la fattorizzazione di numeri primi o la simulazione accurata di sistemi molecolari)
hanno reso sempre più evidente la necessità di un paradigma alternativo. Proprio da questi pro-
blemi scaturisce dunque la necessità di realizzare un nuovo tipo di calcolatore, rappresentante
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il connubio tra i computer classici odierni e un quantum computer, un ”�8�Q�L�Y�H�U�V�D�O �4�X�D�Q�W�X�P

�V�L�P�X�O�D�W�R�U”.
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Capitolo I

Fondamenti di meccanica quantistica

Allo scopo di avere una più completa ed efficiente comprensione di come funziona un quantum
computer e poterne capire le potenzialità è utile rivedere i concetti chiave che sono alla base del
loro funzionamento.

I.1 Qubit vs bit e sovrapposizione quantistica

Sappiamo come i bit siano l’elemento fondamentale dell’informazione e della computazione
classica. Similarmente la computazione e informazione quantistica pongono le proprie basi su
un elemento analogo, il �T�X�D�Q�W�X�P �E�L�Wo �T�X�E�L�W. Ma in che modo differiscono i due e soprattut-
to, cos’è un qubit? Rispondendo alla seconda parte della domanda per noi in questo capitolo i
qubit saranno �R�J�J�H�W�W�L �P�D�W�H�P�D�W�L�F�L, nonostante la loro assodata realizzabilità come sistema fisico
che verrà più ampiamente trattata nel capitolo III. Vantaggio di trattarli in questo modo? Sem-
plicemente abbiamo la possibilità di generalizzare una teoria che non dipenda da uno specifico
sistema per la sua realizzazione. Entriamo ora più nello specifico e rispondiamo alla prima parte
della domanda [3]. Come i bit classici hanno uno �V�W�D�W�R, che può essere o 0 o 1, anche i qubit ne
hanno uno. Due dei possibili stati sono |0→ 1 e |1→ corrispondenti agli stati 0 e 1 nei computer
classici. Come sarà già intuibile dalla precedente frase, la principale differenza tra bit e qubit è
che i primi hanno solo due possibili stati quando invece i secondi ne presentano una moltitudine.
Questo è possibile in quanto gli stati dei qubit sono realizzati come �F�R�P�E�L�Q�D�]�L�R�Q�H �O�L�Q�H�D�U�Hdei
due stati fondamentali |0→ e |1→, questa proprietà prende anche il nome di �V�R�Y�U�D�S�S�R�V�L�]�L�R�Q�Ho più
elegantemente in inglese �V�X�S�H�U�S�R�V�L�W�L�R�Q:

|ϑ→ = ω |0→+ ϖ |1→ . (I.1)

1�1�R�W�D�]�L�R�Q�H �G�L �'�L�U�D�Fanche chiamata �N�H�W
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ω e ϖ sono numeri complessi, quindi più precisamente, lo stato di un qubit è un vettore in uno
spazio vettoriale complesso bi-dimensionale, dove gli stati |0→ e |1→ sono noti come �V�W�D�W�L �G�H�O�O�D

�E�D�V�H �F�R�P�S�X�W�D�]�L�R�Q�D�O�He formano una base ortonormale per questo spazio vettoriale. Nonostante
questa abilità unica dei qubit, non possiamo determinare lo stato in cui si trova in un determinato
momento (come ben noto in fisica quantistica). Quando avviene la misurazione otteniamo o 0
con probabilità |ω|2, o 1 con probabilità |ϖ|2 e ovviamente |ω|2+|ϖ|2 = 1 dovendo le probabilità
sommarsi a 1. Un utile rappresentazione grafica per comprendere la natura dello stato di un
qubit, segue dalle seguenti riflessioni. Dato che |ω|2 + |ϖ|2 = 1, è possibile riscrivere I.1 nel
seguente modo:

|ϑ→ = ei" (cos
ϱ

2
|0→+ ei# sin

ϱ

2
|1→), (I.2)

dove ϱ,ς e ϕ sono numeri reali. Considerando che ei" non ha effetti osservabili possiamo
riscriverla nuovamente come:

|ϑ→ = cos
ϱ

2
|0→+ ei# sin

ϱ

2
|1→ . (I.3)

Tramite questa rappresentazione è possibile definire lo stato di un qubit come un punto in una
sfera tridimensionale. Questa modellizzazione prende il nome di �V�I�H�U�D �G�L �%�O�R�F�K.

�[

�\

�]

�3

��

1

0

�%

Figura I.1: Sfera di Bloch
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I.2 Qubit multipli

Allo scopo di poter introdurre più chiaramente possibile il prossimo concetto, ovvero quello
dell’�H�Q�W�D�Q�J�O�H�P�H�Q�WI.3 capiamo prima come trattare insiemi composti da più qubit. Supponiamo
infatti di avere due qubit. Se questi fossero bit avremmo quattro diverse possibili configurazioni:
00, 01, 10 e 11. Allo stesso modo anche per i qubit vale lo stesso principio, dunque avremo i
seguenti 4 possibili stati: |00→, |01→, |10→ e |11→. Una coppia di qubit, tuttavia, può anche esistere
come sovrapposizione di questi quattro stati associati a quella che viene chiamata un’ �D�P�S�L�H�]�]�D,
rappresentante un coefficiente complesso, come abbiamo visto precedentemente per il caso a un
qubit. Possiamo quindi scrivere:

|ϑ→ = ω00 |00→+ ω01 |01→+ ω10 |10→+ ω11 |11→ . (I.4)

Anche in questo caso la somma delle probabilità di trovare ciascun risultato dovrà essere
pari a uno e per tale ragione scriveremo dunque che

!
x!{ 0,1} |ωx |

2 = 12. È utile sottolineare
come sia possibile inoltre misurare anche solo un sottoinsieme dei qubit. Per poterne da questo
determinare un nuovo stato dovremo però normalizzare l’espressione in modo da soddisfare la
condizione di normalizzazione. Per queste ragioni un nuovo stato, sottinsieme del precedente
potrà essere:

|ϑ"
→ =

ω00 |00→+ ω11 |11→"
|ω00|

2 + |ω11|
2
. (I.5)

Uno stato a due bit che ci sarà molto utile, come preannunciato, alla comprensione del
fenomeno dell’entanglement è proprio il suddetto, chiamato �%�H�O�O �V�W�D�W�Ho �(�3�5 �S�D�L�U,

|00→+ |11→
↓
2

(I.6)

La proprietà fondamentale di questo stato di Bell è che, in misurazione, sono possibili due
soli risultati: 0 con probabilità del 50%, con conseguente stato finale |ς"

→ = |00→ e 1 con proba-
bilità del 50%, con conseguente stato finale |ς"

→ = |11→. Cosa si può notare da quanto appena
esplicitato? Una misurazione sul primo qubit dà lo stesso risultato sul secondo qubit e viceversa.
Questa proprietà inoltre viene mantenuta anche nel caso in cui vengano applicate operazioni su
uno dei due qubit singolarmente. Possiamo affermare dunque che, i risultati delle misurazioni
sono �F�R�U�U�H�O�D�W�Ho ancora meglio �H�Q�W�D�Q�J�O�H�G.

2La notazione {0,1}2 indica ’l’insieme di stringhe a due caratteri avente per ciascun carattere o 0 o 1
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I.3 Entanglement

Una delle nozioni più importanti in fisica quantistica è proprio quella dell’�H�Q�W�D�Q�J�O�H�P�H�Q�Wo in ita-
liano �F�R�U�U�H�O�D�]�L�R�Q�H �T�X�D�Q�W�L�V�W�L�F�D, basti pensare come infatti la dimostrazione di questo fenomeno
sia valsa il premio Nobel per la fisica nel 2022. Ma in cosa consiste e perchè è così impor-
tante per noi? Allo scopo di rispondere a questa domanda accorreranno in nostro aiuto Alice
e Bob. Supponiamo che una macchina (personalmente mi immagino una di quelle dove, inse-
rendo una moneta e girando la manopola, esce una pallina di plastica con dentro un giocattolo)
produca due qubit nello stato di Bell. Un qubit viene dato ad Alice, mentre l’altro a Bob. I
due in questione si trovano a una distanza tale per cui una qualsiasi misurazione del qubit non
può creare un disturbo nella misurazione dell’altro, ovverosia supponiamo che la misurazione
dei due qubit avvenga nello stesso momento e che la distanza dei due sia maggiore di quella
che la luce potrebbe mai coprire nell’intervallo di tempo in cui viene realizzata la misurazione
stessa. Quello che viene a dimostrarsi è che, non appena uno dei due effettua una misurazione
del proprio qubit, la funzione d’onda, determinante il sistema, collasserà su uno tra i due pos-
sibili stati (|00→ o |11→) dipendentemente dalla misurazione ottenuta sul determinato qubit. Un
altro esempio utile a comprendere il fenomeno dell’entanglement è il seguente: immaginiamo
di avere due palline una rossa e una blu che viaggiano su una sinusoide a una distanza di 2↼
(per continuità concettuale con lo stato di Bell sopracitato) l’una dall’altra. Quello che succede
una volta applicata una misurazione su una delle due è che quest’ultima in base alla sua attuale
posizione sulla sinusoide collasserà verso il picco più vicino e, come se fossero legate da un filo
inestensibile invisibile, anche l’altra la seguirà. La determinata posizione in cui vengono a tro-
varsi nel momento della misura non è predefinita, bensì, viene a stabilirsi solo nel momento in
cui la misurazione è effettivamente svolta. L’unica cosa che rimarrà di quella che era una volta
una sinusoide non sarà altro che la sola posizione delle due palline. Questo fenomeno è quel-
lo che nel 1935, nell’ormai famosissimo articolo, comunemente ricordato come �(�3�5, Einstein
chiamava �´�V�S�R�R�N�\ �D�F�W�L�R�Q �D�W �D �G�L�V�W�D�Q�F�H�´[4]. Proprio in questo articolo Albert Einstein, Boris
Podolsky, e Nathan Rosen esprimevano la loro opposizione a questo fenomeno, definendo la
meccanica quantistica una teoria incompleta e supportando invece il �/�R�F�D�O �5�H�D�O�L�V�P, nel quale
si afferma come nessuna proprietà fisica di un sistema possa dipendere da una misurazione o
dall’osservatore e che nessun effetto fisico possa propagarsi più velocemente della luce ( quindi
secondo Einstein le palline dell’esempio della sinusoide dovevano in partenza già sapere in che
posizione si sarebbero trovate nel momento della misurazione), andando cosi difatti contro la
teoria dell’entanglement. Ma allora chi ha ragione? Ritorniamo ad Alice e Bob che ci potrebbe-
ro aiutare a chiarire le idee. Cerchiamo di trattare il loro esperimento in maniera più rigorosa e
immedesimandoci sia nella visione di EPR che in quella meccano quantistica. Supponiamo che
la solita macchina di prima possa produrre due qubit e che possa ripetere questo procedimen-
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to indefinitamente senza alterare la procedura. Alice e Bob rispettivamente ne ricevono una.
Entrambi hanno a disposizione due apparati con cui poter effettuare due misure su due diverse
proprietà oggettive della particella, ma che prima di effettuare la misurazione, loro non sappia-
no che proprietà andranno a verificare, la scelta è quindi randomica. Alice potrà analizzare le
proprietà PQ e PR le cui misure rispettivamente sarannoQ oR dove ciascuna di queste per sem-
plicità potrà valere ±1. Analogamente a Bob corrisponderanno: PS e PT con risultati possibili
S e T sempre nel range ±1. L’esperimento, come già citato in precedenza, avviene, usando un
più preciso linguaggio relativistico, in �´�D �F�D�V�X�D�O�O�\ �G�L�V�F�R�Q�Q�H�F�W�H�G �P�D�Q�Q�H�U�´, così che le rispettive
misurazioni non possano causare disturbi nelle altre.

Figura I.2: Bell inequalities, esperimento di Alice e Bob [5]

Effettuando ora dei semplici calcoli su QS +RS +RT ↔QT 3 possiamo notare come:

QS +RS +RT ↔QT = (Q+R)S + (R↔Q)T. (I.7)

Da questo risultato, avendo supposto come R,Q = ±1 allora (Q+R)S = 0 o (R↔Q)T = 0.
Quindi è facilmente intuibile come l’espressione I.7 varrà±2. Supponendo come p(q,r,s,t) siano
le probabilità di effettuare ciascun tipo di misurazione e che E(·) sia la il valore medio di una
quantità, possiamo affermare che:

E(QS +RS +RT ↔QT ) =
#

qrst

p(q, r, s, t)(qs+ rs+ rt↔ qt) (I.8)

↗

#

qrst

p(q, r, s, t)↘ 2 (I.9)

= 2. (I.10)

Inoltre,

3Viene usata generalmente questa espressione perchè è quella che massimizza quella che succesivamente nel
capitolo verrà chiamata : ”disuguaglianza di Bell”.
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E(QS +RS +RT ↔QT ) =
#

qrst

p(q, r, s, t)qs+
#

qrst

p(q, r, s, t)rs (I.11)

+
#

qrst

p(q, r, s, t)rt↔
#

qrst

p(q, r, s, t)qt (I.12)

=E(QS) + E(RS) + E(RT )↔ E(QT ). (I.13)

Possiamo in conclusione osservare come, dalla I.13 e dalla I.10, si ottenga la �G�L�V�X�J�X�D�J�O�L�D�Q�]�D

�G�L �%�H�O�O4,

E(QS) + E(RS) + E(RT )↔ E(QT ) ↗ 2 (I.14)

Analizziamo ora invece cosa suggerisce la meccanica quantistica. Supponiamo quindi che
la macchina prepari un sistema di due qubit nel seguente stato

|ϑ→ =
|01→ ↔ |10→

↓
2

(I.15)

Si può dimostrare, analogamente al caso precedente che i valori medi delle misurazioni,
scritte in termini quanto meccanici, sono5:

↑QS→ =
1
↓
2
; ↑RS→ =

1
↓
2
; ↑RT → =

1
↓
2
; ↑QT → = ↔

1
↓
2
; (I.16)

e quindi (I.17)

↑QS→+ ↑RS→+ ↑RT → ↔ ↑QT → = 2
↓

2. (I.18)

Abbiamo ottenuto una contraddizione! Infatti precedentemente abbiamo calcolato come
la somma dei valori medi non potesse superare due, tuttavia la meccanica quantistica predice
una media pari a 2

↓
2. Grazie al contributo di diversi scienziati, tra cui, più di spicco, quelli che

hanno ottenuto il Nobel per la fisica nel 2022 [6]–[8] proprio per il loro contributo alla meccanica
quantistica, si è riusciti a dimostrare tramite esperimenti pratici, con l’ingegnoso sfruttamento
dei fotoni (i cui dettagli sono fuori dagli obiettivi di questo documento) come effettivamente le
previsioni della meccanica quantistica fossero corrette! Di fatto manifestando nuovamente la
contro intuitività dei principi che regolano la fisica quantistica. Ma cosa implica tutto questo,

4Anche nota come �G�L�V�X�J�X�D�J�O�L�D�Q�]�D �&�+�6�+dalle iniziali di coloro che l’hanno per primi scoperta.
5La notazione ↑·→ rappresenta il valore atteso di un operatore o osservabile (·) rispetto a uno stato quantistico
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significa che possiamo trasmettere informazioni più veloci della luce? Innanzitutto possiamo
concludere come una tra le due o entrambe le seguenti supposizioni poste a priori nel problema
appena risolto siano errate:

1. Il fatto che le proprietà fisiche PQ, PR , PS, PT abbiano valori definiti Q,R, S, T

indipendenti dall’osservazione (�U�H�D�O�L�V�P).

2. Il fatto che la misurazione di Alice non influenzi il risultato di Bob (�O�R�F�D�O�L�W�\).

O che, quanto meno, in meccanica quantistica queste supposizioni (�O�R�F�D�O �U�H�D�O�L�V�P) debbano es-
sere accantonate. Purtroppo però no, questo non ci permetterà di comunicare istantaneamente
(o almeno per ora per quanto ne sappia l’autore). Quello che caratterizza, ed è proprio in questo
che risiede il vantaggio dell’utilizzo di computer quantistici a discapito di computer classici, è
la scalabilità intrinseca che questi dispositivi possiedono. In poche parole la possibilità di ave-
re qubit correlati permette loro di lavorare come un sistema unico, dove un operazione su un
qubit influenza direttamente il suo correlato, questo risulta fondamentale per algoritmi paralleli
quantistici come quelli di Shor o Grover.

I.4 Interferenza

L’evoluzione di un sistema quantistico è descritta da operatori unitari, che preservano la norma
del vettore di stato. Quando un algoritmo quantistico viene eseguito, questi operatori trasforma-
no le ampiezze dei vari stati in modo tale da far interferire i cammini computazionali tra loro.
Da questa nozione partiamo dunque a definire un altro concetto chiave fondamentale per lo stu-
dio dei computer quantistici, l’ �L�Q�W�H�U�I�H�U�H�Q�]�D. Molto similarmente a come succede nelle onde
della meccanica classica, che possono risentire di interferenza distruttiva e/o costruttiva, nella
loro reciproca interazione, così anche le ampiezze delle probabilità che descrivono lo stato di
un qubit possono essere manipolate tramite gli stessi principi allo scopo di, rispettivamente, di-
minuire/aumentare la probabilità di effettuare una certa misurazione. Questo meccanismo è ciò
che permette al calcolo quantistico di ottenere vantaggi computazionali rispetto a quello classi-
co. Per esempio, nell’algoritmo di Grover[9] per la ricerca in una lista non ordinata, l’algoritmo
costruisce una sovrapposizione iniziale di tutti gli stati possibili applicando una trasformata di
Hadamard 6 .Questi passaggi guidano le ampiezze attraverso un processo iterativo di interferen-
za, che fa crescere sistematicamente la probabilità del risultato corretto. DopoO(

↓
N) iterazio-

ni, la soluzione può essere misurata con alta probabilità, migliorando sensibilmente rispetto alla

6Operazione fondamentale che trasforma un qubit dalla base computazionale |0→ , |1→in una sovrapposizione
bilanciata degli stati ma con fasi diverse: |0→ , |1→ ≃ H |0→ = |0! + |1!"

2
, H |1→ = |0!#| 1!"

2
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ricerca classica lineare (O(N)).Anche nell’algoritmo di Shor[10] per la fattorizzazione, l’inter-
ferenza gioca un ruolo essenziale: essa consente di estrarre informazioni globali sulla struttura
di una funzione attraverso la manipolazione delle fasi delle ampiezze, cosa impossibile con sem-
plici misure locali. Senza interferenza, un sistema quantistico in sovrapposizione non offrirebbe
alcun vantaggio pratico. È infatti la capacità di guidare le interferenze che consente agli algo-
ritmi di amplificare gli esiti desiderati e sopprimere quelli irrilevanti. Questo fenomeno rende
il calcolo quantistico fondamentalmente diverso da quello classico: non si basa sulla velocità
di esecuzione, ma sulla struttura matematica dello spazio di Hilbert e sull’evoluzione coerente
degli stati.
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Capitolo II

Sfide nella realizzazione di un quantum
computer

Purtroppo come ben risaputo, il viaggio verso una nuova scoperta è un cammino tortuoso. Dif-
ficoltà concettuali e pratiche sono alla base della ricerca scientifica, è così fin da quando l’uomo
si è cimentato nel capire, usare e piegare la �1�D�W�X�U�Dai propri vantaggi. Ovviamente come ci si
potrà ben aspettare anche lo studio dei computer quantistici e, più generalmente, della mecca-
nica quantistica non ne è privo. Attualmente, nonostante le grandi promesse che questa nuova
frontiera della scienza moderna si propone di risolvere, le nozioni da noi possedute, ancora pret-
tamente teoriche, fanno sì che la loro realizzazione sia una delle imprese più complesse affrontate
odiernamente. Vi è, tuttavia, una ragione ancora più lampante che li rende così intrinsecamente
complessi. Fenomi quantistici come: la sovrapposizione, l’entanglement e l’interferenza sono
fenomeni straordinari, ma estremamente delicati, tanto da venire facilmente distrutti dalle intera-
zioni con un sistema esterno. In questo capitolo verranno affrontate alcune delle principali sfide
tecniche e teoriche che rallentano il progresso della computazione quantistica. Dalla decoerenza
fino alla misurazione accurata dei qubit analizzeremo i principali limiti odierni. Queste difficoltà
non rappresentano semplici ostacoli pratici, ma spingono i ricercatori a ridefinire continuamente
ciò che è possibile nel dominio quantistico.
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II.1 Decoerenza

II.1.1 Introduzione

Analizziamo ora il primo e principale problema che la realizzazione di un quantum compu-
ter affronta, la �G�H�F�R�H�U�H�Q�]�D1. Ma in cosa consiste questo fenomeno e perchè è di fondamentale
importanza per la realizzazione di questi dispositivi? Qualsiasi sistema quantistico, reale, non
sarà mai isolato completamente dall’ambiente e per questa ragione diventerà fondamentalmen-
te legato con il medesimo ambiente. Questa correlazione influisce pesantemente su quello che
possiamo localmente osservare e misurare. Più generalmente, la �G�H�F�R�H�U�H�Q�]�Ddescrive come le
interazioni con l’ambiente influenzino le probabilità di future misurazioni sul determinato siste-
ma quantisitico in esame [11]. Proprio perchè l’intrinseca grande scalabilità di questi dispositivi
si basa sul propagarsi di stati sempre più correlati tra loro, il fatto che questi collassino in un
sistema classico rappresenta un problema fondamentale. Basti pensare infatti come, al meglio,
questi dispositivi in presenza di decoerenza funzionino come un calcolatore classico (in realtà
molto peggio in ogni caso). Quindi i sistemi di qubit dovranno essere ingegnerizzati in modo
tale da minimizzare le interazioni ambientali nocive alla longevità e preparazione del desiderato
stato. Allo stesso tempo, questi sistemi, dovranno rimanere, fino a un certo grado, ”aperti” così
da garantirne il controllo.

II.1.2 Esperimento della doppia fenditura

Proponiamo un esperimento ben noto per approfondire la nostra comprensione di questo fe-
nomeno. Supponiamo di avere due fenditure e un raggio luminoso, composto di quelle che
noi a scopo semplificativo chiameremo particelle, che viene sparato nella loro direzione. Os-
serveremo che, se misuriamo in che fenditure passano le particelle, non potremo osservare il
�S�D�W�W�H�U�Q �G�¶�L�Q�W�H�U�I�H�U�H�Q�]�Dondulatorio tipico delle particelle di questa natura. Come mai succede
questo? Nonostante la spiegazione risulterà più chiara una volta che ci saremo concentrati su
una semplice formulazione matematica del fenomeno, il motivo per il quale otteniamo questa
proiezione distorta è dovuto al fatto che le nostre interazioni con il sistema sono tali da, anche
senza accorgecene, ”spingere” il sistema verso uno stato prestabilito annullandone completa-
mente, o in altri casi parzialmente, le proprietà peculiari della meccanica quantistica. Possiamo
quindi sottolineare come ci sia un continuo compromesso tra l’interferenza e l’informazione sul
cammino della particella. Questa proprietà è ancora più visibile quando i due percorsi sono ben
distinguibili, infatti così facendo anche in assenza di misurazione attiva il pattern interferenziale
risulterà essere ancora meno definito. È importante notare come per ottenere una diminuzione

1Anche chiamata �G�\�Q�D�P�L�F�D�O �G�H�F�R�K�H�U�H�Q�F�Ho �H�Q�Y�L�U�R�Q�P�H�Q�W���L�Q�G�X�F�H�G �G�H�F�R�K�H�U�H�Q�F�H
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nella visibilità del pattern interferenziale sia quindi sufficiente avere dei �J�U�D�G�L �G�L �O�L�E�H�U�W�jnel si-
stema tali che, se misurati, ci permetterebbero, in maniera abbastanza sicura, di determinare il
cammino della particella attraverso le fenditure (un esempio è appunto avere le due fenditure
ben distanziate tra di loro). Nonostante, previa misurazione, non sia tuttavia possibile afferma-
re effettivamente se i suddetti gradi di libertà del sistema portino effettivamente informazioni
codificanti il viaggio delle particelle, questo comunque basta ad avere una diminuzione nella
visibilità del pattern interferenziale. Questo precario esempio coglie piuttosto bene l’essenza
di ciò che avviene nella decoerenza, in cui quei “gradi di libertà da qualche parte nel mondo”
sono in realtà gradi di libertà dell’ambiente, che interagiscono con il sistema, dando origine alla
creazione di correlazioni tra sistema e ambiente.

Figura II.1: Spiegazione della decoerenza attraverso l’esperimento della doppia fenditura.(a)
Particelle passanti attraverso le due fenditure creano un pattern d’interferenza su uno scher-
mo.(b) La presenza di un osservatore che misuri dove passi ciascuna particella fa svanire l’in-
terferenza. (c) La ”misurazione” può aver luogo anche da eventi esterni, come la dispersione di
particelle ambientali. Il movimento delle particelle ambientali codificherà informazioni riguar-
do il cammino di quelle dell’esperimento attraverso le fenditure, così da causare la scomparsa
dell’interferenza. Un pattern di ridotta visibilità permane se le particelle ambientali codificano
solo parzialmente l’informazione riguardante il passaggio in una o nell’altra fenditura.[11]

Dedichiamoci meglio ora a definire i formalismi matematici che fanno risaltare la decoe-
renza in un sistema quantistico. A questo scopo consideriamo sempre l’esempio della doppia
fenditura. Definiamo due differenti stati della particella, denotandoli con �6, per ”sistema”, cor-
rispondenti al suo passaggio attraverso la prima e la seconda fenditura, |s1→ e |s2→, rispettiva-
mente. Supponiamo inoltre che la particella interagisca con l’ambiente, che identificheremo
con la lettera �(, per ”environment”, in modo tale che, in base alla fenditura attraversata dalla
particella, avremo un corrispondente stato dell’ambiente (quindi se siamo in |s1→ avremo |E1→ e
analogamente per l’altro). Così facendo risulteremo in uno stato composito |s1→ |E1→ e |s2→ |E2→

rispettivamente per i due casi. Da questo punto possiamo ora definire
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|!→ = ω |s1→ |E1→+ ϖ |s2→ |E2→ . (II.1)

Questo nuovo stato composito definisce lo stato della particella come interazione tra siste-
ma più ambiente. Tuttavia quello che vorremo effettivamente misurare noi sarà una proprietà,
un �R�V�V�H�U�Y�D�E�L�O�H, della particella, che appartiene solo al sistema e non all’ambiente. Dato quin-
di questo sistema composito II.1, dovremo far sì di trovarne la �P�D�W�U�L�F�H �G�L �G�H�Q�V�L�W�j �U�L�G�R�W�W�D �G�H�O

�V�L�V�W�H�P�D2[12], [13]

εS = TrE (εSE ). (II.2)

Questa matrice racchiude le probabilità di tutte le possibili misurazioni locali del siste-
ma �6. Quindi, definendo un osservabile O, appartenente al solo spazio di �+�L�O�E�H�U�Wdel sistema
O = OS ⇐ IE

3, potremo dire che εS sarà sufficiente a calcolare il valore atteso di questa pro-
prietà del sistema. Definendo ora |ϑk→ e |ςl→ come basi ortonormali4 degli spazi di �+�L�O�E�H�U�W,
rispettivamente, del sistema e dell’ambiente, il valore atteso di �2 è

↑O→ = Tr(εSEO) (II.3)

=
#

kl

↑ςl | ↑ϑk | εSE (OS ⇐ IE ) |ϑk→ |ςl→ (II.4)

=
#

k

↑ϑk |

$
#

l

↑ςl | εSE |ςl→

%

OS |ϑk→ (II.5)

=
#

k

↑ϑk | (TrεSE )OS |ϑk→ (II.6)

=
#

k

↑ϑk | εSOS |ϑk→ (II.7)

= Tr(εSOS). (II.8)

Abbiamo dunque così spiegato come, il valore atteso di una proprietà del sistema possa esse-

2Lamatrice densità ridotta di uno stato quantistico permette di rappresentare le ampiezze di probabilità, classiche
e non, ovvero quelle determinate dalla sovrappossizione con altri stati, che tuttavia non sono misurabili, di un
sottinsieme di uno stato formato da più sistemi interagenti tra di loro.

3L’inserimento dell’identità agente sull’ambiente sta a denotare come stiamo effettuando solo una misurazione
sul sistema.

4Una base ortonormale di uno spazio vettoriale è definita da un insieme di vettori linearmente indipendenti la
cui norma è pari a 1 e che sono ortogonali tra di loro, ovverosia il loro prodotto interno ↑! |" →, dove si ricorda come
↑! | = |! →  = ( |! →T )$, è pari a 0.
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re ricavato applicando l’operatore �2 al sistema totale, dove però si lascia inalterato l’ambiente
così che la �P�L�V�X�U�D�]�L�R�Q�Hsia definita solo sullo spazio di Hilbert definente il sistema. Rimane
ancora però difficile osservare l’effetto dell’ambiente nel generare decoerenza quantistica negli
stati del sistema. Per sopperire a queste difficoltà, analizziamo più in dettaglio in cosa consiste
la matrice di densità ridotta, essenziale allo scopo di osservare gli effetti dell’ambiente sulla
misurabilità delle proprietà del sistema in presenza di correlazione con l’ambiente. Nel nostro
caso, seguendo da II.2

εS = Tr(εSE ) (II.9)

= TrE |!→ ↑!| (II.10)

= TrE
&'

ω |s1→ |E1→+ ϖ |s2→ |E2→

( '
ω#

↑s1| ↑E1|+ ϖ#
↑s2| ↑E2|

()
(II.11)

= |ω|2 |s1→ ↑s1|+ |ϖ|2 |s2→ ↑s2|+ ωϖ#
|s1→ ↑s2| ↑E2|E1→+ ω#ϖ |s2→ ↑s1| ↑E1|E2→ . (II.12)

Proprio gli ultimi due termini dell’espressione appena descritta definiscono il contributo
interferenziale dato dai due sistemi. Questi dipendono dal �S�U�R�G�R�W�W�R �L�Q�W�H�U�Q�R

*
E1/2

+
+E2/1

,
(sono

analoghi), i.e. dalla distinguibilità dei due stati. Nel caso in cui |E1→ e |E2→ siano perfettamente
distinguibili, ovvero, nel caso in cui

*
E1/2

+
+E2/1

,
= 0 nessun pattern interferenziale sarà visibile

e quindi ne risulterà una predizione classica, avremo completa �G�H�F�R�H�U�H�Q�]�D. Contrariamente, nel
caso in cui |E1→ e |E2→ fossero indistinguibili, allora avremo che l’ambiente non è in grado
di dare informazioni sul cammino della particella e quindi viene mantenuta piena coerenza a
livello di S. Abbiamo dunque così descritto in principio il processo di decoerenza analizzando
un sistema S, descrivente lo stato della particella, e un secondo sistema E, descrivendolo come
l’ambiente di S. Più generalmente possiamo descrivere il processo di decoerenza nella seguente
forma5[14]

$
#

i

ci |si →

%

|E0→ ↔≃

#

i

ci |si → |Ei (t)→. (II.13)

Con questa espressione possiamo descrivere più completamente la loro interazione. Ov-
viamente si suppone che a t = 0 inizia l’interazione e che per t < 0 il sistema e l’ambiente
sono considerati non correlati. L’interazione tra l’ambiente e una particella determinerà solo
insufficientemente lo stato sovrapposto del sistema complessivo, tuttavia, a causa del grande
numero di queste particelle, l’insieme dei loro differenti stati compositi rapidamente diminuirà

5Forma di Von Neumann
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l’effetto complessivo delle diverse interazioni. In molti modelli viene definito un decadimento
esponenziale di questa sovrapposizione,

↑Ei (t)|Ej (t)→ ⇒ e
! t
! d per i ⇑= j (II.14)

↽d è il tempo caratteristico di decoerenza, da scegliere congruentemente al modello previsto.

II.2 Misurazione dei qubit

II.2.1 Introduzione al concetto di misura

Come ci si poteva oramai aspettare, dato il materiale fin qui proposto e la complessità della mate-
ria in analisi, anche la ”banale” misurazione del risultato di una computazione di questo tipo è un
problema importante nella realizzazione di questi dispositivi, considerazioni matematiche non
scontate e difficoltà nella realizzazione pratica di dispositivi in grado di realizzare determinate
misurazioni sono tra i principali problemi che si vengono a incontrare nell’affacciarsi al tema
della �P�L�V�X�U�D�]�L�R�Q�H �T�X�D�Q�W�L�V�W�L�F�D. Risulta, tuttavia, naturale chiedersi perchè effettivamente risulti
così una sfida. Per soddisfare questa naturale e spontanea curiosità che può scaturire al lettore
(o almeno di sicuro allo scrittore) proverò a dare una, per quanto superficiale, spiegazione più
dettagliata di quella appena proposta. Molti, o quantomeno miei colleghi e, più generalmente,
persone appartenenti alla comunità scientifica, saranno familiari a un tipo di misurazione che
non lascia equivoci. Alcuni esempi possono essere la carica di un condensatore, l’accensione/-
spegnimento di un transistor, la rilevazione di molecole nel sangue e molte altre (anche ben più
complicate di queste citate). Per quanto sarei entusiasta fosse così anche per la materia in esame,
purtroppo, la fisica quantistica inserisce difficoltà anche in queste fondamenta. Una misurazio-
ne ”classica”, per quanto complicato l’apparato strumentale possa essere, definisce una risposta
definitiva senza apportare gravi conseguenze al sistema analizzato. Contrariamente, nel nostro
caso, l’atto di misurare non è un’operazione neutra, infatti il qubit “collassa” istantaneamente
in uno degli stati base, con probabilità determinata dalle ampiezze, non appena effettuata un’a-
nalisi. Questo processo non è reversibile: dopo la misura, la sovrapposizione originaria è persa,
e con essa gran parte dell’informazione quantistica che il sistema conteneva. In altre parole, la
misura non si limita a leggere, ma cambia irreversibilmente lo stato del sistema. Un esempio
intuitivo di questa peculiarità lo si può evincere dall’esperimento proposto nel paragrafo pre-
cedente. Se un singolo fotone o elettrone passa attraverso due fenditure senza che si tenti di
determinare quale percorso abbia seguito, si osserva un’interferenza tipica delle onde. Se inve-
ce si introduce un rivelatore per stabilire “quale fenditura” sia stata attraversata, l’interferenza
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scompare: il sistema è “collassato” in un singolo percorso e il comportamento ondulatorio si
è perso. Questo fenomeno mostra come l’ottenere informazione quantistica abbia sempre un
prezzo, modificare lo stato stesso da cui si cerca di estrarre informazione. In questa sezione
ci dedicheremo a esplorare i concetti più immediati e fondamentali della teoria della misura-
zione quantistica. Partendo da misurazioni distruttive fino ad arrivare alla generalizzazione del
Teorema di Naimark.

II.2.2 Teoria della misura

Come preannunciato, in questa sezione, tratteremo principalmente di misurazioni distruttive e
non basandoci sulle loro descrizioni matematiche. In cosa differiscono questi due differenti
approcci al problema della misura quantistica? Una misurazione �G�L�V�W�U�X�W�W�L�Y�Dporterà ad avere
in uscita, dato un certo stato quantistico in ingresso, solo informazione classica. Il sistema post
misurazione non risulta essere determinato. Questa tipologia di misurazione può venire descritta
tramite l’uso di una collezione di matrici o altrimenti tramite la rappresentazione come �F�D�Q�D�O�L

(descrizione che sarà più chiara a seguire). Differentemente nelle misurazioni non distruttive,
dato un certo stato quantistico in ingresso, avremo in uscita non solo informazione classica
ma anche informazioni sullo stato in cui il sistema post-misurazione si trova. Vedremo nelle
successive sezioni come questo tipo di misurazione potrà essere espressa come una serie di
misurazioni distruttive.

Misurazioni Distruttive

Supponiamo di avere un sistema X da misurare e, a scopo di rendere la spiegazione più chiara
e fluida supponiamo anche che:

• L’insieme degli stati classici di X sia: {0, 1,..., n-1}.

• L’insieme dei possibili output di X sia: {0,1,..., m-1}.

Un primo tipo di misurazioni distruttive è quello delle �P�L�V�X�U�H �S�U�R�L�H�W�W�L�Y�H. Una matrice
quadrata ” è definita una matrice di proiezione se valgono le seguenti proprietà:

1. ” = ”  .

2. ”2 = ”.

Se questo dovesse essere il caso allora possiamo definire una matrice di proiezione come:

” =
n$ 1#

k=0

|ϑk→ ↑ϑk | . (II.15)
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Dove l’insieme { |ϑ0→ , ..., |ϑn$ 1→} è una base ortonormale di X . Intuitivamente però che
ruolo svolgono queste matrici? Una volta che queste vengono moltiplicate per un vettore de-
finente un certo stato del nostro sistema, quello che succede è che viene generato un nuovo
vettore che sarà la �S�U�R�L�H�]�L�R�Q�Hdel vettore di stato sul sottospazio vettoriale del sistema in esame.
Da queste nozioni di base possiamo ora definire il concetto di �P�L�V�X�U�D�]�L�R�Q�H �S�U�R�L�H�W�W�L�Y�Dcome un
insieme di matrici proiettive: {”0, ...,”m$ 1} che soddisfano la seguente relazione:

”0 + ...+ ”m$ 1 = IX (II.16)

Supponendo ora di trovarci in uno stato |ϑ→, ogni uscita possibile per questo stato avrà la
seguente probabilità di essere misurata

Prob(outcome ω) =||”$ |ϑ→||
2 (II.17)

= ↑ϑ|”$”$ |ϑ→ (II.18)

= ↑ϑ|”$ |ϑ→ (II.19)

=Tr(”$ |ϑ→ ↑ϑ|) (II.20)

=Tr(”$ε) (II.21)

A partire da questa descrizione possiamo definire ora una classe più ampia di misurazioni,
i �J�H�Q�H�U�D�O �P�H�D�V�X�U�H�P�H�Q�W, dove vengono mantenute caratteristiche simili. Una misura generale
infatti può essere descritta allo stesso modo da una collezione di matrici semidefinite positive
{P0, ..., Pm$ 1} soddisfacenti la condizione

P0 + ...+ Pm$ 1 = IX (II.22)

Se questa misurazione viene effettuata su X mentre si trova in uno stato definito da una
matrice di densità ε, allora ogni uscita ω appare con probabilità

Prob(outcome ω) = Tr(P$ε). (II.23)

Possiamo notare come in questo modo si ottiene necessariamente un vettore di probabilità
(Tr(P0ε), ...,Tr(Pm$ 1ε)), vediamo perchè:

• gli elementi del vettore di probabilità devono essere tutti maggiori o uguali a 0 e questo
è confermato dal fatto che sia P$ che ε sono matrici semidefinite positive e quindi di
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conseguenza anche la loro traccia sarà un numero reale positivo.

• essendo la traccia una funzione lineare, la somma delle probabilità delle possibili uscite
di un sistema pari alla matrice identità e la traccia di una qualsiasi matrice di densità pari
a uno, allora possiamo concludere che la somma di questi termini dovrà essere uguale a
1, infatti:

Tr(P0ε) + ...+ Tr(Pm$ 1ε) = Tr((P0 + ...+ Pm$ 1)ε) = Tr(ε) = 1

Come preannunciato questo genere di misurazioni possono essere rappresentate anche sot-
toforma di �F�D�Q�D�O�L. L’atto di misurare infatti abbiamo visto come possa essere rappresentato da
una, inevitabile (o quasi), trasformazione del sistema misurato che ci porta in un nuovo stato,
ormai classico. Questa descrizione è congruente ai requisiti che ci permettono di descrive un
canale #, infatti un canale

# : ε ≃ ε" (II.24)

deve

1. essere lineare

2. portare il sistema iniziale in un sistema fisico realizzabile (con probabilità dunque positiva
e reale)

3. preservare la traccia (congruente in quanto la traccia del sistema di arrivo rappresenta la
somma delle probabilità di trovarsi in uno degli stati classici che è uguale a 1)

Quindi generalizzando possiamo affermare come, dato un sistema X e un sistema di uscita
Y i cui stati classici sono i possibili output della misura {0, ...,m↔ 1}, per ogni stato ε diX , lo
stato d’uscita#(ε) è unamatrice di densità diagonale, la cui digonale rappresenterà la probabilità
di trovarci in ciascuno degli stati classici. Sottolineiamo come per far si che la trasformazione
applicata dal canale porti ad avere un matrice diagonale deve valere che

#(ε) =
m$ 1#

$=0

Tr(P$ε) |ω→ ↑ω| . (II.25)

Per una misura {P0, ..., Pm$ 1}. Questa rappresentazione è equivalente a quella matriciale
vista sopra.
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Teorema di Naimark

Il teorema di Naimark rappresenta una fondamentale generalizzazione per quanto concerne l’uso
di misurazioni distruttive. Afferma che data una generale misurazione {P0, ..., Pm$ 1} su un
sistema X , queste misurazioni possano essere implementate nel seguente modo:

1. si introduce un sistema Y che abbia come stati classici {0, ...,m↔ 1}.

2. Un operazione unitaria U viene eseguita sulla coppia (Y,X).

3. Infine si esegue una misura sulla base computazionale.

Figura II.2: Rappresentazione figurativa del teorema di Naimark. [15]

Quello che inoltre afferma il teorema è che è sempre possibile scegliere U in modo tale che
le probabilità per le diverse uscite siano sempre congruenti a quelle della misurazione generale
data. Vediamo ora come possiamo nella maniera più intuitiva e diretta possibile dimostrare
questo teorema. Quello che ci servirà fare è scegliere appropriatamente l’operatore unitario U .
Ricordiamo tuttavia a priori un concetto base sulla teoria delle matrici, ovvero che: per ogni
matrice semidefinita P positiva esiste una e una sola matrice semidefnita positiva Q tale che
Q2 = P . Per semplificarci la notazione identificheremo questa matrice nella seguente maniera
↓
P .

↓
P è facilmente calcolabile, infatti basterà inizialmente trovare gli autovalori di P e in

questo modo avremo che

P =
n$ 1#

k=0

⇀k |ϑk→ ↑ϑk | ⇓
↓

P =
n$ 1#

k=0

-
⇀k |ϑk→ ↑ϑk | (II.26)

A partire da questo concetto possiamo definire una forma generale della matrice U :
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U =

.

/
/
/
/
/
/
0

↓
P0

↓
P1

...
↓
Pm$ 1

?

1

2
2
2
2
2
2
3

(II.27)

La parte non specificata può essere scelta a piacere purché l’intera matrice sia unitaria. Ve-
diamo ora come dimostrare come effettivamente questa scelta di U funzioni correttamente e
che è possibile scegliere le colonne non specificate di U in modo tale che la matrice sia unita-
ria. Iniziamo con la dimostrazione della funzionalità effettiva di U . Lo stato iniziale è quello
specificato in II.2 e vi applichiamo U , dunque avremo che

U(|0→ ↑0|⇐ ε)U   =

.

/
/
/
/
/
/
0

↓
P0

↓
P1

...
↓
Pm$ 1

?

1

2
2
2
2
2
2
3

.

/
/
/
/
/
/
/
0

ε 0 0 · · · 0

0 · · · · · · · · ·
...

0 · · · · · · · · ·
...

... · · · · · · · · ·
...

0 · · · · · · · · · 0

1

2
2
2
2
2
2
2
3

.

/
/
/
/
/
/
0

↓
P0

↓
P1 · · ·

↓
Pm$ 1

?

1

2
2
2
2
2
2
3

=

.

/
/
0

↓
P0ε

↓
P0 · · ·

↓
P0ε

↓
Pm$ 1

... . . . ...
↓
Pm$ 1ε

↓
P0 · · ·

↓
Pm$ 1ε

↓
Pm$ 1

1

2
2
3 .

Già da questi primi passaggi possiamo notare come le colonne non specificate di U non inter-
feriscano con i risultati in quanto verranno annullate. Chiamando la nuova matrice di densità
appena calcolata ⇁, possiamo ulteriormente semplificare l’espressione nel seguente modo

⇁ =
m$ 1#

a,b=0

|a→ ↑b|⇐
-

Paε
-

Pb. (II.28)

Arrivati a questo punto possiamo occuparci di effettuare la misurazione su Y , a tale scopo
ne calcoliamo la matrice di densità ridotta,

⇁Y =
m$ 1#

a,b=0

Tr
&-

Paε
-
Pb

)
|a→ ↑b| .
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Facilmente ora possiamo definire la probabilità di trovare un certo output ω come

Prob(ω) = ↑ω| ⇁Y |ω→ = Tr
&-

P$ε
-
P$

)
= Tr (P$ε) (II.29)

Ricordando quanto detto inizialmente nella spiegazione di misurazioni distruttive, abbiamo
infatti dimostrato come l’applicazione di questo teorema porti alla stessa misurazione probabi-
listica. Occupiamoci ora di dimostrare l’unitarietà della matrice U . I blocchi non definiti della
matrice non sono particolarmente un problema allo scopo della dimostrazione dell’unitarietà, in-
fatti questi verranno scelti in base al processo di ortogonalizzazione di Gram-Schmidt una volta
dimostrato che le n colonne componenti ciascun blocco

↓
P sono ortogonali tra di loro. Queste

colonne possono essere rappresentate come vettori nel seguente modo, dove c = 0, .., n ↔ 1 si
riferisci al numero della colonna partendo da 0

ϕc =
m$ 1#

a=0

|a→ ⇐
-
Pa |c→ .

Calcolando ora il prodotto interno di una coppia generica

↑ϕc|ϕd→ =
m$ 1#

a,b=0

↑a|b→ ↑c|
-

Pa

-
Pb |d→ (II.30)

= ↑c|

$
m$ 1#

a=0

Pa

%

|d→ (II.31)

= ↑c|d→ (II.32)

abbiamo così dimostrato, essendo il risultato finale il prodotto interno di due vettori di una
base del sistemaX , che le colonne sono ortonormali e di conseguenza U può essere costruita in
modo tale da essere unitaria.

Misurazioni non-distruttive

Finora ci siamo occupati di misurazioni distruttive, in cui l’uscita consiste unicamente nell’esito
classico della misura e non vi è alcuna specificazione dello stato quantistico post-misura del
sistema osservato. Le misurazioni non distruttive, invece, fanno esattamente questo. In partico-
lare, esse descrivono non solo le probabilità degli esiti di misura, ma anche lo stato del sistema
misurato, condizionato a ciascun possibile esito. È importante notare che il termine non distrut-
tivo si riferisce al sistema che viene misurato, ma non necessariamente al suo stato, che potrebbe
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comunque cambiare in modo significativo come conseguenza della misura. In generale, per una
data misura distruttiva, esistono molteplici (anzi, infinite) misure non distruttive compatibili con
essa, quindi le probabilità degli esiti coincidono esattamente con quelle della misura distruttiva.
Non esiste dunque un modo unico per definire lo stato post-misura di un sistema per una data
misura. Bisogna, tuttavia, riconoscere che le misure non distruttive possono sempre essere de-
scritte come composizioni di canali quantistici e misure distruttive (quindi, in un certo senso,
la misura distruttiva rappresenta il concetto più fondamentale). Considerando lo schema II.2,
definiamo matematicamente una misurazione non-distruttiva a partire dal teorema di Naimark.
Consideriamo una generica misurazione distruttiva {P0, ..., Pm↔ 1} del sistemaX . Seguendo
le stesse considerazioni fatte nel teorema di Naimark, ovvero inseriamo un nuovo sistema Y , lo
si fa interagire con X tramite un operatore unitario U e dopo si effettua la misurazione su Y ,
quello che avremo sarà che potremo analizzare lo stato del sistema X . Assumiamo quindi che
X sia in uno stato descritto dalla matrice di densità ε così che, dopo che Y è stato inizializzato
e U è stato applicato, abbiamo che (Y,X) è nello stato

⇁ = U (|0→ ↑0|⇐ ε)U   (II.33)

=
m$ 1#

a,b=0

|a→ ↑b|⇐
-

Paε
-

Pb (II.34)

Le probabilità per i diversi esiti classici della misura sono le stesse di prima (non possono
cambiare come conseguenza della nostra scelta di ignorare o meno il sistemaX). In altre parole,
otteniamo ciascun a ⇔ {0, . . . ,m↔ 1} con probabilità

Tr(Paε).

Condizionato all’aver ottenuto un particolare esito di misura a, lo stato risultante diX è dato
dalla seguente espressione:

↓
Paε

↓
Pa

Tr(Paε)
. (II.35)
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Capitolo III

Tecnologie per l’implementazione di qubit

Finora ci siamo sempre concentrati sull’aspetto teorico, di cui è fondamentale la comprensione
per l’analisi di materiale più articolato come quello proposto in questo capitolo. Ora, invece, ci
dedichiamo all’analisi dell’implementazione pratica dei blocchi fondamentali che costituiscono
i computer quantistici, i qubit. Arrivati a questo punto il lettore si sarà chiesto com’è possibile
modellare un oggetto astratto e matematico come il qubit, che vive in uno spazio di �+�L�O�E�H�U�W,
in qualcosa di tangibile e, non scontatamente, sfruttabile. In questa sezione ci dedicheremo ad
analizzare due delle principali implementazioni, odiernamente considerate �´�V�W�D�W�H �R�I �W�K�H �D�U�W�´1

per queste tecnologie. Nel contesto dei computer quantistici è utile analizzare un importante,
e ben noto, criterio che descrive la possibilità, data una certa tecnica di realizzazione di qubit,
di poter creare effettivamente un computer quantistico, il �F�U�L�W�H�U�L�R �G�L �'�L�9�L�Q�F�H�Q�]�R[5]. Questo
definisce le caratteristiche necessarie che un hardware deve presentare per poterne derivare un
quantum computer. Queste sono:

1. Un sistema fisico scalabile con un qubit ben definito.

2. L’abilità di inizializzare lo stato dei qubit in un semplice stato di fiducia.

3. Tempi di decoerenza lunghi.

4. Un insieme universale di porte quantistiche.

5. La capacità di effettuare una specifica misurazione su un qubit.

6. L’abilità di scambiare qubit stazionari con volatili.

7. L’abilità di trasmettere qubit volatili in specifiche destinazioni.

1Espressione inglese che indica il livello più avanzato raggiunto in un certo campo, disciplina o tecnologia in
un dato momento.
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Mentre le ultime due caratteristiche definiscono la possibilità di garantire la così detta �´�T�X�D�Q��

�W�X�P �F�R�P�P�X�Q�L�F�D�W�L�R�Q�´, i primi cinque garantiscono la realizzabilità della computazione quanti-
stica. In questo capitolo, oltre a definire a livello pratico in cosa consistono le implementazioni
sopracitate, ci occuperemo di verificare come i diversi approcci soddisfino omeno i primi cinque
criteri specificati da Divincenzo.

III.1 Superconduttori

Tra le diverse piattaforme fisiche per le implementazioni qubit, una delle più promettenti e,
attualmente, più implementate a livello aziendale da grandi multinazionali quali IBM,Microsoft
e Intel come anche a livello di ricerca scientifica, è quella dei qubit superconduttori[16]–[19].
Questi, differentemente da altre implementazioni, sono circuiti elettrici, e proprio per questo
motivo hanno i seguenti vantaggi:

1. Sono ampiamente caratterizzabili. Diversi tipi di qubit superconduttori, come qubit di
carica, di flusso, di fase possono essere modellati in base al cambiamento di poche carat-
teristiche proprie dei circuiti elettrici, induttanza, capacità ed energia di Josephson, come
vedremo successivamente, sono alcune delle proprietà che possono essere scelte a piacere
per determinare una successiva caratteristica peculiare all’intero sistema.

2. Scalabilità. La creazione di questi è basata su un industria già ampiamente sviluppata,
l’industria dei semiconduttori. Dispositivi di alta qualità possono essere creati sfruttando
avanzate abilità di creazione di chip.

3. Sono facilmente interconnettibili. Proprio per natura stessa dei sistemi basati su questo
tipo di implementazione è facile creare sistemi correlati di più qubit.

4. Facilmente controllabili. L’operazione e la misura di qubit superconduttori è compatibile
con il controllo e l’operatività a microonde.

Per quanto, come abbiamo appena visto, ci siano molti aspetti positivi, tuttavia, ci sono di-
verse complicazioni, dovute in parte al principio base su cui si basano, la �V�X�S�H�U�F�R�Q�G�X�W�W�L�Y�L�W�j.
Un circuito per poter presentare caratteristiche quanto meccaniche ha bisogno dell’assenza di
dissipazione, quindi, più specificatamente, tutte le parti metalliche devono essere fatte di un
materiale che presenti resistenza nulla alla temperatura di operatività dei qubit (supercondutti-
vità). Un materiale molto usato per la creazione di circuiti superconduttivi è l’alluminio grazie
alla sua, relativamente accessibile, temperatura critica2(20mK). Questo, come potrà già essere

2Temperatura alla quale il materiale incomincia a manifestare proprietà superconduttive.
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intuibile, pone importanti sfide nella realizzazione di un ambiente adatto a presentare le suddet-
te caratteristiche termiche. Ulteriormente, diversamente da altre implementazioni pratiche, nei
qubit superconduttivi quello che si realizza è un così detto ”atomo artificiale” che è rappresen-
tato da un circuito ”macroscopico” (termine molto interpretabile data la ”grandezza” di questi
dispositivi, ma ovviamente rispetto alle dimensioni di un vero atomo questi circuiti risultano
macroscopici). Ricordandoci quanto espresso nel precedente capitolo, possiamo capire come
questo causi non volute interazioni con l’ambiente, determinando ultimamente una peculiare
suscettibilità del sistema al fenomeno della decoerenza. Allo stato odierno il tempo entro il qua-
le un qubit superconduttivo riesce a mantenere la sua coerenza si aggira, al massimo, attorno
ai 100µs. Nonostante si stiano facendo enormi sviluppi in quest’area, questo valore, purché
sia abbastanza per poter eseguire molteplici operazioni in un calcolatore quantistico, potrebbe
creare complicazioni per eseguire calcolazioni più complesse o semplicemente dover tenere in
memoria il suo stato quantistico. Possiamo dunque dire che, attualmente, bensì i qubit supercon-
duttivi siano tra i più robusti e affidabili e con ottime possibilità di scalabilità, presentano ancora
mancanze per il mantenimento della decoerenza e quindi in parte non soddisfano il terzo criterio
di DiVincenzo. Propongo ora una celebre frase che viene condivisa tra fisici per inizializzarci
alla parte più pratica di questo capitolo:

�´�7�K�H�U�H �D�U�H �W�Z�R �N�L�Q�G�V �R�I �S�K�\�V�L�F�L�V�W�V��

�W�K�R�V�H �Z�K�R �E�H�O�L�H�Y�H �D�O�O �R�I �S�K�\�V�L�F�V �L�V �V�S�L�Q�V��

�7�K�R�V�H �Z�K�R �W�K�L�Q�N �D�O�O �R�I �S�K�\�V�L�F�V �L�V �R�V�F�L�O�O�D�W�R�U�V���´

In questa sezione partiremo con il descrivere un oscillatore armonico classico spostandoci
susseguentemente su quello quantistico per poi infine arrivare ad analizzare il �W�U�D�Q�V�P�R�Q �T�X�E�L�W,
che allo stato odierno rappresenta lo stato dell’arte per quanto riguarda qubit superconduttori,
che basa il suo funzionamento sull’oscillatore non armonico quantistico e quindi la Josephson
junction.
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III.1.1 Oscillatore armonico

Quello che idealmente vogliamo fare è creare un ”atomo artificiale”, ma come si può riuscire
a creare un qualcosa del genere? Per aiutarci nella comprensione sottolineiamo meglio ciò che
effettivamente ci interessa del nostro atomo.

Figura III.1: Livelli energetici di un elettrone

Questa figura rappresenta i livelli energetici, quantizzati di un elettrone in funzione dalla
sua distanza del nucleo dell’atomo. Per i nostri scopi è utile pensare a questi diversi livelli
come possibili stati quantistici e, prevalentemente, ci concentreremo a creare una struttura si-
mile alla figura proposta dove i primi due livelli saranno i nostri |0→ e |1→. Un’altra importante
proprietà che possiamo sottolineare da questa figura è la �Q�R�Q���D�U�P�R�Q�L�F�L�W�jdegli stati energetici.
Per quanto questo inizialmente non sarà visibile nell’introduzione all’oscillatore, appunto, ar-
monico, risulterà fondamentale successivamente quando verranno introdotte delle non-linearità,
diretta conseguenza della giunzione di Josephson. Questa non armonicità è essenziale per de-
terminare transizioni programmate e non ambigue tra diversi stati, infatti un pregio di questi
qubit sta anche nella loro facile controllabilità. Tramite l’utilizzo di microonde a diverse fre-
quenze è possibile determinare una transizione così ben definita. Occupiamoci ora, tuttavia, di
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definire più dettagliatamente un oscillatore armonico. Questo dispositivo può essere definito
come un condensatore e un induttanza in parallelo ed è la controparte elettronica dell’oscillatore
armonico definito da una massa e una molla.

(a) (b)

Figura III.2: (a). Livelli energetici oscillatore armonico. (b). Rappresentazione schematica di
un oscillatore armonico

Già possiamo notare come dalla semplice figura sopra proposta che incominciamo ad avvici-
narci ai livelli energetici di un atomo, tuttavia, per arrivare a questo obiettivo è necessario fare di-
versa altra strada. Per capire più intuitivamente i principi base su cui si pone un approssimazione
lineare e classica di un �W�U�D�Q�V�P�R�Q �T�X�E�L�Wosserviamo la prossima immagine.

(a) (b)

Figura III.3: (a). Rappresentazione qualitativa del funzionamento di un transmon qubit. (b).
Foto di un vero transmon qubit. [20]

Come si può vedere il nostro qubit è formato da due piastre metalliche e quella che successi-
vamente tratteremo come una Josephson junctionma che per questa prima spiegazione possiamo
modellare come un induttanza, che le collega. Mediamente le nostre piastre metalliche si aggi-
reranno su una larghezza di circa 100µm, questo ci permette di fare un importante assunzione,
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ovvero di trovarci nel �O�X�P�S�H�G �H�O�H�P�H�Q�W �U�H�J�L�P�H3 e quindi poter facilmente approssimare il nostro
sistema con lo schema posto nella figura III.2b. Analizziamo dal principio il funzionamento di
una rete elettrica come questa,

Q(t) =

4 t

$%
i(↽)d↽, Q(t) = Cv(t) (III.1)

#(t) =

4 t

$%
v(↽)d↽, #(t) = Li(t). (III.2)

Queste equazioni seguono della approssimazione a regime a elementi concentrati e defi-
niscono rispettivamente la carica presente sulle piastre metalliche modellizzate come un con-
densatore e il flusso del campo magnetico attraversante l’induttore. Per capire come descrivere
quantisticamente il nostro circuito dobbiamo ricavarci due importanti proprietà: la �/�D�J�U�D�Q�J�L�D�Q�D

e l’�+�D�P�L�O�W�R�Q�L�D�Q�D. A tale scopo definiamo ora l’energia associata ai nostri due componenti,

d

dt
↪(t) = p(t) = v(t)i(t),⇓ ↪(t) =

4 t

$%
p(↽)d↽(+↪(↔↖) = 0). (III.3)

Da qui segue che,

↪c(#̇) =
C#̇

2

2
, ↪c(Q) =

Q2

2C
(III.4)

↪l(#) =
#2

2L
, ↪l(Q̇) =

LQ2˙

2
. (III.5)

Queste grandezze ci saranno ora necessarie a determinare, dapprima, una iniziale relazione
oscillatoria del nostro circuito, per poi vederne la �/�D�J�U�D�Q�J�L�D�Q�De come queste due si collega-
no. Si sottolinea inoltre come la notazione proposta nelle precedenti equazioni, caratterizzata
dall’avere un punto sopra alcune variabili, indichi la derivata rispetto al tempo della medesima
variabile. Tornando a noi, proviamo ad applicare le leggi di �.�L�U�F�K�R�I�I, consapevoli delle nostre
appena ricavate relazioni, al circuito in esame III.2b. Sommando le correnti in un determinato
nodo e i potenziali dell’intera maglia si può osservare come sia possibile scrivere le seguenti
relazioni,

3Il lumped element regime (regime a elementi concentrati) è l’approssimazione in cui un circuito supercon-
duttore può essere descritto come un insieme di induttanze, capacità e giunzioni Josephson localizzate, perché le
dimensioni del circuito sono molto più piccole della lunghezza d’onda delle radiazioni a cui opera (nel caso di qubit
superconduttori ↙ 20GHz ).
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Q̇c + Q̇l = 0, #̇c ↔ #̇l = 0 (III.6)

da cui, utilizzando opportunamente le espressioni ricavate in III.1, possiamo ricavare,

C#̈+
#l

L
= 0, w0 =

1
↓
LC

, Z0 =

5
L

C
. (III.7)

Questa rappresenta la prima relazione oscillatoria del nostro circuito. Per chi avesse vaghe
reminiscenze di meccanica classica si può facilmente notare una grande somiglianza con la rela-
zione oscillatoria dell’ oscillatore meccanico, mẍ(t) + kx(t) = 0. Arbitrariamente, ma in ogni
caso, sulla base di questa somiglianza, identificheremo le due energie dei nostri componenti
analogamente alla loro controparte meccanica. L’energia derivata dalla carica del condensato-
re rappresenterà l’energia cinetica del nostro sistema, come la velocità ne è responsabile nella
relazione meccanica, mentre caratterizzeremo l’energia potenziale dipendentemente dal flus-
so attraverso l’induttanza, come la posizione ne è responsabile nell’analogo. Con i mezzi che
abbiamo appena ricavato possiamo ora definire la �/�D�J�U�D�Q�J�L�D�Q�D4 del nostro sistema.

L(#, #̇) = ↪c(#̇)↔ ↪l(#) (III.8)

=
C#̇

2

2
↔

#2

2L
. (III.9)

Da questo punto possiamo inoltre verificare la correttezza della precedente relazione
oscillatoria, infatti

d

dt

↩L

↩#̇
=

↩L

↩#
↔≃ C#̈+

#l

L
= 0 (III.10)

4La �/�D�J�U�D�Q�J�L�D�Q�Ddi un sistema rappresenta la differenza tra energia cinetica e potenziale dello stesso, ovvero
la sua dinamicità. Permette di ricavare le equazioni del moto (cioè come evolve il sistema) senza dover scrivere
direttamente le forze, ma usando un principio più elegante: il principio di minima azione. Secondo questo principio,
l’evoluzione reale di un sistema fisico è quella che minimizza (o rende stazionaria) la cosiddetta azione: S =

6
Ldt
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Per rappresentare ora invece l’�+�D�P�L�O�W�R�Q�L�D�Q�D5 abbiamo bisogno di trovare un corrispettivo
del momento meccanico del nostro sistema, questo risulta essere la caricaQ avendo in principio
scelto # come ”posizione”. Da queste assunzioni seguirà,

H(#, Q) =
Q2

2C
+

#2

2L
. (III.11)

Supponiamo ora di porre L,C = 1 e definiamo inoltre l’energia totale del sistema uguale
a un certo valore definito E = h̄w0(n + 1

2) = 1
2(Q

2 + #2) (proprio casualmente abbiamo
scelto l’energia di un oscillatore armonico quantistico... ovviamente no, ci sarà solo più utile per
proseguire con la spiegazione più avanti nel testo). Questa descrizione ci permette di analizzare
meglio i diversi livelli energetici, quindi stati possibili in cui può evolvere il nostro sistema.

Figura III.4: Spazio delle fasi descrivente i livelli energetici attraversabili da un oscillatore ar-
monico, quantistico e non. L’oscillatore quantistico può essere in soli stati quantizzati (anelli
circolari) mentre quello classico può disporsi in qualunque punto definito dello spazio. Si sot-
tolinea come la posizione scelta per la caratterizzazione del livello energetico del sistema è
totalmente arbitraria e a puro scopo di comprensione intuitiva dell’immagine.

Questa rappresentazione ci permette di capire intuitivamente come funziona il circuito. Il
sistema, dato un certo livello energetico, segue un ciclo in cui flusso e carica si bilanciano per
mantenere lo stesso valore dell’�+�D�P�L�O�W�R�Q�L�D�Q�D. Questo moto può essere descritto in due diversi

5L’Hamiltoniana H è una funzione che descrive l’energia totale di un sistema (cinetica + potenziale), riscritta
in termini di coordinate generalizzate qi (posizioni, angoli, flussi…) e momenti coniugati pi . Formalmente si
ottiene dalla Lagrangiana tramite una trasformata di Legendre: H =

!
i pi qúi ↔ L(qi , qúi ), dove pi = ! L

!qúi
. Risulta

fondamentale in meccanica quantistica ricavarla in quanto diventa un operatore che genera un evoluzione temporale
secondo l’equazione di Schrödinger i h̄ !

!t |#(t)→ = Hö |#(t)→. Dove h̄ è la costante di Plank ridotta e vale: h̄ =
h

2" = 1 .055· 10# 34Js.
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modi: il primo è come �´�U�D�W�H �R�I �F�K�D�Q�J�H�´delle variabili, quindi

#̇ = +
↩H

↩#
= +Q (III.12)

Q̇ = ↔
↩H

↩Q
= ↔#. (III.13)

Altrimenti, analogamente, è possibile descrivere questo ”moto” con un numero complesso,

a(t) = a(0)e$ iw 0t . (III.14)

Per noi a assumerà la seguente forma per facilitarci con i passaggi matematici:

a(t) =

5
1

2h̄Z
[#(t) + iZQ(t)]. (III.15)

Con questo nuovo aiuto possiamo proporre una nuova definizione dell’�+�D�P�L�O�W�R�Q�L�D�Q�D, non
più in funzione del flusso e della carica ma di a e a#6,

H(a, a#) =
1

2
h̄w0(a

#a+ aa#). (III.16)

Nonostante le derivazioni matematiche che abbiamo ottenuto rappresentino un ottimo punto
di partenza per la descrizione di un oscillatore armonico quantistico, quello che ci manca è un
”ponte”, un legame tra mondo classico e quantistico.

6Complesso coniugato.
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Figura III.5: Confine tra fisica classica e quantistica [21]

Come possiamo però trovarne uno? Fortunatamente l’analisi della fisica classica può venirci
estremamente in aiuto da questo punto di vista[22]. �3�D�X�O �'�L�U�D�Fnotò un importante relazione tra
le relazioni di commutazione degli operatori di �+�H�L�V�H�Q�E�H�U�Jcon il modo di descrivere un sistema
tramite l’implementazione delle �S�D�U�H�Q�W�H�V�L �G�L �3�R�L�V�V�R�Q7.

Classico (parentesi di Poisson) Commutatore quantistico (III.17)

a. {x, p}P = 1 [x̂, p̂] = ih̄1̂ (III.18)

b.
d

dt
O = {O,H}P

d

dt
Ô = {Ô, Ĥ} (III.19)

dove O(x, p; t),H(x, p; t) dove Ô(x, p; t), Ĥ(x, p; t) (III.20)

L’espressione a. rappresenta la parentesi di Poisson tra le variabili x e p per quanto riguarda

7La parentesi di Poisson sono uno strumento matematico della meccanica classica che servono a descrivere
l’evoluzione dinamica di un sistema e sono definite nel seguente modo: {f,g}P . Le due funzioni f e g sono definite
da pozione xi e momenti coniugati pi . Questa notazione può essere ampliata nella seguente forma: {x,p}P =
!

i

&
!f
!x i

!g
!p i

↔
!f
!p i

!g
!x i

)
.
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la parte classica, mentre per quella quantistica la commutazione di x̂ e p̂8. L’espressione b.
indica come l’evoluzione di un qualsiasi operatore, ovverosia di qualsiasi funzione di x e p, sia
determinata dalla parentesi di Poisson dell’operatore con la l’Hamiltoniana del sistema. Questa
traformazioni prendono il nome di �T�X�D�Q�W�L�]�]�D�]�L�R�Q�H �F�D�Q�R�Q�L�F�D �G�L �'�L�U�D�Fe rappresenteranno il nostro
ponte tra mondo classico e quantistico. Possiamo quindi ora definire le differenze e relazioni
tra grandezze classiche e quantistiche:

Classico Quantistico (III.21)

#(t) ↔≃ #̂ (III.22)

Q(t) ↔≃ Q̂ (III.23)

H(#, Q) ↔≃ Ĥ(#̂, Q̂) (III.24)

{#, Q} = 1 ↔≃ [#̂, Q̂] = ih̄1̂ (III.25)

{a, a#
} =

1

ih̄
↔≃ [â, â  ] = 1̂ (III.26)

H =
Q2

2C
+

#2

2L
↔≃ Ĥ =

Q̂
2

2C
+

#̂
2

2L
(III.27)

H =
1

2
h̄w0(a

#a+ aa#) ↔≃ Ĥ =
1

2
h̄w0(â

  â+ ââ  ) (III.28)

a(t) =

5
1

2h̄Z
[#(t) + iZQ(t)] ↔≃ â =

5
1

2h̄Z
[#̂+ iZQ̂] (III.29)

a(t) = a(0)e$ iw 0t
↔≃ â(t) = â(0)e$ iw 0t (III.30)

#(t) =

5
h̄Z

2
(a#(t) + a(t)) ↔≃ #̂ = #ZP F (â

  + â) (III.31)

Q(t) = i

5
h̄

2Z
(a#(t)↔ a(t)) ↔≃ Q̂ = QZP F (â

 
↔ â). (III.32)

Dalla precedente lista possiamo notare due grandezze finora mai incontrate: QZP F e #ZP F .
Queste rappresentano i valori, rispettivamente, della carica e del flusso dovuti alle �´�]�H�U�R �S�R�L�Q�W

�I�O�X�F�W�X�D�W�L�R�Q�V�´.

#2
ZP F = ↑0| #̂

2
|0→ , Q2

ZP F = ↑0| Q̂
2
|0→ (III.33)

In meccanica classica infatti è possibile per un oscillatore avere energia pari a 0, tuttavia, per un
oscillatore quantistico questa non è una possibilità. In meccanica quantistica l’oscillatore non
può mai fermarsi completamente, nemmeno nello stato fondamentale, infatti possiede energia
residua diretta conseguenza del principio di indeterminazione di Heisenmberg che, definito sul

8L’operazione [xö, pö] viene definita nella seguente maniera: xöpö↔ pöxö
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nostro caso in esame, afferma come:

$#$Q ∝
h̄

2
. (III.34)

In poche parole quindi se fosse possibile per il nostro sistema avere energia nulla nello sta-
to fondamentale allora potremmo ricavarne informazioni certe sia sul flusso che sulla carica
del nostro sistema ultimamente risultando in una contraddizione con il principio fondamentale
appena visto della meccanica quantistica. Per costruirci un’intuizione più chiara, e anche ma-
tematicamente rigorosa, di queste implicazioni definiamo più completamente gli operatori â e
â  . Questi sono anche chiamati operatori di �D�Q�Q�L�F�K�L�O�L�P�H�Q�W�Re �F�U�H�D�]�L�R�Q�H, rispettivamente, per
le loro proprietà. Una rappresentazione molto intuitiva della loro funzionalità può essere facil-
mente compresa pensando a una scala. Immaginando di essere su un piolo, rappresentante uno
stato generico quantistico |ϑ→, la cui altezza da terra rappresenta l’energia del determinato stato,
avremo che l’applicazione di uno dei due operatori al suddetto stato ci farà o scendere o salire
di un piolo e così dunque anche di stato energetico. Vediamo ora più genericamente come sono
caratterizzati questi due operatori:

Annichilimento Creazione (III.35)

â |n→ =
↓
n |n↔ 1→ â 

|n→ =
↓
n+ 1 |n+ 1→ (III.36)

ex :â =

.

/
/
/
/
0

0 1 0 0

0 0
↓
2 0

0 0 0
↓
3

0 0 0
. . .

1

2
2
2
2
3

â  =

.

/
/
/
/
0

0 0 0 0

1 0 0 0

0
↓
2 0 0

0 0
↓
3

. . .

1

2
2
2
2
3
. (III.37)

Definiamo inoltre,

N̂ = â  â =

.

/
/
/
/
0

1 0 0 0

0 2 0 0

0 0 3 0

0 0 0
. . .

1

2
2
2
2
3
. (III.38)

Da (III.26) possiamo inoltre ricavare l’ultimo elemento utile per capire ancora più
concretamente per quale motivo l’energia del nostro sistema non sia zero nemmeno a riposo,

[â  , â] = 1̂ ↔≃ ââ  = â  â+ 1. (III.39)
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Riprendendo ora (III.28) possiamo evidenziare la �´�]�H�U�R �S�R�L�Q�W �H�Q�H�U�J�\�´,

Ĥ =
1

2
h̄w0(â

  â+ ââ  ) (III.40)

=
1

2
h̄w0(â

  â+ â  â+ 1) (III.41)

= h̄w0â
  â+

1

2
h̄w0 (III.42)

= h̄w0(N̂ +
1

2
) (III.43)

e quindi

Ĥ |n→ = En |n→ (III.44)

= h̄w0(N̂ |n→+
1

2
) (III.45)

= h̄w0(n+
1

2
) |n→ . (III.46)

Questa nuova formulazione dell’�+�D�P�L�O�W�R�Q�L�D�Q�Ddefinisce completamente l’energia di un
oscillatore armonico quantistico e, oltretutto, possiamo sottolineare due termini di peculiare im-
portanza, il primo n descrive il numero di eccitazioni fotoniche che ci sono nel nostro oscillatore
(quanti di energia), mentre il secondo 1

2 termine origina da quanto abbiamo detto precedentemen-
te sull’energia dovuta alle fluttuazioni di # e Q. Da quanto detto finora risulta anche semplice
verificare come effettivamente questa energia sia dovuta a delle ”fluttuazioni” e non a un valore
fisso, infatti, analizzando i valori medi degli osservabili #̂ e Q̂ si può notare come questi siano
nulli,

↑#̂→ = ↑n|#ZP F (â
  + â) |n→ ↑Q̂→ = ↑n| (↔iQZP F (â

 
↔ â)) |n→ (III.47)

= #ZP F (↑â
 
→+ ↑â→) = ↔iQZP F (↑â

 
→ ↔ ↑â→) (III.48)

= 0 = 0 (III.49)

Per agevolare la comprensione di questa deduzione si ricorda come ↑n| â |n→ =
↓
n ↑n|n↔ 1→ per (III.36) (analogamente ↑n| â 

|n→ =
↓
n+ 1 ↑n|n+ 1→ per (III.36)) e che il

prodotto interno di due stati che formano una base ortonormale di uno spazio di �+�L�O�E�H�U�W, in cui
in questo caso vive l’oscillatore, è nullo. Ma allora da dove genera questo valore? Origina dalla
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varianza, vediamo come:

Var(#̂) = ↑#̂
2
→ ↔ ↑#̂→2 (III.50)

= ↑#̂
2
→ (III.51)

= ↑n| (â  + â)2
|n→#2

ZP F (III.52)

= ↑n| ((â  )2 + â2 + ââ  + â  â) |n→#2
ZP F (III.53)

= ↑n| (ââ  + â  â) |n→#2
ZP F (III.54)

= #2
ZP F ↑ââ

  + â  â→ (III.55)

= #2
ZP F ↑â

  â+ â  â+ 1→ (III.56)

= (2n+ 1)#2
ZP F . (III.57)

Da quest’ultima espressione osserviamo come anche nello stato n = 0 la varianza risulterà
essere uguale a #2

ZP F . Arrivati a questo punto e oramai a conclusione della spiegazione dell’o-
scillatore armonico quantistico possiamo così rappresentare le diverse energie in funzione del
flusso magnetico dei diversi stati:

Figura III.6: Rappresentazione delle ampiezze scalate delle funzioni d’onda
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O più dettagliatamente nello spazio delle fasi avremo,

Figura III.7: Husimi Q-function degli stati |0→, |1→, |2→ e |3→. La Husimi Q-function fornisce una
rappresentazione nello spazio delle fasi, definita come Q(ω) = 1

! ↑ω|ε̂|ω→, dove |ω→ è uno stato
coerente e ε̂ la matrice di densità dell’oscillatore armonico quantistico.

Si osserva come nella precedente rappresentazione, gli stati non definiscano più una traiet-
toria circolare caratterizzato come rappresentato in III.4, ma, ”fluttuano” attorno a questa stessa.
Il motivo per il quale ciò succede è dovuto dall’azione di QZP F e #ZP F .

III.1.2 Transmon Qubit

Con gli strumenti e le assunzioni finora fatte, possiamo ora definire matematicamente e prati-
camente il �7�U�D�Q�V�P�R�Q �T�X�E�L�W. Ricordando quanto detto a inizio capitolo, dobbiamo inserire delle
�Q�R�Q���O�L�Q�H�D�U�L�W�jnel nostro circuito, è quindi ora di iniziare a parlare della �-�R�V�H�S�K�V�R�Q �M�X�Q�F�W�L�R�Q.
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Figura III.8: Immagine vista al SEM di una giunzione di Josephson. [23]

Dalla figura soprastante è possibile evidenziare la struttura di questa giunzione. Questa è
composta da due, cosìddette, isole metalliche separate da un ossido metallico. Per le proprietà
discusse a inizio capitolo il metallo generalmente usato per la usa realizzazione è l’alluminio,
infatti, ricordando alcune delle proprietà che lo rendono la scelta ottimale per queste implicazioni
abbiamo:

• Una temperatura critica Tc adeguata.

• Un ossido di alta qualità (Al2O3).

• Alta controllabilità dello spessore dello strato di ossido.

• Facile deposizione, può essere evaporato termicamente o depositato via sputtering con
ottima uniformità su wafer di silicio o zaffiro.

La nostra nuova configurazione circuitale sarà la seguente,
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(a) (b)

Figura III.9: (a). Simbolo elettrico della giunzione di Josephson. (b). Circuito elettrico rappre-
sentante un transmon qubit. [23]

La peculiarità di questo dispositivo origina dalla relazione che identifica l’energia da questo
immagazzinata,

↪j (#j ) = Ej

7
1↔ cos

7
#j

ς0

88
, (III.58)

dove Ej è la �-�R�V�H�S�K�V�R�Q �W�X�Q�Q�H�O�L�Q�J �H�Q�H�U�J�\che esprime quanto è difficile per gli elettroni, o
coppie di Cooper9, attraversare lo strato di ossido e così dunque passare da un isola metallica
all’altra a causa di un effetto lineare dell’induttanza e ς0 è una costante universale pari a ς0 =
h̄
2e ↙ 3.3 · 10$ 16Wb. Effettuando un espansione di �7�D�\�O�R�Udella precedente equazione possiamo
andare a osservare le componenti lineari e non,

↪j (#j ) = Ej

7
1↔ cos

7
#j

ς0

88
(III.59)

= ↪lin
j (#j ) + ↪nlin

j (#j ) (III.60)

=
Ej

2

7
#j

ς0

8 2

↔
Ej

4!

7
#j

ς0

8 4

+O(#6
j ). (III.61)

Il primo termine della nuova espressione è un approssimazione del 1° ordine e rappresen-
ta l’energia potenziale di un induttanza lineare e da questa possiamo ricavare una relazione
importante che collegherà la giunzione di Josephson con l’induttanza vista precedentemente,
ovvero,

9Una coppia di Cooper è una coppia di elettroni che, in un materiale superconduttore, si lega insieme in modo
molto debole ma efficace, agendo di fatto come una singola particella.
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Ej

2

7
#j

ς0

8 2

=
#2

j

2Lj
↔≃ Ej =

ς2
0

Lj
. (III.62)

Omettendo il fattore costante da III.59 otteniamo la funzione che definisce l’energia po-
tenziale in una giunzione di Josephson, osserviamo tramite un grafico come questa relazione e
quella di un induttanza lineare si interfacciano,

Figura III.10: Analisi approssimazione al primo ordine dell’energia della Josephson junction

In prima approssimazione10 come si vede chiaramente dalla figura sovrastante le due curve
coincidono ed è solo andando avanti che si nota la differenza. Proprio per queste assunzioni e
osservazioni possiamo definire la �+�D�P�L�O�W�R�Q�L�D�Q�Ddel nostro nuovo sistema,

Ĥ =
Q̂

2

2C
↔ Ej cos

7
#j

ς0

8
(III.63)

↙
Q̂

2

2C
+

#̂
2

2Lj
↔

Ej

4!

7
#j

ς0

8 4

(III.64)

= h̄w0â
  â↔

Ej ς4
ZP F

4!
(â+ â  )4. (III.65)

10Si ricorda come noi siamo interessati a gestire principalmente gli stati |0→ e |1→ ed è proprio per questa ragione
che un approssimazione al primo ordine del nostro sistema è sufficiente per i nostri scopi.
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Figura III.11: Spazio delle fasi del transmon qubit.

In questa nuova espressione sottolineiamo come ς4
ZP F venga da III.31 e dal considerare

ςZP F := ! ZP F
#0

e come questa definizione sia �D �P�H�Q�R �G�L �X�Q�D �F�R�V�W�D�Q�W�Hin quanto néEj dovuto alla
energia potenziale della giunzione di Josephson né h̄w0

2 dovuta allo sviluppo della Hamiltoniana
dell’oscillatore armonico quantistico compaiono. Possiamo nuovamente dividere l’espressione
in una parte già vista nell’oscillatore armonico, il primo termine, e in un’altra parte non linea-
re dovuta all’implementazione della giunzione. Vediamo cosa possiamo ottenere espandendo
quest’ultima,

↔
Ej ς4

ZP F

4!
(â+ â  )4 = ↔

Ej ς4
ZP F

4!
(â+ â  )(â+ â  )(â+ â  )(â+ â  ) (III.66)

= ↔
Ej ς4

ZP F

4!
(ââââ+ â  âââ+ â  â  ââ · · · ) (III.67)

(III.68)

Notiamo come una volta svolto (â + â  )4 otterremo una moltitudine di termini diversi per
i quali, ricordando l’espressione III.30 e III.39, possiamo notare come è possibile distinguere i
risultati delle moltiplicazioni in due diverse categorie: quella di termini che ruotano e quella di
termini stazionari (ex:(â  )2â2 = (â  (0)e$ iw 0t)2(â(0)e$ iw 0t)2 = (â  (0))2â(0)2 termine staziona-
rio, â  âââ = â  (0)â(0)3e$ 2iw 0t termine oscillatorio). Abbiamo così posto le basi per un’altra
importante approssimazione che potremo fare della nostra Hamiltoniana, ovvero, la �´�U�R�W�D�W�L�Q�J

�Z�D�Y�H �D�S�S�U�R�[�L�P�D�W�L�R�Q�´che stabilisce come data Ĥ somma di Ĥ0 e ĤR(t) rispettivamente com-
poste di soli termini stazionari l’una e solo termini rotatori l’altra, possiamo approssimare Ĥ
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come segue:

Ĥ ↙ Ĥ0. (III.69)

Questa nuova Hamiltoniana sarà caratterizzata dalla seguente notazione Ĥ
RW A
4 dove il nu-

mero 4 identifica il fatto che stessimo trattando termini di miscelazione a quattro onde (i.e.
â  âââ), mentre l’apice RWA indica una �´�U�R�W�D�W�L�Q�J �Z�D�Y�H �D�S�S�U�R�[�L�P�D�W�L�R�Q�´. Questa approssima-
zione funziona adeguatamente nel nostro caso a causa del fatto che i termini rotatori possiamo
vederli come delle onde che oscillano così rapidamente che il sistema non ha il tempo di rispon-
dere in modo coerente e quindi il loro contributo medio nel tempo si medierà esattamente a zero
su scale temporali rilevanti per l’evoluzione del sistema. Per questo, così facendo, otteniamo la
seguente nuova forma della Hamiltoniana,

Ĥ
RW A
4 = h̄w0â

  â↔
Ej ς4

ZP F

4!

9
12â  â+ 6(â  )2â2

:
(III.70)

= h̄(w0 ↔$q)â
  â↔

h̄ω

2
(â  )2â2 (III.71)

In questa nuova formulazione otteniamo due nuovi essenziali contributi, $q e ω, che sono
definiti come segue,

h̄$q = h̄ω =
1

2
Ej ς

4
ZP F . (III.72)

$q può essere compreso intuitivamente osservando la Figura III.10. Sebbene il potenziale
reale di Josephson (curva nera) e la sua approssimazione parabolica (curva viola) coincidano
perfettamente in prossimità del minimo ( !

#0
= 0), le due curve divergono man mano che ci si

allontana da esso. Il valore di$q ha origine proprio da questa divergenza. Il termine è una con-
seguenza diretta delle �]�H�U�R �S�R�L�Q�W �I�O�X�F�W�X�D�W�L�R�Q�V, anche nel suo stato fondamentale, il sistema non
è mai perfettamente fermo in !

#0
= 0, ma oscilla con un’ampiezza finita. Queste oscillazioni

fanno sì che il sistema ’campioni’ regioni del potenziale in cui la non linearità del coseno (⇒ ς4)

diventa significativa rispetto all’approssimazione armonica (⇒ ς2). In un certo senso, le ZPF
’rivelano’ la vera natura non armonica del potenziale, causando uno spostamento della frequen-
za di risonanza fondamentale rispetto al valore w0 previsto dal modello puramente armonico.
Questo spostamento, negativo perché il potenziale di Josephson è ’più morbido’ di una parabola,
è il �/�D�P�E �V�K�L�I�W$q. Possiamo ulteriormente semplificare la relazione ottenuta ricordandoci di
III.38,
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Ĥ
RW A
4 = h̄wqN̂ ↔

h̄ω

2
N̂

&
N̂ ↔ 1

)
. (III.73)

Con questa ultima relazione è inoltre facilmente evidenziabile la �Q�R�Q���D�U�P�R�Q�L�F�L�W�jpresente nel
transmon qubit. Differentemente da quanto era visibile per l’oscillatore armonico dove si poteva
facilmente calcolare come i differenti livelli fossero equidistanti, ora abbiamo la possibilità di
verificarne la �Q�R�Q���D�U�P�R�Q�L�F�L�W�j. Questa deriva proprio dal termine ω ed è facile evidenziarla con
le seguenti transizioni:

|0→ ≃ |1→ :

;
<

=

E0 = 0

E1 = h̄wq1↔
h̄ω

2
1(1↔ 1) = h̄(w0 ↔$q)

⇓ Etrans = h̄(w0 ↔$q)

|1→ ≃ |2→ :

;
><

>=

E1 = h̄wq1↔
h̄ω

2
1(1↔ 1)

E2 = h̄wq2↔
h̄ω

2
2(2↔ 1) = 2h̄(w0 ↔$q)↔ h̄ω

⇓ Etrans = h̄(w0 ↔$q)↔ h̄ω

|2→ ≃ |3→ :

;
<

=

E2 = 2h̄(w0 ↔$q)↔ h̄ω

E3 = h̄wq3↔
h̄ω

2
3(3↔ 1) = 3h̄(w0 ↔$q)↔ 3h̄ω

⇓ Etrans = h̄(w0 ↔$q)↔ 2h̄ω.

Abbiamo così ottenuto la non armonicità che fin dall’inizio cercavamo e notiamo come, infatti,
la seguente immagine ricordi maggiormente soprattutto osservando i primi due livelli energetici
la figura III.1 descrivente i livelli energetici di un elettrone che ci siamo posti come modello
nella realizzazione del nostro �´�D�W�R�P�R �D�U�W�L�I�L�F�L�D�O�H�´.

Figura III.12: Rappresentazione grafica dell’energia dei diversi livelli non armonici di un tran-
smon qubit
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III.2 Trappole Ioniche

Tra le varie piattaforme fisiche proposte per l’implementazione dei qubit, una delle più longeve
e consolidate a livello sia sperimentale che teorico è quella basata sugli �L�R�Q�L �L�Q�W�U�D�S�S�R�O�D�W�L[24]–
[27]. Contrariamente a quanto abbiamo affermato nei qubit superconduttivi, in questo caso, non
si va a generare un sistema che ”imiti” i livelli energetici di un atomo, ovverosia un ”atomo
artificiale”, bensì utilizziamo atomi veri e propri e, più specificatamente, ioni. Da dove origina
il bisogno di dover ricavare da atomi ben definiti i corrispettivi ioni (positivi)? Come vedre-
mo più dettagliatamente e con più rigorosità in III.2.2 il fatto di trattare particelle con carica
netta non nulla ci permette di confinare queste stesse in una determinata regione dello spazio
attraverso campi elettromagnetici accuratamente controllati, proprio da queste considerazioni
la tecnologia in esame prende il nome di �L�R�Q�L �L�Q�W�U�D�S�S�R�O�D�W�L. L’interesse verso questa tecnologia
non è solo accademico: negli ultimi anni si è assistito a una rapida evoluzione delle piattaforme
commerciali basate su ioni intrappolati, con aziende come IonQ e Quantinuum. Dal punto di
vista pratico, questa piattaforma offre diversi vantaggi rispetto ad altre tecnologie. Gli ioni sono
sistemi atomici identici per natura, e quindi non soffrono delle disomogeneità strutturali tipi-
che dei qubit allo stato solido, come quelli visti precedentemente. Inoltre, i tempi di coerenza
raggiungibili sono estremamente lunghi, arrivando a decine di secondi o addirittura minuti in
alcuni casi sperimentali, valori che superano di ordini di grandezza quelli di altre architetture
concorrenti. Questo rende gli ioni intrappolati un candidato privilegiato per la realizzazione di
qubit “ad alta fedeltà”. Naturalmente, anche questa tecnologia presenta dei limiti significativi.
La complessità degli apparati sperimentali rende difficile la miniaturizzazione e la scalabilità
verso numeri molto grandi di qubit, infatti, il controllo simultaneo di un numero crescente di
ioni, con fasci laser focalizzati su ciascuno, diventa tecnicamente complesso man mano che il
sistema cresce. Attualmente, infatti, i sistemi più avanzati a ioni intrappolati riescono a ma-
nipolare alcune decine di qubit con fedeltà molto elevata, ma la transizione verso architetture
su larga scala resta un obiettivo di ricerca ancora aperto. In questo capitolo ci occuperemo di
definire qualitativamente i principali qubit basati su questa tecnologia, mentre ci dedicheremo
più attivamente nella descrizione e formalizzazione matematica della trappola di Paul.
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III.2.1 Qubit implementati nella tecnologia a trappole ioniche

Diversi sono i tipi di qubit implementabili tramite questa tecnologia, nella maggior parte dei casi
per la creazione di questi stessi vengono usati gli ioni positivi degli atomi che elenchiamo qui di
seguito, dove ognuno di questi ha i suoi vantaggi e svantaggi nell’implementazione come qubit,
ma di cui lasciamo al lettore un maggior approfondimento da farsi: Ca+, Y b+, Sr+, Ba+, Be+

eMg+. Tra le diverse implementazioni di qubit tramite ioni intrappolati, tre delle più comuni e
rilevanti sono i cosiddetti �=�H�H�P�D�Q �T�X�E�L�W, �R�S�W�L�F�D�O �T�X�E�L�We �K�\�S�H�U�I�L�Q�H �T�X�E�L�W. La distinzione deriva
dalla natura degli stati interni dello ione scelti per rappresentare la base computazionale |0→ e
|1→. In questa sezione ci limiteremo a evidenziare le loro principali caratteristiche e vantaggi.

Zeeman qubit

Gli �=�H�H�P�D�Q �T�X�E�L�Wconsistono in un paio di stati nel medesimo orbitale elettronico e livello iperfi-
ne. Questi sono separati attraverso un piccolo campomagnetico esterno da frequeze appartenenti
all’ordine deiMHz. Queste caratteristiche permettono un tempo di vita del qubit praticamente
infinito, in quanto, essendo nello stesso livello elettronico, non potranno decadere radioatti-
vamente. Nei qubit Zeeman l’identificazione dello stato non può essere ottenuta direttamente
tramite fluorescenza, poiché entrambi i livelli del qubit appartengono alla stessa manifold elet-
tronica. Per ovviare a questo limite, si utilizza una tecnica ausiliaria nota come �V�K�H�O�Y�L�Q�J. In
questo procedimento, uno dei due stati logici viene trasferito in un livello metastabile della ma-
nifold D. Successivamente, un laser di rivelazione risonante con la transizione S↔P11 viene
applicato. Se lo ione era nello stato che è stato mantenuto, partecipa al ciclo di fluorescenza e
produce fotoni misurabili, al contrario, se era stato trasferito nello stato metastabile, non viene
eccitato e non emette luce. In questo modo, la presenza o l’assenza di fluorescenza permette di
discriminare con elevata fedeltà lo stato del qubit. Generalmente gli Zeeman qubit presentano
un alta sensibilità alle variazioni del campo magnetico. Per questa ragione grandi precauzioni
spesso vengono prese per proteggere i qubit da questa possibile origine di decoerenza. Tramite
l’implementazione di una schermatura magnetica nella camera dove risiede la trappola che di
magneti permanenti per la generazione del campo è stato possibile arrivare a tempi di coerenza
dell’ordine dei 300ms.

Optical qubit

Gli optical qubit consistono in uno stato nello stato fondamentale dello ione mentre un altro in
un livello metastabile D. Questi due livelli elettronici sono separati da transizioni nel visibile o

11La transizione S↔P viene scelta per la rivelazione degli stati dei qubit ionici poiché è una transizione molto
forte, caratterizzata da un alto tasso di scattering fotonico. Ciò consente di ottenere un segnale di fluorescenza
intenso e facilmente distinguibile.
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vicino infrarosso, questo li rende più facilmente scalabili con tolleranze di fabbricazione meno
stringenti e componenti ottici più stabili. Odiernamente evidenze sperimentali hanno portato
questi qubit a raggiungere tempi di coerenza pari a 0.2s, tuttavia il più grande antagonista nel-
l’ottenimento di ottimi tempi di coerenza resta il tempo di decadimento dello stato metastabile,
che si aggira tipicamente alle decine di secondi. Un grande vantaggio dei qubit ottici è la pos-
sibilità di eseguire misure ad alta efficienza tramite electron shelving: illuminando lo ione con
luce risonante verso un livello ausiliario P a decadimento rapido, si osserva fluorescenza solo se
il qubit è nello stato fondamentale, mentre lo stato metastabile rimane scuro. Questo consente
misure quasi perfette e di tipo non distruttivo, in quanto dopo la proiezione la misura non altera
ulteriormente lo stato.

Hyperfine qubit

Qubit iperfini, consistono in un paio di stati nello stato fondamentale iperfino, sono caratterizzati
come gli Zeeman qubit da una lunga vita del qubit, ma, allo stesso tempo, offrono una buona
insensibilità alle fluttuazioni del campo magnetico. La identificazione dello stato risulta essere
inoltre più diretta a causa della maggior differenza tra i livelli energetici del qubit. In cambio
di questi pregi, tuttavia, questi qubit sono caratterizzati da una più complicata struttura dei li-
velli, portando così al dover utilizzare più laser o frequenze dei laser per la preparazione dello
stato o della misurazione. Questi qubit in particolari implementazioni utilizzanti il Y b+ hanno
dimostrato tempi di coerenza fino a 600s.

Questa varietà di approcci testimonia come le diverse piattaforme di ioni intrappolati possano
essere adattate in base alle esigenze specifiche di fedeltà, scalabilità e robustezza del sistema.
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III.2.2 Trappola di Paul lineare

Arrivati a questo punto, come possiamo però a livello pratico intrappolare uno ione? Fortu-
natamente a questo ci pensò Paul Wolfgang che vinse, proprio per questa invenzione [28], il
premio Nobel per la fisica nel 1989. Uno ione non può essere intrappolato in campi statici,
questo è dimostrato dal teorema di Earnshaw [29], infatti, considerando il caso di una sola cari-
ca puntiforme, questa evidenza può essere estrapolata a partire dalla legge di Gauss. Affinché
una particella si trovi in equilibrio stabile, piccole perturbazioni sulla particella verso qualun-
que direzione non dovrebbero rompere tale equilibrio, ovverosia, la particella dovrebbe sempre
”ricadere” nella sua posizione iniziale. Ciò significa che le linee del campo di forza attorno
alla posizione di equilibrio della particella dovrebbero puntare tutte verso l’interno, ossia ver-
so tale posizione. Se tutte le linee di campo circostanti puntano verso il punto di equilibrio,
allora la divergenza del campo in quel particolare punto deve essere negativa, è come dunque
se quel determinato punto agisse da ”pozzo”. D’altronde, la legge di Gauss stabilisce che in
uno spazio vuoto 12qualunque campo di forza elettrica F (r) derivante da un potenziale U(r) sia
non-divergente, ovvero che la sua divergenza sia zero in ogni punto:

′ · F = ′ · (↔′U) = ↔′
2U = 0.

Pertanto, non possono esistere minimi o massimi locali nel potenziale di campo in uno spazio
vuoto, ma solo punti di sella. Un equilibrio stabile della particella non può esistere, e deve
esserci instabilità in almeno una direzione. Cerchiamo di rendere le cose più intuitive. Quando
ci troviamo in una situazione di interazioni statiche possiamo in prima approssimazione pensare
al nostro sistema come una sfera posta sopra una sella. Come potrà risultare ovvio al lettore, ma
per chi non lo fosse invito a vedere [30], una sfera posta al centro di una configurazione simile
tende a sfuggire dalla posizione iniziale per una qualsiasi piccola perturbazione. Cosa succede
però quando si fa ruotare la sella? Facendola ruotare a una certa velocità angolare la sfera viene
mantenuta in una situazione di variazione di posizione nulla. Ogni qual volta la sfera tenterà
di scivolare da un lato la rotazione della sella agirà in modo tale da portare il sistema in una
configurazione tale da mantenere la sfera nel punto centrale. Fu proprio questo, nel contesto di
campi elettromagnetici variabili per trappole ioniche, che Paul Wolfgang scoprì e che gli valse
il Nobel nel 1989.

12Per spazio vuoto si intende una regione priva di cariche elettriche e correnti (esclusa la nostra particella di
prova).Questo non significa che in tale regione il campo elettrico sia necessariamente nullo, ma solo che esso
deriva unicamente da sorgenti esterne.
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Figura III.13: Rappresentazione grafica della rotazione del potenziale di una trappola ionica RF

Oltre queste considerazioni si sottolinea come in queste trappole venga indotta una con-
dizione di �Y�X�R�W�R. Abbiamo già espresso più volte come l’interazione tra sistemi quantistici e
l’ambiente sia spesso causa di una, se non immediata, più veloce decoerenza dello stato os-
servato. Così, per non alterare l’ottima proprietà dei qubit realizzati tramite la tecnologia a ioni
intrappolati, ovvero di avere tempi di decoerenza di ordini di grandezza migliori rispetto ad altre
implementazioni, l’ambiente viene cercato di essere rimosso a priori. Introducendo una condi-
zione di cosiddetto vuoto, come appena sopra l’abbiamo descritta, permette al sistema di essere
isolato da particelle esterne che potrebbero portare anche a soli urti con i nostri ioni, ultima-
mente determinando in una distruzione dello stato propriamente quantistico. Questa condizione
è introdotta tramite l’implementazione di �8�O�W�U�D �+�L�J�K �9�D�F�X�X�P �F�K�D�P�E�H�U ���8�+�9��con cui si rie-
scono a raggiungere pressioni all’interno del sistema di circa 10$ 9mbar ↔ 10$ 11 mbar. Finita
questa breve introduzione alla trappola RF, dedichiamoci ora a definire in maniera più rigorosa
i concetti matematici che ne stanno alla base [24].
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Figura III.14: Trappola di Paul lineare [24].

Nel nostro contesto lo ione, a causa del campo RF, avrà due moti caratteristici, il moto
�V�H�F�R�O�D�U�He quello che viene detto �P�L�F�U�R�P�R�W�L�R�Q. Determinare questi due moti permette di capire
se la trappola è efficace e, a tale scopo, è necessario ricavare le �H�T�X�D�]�L�R�Q�L �G�L �0�D�W�K�L�H�X13, vediamo
più in dettaglio come. Il potenziale elettrico applicato a due elettrodi opposti diagonali prende
la seguente forma

ς0 = U0 + V0 cos (%t) (III.74)

% rappresenta la determinata frequenza di oscillazione del campo RF, mentreU0 rappresenta
il potenziale dovuto ai campi DC degli elettrodi circolari, posti alle estremità della trappola, e
garantisce il confinamento longitudinale (z) degli ioni. Gli altri due elettrodi ad asta sono invece
messi a terra. Considerando come l’inserimento di un condensatore accoppiato tra i prime due
elettrodi garantisca, arginando piccole variazioni, di generare un potenziale costante in funzione
dell’asse z, possiamo osservare che il potenziale risultante nell’asse della trappola è

ς =
ς0

2r2
0

9
x2

↔ y2
:
=

U0 + V0 cos (%t)
2r2

0

9
x2

↔ y2
:
, (III.75)

dove r0 rappresenta la distanza tra il centro della trappola e la superficie degli elettrodi. Dato
uno ione di massam e carica q le equazioni del moto prendono la seguente forma

13Le equazioni del moto di uno ione in una trappola RF assumono la forma delle equazioni di Mathieu, la cui
soluzione distingue regioni di stabilità da regioni instabili. Esse descrivono come il moto dello ione risulti dalla
combinazione di un’oscillazione lenta (moto secolare) e di un micromoto rapido indotto dal campo radiofrequenza.
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mr̈ = qE = ↔q′ς, r = (x, y, z), (III.76)

che scomposta nelle sue componenti diventa

ẍ+
q

mr2
0

[U0 + V0 cos (%t)] x = 0 (III.77)

ÿ +
q

mr2
0

[U0 + V0 cos (%t)] y = 0 (III.78)

z̈ = 0. (III.79)

Attraverso le seguenti sostituzioni

a =
4qU0

mr2
0%

2
, b =

2qV0

mr2
0%

2
, ▷ =

%t

2
, (III.80)

possiamo infine definire la forma delle �H�T�X�D�]�L�R�Q�L �G�L �0�D�W�K�L�H�Xcome segue

d2x

d▷2
+ [a+ 2b cos(2▷)] x = 0 (III.81)

d2y

d▷2
+ [a+ 2b cos(2▷)] y = 0. (III.82)

Tramite l’applicazione del �W�H�R�U�H�P�D �G�L �)�O�R�T�X�H�Wè possibile trovare soluzioni a queste equa-
zioni. In ogni modo generalmente si ha che a ∞ b2

∞ 1, questo origina dalla natura stessa dei
termini a e b. Il primo termine rappresenta il contributo del campo DC nel mantenere il confina-
mento longitudinale dello ione, dove il termine al numeratore, oltre a essere già piccolo in quanto
generalmente in queste applicazioni q = e14, risulta esserlo ancora di più per U0 che deve essere
allo stesso modo un valore contenuto per garantire la stabilità della trappola. Visivamente può
essere d’aiuto pensare a due calamite che si avvicinano, dove la distanza rappresenta l’intensità
di U0, e, raggiunto un punto limite, queste si respingono a tal punto da ”schizzare” via, allo
stesso modo può essere intuibile quello che accadrebbe al nostro ione nel caso in cui U0 fosse
elevato. Contrariamente b è un termine più significativo del primo ma comunque inferiore a 1,
proprio per questo viene posta la condizione b2

∞ 1. Questo termine rappresenta l’attività del
campo RF nel mantenimento del confinamento trasverso dello ione. Da queste considerazioni
possiamo ora proporre una soluzione approssimata delle relazioni III.81 e ,III.82

14La lettera e indica la carica di un protone
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x(t) ↙ x0

?
1 +

b

2
cos(%t)

@
cos(◁x t+ 0x) (III.83)

y(t) ↙ y0

?
1 +

b

2
cos(%t)

@
cos(◁yt+ 0y) (III.84)

dove

◁x =
%

2

5
b2

2
+ a, ◁y =

%

2

5
b2

2
↔ a (III.85)

e x0, y0, 0x e 0y sono costanti determinate da condizioni iniziali. Da qui possiamo ora
distinguere i due moti principali del nostro ione. L’oscillazione armonica determinata dalle fre-
quenze ◁x e ◁y è chiamata �P�R�W�R �V�H�F�R�O�D�U�H15, mentre, quella originante da% è detta �P�L�F�U�R�P�R�W�L�R�Q16

o �P�L�F�U�R�P�R�]�L�R�Q�H. Talvolta è possibile eliminare il contributo della micromozione, per esempio
aggiungendo elettrodi che compensino il potenziale, così facendo lo ione si comporta come se
fosse racchiuso in pseudopotenziale armonico ϑ2D nella direzione radiale e quindi possiamo
descriverne l’energia potenziale associata come

qϑ2D =
m

2
(◁2

xx
2 + ◁2

yy
2). (III.86)

Considerate le conclusioni precedenti riguardo a come generalmente U0 sia nullo, possia-
mo allora susseguentemente concludere che anche a = 0 e quindi che III.86 possa essere
semplificato nella seguente forma

qϑ2D =
m◁2

r

2
(x2 + y2) (III.87)

15Il moto secolare è il moto lento e armonico dello ione all’interno del potenziale efficace (pseudopotenziale).
16La micromotion è l’oscillazione rapida dello ione alla frequenza del campo RF applicato. È inevitabile nelle

trappole di Paul e si sovrappone al moto più lento dello ione.
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dove ◁r indica la frequenza radiale di intrappolamento ed è ricavabile tramite la seguente
formula

◁r =
%b

2
↓
2
=

qV0

mr2
0%

↓
2
. (III.88)

Come abbiamo già precedentemente espresso gli elettrodi circolari vengono portati a un
certo potenziale U1 e U2 in modo tale da far sì di generare un campo elettrico lungo la direzione
z capace di confinare lo ione. Idealmente U1 = U2 = U12 così che lo ione non risenti di
contributi asimmetrici e quindi possa sfuggire dalla trappola. Il potenziale vicino il centro della
trappola, lungo il suo asse, è dimostrabile essere armonico e quindi ne possiamo ricavare una
frequenza d’intrappolamento assiale approssimata come segue

1

2
m◁2

zz
2
0 ↙ 1qU12, (III.89)

z0 è la distanza tra il centro della trappola e gli elettrodi circolari e 1 è un fattore geome-
trico che rappresenta quanto del campo elettrostatico generato dagli elettrodi circolari sia pre-
sente nell’asse della trappola. Possiamo dunque così definire il risultante pseudopotenziale17

tridimensionale per gli ioni racchiusi in una trappola lineare di Paul

qϑ3D =
m◁2

r

2
(x2 + y2) +

m◁2
zz

2
0

2
. (III.90)

17La �S�V�H�X�G�R�S�R�W�H�Q�W�L�D�O �D�S�S�U�R�[�L�P�D�W�L�R�Qconsiste nel descrivere l’effetto medio del campo RF oscillante come un
potenziale statico efficace. In questo modo il moto rapido di micromozione viene trascurato e lo ione appare
intrappolato in un potenziale armonico approssimato, semplificando l’analisi della dinamica.
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Capitolo IV

Conclusioni

Siamo arrivati alla conclusione delle nostre trattazioni dove abbiamo esplorato i principi ba-
se che regolano la teoria e l’applicazione pratica di un �F�R�P�S�X�W�H�U �T�X�D�Q�W�L�V�W�L�F�R. In questo ultimo
capitolo riprendiamo dapprima i risultati chiave ottenuti per poi spostarci a sottolineare limiti at-
tuali e possibili implicazioni future di questi dispositivi, dedicandoci principalmente all’aspetto
biomedicale. In coda nel capitolo è proposta inoltre una breve riflessione personale dell’autore
sulla materia in esame.

IV.1 Risultati chiave

In questa tesi abbiamo avutomodo e piacere di analizzare e comprendere diversi concetti inerenti
la computazione quantistica, da concetti più basilari come quelli iniziali, fino a concetti più
specifici ed elaborati come quelli del secondo e terzo capitolo. Allo scopo di chiarirci le idee
su quanto visto e per poter fornire un analisi oggettiva e avveduta delle potenzialità di questi
dispositivi e quindi del loro futuro è utile ripercorre le pietre miliari della nostra trattazione:

• Capitolo I
Nel primo capitolo abbiamo avuto modo di fare i nostri primi passi nel mondo quanti-
stico trattando così dei qubit e delle loro rappresentazioni come anche di stati compositi
da più qubit interconnessi tra loro, ricordiamo dunque I.1 e I.5, questo ha posto le basi
per ampliare la nostra conoscenza e capacità di poter addentrarci più in profondità nel
loro funzionamento. Gli aspetti più rilevanti di questo capitolo, che vale la pena ripro-
porre in sintesi, sono le spiegazioni dei concetti cardine che conferiscono a questo tipo di
calcolatori la loro grande potenzialità: i fenomeni del �H�Q�W�D�Q�J�O�H�P�H�Q�We dell’ �L�Q�W�H�U�I�H�U�H�Q�]�D.

– Entanglement: L’entanglement quantistico è un fenomeno in cui due o più siste-
mi quantistici condividono uno stato comune tale che le loro proprietà non posso-
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no essere descritte indipendentemente, la misura su una delle parti influenza istan-
taneamente lo stato dell’altra, anche a distanza. In altre parole, l’informazione è
distribuita sull’intero sistema e non sui singoli sottosistemi.

– Interferenza: L’interferenza quantistica nasce dal principio di sovrapposizione, uno
stato quantistico può esistere come combinazione lineare di più stati possibili, e le
probabilità associate alle misure non si sommano semplicemente, ma interferiscono
(positivamente o negativamente) attraverso le ampiezze di probabilità come delle
vere e proprie onde.

• Capitolo II Nel secondo capitolo invece ci siamo dedicati a descrivere le problematiche
principali che interferiscono nella realizzazione di questi dispositivi, trattando esaustiva-
mente anche dei formalismi matematici che li fanno risaltare. Tramite l’esperimento della
doppia fenditura abbiamo espanso la trattazione al fenomeno della �G�H�F�R�H�U�H�Q�]�DII.1 e alla
definizione della teoria della misura II.2.2. I concetti chiave che abbiamo affrontato e che
sono degni di essere rivisti sono: la decoerenza, le misurazioni distruttive e quelle non
distruttive.

– Decoerenza: La decoerenza quantistica è il processo per cui un sistema quantistico
perde la sua capacità di mostrare fenomeni tipici come la sovrapposizione e l’inter-
ferenza, a causa dell’interazione inevitabile con l’ambiente esterno. In pratica l’in-
formazione si “disperde” nell’ambiente e il sistema appare come se si comportasse
classicamente.

– Misurazioni distruttive: Una misurazione distruttiva è un tipo di misura quantisti-
ca in cui l’atto stesso della misura altera irreversibilmente lo stato del sistema. In
pratica, dopo la misurazione, il qubit (o il sistema fisico usato per rappresentarlo)
non può più essere riutilizzato nello stesso stato, perché è stato assorbito, disperso o
trasformato.

– Misurazioni non distruttive: Una misurazione non distruttiva è un tipo di misura
quantistica in cui lo stato del sistema, pur essendo osservato, non viene distrut-
to e può continuare a evolvere successivamente. In questo caso il qubit rimane
disponibile dopo la misura, permettendo ulteriori operazioni o misurazioni.

• Capitolo III
Nel terzo capitolo ci siamo invece occupati di aspetti più pratici e della realizzazione fisica
di quello che abbiamo inizialmente definito come un oggetto matematico, il qubit. Per i
qubit superconduttivi da una prima modellizzazione del qubit con una rappresentazione di
livelli energetici siamo passati successivamente a definire i nostri primi passi per definire
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il nostro ”atomo artificiale”. Dapprima descrivendo un oscillatore armonico per poi infine
arrivare alla descrizione di un transmon qubit e della sua non-armonicità abbiamo fornito
una descrizione matematicamente e complessivamente esaustiva di tutto ciò che porta
alle suddette definizioni. Alternativamente per i qubit realizzati tramite ioni intrappolati,
partendo da una iniziale descrizione dei diversi tipi di qubit, abbiamo a posteriori con più
perizia di dettagli matematici e teorici descritto il funzionamento di una trappola lineare di
Paul. In questa sezione i risultati più importanti che abbiamo ottenuto sono quelli rilevanti
il transmon qubit e la formulazione finale del pseudopotenziale per gli ioni intrappolati
in una trappola lineare di Paul, per questo motivo proponiamo qui di seguito gli aspetti
salienti delle loro trattazioni.

Transmon qubit

- Hamiltoniana: L’Hamiltoniana ci permette di descrive l’evoluzione dinamica
del nostro sistema attraverso l’analisi della sua energia. Per il transmon qubit
(in prima approssimazione) questa è definita da un termine ricavabile dall’o-
scillatore armonico quantistico, che ne definisce la linearità, e da uno dovuto
alla presenza della giunzione di Josephson, che ne determina la non linearità,
definendo così la non armonicità dei livelli energetici così trovabili. Segue la
sua formulazione matematica:

Ĥ =
Q̂

2

2C
↔ Ej cos

7
#j

ς0

8
↙

Q̂
2

2C
+

#̂
2

2Lj
↔

Ej

4!

7
#j

ς0

8 4

.

- Non armonicità: La �Q�R�Q �D�U�P�R�Q�L�F�L�W�jdel transmon qubit può essere compresa a
partire dal confronto con un oscillatore armonico. In un oscillatore armonico,
come una molla ideale, i livelli energetici sono equidistanti: ogni salto da uno
stato all’altro richiede sempre la stessa energia. Se utilizzassimo un sistema
di questo tipo come qubit, non sarebbe possibile selezionare in modo univoco
la transizione |0→ ≃ |1→, poiché un impulso alla stessa frequenza eccitereb-
be anche la transizione |1→ ≃ |2→. Il transmon introduce invece un termine
non armonico, dovuto alla giunzione Josephson, che rompe questa equidistan-
za: la transizione |0→ ≃ |1→ ha energia leggermente diversa dalla transizione
|1→ ≃ |2→. Questa piccola differenza è sufficiente a distinguere le transizioni,
rendendo possibile l’isolamento di due soli stati da utilizzare come qubit. In
breve, la non armonicità è ciò che permette di “ritagliare” un vero qubit da un
sistema che, altrimenti, presenterebbe livelli energetici troppo simili tra loro.
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Trappola lineare di Paul

- Equazioni di Mathieu: le equazioni di Mathieu racchiudono le informazioni
del moto radiale di uno ione confinato in una trappola di Paul. Le soluzioni
stabili di queste equazioni, ricavate tramite il teorema di Floquet, definiscono il
moto dello ione che combina �P�R�W�R �V�H�F�R�O�D�U�He �P�L�F�U�R�P�R�W�L�R�Q. Queste equazioni
possono essere espresse nella seguente forma:

d2x

d▷2
+ [a+ 2b cos(2▷)] x = 0

d2y

d▷2
+ [a+ 2b cos(2▷)] y = 0.

- Pseudopotential approximation: questa approssimazione permette di descrive-
re un �S�V�H�X�G�R�S�R�W�H�Q�]�L�D�O�Htridimensionale in cui è racchiuso il nostro ione. L’ap-
prossimazione origina dal considerare il termine a = 4qU0

mr 2
0 " 2 = 0 come spesso

praticamente succede essendo U0 = 0. Il pseudopotenziale tridimensionale con
queste assunzioni viene definito nel seguente modo:

qϑ3D =
m◁2

r

2
(x2 + y2) +

m◁2
zz

2
0

2
.

IV.2 Limiti attuali e possibile futuro

Attualmente siamo ancora in una fase embrionale dello sviluppo dei quantum computer, diver-
si limiti e complicazioni sono i primi ostacoli importanti da superare per poterci avvicinare a
una realizzazione pratica e funzionale di questo tipo di dispositivi. Nonostante la moltitudine
di diverse metodologie per la realizzazione di questi calcolatori, ancora non si è determinato un
�J�R�O�G�H�Q �V�W�D�Q�G�D�U�G, ovviamente, come in ogni tecnologia, ci sono approcci più promettenti di altri,
tuttavia e purtroppo però, nessuno di questi presenta le capacità per una loro realizzazione ade-
guata. Come già accennato la principale sfida è rappresentata dal numero limitato di qubit e dai
brevi tempi di coerenza di questi stessi. Gli attuali processori quantistici contengono poche cen-
tinaia di qubit, affetti da rumore ed errori. Per ottenere risultati affidabili, è necessario introdurre
sistemi di correzione quantistica degli errori, che richiedono un numero molto maggiore di qubit
fisici per rappresentarne uno solo “logico”. Questo porta al problema della scalabilità, ossia la
difficoltà di passare da macchine con poche decine o centinaia di qubit a sistemi con milioni di
qubit, realmente utili per applicazioni industriali. Spesso sottovalutato, essendo ancora lontani
dalla risoluzione di questa difficoltà, è il problema della creazione di interfacce tra software e
hardware in questi dispositivi. La ricerca per una struttura simile resiliente al rumore rende la

58



sfida ancora più ardua considerando come la programmazione quantistica richieda competenze
specialistiche che ancora non sono diffuse.

Come abbiamo avuto modo di far presente l’utilità intrinseca di questi dispositivi risiede
nel fatto che, differentemente dalla loro controparte classica, sono ottimi nella simulazione di
sistemi quantistici ed è proprio su questo che si basano le loro implicazioni future. Le potenziali
applicazioni, in particolare, offrono scenari di grande impatto nel settore biomedicale. Attual-
mente la prima implementazione globale di questi dispositivi nel campo della pura ricerca bio-
medicale lo si ha con ”IBMQuantum SystemOne” che è stato installato presso Cleveland Clinic
(Cleveland, Ohio). Presso i loro laboratori ricercatori stanno implementando ormai dal 2023 l’u-
tilizzo di questo dispositivo per la simulazione di studi clinici. Infatti la possibilità di simulare
in modo accurato molecole complesse, come proteine o farmaci, aprirebbe nuove prospettive
nella drug discovery, riducendo i tempi e i costi necessari a individuare principi attivi efficaci.
Inoltre, i computer quantistici potrebbero accelerare lo studio delle interazioni biomolecolari,
consentendo progressi in genomica, biologia dei sistemi e medicina di precisione. Questo po-
trebbe portare a trattamenti personalizzati e a una maggiore comprensione dei meccanismi di
malattie complesse, come il cancro o le patologie neurodegenerative.

IV.3 Riflessioni personali

Il calcolo quantistico, pur essendo una branca relativamente giovane della scienza moderna, si
presenta come una tecnologia estremamente promettente nelle sue possibili implementazioni,
nonostante le significative sfide tecnologiche che ancora la accompagnano. A livello personale,
considero la ricerca e lo sviluppo in questo campo un terreno di straordinario interesse, capace
di suscitare grande curiosità per le potenzialità che potrebbero emergere non appena la tecnolo-
gia raggiungerà un livello di maturità adeguato. Al momento, la tecnologia che sembra offrire
le maggiori prospettive di avanzamento verso la realizzazione di un computer quantistico su
larga scala è quella dei qubit superconduttivi (si evidenzia anche infatti come ”IBM Quantum
System One” sia basato su questa stessa), che rappresentano lo �V�W�D�W�H �R�I �W�K�H �D�U�Wattuale. La mia
visione per il futuro è improntata a un cauto ottimismo. Non credo che i computer quantisti-
ci sostituiranno i computer classici, ma piuttosto che emergerà un’architettura ibrida in cui il
processore quantistico svolgerà il ruolo di �V�S�H�F�L�D�O���S�X�U�S�R�V�H �X�Q�L�W, in maniera analoga a quanto
avviene oggi con le GPU, accelerando compiti specifici in cui le proprietà quantistiche offrono
un vantaggio decisivo, o saranno dedicati in ambiti prettamente di ricerca dove a mio parere
hanno più opportunità di sbocciare nella loro massima utilità. Ritengo che il percorso verso un
computer quantistico universale e �I�D�X�O�W���W�R�O�H�U�D�Q�Wsia ancora lungo e complesso, probabilmente
della durata di decenni, ma che i progressi intermedi porteranno comunque a risultati concreti in
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ambiti mirati come la biomedicina, la chimica e la scienza dei materiali. In conclusione, vedo
il calcolo quantistico come una sfida scientifica e tecnologica che unisce in sé grandi promesse
e difficoltà reali. Proprio questa tensione tra possibilità e ostacoli rappresenta, a mio avviso, il
tratto più stimolante e affascinante di questa disciplina.
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Appendice A

Strumenti matematici di base

In questa sezione ci dedicheremo a evidenziare le nozioni matematiche necessarie per una più
completa comprensione della tesi. A tale scopo la seguente spiegazione seguirà le trattazioni
proposte in [3], [31]. Nonostante questa breve introduzione a concetti matematici di base della
fisica quantistica si consiglia al lettore di analizzare i testi appena citati per ottenere una cono-
scenza più rigorosa di questi stessi e così una maggior comprensione del materiale trattato in
questa tesi.

A.1 Postulati fondamentali

Definiamo i primi e più fondamentali postulati della meccanica quantistica.

Postulato A.1.1 (Spazio degli stati). Associato a ogni sistema fisico isolato vi è uno spazio
vettoriale complesso con un prodotto interno (uno spazio di �+�L�O�E�H�U�W) conosciuto come lo
spazio degli stati del sistema. Il sistema è completamente descritto dal suo vettore di stato,
che è un vettore unitario nello spazio degli stati del sistema.

Postulato A.1.2 (Evoluzione). L’evoluzione di un sistema quantistico chiuso è descritta da
una �W�U�D�V�I�R�U�P�D�]�L�R�Q�H �X�Q�L�W�D�U�L�D. Ovverosia, lo stato |ϑ→ del sistema al tempo t1 è legato allo
stato |ϑ"

→ del sistema al tempo t2 da un operatore unitario U che dipende solo dai tempi t1 e
t2,

|ϑ"
→ = U |ϑ→ .
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Postulato A.1.3 (Evoluzione’). L’evoluzione temporale di uno stato di un sistema
quantistico chiuso è descritta dall’�H�T�X�D�]�L�R�Q�H �G�L �6�F�K�U�|�G�L�Q�J�H�U,

ih̄
d |ϑ→

dt
= H |ϑ→ .

Postulato A.1.4 (Misurazione quantistica). Le misurazioni quantistiche sono descritte da
una serie di �R�S�H�U�D�W�R�U�L �G�L �P�L�V�X�U�D�]�L�R�Q�H{Mm}. Questi sono operatori agenti sullo spazio degli
stati del sistema di cui si sta effettuando la misura. L’indice m fa riferimento agli outcome
della misura che possono occorrere durante l’esperimento. Se lo stato del sistema quantistico
è |ϑ→ immediatamente prima della misurazione allora la probabilità che un risultato m si
presenti è data da

p(m) = ↑ϑ|M  
mMm |ϑ→ ,

e lo stato del sistema dopo la misura è

Mm |ϑ→
"

↑ϑ|M  
mMm |ϑ→

.

Gli operatori di misurazione soddisfano �O�¶�H�T�X�D�]�L�R�Q�H �G�L �F�R�P�S�O�H�W�H�]�]�D,

#

m

M  
mMm = I.

L’equazione di completezza esprime il fatto che le probabilità si sommino a 1:

1 =
#

m

p(m) =
#

m

↑ϑ|M  
mMm |ϑ→

Postulato A.1.5 (Sistemi compositi). Lo spazio degli stati di un sistema fisico composito è
definito dal prodotto tensoriale degli spazi degli stati dei sistemi fisici che lo compongono.
Se abbiamo una serie di sistemi numerati da 1 a n e il sistema di numero i è preparato nello
stato |ϑi →, allora lo stato del sistema composito sarà |ϑ1→ ⇐ |ϑ2→ ⇐ · · · |ϑn→.
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A.2 Prodotto tensoriale e spazi di Hilbert

Assioma A.1 (Sistema). Ad ogni sistema quantistico associamo uno spazio di �+�L�O�E�H�U�WH.

Uno spazio di Hilbert a dimensione finita è uno spazio vettoriale complesso con un pro-
dotto interno definito. Ogni spazio di questo tipo possiede una norma naturale, espressa da
||ϑ|| :=

-
↑ϑ|ϑ→. Questi spazi sono di fondamentale importanza perchè descrivono il luogo

in cui vivono i qubit come ”oggetti matematici”. Proprio la natura di questi luoghi matematici
permette la grande scalabilità che questa tecnologia promette di raggiungere. Questa è permessa
dalla concatenazione di diversi sistemi appartenenti a diversi spazi di �+�L�O�E�H�U�W. Il metodo con cui
si legano questi diversi sistemi è attravero il �S�U�R�G�R�W�W�R �W�H�Q�V�R�U�L�D�O�H.

Assioma A.2 (Sistemi compositi). Per un sistema quantistico composto da n sottoinsie-
mi, con spazi di �+�L�O�E�H�U�WH1, ...,Hn , il complessivo spazio di �+�L�O�E�H�U�Wè dato dal prodotto
tensorialeH = H1 ⇐ ...⇐Hn .

Considerando dunque ora due spazi di �+�L�O�E�H�U�WV e W di dimensione rispettivamente m e n,
potremo dire che lo spazio ottenuto da V ⇐ W è uno spazio mn dimensionale. Gli elementi
di questo nuovo stato composito sono combinazioni lineari di ”prodotti” tensoriali |v→ ⇐ |w→ di
elementi v di V ew diW . In particolare sottolineiamo come se |i→ e |j→ sono basi ortonormali di
V eW allora una base di V ⇐W è |i→⇐ |j→. Per il prodotto tensoriale vi sono diverse notazioni,
citiamo alcune delle più frequenti, |v→ |w→ , |v, w→ e |vw→. Per definizione il prodotto tensoriale
soddisfa le seguenti proprietà di base:

1. Per un arbitrario scalare z e elementi |v→ di V e |w→ diW ,

z(|v→ ⇐ |w→) = (z |v→)⇐ |w→ = |v→ ⇐ (z |w→).

2. Per degli arbitrari |v1→ e |v2→ di V e |w→ diW ,

(|v1→+ |v2→)⇐ |w→ = |v1→ ⇐ |w→+ |v2→ ⇐ |w→ .

3. Per degli arbitrari |v→ di V e |w1→ e |w2→ diW ,

|v→ ⇐ (|w1→+ |w2→) = |v→ ⇐ |w1→+ |v→ ⇐ |w2→ .

Supponendo di avere due operatori lineari agenti rispettivamente su V e W , A e B, allora
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possiamo definire un nuovo operatore lineare A⇐ B su V ⇐W attraverso l’equazione,

(A⇐ B)(|v→ ⇐ |w→)) ∈ A |v→ ⇐ B |w→ .

Questa definizione può essere più ampiamente allargata a tutti gli elementi di V ⇐W ,

(A⇐ B)

$
#

i

ai |vi → ⇐ |wi →

%

∈

#

i

aiA |vi → ⇐ B |wi → .

Possiamo anche definire un arbitrario operatore lineare C che mappi V ⇐W a V "
⇐W " come

una combinazione lineare di prodotti tensoriali di operatori che mappino V a V " eW aW ",

C =
#

i

ciAi ⇐ Bi .

Capiamo invece ora più praticamente come funziona il prodotto tensoriale. Supponiamo A sia
una matricem↘ n e B una matrice p↘ q, allora il loro prodotto tensoriale sarà,

A⇐ B ∈

nq
A BC D.

/
/
/
/
0

A11B A12B · · · A1nB

A21B A22B · · · A2nB
...

... . . . ...
Am1B Am2B · · · Amn B

1

2
2
2
2
3

E
>>>>F

>>>>G
mp

.

In questa rappresentazione i termini A&& B denotano delle sottomatrici p ↘ q. Un esempio
di prodotto tensoriale tra vettori,

H
1

2

I

⇐

H
2

3

I

=

.

/
/
/
/
0

1 · 2

1 · 3

2 · 2

2 · 3

1

2
2
2
2
3
=

.

/
/
/
/
0

2

3

4

6

1

2
2
2
2
3
.
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A.3 Operatore di densità

L’operatore di densità permette di descrivere sistemi quantistici il cui stato non è conosciuto
completamente. Supponiamo che un sistema quantistico sia in uno tra i differenti stati |ϑi → in
cui può essere con relativa probabilità pi . L’operatore di densità del sistema è dunque definito
come segue,

ε =
#

i

pi |ϑi → ↑ϑi | .

Questo operatore è anche conosciuto come �P�D�W�U�L�F�H �G�L �G�H�Q�V�L�W�j. Tutti i postulati della mec-
canica quantistica possono essere riformulati basandosi su questo operatore. Questa rappresen-
tazione e quella precedentemente esposta sono analoghe e intercambiabili. Il motivo di questa
possibile riformulazione sta nel fatto di poter così ottenere approcci più semplici a diversi ge-
neri di problemi. Tuttavia prima di andare a riformulare i già definiti postulati occupiamoci di
arricchire la nostra conoscenza attorno a questo operatore. Un sistema quantistico il cui stato
|ϑ→ è conosciuto esattamente è detto essere uno �V�W�D�W�R �S�X�U�R. Da qui possiamo definire sempli-
cemente l’operatore di densità come ε = |ϑ→ ↑ϑ|. Se questo non è il caso, allora il sistema è in
uno �V�W�D�W�R �P�L�V�W�R, ovverosia un miscuglio dei differenti stati nell’insieme statistico che descrive ε.
Uno stato puro è tale da garantire che Tr(ε2) = 1, mentre uno stato misto soddisfa Tr(ε2) < 1.
Immaginando ora di preparare un sistema quantistico nello stato εi con probabilità pi , possiamo
così definire come il sistema possa essere descritto dalla seguente matrice di densità,

ε =
#

ij

pipij |ϑij → ↑ϑij |

=
#

i

piεi ,

dove abbiamo usato la definizione che caratterizza εi =
!

j pij |ϑij → ↑ϑij |. Spostandoci
dalla attuale definizione della matrice di densità come strumento per definire un �H�Q�V�H�P�E�O�Hdi
stati, proponiamo il seguente teorema per definire la classe di operatori che sono le matrici di
densità:
Teorema A.3.1 (Caratterizzazione degli operatori di densità). Un operatore ε è l’operatore
di densità associato a un certo �H�Q�V�H�P�E�O�H{pi , |ϑi →} se e solo se soddisfa le seguenti condizioni:

1. (Condizione della traccia) ε ha traccia uguale a 1.

2. (Condizione di positività) ε è un operatore positivo.

67



�'�L�P�R�V�W�U�D�]�L�R�Q�H

Supponiamo ε =
!

i pi |ϑ→ ↑ϑ| sia un operatore di densità. Allora

Tr(ε) =
#

i

piTr(|ϑi → ↑ϑi |) =
#

i

pi = 1,

così la condizione Tr(ε) = 1 è soddisfatta. Supponiamo inoltre che 0 sia un vettore arbitrario
nello spazio degli stati. Allora

↑0| ε |0→ =
#

i

pi ↑0 |ϑi → ↑ϑi |0→

=
#

i

pi |↑0 |ϑi → |
2

∝ 0,

quindi la condizione di positività è soddisfatta. Viceversa, si supponga che ε sia un qualsiasi
operatore soddisfacente le due precedenti condizioni. ε avrà una decomposizione spettrale

ε =
#

j

⇀j |j→ ↑j| ,

dove i vettori |j→ sono ortogonali e ⇀j sono autovalori reali e non-negativi di ε. Dalla condizio-
ne della traccia vediamo come

!
j ⇀j = 1. Quindi, un sistema in uno stato |j→ con probabilità

⇀j avrà un operatore di densità ε. Ovvero l’�H�Q�V�H�E�O�H{⇀j , |j→} dà luogo all’operatore di den-
sità ε. Con queste conoscenze ora possiamo proporre l’alternativa formulazione dei postulati
precedentemente proposti:

Postulato A.3.1 (Spazio degli stati). Associato a ogni sistema fisico isolato vi è uno spazio
vettroriale complesso con un prodotto interno (uno spazio di �+�L�O�E�H�U�W) conosciuto come lo
spazio degli stati del sistema. Il sistema è completamente descritto dal suo operatore di
densità, che è un operatore positivo ε con traccia pari a 1, agente sullo spazio del sistema.
Se un sistema quantistico è nello stato εi con probabilità pi , allora l’operatore di densità per
il sistema è

!
i piεi .

Postulato A.3.2 (Evoluzione). L’evoluzione di un sistema quantistico chiuso è descritta da
una �W�U�D�V�I�R�U�P�D�]�L�R�Q�H �X�Q�L�W�D�U�L�D. Ovverosia, lo stato ε del sistema al tempo t1 è legato allo stato
ε" del sistema al tempo t2 da un operatore unitario U che dipende solo dai tempi t1 e t2,

ε" = UεU   .
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Postulato A.3.3 (Misurazione quantistica). Le misurazioni quantistiche sono descritte da
una serie di �R�S�H�U�D�W�R�U�L �G�L �P�L�V�X�U�D�]�L�R�Q�H{Mm}. Questi sono operatori agenti sullo spazio degli
stati del sistema di cui si sta effettuando la misura. L’indice m fa riferimento agli outcome
della misura che possono occorrere durante l’esperimento. Se lo stato del sistema quantisti-
co è ε immediatamente prima della misurazione allora la probabilità che un risultato m si
presenti è data da

p(m) = Tr(M  
mMmε),

e lo stato del sistema dopo la misura è

MmεM  
m

Tr(M  
mMmε)

.

Gli operatori di misurazione soddisfano �O�¶�H�T�X�D�]�L�R�Q�H �G�L �F�R�P�S�O�H�W�H�]�]�D,

#

m

M  
mMm = I.

L’equazione di completezza esprime il fatto che le probabilità si sommino a 1:

1 =
#

m

p(m) =
#

m

↑ϑ|M  
mMm |ϑ→

Postulato A.3.4 (Sistemi compositi). Lo spazio degli stati di un sistema fisico composito è
definito dal prodotto tensoriale degli spazi degli stati dei sistemi fisici che lo compongono.
Se abbiamo una serie di sistemi numerati da 1 a n e il sistema di numero i è preparato nello
stato εi , allora lo stato del sistema composito sarà ε1 ⇐ ε2 ⇐ · · · εn .
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A.4 Matrici PSD

Definiamo ora una grande classe di matrici, ovvero, le matrici �V�H�P�L�G�H�I�L�Q�L�W�H �S�R�V�L�W�L�Y�Ho PSD. Un
operatore A è definito �V�H�P�L�G�H�I�L�Q�L�W�R �S�R�V�L�W�L�Y�Rse A è Hermitiano, ovvero A = A  , e tutti i suoi
autovalori ⇀i sono non-negativi. Definiremo dunque

PSD(H) = {A ⇔ L(H) : A semidefinita positiva}.

Per verificare che un operatore sia �3�6�'possiamo usare il seguente criterio:

LemmaA.4.1 (Quando un operatore è semidefinito positivo?). Per un operatore �+�H�U�P�L�W�L�D�Q�R

A ⇔ L(H)�D, le seguenti condizioni sono equivalenti:

• A è semidefinita positiva.

• A = B B per un operatore B ⇔ L(H).

• A = B B per un operatore B ⇔ L(H,K) e un certo spazio di �+�L�O�E�H�U�WK.

• ↑ϑ|A |ϑ→ ∝ 0 per ogni |ϑ→ ⇔ H.

• Tr(AC) ∝ 0 per ogni C ⇔ PSD(H).
�DCon la notazione X ⇔ L(H) intendiamo che l’operatore generico X appartiene all’insieme di quegli

operatori lineari, da cui L, che agiscono sullo spazio di �+�L�O�E�H�U�WgenericoH.
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Appendice B

Codici realizzati per la creazioni delle
immagini

In questa sezione verranno elencati i codici generati dall’autore per le immagini e i grafici
proposti.

B.1 Immagine III.1

1 �7�B�;�m�`�2�c

2 �?�Q�H�/�Q�M�c

3 �;�`�B�/�Q�M�c

4 �W�B�T�2�`�#�Q�H�2�M�2�;���i�B�p��

5 �t�n�B�T�2�` �4�H�B�M�b�T���+�2�U�R�- �k�y�- �R�y�y�y�V�c

6 �v�n�B�T�2�` �4 �R�y �@ �R�y�X�f �t�n�B�T�2�` �c

7 �T�H�Q�i�U�t�n�B�T�2�` �- �v�n�B�T�2�` �-� �̂F�@�@� �̂- � �̂G�B�M�2�q�B�/�i�?� �̂ - � R� X� 8� V� c

8

9 �W�`�2�i�i�2�Q�`�B�x�x�Q�M�i���H�B�`�Q�b�b�2

10 �M�m�K�n�`�2�i�i�2 �4 �k�y�c

11 �v�n�T�Q�B�M�i�b �4�H�B�M�b�T���+�2�U�y�- �R�N�y�- �M�m�K�n�`�2�i�i�2 �V�c�W�o���H�Q�`�B�v �T�2� �̀H�2�`�2�i�i�2

�Q�`�B�x�x�Q�M�i���H�B

12

13 �7�Q��̀ B � 4 � R� , � M� m� K� n� `� 2� i� i� 2

14 � v � 4 � v� n� T� Q� B� M� i� b � U� B� V� c

15 � t � 4 � R� y� f� U� R� y � @ � v� f� B� V� c�W�T�m�M�i�Q�+�Q�`�`�B�b�T�Q�M�/�2�M�i�2�b�m�H�H� �̂B�T�2�`�#�Q�H�2�U�/�� �v �4 �R�y�@

�R�y�f�t�V

16

17 �W�B�M�i�2�`�b�2�x�B�Q�M�2�`�2�i�i�� �+�Q�M�B�T�2�`�#�Q�H�2

18 �t�n�H�B�M�2 �4 �(�y�- �t �)�c

19 �v�n�H�B�M�2 �4 �(�v�f�B�- �v�f�B�)�c

20
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21 �T�H�Q�i�U�t�n�H�B�M�2 �- �v�n�H�B�M�2 �-� �̂`�@� �̂- � �̂G�B�M�2�q�B�/�i�?� �̂ - � R� V� c

22 �2�M�/

23

24 �t�H���#�2�H�U� �̂.�B�b�i���M�x���/���H �M�m�+�H�2�Q� �̂V�c

25 �v�H���#�2�H�U� �̂1�M�2�`�;�B��� �̂V�c

26 �i�B�i�H�2�U� �̂_���T�T�`�2�b�2�M�i���x�B�Q�M�2�;�`���7�B�+���/�2�B�H�B�p�2�H�H�B�2�M�2�`�;�2�i�B�+�B�/�B �m�M�2�H�2�i�i�`�Q�M�2� �̂V�c

27 �t�H�B�K�U�(�y �- �k�R�)�V�c

28 �v�H�B�K�U�( �@�R�- �R�R�)�V�c

29 �H�2�;�2�M�/�U�] �1�M�2�`�;�B�� �B�M �7�m�M�x�B�Q�M�2 �/�2�H�H�� �/�B�b�i���M�x�� �/���H �M�m�+�H�2�Q�]�-� �̂G�B�p�2�H�H�B�2�M�2�`�;�2�i�B�+�B

�[�m���M�i�B�x�x���i�B� �̂- � �̂G�Q�+���i�B�Q�M� �̂- � �̂b�Q�m�i�?�2���b�i� �̂V�c

30

31 �i�2�t�i�U�k�- �y�X�k�-� �̂0�0�%�y�$�`���M�;�H�2�0�0� �̂- � �̂A�M�i�2�`�T�`�2�i�2�`� �̂- � �̂H���i�2�t� �̂- � �̂6�Q�M�i�a�B�x�2� �̂ - � R� e� V� c

32 �i�2�t�i�U�k�X�9�- �8�-� �̂0�0�%�R�$�`���M�;�H�2�0�0� �̂- � �̂A�M�i�2�`�T�`�2�i�2�`� �̂- � �̂H���i�2�t� �̂- � �̂6�Q�M�i�a�B�x�2� �̂ - � R� e� V� c

33 �b�2�i�U�;�+���- � �̂s�h�B�+�F�G���#�2�H� �̂ - � (� )� V� c

34 �b�2�i�U�;�+���- � �̂u�h�B�+�F�G���#�2�H� �̂ - � (� )� V� c

35 �#�Q�t �Q�M�c

36 �?�Q�H�/�Q�7�7�c

B.2 Immagine III.2a

1 �7�B�;�m�`�2�c

2 �?�Q�H�/�Q�M�c

3 �;�`�B�/�Q�M�c

4 �#�Q�t �Q�M�c

5 ���t�B�b�2�[�m���H�c

6

7 �W�T���`���K�2�i�`�B�T���`���#�Q�H��

8 � � � 4 � y� X� R� c

9 � t � 4�H�B�M�b�T���+�2�U�@�R�y�- �R�y�- �R�y�y�y�V�c

10 � v � 4 � � �  � t � X� �� k� c

11

12 �W�T���`���#�Q�H���i�`���i�i�2�;�;�B���i���M�2�`��

13 �T�H�Q�i�U�t �- �v�-� �̂F�@�@� �̂- � �̂G�B�M�2�q�B�/�i�?� �̂ - � k� V� c

14

15 �W�T���`���K�2�i�`�B�T�2� �̀H�2�H�B�M�2�2�`�Q�b�b�2�B�M�i�2�`�M�2

16 �M�m�K�n�H�B�M�2�2 �4 �3�c

17 �b�T���x�B���i�m�`�� �4 �U�K���t�U�v�V �@�K�B�M�U�v�V�V �f �U�M�m�K�n�H�B�M�2�2 �Y �R�V�c

18

19 �W�i�`���+�+�B���K�2�M�i�Q�H�B�M�2�2�`�Q�b�b�2�Q�`�B�x�x�Q�M�i���H�B

20 �7�Q��̀ B � 4 � R� , � M� m� K� n� H� B� M� 2� 2

21 �v�n�H�B�M�2�� �4�K�B�M�U�v�V �Y �B � �b�T���x�B���i�m�`�� �c

22
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23 �W �B�M�i�2�`�b�2�x�B�Q�M�2�`�2�i�i�� �T���`���#�Q�H��

24 �t�n�B�M�i�2�`�b�2�x �4�b�[�`�i�U�v�n�H�B�M�2� � � f � ��V�c

25

26

27 �T�H�Q�i�U�(�@�t�n�B�M�i�2�`�b�2�x �- �t�n�B�M�i�2�`�b�2�x �)�- �( �v�n�H�B�M�2�� �- �v�n�H�B�M�2�� �)�-� �̂`�@� �̂- � �̂G�B�M�2�q�B�/�i�?� �̂-

�R�X�8�V�c

28 �2�M�/

29

30

31 �t�H���#�2�H�U� �̂6�H�m�b�b�Q�K���;�M�2�i�B�+�Q� �̂V�c

32 �v�H���#�2�H�U� �̂1�M�2�`�;�B��� �̂V�c

33 �i�B�i�H�2�U� �̂G�B�p�2�H�H�B�2�M�2�`�;�2�i�B�+�B�/�B �m�M�Q�b�+�B�H�H���i�Q�`�2���`�K�Q�M�B�+�Q� �̂V�c

34 �H�2�;�2�M�/�U� �̂ �̂- � �̂G�B�p�2�H�H�B�2�M�2�`�;�2�i�B�+�B�/�B�b�+�`�2�i�B� �̂- � �̂G�Q�+���i�B�Q�M� �̂- � �̂b�Q�m�i�?�r�2�b�i� �̂V�c

35 �t�H�B�K�U�( �@�R�R�- �R�R�)�V�c

36 �v�H�B�K�U�(�y �- �R�y�)�V�c

37 �i�2�t�i�U�9�X�8�- �R�-� �̂0�0�%�y�$�`���M�;�H�2�0�0� �̂- � �̂A�M�i�2�`�T�`�2�i�2�`� �̂- � �̂H���i�2�t� �̂- � �̂6�Q�M�i�a�B�x�2� �̂ - � R� e� V� c

38 �i�2�t�i�U�8�X�8�- �k�X�k�-� �̂0�0�%�R�$�`���M�;�H�2�0�0� �̂- � �̂A�M�i�2�`�T�`�2�i�2�`� �̂- � �̂H���i�2�t� �̂- � �̂6�Q�M�i�a�B�x�2� �̂ - � R� e� V� c

39 �b�2�i�U�;�+���- � �̂s�h�B�+�F�G���#�2�H� �̂ - � (� )� V� c

40 �b�2�i�U�;�+���- � �̂u�h�B�+�F�G���#�2�H� �̂ - � (� )� V� c

41 �#�Q�t �Q�M�c

42

43 �?�Q�H�/�Q�7�7�c

B.3 Immagine III.2b

Questa immagine è stata creata tramite l’utilizzo del software LTspice.

B.4 Immagine III.4

1 �7�B�;�m�`�2�c

2 �?�Q�H�/�Q�M�c

3 ���t�B�b�2�[�m���H�c

4 �#�Q�t �Q�M�c

5

6 �W�T���`���K�2�i�`�B

7 �M�m�K�n�+�B�`�+�Q�M�7�2�`�2�M�x�2 �4 �3�c

8 �`���;�;�B�Q�n�K���t �4 �8�c

9 �b�T���x�B���i�m�`�� �4 �`���;�;�B�Q�n�K���t �f �M�m�K�n�+�B�`�+�Q�M�7�2�`�2�M�x�2 �c

10

11 �W�+�Q�H�Q�`�B�T�2� �̀H�2�+�B�`�+�Q�M�7�2�`�2�M�x�2

12 �+�Q�H�Q�`�B �4 �T���`�m�H�� �U�M�m�K�n�+�B�`�+�Q�M�7�2�`�2�M�x�2 �V�c
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13

14 �W�+�B�`�+�Q�M�7�2�`�2�M�x�2�+�Q�M�+�2�M�i�`�B�+�?�2

15 �7�Q��̀ B � 4 � R� , � M� m� K� n� +� B� `� +� Q� M� 7� 2� `� 2� M� x� 2

16 �`���;�;�B�Q �4 �B � �b�T���x�B���i�m�`�� �c

17 �i�?�2�i�� �4�H�B�M�b�T���+�2�U�y�- �k� �T�B� - � R� y� y� y� V� c

18 � t � 4 � `� �� ;� ;� B� Q �  �+�Q�b�U� i�?�2� i� � �V�c

19 � v � 4 � `� �� ;� ;� B� Q �  �b�B�M�U� i�?�2� i� � �V�c

20 �T�H�Q�i�U�t �- �v�-� �̂G�B�M�2�q�B�/�i�?� �̂ - � R� X� 8� -� �̂*�Q�H�Q�`� �̂ - � (� y � y � y� )� V� c

21 �2�M�/

22

23 �W�+�2�`�+�?�B�Q�`�Q�b�b�Q

24 �`���;�;�B�Q�n�`�Q�b�b�Q �4 �k � �b�T���x�B���i�m�`�� �c

25 �i�?�2�i�� �4�H�B�M�b�T���+�2�U�y�- �k� �T�B� - � R� y� y� y� V� c

26 �t�n�`�Q�b�b�Q �4 �`���;�;�B�Q�n�`�Q�b�b�Q � �+�Q�b�U� i�?�2� i� � �V�c

27 �v�n�`�Q�b�b�Q �4 �`���;�;�B�Q�n�`�Q�b�b�Q � �b�B�M�U� i�?�2� i� � �V�c

28 �T�H�Q�i�U�t�n�`�Q�b�b�Q �- �v�n�`�Q�b�b�Q �-� �̂`�@� �̂- � �̂G�B�M�2�q�B�/�i�?� �̂ - � R� X� 8� V� c
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