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Introduzione

Durante la seconda meta dell’Ottocento, prendono forma due teoremi strettamente legati:
il teorema della mappa di Riemann e il teorema di uniformizzazione. Il primo afferma
che ogni sottoinsieme aperto, non vuoto e semplicemente connesso del piano complesso ¢
conforme al disco unitario aperto. Il secondo generalizza il primo, affermando che ogni
superficie di Riemann semplicemente connessa ¢ conforme o al disco unitario aperto, o
al piano complesso, oppure alla sfera di Riemann. Il matematico finlandese Ahlfors, spe-
cializzato nell’ambito dell’analisi complessa e della teoria delle superfici di Riemann, li
ha definiti rispettivamente come “uno dei teoremi pit importanti dell’analisi complessa”
[2] e “forse il teorema pit importante in tutta la teoria delle funzioni analitiche in una
variabile” [3].

La prima formulazione del teorema della mappa di Riemann risale al 1851 e si deve a
Riemann stesso: in quel periodo la teoria delle funzioni complesse e quella delle super-
fici di Riemann andavano ancora delineandosi, motivo per cui la formulazione originale
del teorema differisce, quantomeno formalmente, da quella moderna. La dimostrazione
proposta dal matematico si serviva di strumenti prettamente analitici, tra cui serie di
potenze, continuazioni analitiche e integrali di Cauchy; inoltre poggiava sul cosiddetto
principio di Dirichlet, secondo il quale ogni funzione continua definita sul bordo di un
aperto limitato e semplicemente connesso di R™ dovrebbe potersi estendere ad una fun-
zione armonica definita su tutto il dominio. Nel 1870 Weiestrass confuto questo principio.
I risultati di Riemann non vennero accolti con favore, nondimeno posero le basi per gli
studi successivi.

Nel 1882 Poincaré e, indipendentemente, Klein arrivarono ad un primo teorema di uni-
formizzazione, che 'anno successivo Poincaré generalizzo. La dimostrazione, tuttavia,
era lacunosa, inoltre erano esclusi i casi di superfici di Riemann con singolarita interne;
per questo e per il fatto che non risultava chiaro se la mappa di uniformizzazione fosse
in effetti suriettiva, Hilbert critico la dimostrazione di Poincaré ed inseri il teorema di
uniformizzazione come ventiduesimo dei ventitré problemi proposti al Congresso interna-
zionale dei matematici tenuto a Parigi nel 1900.

Tra il 1880 e il 1890 la teoria del potenziale, intimamente legata a quella delle funzioni
armoniche, vide grandi sviluppi e nel 1887 Harnack pubblico un risultato di risolubilita
del problema di Dirichlet [1]: riconoscendo i problemi che altri matematici prima di lui,
come Schwarz e Neumann, avevano riscontrato, legati alla natura del bordo del dominio,
Harnack decise di cambiare approccio, introducendo 1'uso delle funzioni di Green. In [1] &
anche presente una dimostrazione del teorema della mappa di Riemann e il noto risultato
di convergenza uniforme di funzioni armoniche che porta il suo nome (cfr. Teorema 1.23).
Nel 1900 Osgood dimostro l'esistenza di una funzione di Green per ogni sottoinsieme
proprio e semplicemente connesso del piano complesso e successivamente congetturd una
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iv INTRODUZIONE

generalizzazione a domini con bordo dato da una curva di Jordan semplice e chiusa.

Nel 1907 Poincaré e, indipendentemente, Koebe diedero una dimostrazione rigorosa del
teorema di uniformizzazione. La dimostrazione di Poincaré faceva uso delle funzioni di
Green e dei risultati di Harnack. Koebe forni diverse dimostrazioni, sempre pitt semplifi-
cate, ma tutte estremamente rigorose.

Nei primi anni del Novecento anche Hilbert diede il proprio contributo alla teoria, in par-
ticolare nel 1909 pubblico sul Gdéttingen Nachrichten un articolo in cui, tra le altre cose,
mostrava che il principio di Dirichlet vale solo per domini regolari (cfr. 1.3) e inoltre dava
una dimostrazione diretta del teorema della mappa di Riemann in domini arbitrari. Nella
pubblicazione successiva del giornale (due settimane dopo) vi era un articolo di Koebe
in cui mostrava come passare dalla costruzione di Hilbert ad una che faceva uso di una
funzione di Green.

Negli anni successivi molti altri matematici, come Carathéodory, Bieberbach e poi Perron,
svilupparono nuovi metodi analitici che permisero dimostrazioni del teorema di unifor-
mizzazione sempre piu semplici. Altri ancora cercarono vie dimostrative di natura piu
geometrica, che si avvalevano di strumenti quali triangolazioni e il teorema di Riemann-
Roch: verso la fine del Novecento, Demailly e Marin riuscirono a dare una dimostrazione
puramente geometrica del teorema di uniformizzazione, a partire dal solo teorema della
mappa di Riemann.

Il presente lavoro di tesi € finalizzato a dare una dimostrazione analitica del teorema
di uniformizzazione, tramite funzioni di Green e funzioni di Green bipolari.
Nel primo capitolo si sviluppa la teoria delle funzioni armoniche e subarmoniche in R™.
Si presentano i principi di massimo e minimo, la disuguaglianza di Harnack e si dimostra
la regolarita analitica delle funzioni armoniche e armoniche in senso distribuzionale. Si
deriva la soluzione fondamentale dell’operatore di Laplace nel piano e in dimensione su-
periore, discutendone alcune differenze. Si definisce il concetto di funzione di Green e,
utilizzando la soluzione fondamentale, si ottiene la funzione di Green della palla, da cui
si deriva la soluzione del problema di Dirichlet nelle palle, tramite la formula integrale
di Poisson. Tale formula e una caratterizzazione delle funzioni subarmoniche stanno alla
base del metodo di Perron per la costruzione di funzioni armoniche in aperti limitati.
Infine, tramite la definizione di barriera, si caratterizzano i punti regolari del bordo e il
teorema di Wiener permette di risolvere il problema di Dirichlet in aperti limitati rego-
lari. Il capitolo termina con la presentazione di alcune condizioni sufficienti, nel piano
e in dimensione superiore, per la regolarita del bordo. Le fonti principali seguite per la
redazione di questa prima parte sono state [5], [13] e [16].
Nel secondo capitolo si definiscono le funzioni armoniche e subarmoniche sul piano com-
plesso e se ne dimostrano alcuni risultati, mettendole in relazione con le funzioni olomor-
fe. Si da una dimostrazione del teorema della mappa di Riemann. Si introduce quindi
il concetto di superficie di Riemann e ivi si ridefinisce quello di funzioni armoniche e su-
barmoniche. Si introducono le famiglie di Perron e si dimostra il teorema di Perron sulle
superfici di Riemann. Si ridefinisce quindi il concetto di funzione di Green che permette di
dimostrare la prima parte del teorema di uniformizzazione: se una superficie di Riemann
semplicemente connessa ammette una funzione di Green, allora ¢ conforme al disco uni-
tario aperto. Si definiscono le superfici di Riemann iperboliche, caratterizzandole tramite
’esistenza di funzioni subarmoniche negative non costanti. Il capitolo termina presentan-



do il concetto di funzione di Green bipolare per una superficie di Riemann e completando
la dimostrazione del teorema di uniformizzazione: se una superficie di Riemann semplice-
mente connessa non ammette una funzione di Green e non € compatta, allora ¢ conforme
al piano complesso, altrimenti, se ¢ compatta, allora ¢ conforme alla sfera di Riemann.
Le fonti principali seguite per la redazione di questa seconda parte sono state [11] e [14].
In appendice sono state definite le notazioni adoperate nel testo ed é stata richiamata
la maggior parte degli elementi di analisi utilizzati nelle dimostrazioni presenti nella tesi,
questo nell’intento di dare una trattazione quanto piu esauriente degli argomenti esposti,
accessibile anche a chi li affrontasse per la prima volta.

In questa sede ci tengo a ringraziare la mia relatrice, Annalisa Cesaroni, per avermi
supportata, con pazienza e dedizione, nella stesura del presente elaborato.






Capitolo 1

Equazione di Laplace

Definizione. Dato Q C R™ aperto, definiamo il laplaciano di una funzione u € C?(f2)
come

Au = Z Dyu = div Du = tr(D?u).

i=1
Diciamo che u é
e armonica in Q se —Au = 0 (equazione di Laplace),
e subarmonica in €2 se —Au <0,
e superarmonica in 2 se —Au > 0.

Se  C R & un aperto limitato con bordo C! e u € C%(2), possiamo applicare il Teorema
A.10 a Du € C'(Q;R™), ottenendo

/Audx: Du-l/dS:/ %dS. (1.1)
Q o0 a0 OV

1.1 Formule di media
Osservazione 1.1. Per ogni palla B.(y) C R™ valgono

| Br(y)] = r"wn (1.2)
0B, (y)| = nr" tw, (1.3)

Dimostrazione. Tramite il diffeomorfismo

g: Bl(O) — Br(y)
W= rw+y

che ha matrice jacobiana Dg = r™1,,, possiamo operare un cambio di variabili che giustifica
il seguente calcolo

1B, (y)| = / dr = / dr = / r"dr = r"w,.
Br(y) 9(B1(0)) (B1(0))

1



2 CAPITOLO 1. EQUAZIONE DI LAPLACE

Analogamente il diffeomorfismo

g: 0B,(0) = 0B, (y)
W rw+y

ha matrice jacobiana Dg = r"~'1, (per verificarlo consideriamo il diffeomorfismo dato
dalle coordinate ipersferiche
2
h: | [0, 7] x [0,27] — 0B4(0)
1
(81, e ,en_1> — (Ul, R, ,’Un)

3
|

S
Il

ove vy = cos(6:), vi = [ [y sin(8;) cos(6;) peri = 2,...,n—1, v, = [[1=; sin(6,), con tra-
In

/SR a2 .
sformazioni inverse tan(6;) = % peri=1,...,n—2, tan(f,_1) = -2 chiaramente
goh =r""'h, in particolare D(goh) = Dg Dh = r""'Dh da cui (r"~'1, — Dg) Dh =0
e si conclude essendo h diffeomorfismo e dunque Dh invertibile). Operando il cambio di

variabili tramite g otteniamo

1 1 €r — *
9B, (y)| = / a5(z) = * /  — y dS(z) = - / ()Y aS(a) =
OB, (y) T JoB.(y) T JoB.(y) |l' -y |

1
—/ div(x —y) dx = E|B,n(y)| =nr"tw,
B (y) r

I+

r

dove in * abbiamo applicato il Teorema A.10. O

Teorema 1.1 (Formule di media). Sia data u € C*(2), con  C R™ aperto, che verifica
—Au § 0. Allora per ogni palla Br(y) € Q2 valgono

1

<

u(y —][ udS:—_/ udS 1.4
W)= 9Br(y) nwn R Jop ) (14)

1
<
= dr = d 1.5
uly) 5 ]{BR(wu C T LR /BR(wu ! (15)

Dimostrazione. Consideriamo Bg(y) € €2 e per ogni r € (0, R] definiamo

O(r) = f?BT(y) u(zr) dS(x). (1.6)

Affinché il dominio di integrazione dell’integrale che definisce ® non dipenda da r, ope-
riamo un cambio di variabili tramite il diffeomorfismo g: 0B;(0) — 0B, (y), w+— rw +y
e otteniamo

/83,«(3;) u(x)dS(x) = /9(831(0)) u(x)dS(x) = rnl/ u(rw + y) dS(w)

0B1(0)

da cui

O(r) = /831(0) u(rw +y) dS(w) = f u(rw +y) dS(w).

8B1(0)



1.1. FORMULE DI MEDIA 3

Essendo u € C*(Q2), in particolare u € C*(B;(0)), per il Teorema A.7 ® ¢ continua e
derivabile, con derivata

P'(r) = ][ %(Tw +y)dS(w) = ][ Du(rw +y) -wdS(w) =
o8 (0) 9 2B1(0)

,
« 1 .
= —][ div Du(rw + y) dw = T Au(rw + ) dw = (1.7)
" J B (0) " JB1(0)
S / Au(rw—l—y)dwzzj[ Au(zx)dz = 0
NWn J By (0) " J B (y) <

dove in * abbiamo applicato il Teorema A.10, dunque deduciamo che

®(r) = ®(R) Vre(0,R].

Poiché

B(r) — uly)| = ]][ () =) dS()

< sup |u(z) —u(y)] =0 perr— 0F,
z€0Br(y)

estendendo ® per continuita in 0, otteniamo

u(y) = lim ®(r) = ®(0) ; ®(R) = ]éB ( )u(a:) dS(zx)

r—0t

che restituisce (1.4) e, per il Teorema A.13, vale inoltre

/BR@ ur)de = /oR </83r(y) u(x)ds(x)) dr = u(y) /OR |Br(y)| dr =

= u(y)/o nw,r" 1 dr = w, R"u(y) = |Br(y)| u(y)

che dimostra (1.5). O

Teorema 1.2 (Inverso delle formule di media). Sia data u € C*(2), con Q@ C R™ aperto.
Se per ogni palla Br(y) € §2 vale

allora —Au § 0.

Dimostrazione. Supponiamo che per ogni palla Br(y) € Q valga u(y) < f@BR(y) udS e
supponiamo per assurdo che esista z € 2 tale che —Au(z) i 0, allora, per continuita di

—Au, dovrebbe esistere r > 0 tale che B,(z) € Q e —Au(z) i 0 per ogni x € B,.(z).

Considerando ®(p) = JEaBp(z) u(z) dS(x), con p € (0,r], come in (1.6), da (1.7) otteniamo
che ®'(r) < 0, da cui, come sopra, u(z) > ®(r), ma questo ¢ in contraddizione con l'ipotesi
u(z) < fyp, oy udS = (7).

In maniera del tutto analoga mostriamo che se per ogni palla Bg(y) € 2 vale u(y)
fBBR(y) udS, allora —Au > 0. In particolare, se per ogni palla Br(y) € Q vale u(y)

v

faBR(y) udS, allora u & armonica.



4 CAPITOLO 1. EQUAZIONE DI LAPLACE

1.2 Principio del massimo e del minimo

Teorema 1.3 (Principio del massimo e del minimo forte). Sia data u € C°(Q), con
Q C R™ aperto connesso.

e Se per ogni palla Br(y) € Q vale che u(y) < fBR(y) u(z)dx e se inoltre esiste y € €
tale che u(y) = supw, allora u é costante.
Q

e Se per ogni palla Br(y) € Q wvale che u(y) > fBR(y) u(z)dx e se inoltre esiste y € €
tale che u(y) = igf u, allora u & costante.

Dimostrazione. Supponiamo che per ogni palla Br(y) € ) valga che u(y) < fBR(y) u(z) dx
e definiamo

M =supu,
Q

Quy ={z€Q|ux)=M}.

Per ipotesi M € R e Qy # 0. Notiamo che Qy; = uw '({M}) ¢ controimmagine di un

chiuso tramite una funzione continua, dunque €2,; & chiuso in €2. Ora consideriamo la

funzione v: —> R, z — v(x) = u( ) M. Chiaramente per ogni Bgr(y) € 2 vale che
) < fB x)der — M = fB () dz. Prendendo y € Q) otteniamo dunque che

o=v<y>=u<y>—Ms]i ()~ My a0

da cui u(z) = M per ogni © € Bg(y) (se esistesse zy € Br(y) tale che u(xy) — M i 0,

per continuita di v dovrebbe esistere un intorno J di xy tale che u(z) < M per ogni
v € Jdacui0< fy o (u(z)—M)de < f,(u(z) — M)dx < 0, assurdo). Ne deduciamo

che Bgr(y) C Qur, ovvero ), ¢ intorno di ogni suo punto, ovvero {2y, ¢ aperto in .
Concludiamo che 2,; = Q, in quanto €2, é un sottoinsieme non vuoto, chiuso e aperto di
() connesso.

Infine, se supponiamo che per ogni palla Br(y) €  valga che u(y) > fB

allora ( fBR x) dx e da quanto appena dimostrato concludlamo che —u &
Costante in Q oVVero che u e costante in €2. ]

Un corollario immediato del Teorema 1.3 ¢ il seguente

Teorema 1.4 (Principio del massimo e del minimo). Sia data u € C*(Q) N C°(QY), con
Q C R™ aperto limitato.

e Se per ogni palla Br(y) € Q vale che u(y) < JCBR(y) u(zx) dz, allora sup u = sup u.
) o9

e Se per ogni palla Br(y) € Q vale che u(y) > fBR(y) u(x) dz, allora igfu = iglgf u.

In particolare, se u é armonica, allora iangfu < u(x) < supu per ogni x € Q.
o9



1.3. REGOLARITA DELLE FUNZIONI ARMONICHE )

Grazie al Teorema 1.4 riusciamo a stabilire il seguente risultato di unicita.

Teorema 1.5 (Unicita del problema di Dirichlet). Sia Q C R™ aperto, connesso, limitato.
Date g € C(09Q) e f € C(Q), esiste al pit una soluzione u € C*(Q) NC(Q) per il problema

di Dirichlet
—Au = n
u=/f in (1.8)
u=g su Of).

Dimostrazione. Siano u,v € C*(2) NC(N2) soddisfacenti (1.8). Applicando il Teorema 1.4
alla funzione armonica w = u — v, otteniamo che 0 < w(x) < 0 per ogni = € €, da cui
u(z) = v(z) per ogni x € . O

Osservazione 1.2. Sia Q0 C R™ aperto, connesso, limitato. Date u,v € C*(2) N C(Q)
rispettivamente armonica e subarmonica in €2 che coincidono sul bordo 02, abbiamo che

—A(v—u) <0 inQ
v—u=20 su OS2,

da cui, per il Teorema 1.4, concludiamo che v < w in Q. Analogamente, date u,v €
C2(Q) N C(Q) rispettivamente armonica e superarmonica in 0 che coincidono sul bordo
0%), abbiamo che v > w in Q. Questo risultato giustifica la scelta terminologica dei prefissi
sub e super.

1.3 Regolarita delle funzioni armoniche

Vogliamo ora dedurre il risultato di regolarita per cui una funzione armonica ¢ necessaria-
mente C*(12): la condizione algebrica posta dall’equazione di Laplace Au = Y"1 | ty,q, =
0 comporta la proprieta analitica per cui tutte le derivate parziali di u esistono, anche
quelle che non compaiono nell’equazione.

Teorema 1.6. Data u € C(2), con Q C R™ aperto, se u soddisfa la proprieta del valor
medio in ), ovvero per ogni palla Br(y) € Q2 wvale che u(y) = fBBR(y) udS = fBR(y) udz,
allora u € C*(Q).

Notiamo che tra le ipotesi del Teorema 1.6 non ci sono richieste di regolarita per u su 0f2.

Dimostrazione. Sia 7 il mollificatore standard definito in (A.4). Sia u® = 7. * u in Q. =
{z € Q| dist(x,00) > e}. Per il punto (i.) del Teorema A.15, si ha che u® € C*(€2.). Per
mostrare che u € C*°(2) mostriamo che v = u° su €. per ogni ¢ > 0. Sia x € ()., allora

u(z) = /Qm-(rv—y)u(y) dy =~ 77 ('x_m) uly) dy =

en B.(z) £

_ 5% 0577 @ ( /a Br(w)udS) dr = 8inu(x) /O ) (2) nesr ar =
~uw) [ [ o P05 dr 2 () / =

dove in * abbiamo applicato la proprieta del valor medio e in *x il Teorema A.13. n



6 CAPITOLO 1. EQUAZIONE DI LAPLACE

In realta vale qualcosa di ancora piu forte, ovvero che ogni funzione armonica non solo
é C*>, ma ¢ anche analitica. Al fine di provare tale risultato deriviamo delle stime sulle
derivate parziali di una funzione armonica.

Teorema 1.7 (Stime sulle derivate di una funzione armonica). Sia Q@ C R™ aperto e sia
u € C*(Q) una funzione armonica in Q, allora per ogni palla B.(xy) @ 2 e per ogni
multi-indice o di ordine |a| = k vale che

k 1 (2n+1nk)k
L

| D%u(o)| <

(k> 1). (1.9)

Dimostrazione. Fissiamo una palla B,.(zq) € 2 e procediamo per induzione.

Caso k = 0. Da (1.5) abbiamo che

1 / 1 / 1
u(x) dz u(x)| de = || LB, (20))-
ot Lo (z) o BT(xo)’ (2)] wnr”H | L1(B,(20))

Caso k = 1. Notiamo che se u ¢ armonica, anche u,; lo ¢ per ogni j =1,...,n, infatti

[u(o)| = <

2”: O NP D
8932 ax] ox; 0$ O, £~ Ou? - Oxy

Au,, = Au=0

ove in x abbiamo potuto applicare il Teorema di Schwarz essendo, dal Teorema 1.6,
che u € C*(12). Allora, per il Teorema 1.1, u,, verifica (1.5) in B, /2(xo), per cui

on L] oon .
g, (10)| = | —— / g, (1) di| = |2 / wa () dS| <
WnT™ J B, s (0) WnT™ JoB, /3(x0)
on 2n
< ——2 0B, (@o)l[ulle= 8, o)) = = [ullL= (08, /> @0)

ove in * abbiamo applicato il Teorema A.9.
Ora, per ogni x € 0B, /5(x¢) vale che B, /y(x) C B,(xo) € {2

3

B!('x,)
2

per cui, applicando (1.9) nel caso k = 0 alla palla B, (), otteniamo che

n n

lu(x)] < CunrnHUHLI(BT/Q(ac)) < TnHUHLl(BT(xo))-
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Poiché questo vale per ogni « € 0B, 2(x¢), abbiamo che

n

|ul| L (0B, o (20)) < ||l (B, (o))

wpr™
e dunque, da sopra, deduciamo che

2n+1n 1

| Du(xo)| < | L DATEHEN)

n

per ogni || = 1.

Caso k > 2. Supponiamo che (1.9) valga per ogni |5| < k — 1 e sia a un multi-indice
di ordine |a| = k, per cui D*u = (DPu),, per un certo j € {1,...,n} e un certo
multi-indice 8 di ordine || = k—1. Per quanto detto sopra, anche D*u ¢ armonica,
per cui verifica (1.5) in B, x(xo), dunque

Du(zo)| = | —— / (DPu)y, () dir| 2 | —— / (DPu),, 17 (x) S| <
Wl J B, 1. (x0) Wnl™ JoB, i (xo)
k™ 5 kn 5
< 0B (@) 1D ul [0, ao) = - I1D ull (05, e

WpT™

ove in * abbiamo applicato il Teorema A.9.
Ora, per ogni x € 0B, (o) vale che B(,_1y,/k(x) C By(z0) € Q

per cui, essendo |G| = k — 1, per ipotesi induttiva otteniamo che

Diue) < Enl = D)

- n(qu)nﬂeﬂ HuHLl(Br(aro))-

%
Poiché quanto detto vale per ogni x € 0B, (x¢), abbiamo che

(2" n(k — 1))

. (%T)n—&-k‘—l

|DPul| L~ (08, (o)) < ullz1 (B, o))

e dunque, da sopra, deduciamo che

(2mnk)* 1

| D%u(0)| < e | LU VYCHE)

Wn

per ogni || = k. O
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Le stime ottenute permettono di dimostrare immediatamente il seguente
Teorema 1.8 (Liouville). Una funzione armonica u: R™ — R limitata ¢ costante.

Dimostrazione. Fissata una palla B,.(xg) C R", vale che

- x 2ntln V/n2tn
|Du(o)| = | > _(Diulwo))? < v/ [l L1(B, (20)) < fHUHLMR") — 0

W rnJrl
i=1 n

per r — o0, ove in x abbiamo applicato (1.9), per cui Du = 0 e dunque u ¢ constante. [
Teorema 1.9. Una funzione subarmonica u: R> — R superiormente limitata & costante.

Dimostrazione. Sia u < 0 (se u < C, C' € R, consideriamo u — C' in luogo di u). Fissato
e > 0, definiamo
v.(x) = u(z) - elog Jo]

per ogni z € Q-1 = {z € R? | |z| > 1}. Notiamo che v, <0 Vz € Q- e limp 400 ve(2) =
—oo, dunque M = supq_, v.(7) < 0 ed esiste R > 1 tale che v.(v) < M Vr € Qsp =
{z € R*| |z| > R}, per cui M = supq,_, v-(z) = supg ve(z), ove S = Q51 \ Q. Essendo
Alog|z| = 0 Vx € Q., deduciamo che v, & subarmonica in 21, in particolare nell’aperto
S, dunque, per il Teorema 1.4, M = supg v-(z) = max|z=1 v-(r) = max,— u(z). Ora da
ve(z) = u(x) — elog |x| < M in Q.4, facendo il limite per € — 0, deduciamo che

u(z) < M = I‘n&}l(u(w) Vo € Qsg.

Per ipotesi, u ¢ subarmonica nell’aperto Q.1 = {z € R?* | |z| < 1}, da cui, sempre per il
Teorema 1.4, otteniamo

u(z) <M = ng(u(:v) Vo € Qo

da cui
u(x) < Haxu(x) Vr € R?
z|=1
e concludiamo per il Teorema 1.3 che u é costante. O

Osservazione 1.3. Il Teorema 1.9 non & pit valido per n > 3. Consideriamo la funzione
v(z) = max{—u, —1}, ove u(z) = |z|>~". Come vedremo meglio in sequito (cfr. Osserva-
zione 1.18), u ¢ una funzione subarmonica in R", secondo una definizione pit generale
del termine che daremo (& continua e verifica le proprieta della sottomedia (1.4), (1.5)),
wmoltre u e limitata, ma non é costante.

Teorema 1.10 (Analiticita). Sia Q C R™ aperto e sia u € C*(2) una funzione armonica
i Q, allora u & analitica in €.

Dimostrazione. Vogliamo mostrare che ogni xy € {2 ammette un intorno in cui v coincide
con la sua serie di Taylor centrata in xg.
Sia r = 4 dist(20,09) (se © = R possiamo scegliere r arbitrario) e chiamiamo M =
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uJH%HM]Ll(BQT(IO)). Essendo By, (xg) € Q e u € C*(Q2), vale che M < oo; inoltre per ogni
x € B,(x¢) si ha che B,.(x) C Ba(x9) € Q, dunque, per il Teorema 1.7, vale che

n a n a n ||
o (2" nja)l (2" nja)l 2" n o
|D%u(z)| < ————|ulli. ) £ —— Ul Bar o)) = M . o]l

— wyrntlal wyrntlel
da cui ol
L 1 e
o oo ol
= %F = Tl
da cui |a]'® < el*l|a|! e inoltre, per il Teorema A.1,
plel = (144 el = 3 %2'2—1'

1Bl=la

da cui |a|! < nl*la!. Da sopra abbiamo quindi che

271—5—1n2e |04‘
HDauHLw(BT@O»SM( ) ol

r

Applicando il Teorema A.2 ad u nella palla B (x0), per ogni N € N otteniamo che

2"+gn35
D%u(x
u(z) = Z %(f —20)* + Ry N1
la|<N—1

ove

Ro 1 = Z D%u(xg + t(x — x0)) (2 — p)°

o!
|a|=N

¢ il resto in forma di Lagrange e t € [0,1]. Sfruttando la disuguaglianza trovata sopra
concludiamo che

2n+1 2 N N M N M
|Rmo,N—1’§MZ( ne) (+> < —0 per N —oco. O

r 2n+2p3e (2n)N TN
|a|=N

1.4 Disuguaglianza di Harnack

Teorema 1.11 (Disuguaglianza di Harnack). Dato un aperto @ C R™, per ogni Q' € 2
aperto connesso esiste una costante C' = C(n, Y, Q) tale che

supu < C infu
o Q/

per ogni u funzione armonica non negativa definita in €.



10 CAPITOLO 1. EQUAZIONE DI LAPLACE

In particolare per ogni z,y € ' vale che Fu(y) < u(z) < Cu(y).

Dimostrazione. Sia u un’arbitraria funzione armonica non negativa definita in 2. Siano
y € Qer > 0 tali che By (y) € , allora, applicando (1.5), abbiamo che per ogni
Y1, Y2 € B.(y) valgono
1 * 1
u(y) = —— u(z)dr < ~ u(z) dx,
Wl J Br.(y1) Wl J By, (y)

1 / * 1
— u(z)dx > = / u(z) dx
Wn, (ST) B3r(y1) Wn, (37‘) Bzr(y)

ove in * abbiamo sfruttato I'ipotesi u > 0. Dunque u(y;) < 3" u(y2). Data l'arbitrarieta
di y1,y2 € B,(y), concludiamo che

VB, (y) € Q tale che By,.(y) C Q vale che sup u < 3" inf u. (*)
Br(y) Br(y)

u(yz) =

Ora sia ¥ € Q aperto connesso: ' C Q & compatto, dunque esistono z;, zo € ' tali che
u(z1) = supg u e u(zy) = infoy u. Inoltre, ¥ & connesso (chiusura di un connesso) in R,
dunque connesso per archi, in particolare esiste un arco chiuso I': [0,1] — € con punto
iniziale z; e punto finale zo (I' continua, tale che I'(0) = 21, I'(1) = 23). Essendo I'([0, 1])
chiuso in &’ compatto, I'([0,1]) ¢ compatto. Sia r = 1 dist(I'([0, 1]), 6€2), allora esiste un
ricoprimento finito di I'([0, 1]) di palle By(x1),..., By(zx), con N = N(',Q), ciascuna
di raggio r, tale che x1 = 21, x5 = 29, Bi(x;) N Biy1(vi41) # 0.

Per come abbiamo scelto 7, in ogni palla del ricoprimento vale (*), per cui

u(z1) = sup v < 3" inf u<3" inf u<3" sup u<3" sup u <

Bi(z1) By (1) Bi(z1)NBa(x2) Bi(z1)NB2(x2) Ba(z2)
<(3"? inf u<---< (3% sup u <
Ba(z2) Bs(z3)
< (3 inf u<--- <3N sup u<
B (w3) By (zn)
< 3"V inf wu=3"u(z
< (3 Bn(zn) (=)
dunque concludiamo scegliendo C' = C/(n, ', Q) = 3*NE.9),

Notiamo che C' ¢ indipendente dalla scelta di u. n
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1.5 Soluzione fondamentale dell’equazione di Laplace
Cerchiamo ora soluzioni esplicite per ’equazione di Laplace.

Osservazione 1.4. L’equazione di Laplace é invariante per rotaziona.

Dimostrazione. Sia M = (my;),._, , € O,(R) matrice ortogonale ("M = M~') e sia
u € C*(R") tale che Au = 0. Definiamo v(x) = u(Mz) per ogni x € R": vogliamo

mostrare che Av = 0. Applicando il Teorema A.3, otteniamo D(u(Mz)) = Du(Mz) M,
in particolare

da cui

Ora per ortogonalita di M vale che

- 1 sek=1
> mgimy; = 6 = oy
p 0 sek#

dunque Av(z) = Au(Mzx) = 0. O
Quanto visto nell’Osservazione 1.4 suggerisce di cercare soluzioni radiah per 'equazione
di Laplace, cio¢ della forma u(z) = v(r), ove r = |z| = (z? + - + = ) Ora, per ogni
t=1,...,n, vale che g—{; = %(x%—F—i-l‘%)_%Qxl = % seg;;é(), per cui
0 i
5 (1) =V ()7,
0*u x? 1 a?
@) =V o (1),
OVVero
—1
Aufw) = v'(r) + (1),
r
dunque
1
Au(z)=0,2#0 < V'(r) + V'(r)=0,7r>0
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Se v' # 0 otteniamo che

B NI v (9 B e 1
Au(z) =0,z #0 <= log(|v'(r)|) = FTES R ,conr >0

< log(|v'(r)]) = (1 —n)log(r) + ¢, conc €R, r >0

= J(r) = ,cona €R, >0
yn—1

1 =2
alog(r)+c sen ,con a,b,ce R r>0.

= v(r):{

7% +c sen >3
Diamo quindi la seguente
Definizione. Chiamiamo soluzione fondamentale dell’equazione di Laplace la funzione

L log || sen =2
[(z) =< 1.1
(@) { L 1 sen >3 (1.10)

n(2—n)wy, |z|"—2
definita per ogni x € R" ~\ {0}.

Con abuso di notazione, scriveremo talvolta I'(x) = I'(Jz|) a memoria del fatto che la
soluzione fondamentale ¢ radiale.

Osservazione 1.5. Con dei calcoli diretti si puo verificare che per ogni n > 2

1 ZT;

D,I'(z) = — 1.11
(@) = (111)
1 |z)?6;; — naz;

D;;TI'(z) = Y el 1.12
J (z) T [+ ( )

e da cio é possibile derivare le stime

1 1
D,I’ < — ), 1.13
D) € iy (113
D)) < —— (1.14)
qD(r)| < ——. .
’ W |x|™

Osservazione 1.6. I' presenta una singolarita integrabile nel punto x = 0, in particolare
I'eL] (R").

loc

Dimostrazione. Se n = 2, applicando il Teorema A.13, otteniamo che per ogni r > 0

/ mmmz/m&@mmwwm%/pm@wwyﬂ
r(0) 0 0

2 r 2
P 1 r 1
|:2 (ng 2>:|0 2 (Ogr 2)

Se n > 3, analogamente, otteniamo che per ogni r > 0

1 " 1 " nw
——dr = / |0B,.(0)] dp = nwn/ pdp = —"1? < .
/BT(O) 2|2 0 pr2 0 2
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1.6 Funzione di Green

Sia 2 C R™ aperto, limitato, con bordo C!. Vogliamo trovare una formula di rappresenta-
zione per la soluzione dell’equazione di Poisson Au = f in €2, con condizioni al contorno
u=gsudf,ove feC()egeC(ON).

Teorema 1.12. Sia Q2 C R" aperto, limitato, con bordo C' e sia u € C*(Q). Allora per
ogni y € €2

u(y) = /Qr(g; — y)Au(z) dx+/

or ou
[ (05, (=0 - T -5 ) dste). (L15)

Dimostrazione. Fissiamo y € Q. La singolarita in x = y di I'(z — y) ci impedisce di usare
la stessa in luogo di v nella formula (77.) del Teorema A.12. Per ovviare a tale difficolta,
consideriamo Q, = Q N\ B,(y), con B,(y) € Q: Q, ¢ aperto, limitato, con bordo C?,
dunque su tale dominio possiamo applicare la formula di Green richiamata e otteniamo

/Qp [z — y)Au(z) dor = /zm (F(x - y)%(x) — u(x)g—l;(x - y)) dS(z)+

Essendo I' € LL _(R") (cfr. Osservazione 1.6) e u € C?(f), & possibile applicare il Teorema
A.6 al primo membro dell’equazione sopra, per cui

lim [ TI'(z —y)Au(z)dx = / Dz — y)Au(z) dz.

p—0 Q, Q
Ora, ricordando che I'(z — y) ha simmetria radiale di centro il punto y, abbiamo la stima

ou
[ AR

I'(p) /BB  Dulz) w(@)dS(o)| <

< [F(p)10B,(y)| sup [ Dul.

Essendo u € C%(Q), esiste C' > 0 tale che sup, | Du| < C. Per stimare |T'(p)| sfruttiamo il
fatto che per ogni z € 9B,(0) vale (1.5) in B,(x) e i conti fatti nell’Osservazione 1.6:

1 1 =2
[(z) = / (2)dz ~o { osp el
By (z)

N WP p sen >3
dunque
plogp sen =2
IT(p)| 0By (y)| sup [ Du| ~q
Q P sen >3

quindi in ogni caso

ou

/ I'(z —y)=—(x)dS(x)| - 0 per p — 0.
639(3/) al/
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Infine, derivando da (1.11) che DI'(z —y) = .--=!= e osservando che la normale esterna
a QN By(y) inx € 9B,(y) ¢ v(x) = =, otteniamo

or
_ /8Bp(y) U(x)%(l’ —y)dS(z) = — /BB,,(y) u(z) DT (x — ) - v(z) dS(z) =

N _nwip” /aBp(y) ue) e =) (_ |i - ?gjl) =
1

- u(z)dS(xz) =
— /aB,,@ () dS (z)

= ®(p)

ove ® ¢ la funzione definita in (1.6), per cui abbiamo gia osservato che lim,_,o ®(p) = u(y),
dunque

—/ u(m)g—r(l’ —y)dS(z) — u(y) per p— 0.
9B,(y) o

Mettendo insieme i risultati trovati concludiamo che per ogni y € €2

o —pau)de= | (T@-n2e) - u@) (e —y)) dS@) +uly). O
/Q /39( ov ov

La formula (1.15) permette di costruire u, conoscendo i valori di Au in e di u, 2% su

’ Qv
o09.

Corollario 1.1. Se nel Teorema 1.12 richiediamo che u sia a supporto compatto, allora
per ogni y € suppu si ha che

u(y) = /F(a: —y)Au(x) dz. (1.16)

Dimostrazione. Sia R > 0 tale che suppu € Bg(0) e applichiamo (1.15) nella palla Bg(0),
per cui per ogni y € supp u vale che

w = [ re-pau@ars [ (unTe ) -Te-nT ) ast)

7]

Ora, per come abbiamo scelto R, u = 0 in R" \. B(0), dunque il primo membro dell’equa-
zione coincide con [ I'(z — y)Au(z) dz; inoltre, ogni x € 9BR(0) ammette un intorno U,
in cui v = 0, per cui anche % = 0 in U,, dunque il secondo termine del secondo membro

dell’equazione risulta nullo. O

Corollario 1.2. Se nel Teorema 1.12 richiediamo che u sia armonica, allora per ogni
y € Q) si ha che

wtn) = [ (w05, -9 - T - 9ghw) ast) (117
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Teorema 1.13 (Fornﬂﬂa di rappresentazione di Greeg). Sia 2 C R™ aperto, limitato, con
bordo C'; sia u € C*(Q); per ogni y € Q sia h? € C*(Q) NC*(Q) tale che A h¥(x) =0 in
Q. Definiamo G(x,y) =T'(x —y) — h¥(x) per ogni z,y € Q, x # y. Allora per ogni y € <
st ha che

uly) = /Q G(z,y)Au(z) dz + /

0

) (u(x)@%(x,y) - G(x,y%m) iS(@).  (118)

In particolare se G si annulla su OS2, o meglio se (x € ON) V (y € 0Q) = G(z,y) = 0,
allora G ¢ detta funzione di Green e otteniamo

u(y) :/QG(:E,y)Au(m) d:p+/ u(x)g—f(x,y) ds(z). (1.19)

o0N

Dimostrazione. Sia y € € fissato. Nella formula (7.) del Teorema A.12 sostituiamo —hY
in luogo di v e otteniamo

0—— /Q B (2) Au(z) de — /6 ) @(@%@) - h%@%@)) dS(z).

Inoltre da (1.15) abbiamo che

uty) = [ Ple = auteydo+ [ (u(x)%@c ) -T(- y%m) )

0

Sommando membro a membro le due equazioni sopra otteniamo la tesi. O

Osservazione 1.7. Per il Teorema 1.5, se un dato 2 C R™ aperto, limitato e con bordo
C' ammette una funzione di Green, questa é unica.

Osservazione 1.8. Se un dato Q C R™ aperto, limitato e con bordo C* ammette una
funzione di Green G, per ogni y € Q0 questa verifica A,G(z,y) = 0.

Dimostrazione. A,G(z,y) = A I(x —y) — AzhY(x) =0 in . O

Notiamo che se riusciamo a costruire la funzione di Green per un dato €2, la formula (1.19)
permette di costruire u € C?(Q) soluzione del problema di Poisson

—Au=f inQ
u=gqg su 0f2

con f €C(Q)egeC(00).

Teorema 1.14 (Simmetria della funzione di Green). Se un dato Q@ C R™ aperto, limitato
e con bordo C* ammette una funzione di Green G, allora

G(r,y) = G(y,r) per ogniz,y € Q, v #y.
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Dimostrazione. Fissiamo x,y € €, x # y, e definiamo
v(z) = G(z,2), w(z) = G(z,y) perognizéeQ~{zy}

Allora per I’Osservazione 1.8 vale che Av(z) = A,G(z,z) = 0 e analogamente Aw(z) = 0.
Inoltre se z € 0N , allora v(z) = w(z) = 0 per costruzione di G.

Ora sia 0 < p < 1 dist(z,y) tale che B,(z), B,(y) € Q e sia Q, = Q ~\ (B,(z) U B,(y)).
Applicando la formula (77.) del Teorema A.12 a v e w in Q,, otteniamo che

ow ov
0= /Q (vAw — wAv) dx = /(mp (UE - w$> dS+

+/ (va—w - w@) as +/ (vﬁ—w - w@) ds
dB,(z) 8y (91/ OB, (y) 8V 8y

/ (w@ - U@_w) ds = / (va—w - w@> ds, (1.20)
OB, (x) ov ov OB, (y) ov ov

ove v indica la normale interna a B,(z) U B,(y).
Ora, essendo h* € C1(Q2) NC%*(Q), esistono C,C’ > 0 tali che |h®(2)| < C e |Dh*(2)| < C'
per ogni 2z € €2, dunque

/ U@_w dS
oB,(x) OV

da cui

<

/ (T'(z —x) — h*(2)) Dw(z) - v(z)dS(z)
OB, (z)

< IaBp(fC)I(IF(p)IJrC)( sup |DT'(z — )] +C’> <

2€0B,(x)
< nwnp"H(|T(p)] + C) sup DL (p)| +C" | <
[% dist(x,y),% dist(:v,y)]
. plogp sen =2
< C"(n)p"H(IT(p)] + C) ~o {
p sen > 3,
quindi in ogni caso
0
/ w22 as| =0 per p — 0.
oBy(x) OV
Inoltre
. ov . T
/l)l_rf(l) - wo- ds = /l)l_r)r(l) - (DI'(z — x) - v(z) — Dh*(2) - v(2)) w(z) dS(z) =

~ fim (x)( L z-w -m_z)w(z)dS(z)—l—

P20 Jop, (@) \Wy |2 — x| |z — 2|
— lim (DR*(z) - v(z)) w(z)dS(z) =
#=0 JoB,(z)
1 *
~ lim / w(z) dS(z) — 0 £ —w(z),
OB, ()
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ove in * abbiamo sfruttato dei conti fatti nella dimostrazione del Teorema 1.1.
Analogamente

lim w@ ds =0,
p=0 0B, (y) ay
ow
li —dS = —v(y).
70 Jos, ) OV o
Ora, passando al limite per p — 0 in (1.20), otteniamo —w(z) = —v(y) e concludiamo
G(z,y) = w(z) = v(y) = Gy, ). O

Osservazione 1.9. Se un dato @ C R™ aperto, limitato e con bordo C' ammette una
funzione di Green G, per ogni x € 0 questa verifica AyG(x,y) = 0.

Dimostrazione. Sfruttando la simmetria di G dimostrata nel Teorema 1.14 e ricordando
'Osservazione 1.8, otteniamo che A,G(z,y) = A,G(y,z) = 0. O

1.7 Integrale di Poisson

Quando consideriamo come aperto, limitato e con bordo C! una palla B in R", la funzione
di Green puo essere determinata esplicitamente, sfruttando la riflessione rispetto a 0B.

Definizione. Dato un punto x € R* ~\. {0}, chiamiamo

il punto duale di x rispetto a OBr(0). La mappa Ig: x +— T ¢ detta inversione sferica
rispetto a OBg(0).
Notiamo che [R(BR(O)) =R" < BR(O), [R(Rn AN BR<O)) = BR(O) c [R‘aBR(O) = idaBR(O)'

Determiniamo ora la funzione di Green in Bg(0): per ogni y € Bg(0) vogliamo trovare
hY(x) € CY(Q) NC*(Q) tale che

A hY(z) =0 in Br(0),
h¥(z) =T(x —y) sudBg(0).

L’idea ¢ quella di “riflettere” la singolarita di I'(z — y) da y € Bg(0) a ¥ € Br(0).
Teorema 1.15 (Funzione di Green in una palla). La funzione di Green nella palla

Bgr(0) C R™ ¢ data da

r(lz—y) Tz —7)) sey#0
& ’y)_{mxp—r(m "’ sey =0

- (i) o () )

per ogni z,y € Br(0),z # y.
G verifica G(z,y) = G(y,x) e G(z,y) < 0 per ogni x,y € Br(0),x # y.

(1.21)
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Dimostrazione. Per ogni y € Bg(0), definiamo

yon _ T Bz =) sey#0
(@) = {F(l% sey=0

per ogni # € Br(0). Nel caso di y = 0 risulta evidente che h(z) € C*(Q) N C*(Q),
AR (x) =0 in Bg(0) e T'(z) — h°(x) = 0 per ogni = € dBg(0).

Sia quindi y # 0. Essendo per costruzione § € R" \. Br(0), z # ¥ per ogni x € Bg(0),
dunque %\x — 9| # 0 per ogni z € Bg(0): avendo “riflesso” la singolarita di I'(|z — y|)

fuori da Bg(0) e ricordando che I' ¢ una funzione armonica in R" \ {0}, otteniamo che

h¥(z) € CH()NC(Q) e A h¥(x) = 0in Br(0). Infine, se y € 9Bg(0), alloray =gy e I'(|Jz—

y|) — F(%']x —7|) = 0; se x € 0Bg(0), allora %']x -7 = %'\/RQ + %|y|2 — 2%x Yy =

VIyE+ R2 =2z -y = |z — y|, dunque T'(jz — y|) — F(%L’E —7|) = 0. Concludiamo che
G(z,y) =T'(Jzr — y|) — h¥(z) & la funzione di Green nella palla Bg(0). O

Teorema 1.16 (Formula integrale di Poisson). Se u € C*(Bg(0))NC'(Br(0)) & armonica,
allora per ogni y € Bgr(0) vale che

u(y) = Lkt ] /a D) s, (1.22)

nwp R Br) |7 —y["
Il membro a destra di (1.22) e detto integrale di Poisson di .

R? — |y|?

K =
definito per ogni x € OBR(0) e y € Bg(0), & detto nucleo di Poisson.

Dimostrazione. Notiamo che per y = 0 (1.22) coincide con (1.4), dunque ¢ banalmente
verificata. Sia quindi y € Bg(0) \ {0}. Da (1.19) abbiamo che

oG
uy) = [ ula) g (@) dS()
9Br(0) v
Per concludere mostriamo che per ogni x € dBg(0) si ha che

2 1,12
9C gy = W ey, (1.23)

oG B T~ 0 |y R
(o) = D6l 5 =3 o o= -1 (W o - 2y

|| — ox; R
n |yl R
1 Z a Ti— Y; _M ﬁl’z_myz g =
nw, R ox; ||lr—yl* Rlwl,._ =& "
RT T WY
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Osservazione 1.10. [l Teorema 1.16 continua a valere per u € C?*(Bg(0)) N C°(Br(0)).

Dimostrazione. Abbiamo gia osservato che nel caso di y = 0 si ritrova un risultato noto.

Sia quindi y # 0. Per ogni r € <R % R) abbiamo che y € B,.(0) e u € C*(B,(0)),

dunque, dal Teorema 1.16, abbiamo che u(y) = Tl faB 0) ‘x y|n dS(z). Facendo il

nwnr

limite per » — R, concludiamo per il Teorema A.6 (che possiamo applicare essendo

u € CO(Br(0)). O

Vogliamo ora provare l'inverso del risultato appena visto, che permette di stabilire
I'esistenza di soluzioni per il problema di Dirichlet nelle palle. Per farlo, sara utile la
seguente

Osservazione 1.11. Il nucleo di Poisson verifica le sequenti proprieta
i. K(x,y)> 0 per ogni x € dBr(0), y € Br(0),
ii. AyK(x,y) =0 per ogni x € 0BR(0);
it [yp0 K (2, y)dS(x) =
Dimostrazione.
i. Banale.

i Sia x € 0Bgr(0). Essendo A,G(z,y) = 0, per il Teorema 1.6 vale che G €
C>(Bg(0)), dunque possiamo applicare il Teorema di Schwarz, ottenendo

oG 9,

AyK(xay) = Ay%(%y) = %AyG(ﬂf,y) = 0.

iii. Se in (1.22) consideriamo u = 1, otteniamo la tesi. O

Teorema 1.17 (Soluzione per il problema di Dirichlet nelle palle). Sia R > 0 e conside-
riamo la palla Br(0) C R™. Sia data g € C°(OBg(0)). Allora

uly) = {Rrjo:n?j‘%'z faBR (0) \ac yl” dS(x) y € Br(0) (1.24)

9(y) y € Bg(0)
¢ armonica in Br(0) e inoltre u € C*(Bg(0)) N C°(Bg(0)).

In particolare u ¢ soluzione del problema di Dirichlet

—Au =0 in Bg(0)
u=yg su 0Bg(0).

Dimostrazione. Verifichiamo innanzitutto che u definita in (1.24) ¢ armonica. In virtd
della linearita e del Teorema A.7, & possibile portare il laplaciano sotto il segno di integrale,
ottenendo

Au(y) = ! /aB (0)9(56) AyM dS(z) = /BB ()g(ﬂf) AyK (z,y)dS(z) =0

nwn, R |z —y|?
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ove in * abbiamo sfruttato il punto (4.) dell’Osservazione 1.11.

Verifichiamo ora che u ¢ continua fino a dBg(0), cioé che per ogni xy € dBr(0) vale che
limy ., u(y) = u(zo). Fissiamo xy € 0Br(0). Dalla continuita di g su 0Bg(0) abbiamo
che per ogni ¢ > 0 esiste § > 0 tale che |g(z) — g(zo)| < € per ogni x € dBg(0) con
|z — x9| < §; inoltre, essendo OBg(0) compatto, esiste M > 0 tale che |g(z)| < M per
ogni @ € dBR(0). Ora sia y € Bg(0) tale che |y — 0| < 2, allora, ricordando il punto
(4i.) dell’Osservazione 1.11, abbiamo che

uly) — ulzo) = / K (2, y)g(x) dS(z) — g(zo) =

0BR(0)

= / K(z,y)g(z)dS(z) — g(l’o)/ K(z,y)dS(z) =
0BR(0)

0BRr(0)

_ / - K(z,y)(g(x) — g(x0)) K (2,) dS(z);

ora per il punto (i.) dell’Osservazione 1.11

<

uy) — ulzo)| = /a o K lole) — a0 ds(e)

< /8 o K o) = gteo)] dS() =

xGaBR(O)
|z—x0|<d

_ / K(z,y)|g(x) — g(z0)| dS(x)+

K(x,y)lg(x) — g(wo)| dS(x);

z€0BR(0)
|x—x0|>0

per quanto osservato sopra, |g(x) — g(zo)| < € ove |z — xy| < J e piul genericamente
lg(x) — g(x0)| < 2M ove |z —xo| > §, da cui, usando di nuovo il punto (7.) dell’Osserva-
zione 1.11, abbiamo che

2M (R — |y[*) 1
‘u<y) u<x0)| <&+ nwnR 2€dBR(0) |$ . y|n S(:E)’
|x—x0|>d
infine, se [x—xo| > & vale che [z —y| > ||z — x| — |y —zo|| = |z — 20| = [y —20| > -5 =3,
da cui
2M(R* — |y*)

92 n
n—1 n—2 2 2y.
0 n - )

e 2 (3)"

poiché 0 < R? — |y|> — 0 per y — =z, esiste § < 0 tale che se y € Bg(0) verifica
ly — x| < 4, allora R? — |y|? < W, per cui u(y) — u(zg)| < 2e. O
5

Notiamo che I’argomento proposto a dimostrazione della continuita al bordo ¢ locale: se g
fosse solo limitata e integrabile su dBr(0) e continua in un intorno di z, allora si avrebbe
che u(y) — g(xo) per y — xo.
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Teorema 1.18. Sia R > 0 e consideriamo la palla Br(yo) C R™. Sia data g € C°(0Br(yo)).

Allora
R2—|y—yol|?
u(y) = non fGBR (o) \w yl” ds(x) v € Brlyo) (1.25)
9(y) y € OBr(yo)

¢ armonica in Br(yo) e inoltre u € C*(Bgr(yo)) NCY(Br(vo))-

Dimostrazione. Per ipotesi g(z) € C°(0Bgr(yo)), dunque g(X + yo) € C°(0Br(0)), da cui,
per il Teorema 1.17,

U(Y) = sz,%‘z faBR(o \XXJgfyﬁl) dS(X) Y € Br(0)
9(Y + o) Y € 8Bg(0)

¢ armonica in Bg(0) e inoltre U € C*(Bg(0)) N C°(Bgr(0)). Sia u(y) = U(y — yo), per
cui u € C3(Br(yo)) NC°(Br(yo)). Se y € OBr(yy), allora Y = y — yo € dBg(0), per cui
u(y) = g(y). Se y € Br(y), allora Y =y —yo € Bg(0), per cui

U(y)zU(y—yo)=w/aB |X9(X+y0) dS(X) =

nwy, R — (¥ —wo)|"
_ R? — |y — yo|? / 9(X + o) dS(X) =
nwn R oBr0) |(X +30) —y|"
:R2—!y—yo|2/ y(z) 45(x). O
nwy, 1R oBn(wo) 1T — Y™

Il risultato appena visto permette di dimostrare il seguente

Teorema 1.19 (Singolarita eliminabile per le funzioni armoniche). Dati Q@ C R"™ aperto,
y € Q2 e una funzione u: Q@ — R armonica su Q \ {y}, se u =o(I'(x —y)), ovvero

limy, e = 0 n=2 (1.26)
lim,, u(z)|z —y|"2=0 n>3,

allora y € una singolarita eliminabile per u, ovvero u puo essere estesa ad una funzione
armonica su §2.

Dimostrazione. Sia R > 0 tale che Br(y) € 2. Sia @ la soluzione del problema di Dirichlet

{Au 0  z € Bgly)
(z) =u(r) =€ QN Br(y)

data da (1.25). Allora @ ¢ limitata in Bg(y) (per il Teorema 1.4 abbiamo che supp, ) % =
MaXyp,(y) U = MaAXyp,(y) U < +00) e ivi armonica. Per concludere ¢ dunque sufficiente
mostrare che © = u in Bg(y).

La funzione

w: Br(y) = R, 2 — w(z) = u(z) — u(z)
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¢ armonica in Bg(y) ~\ {y} e si annulla su 0Bg(y). D’altra parte, la funzione

— logR—loglz —y| n=2
h: B — R, x— h(z) =
R(y) ~N {y} ( ) {Rg_n . |l’—y|2_n n>3

¢ positiva, armonica in B(y, R) ~ {y} e si annulla su dBg(y). Dall’ipotesi (1.26), abbiamo
che

lim w(z)

=0
z—y h(z) ’

per cui per ogni € > 0 esiste § = () € (0, R) tale che |w| < eh in Bs(y), in particolare
|w| < eh su 0Bs(y). Applicando il Teorema 1.4 a w — ¢h in Bgr(y) \ Bs(y), otteniamo
che w < eh in Bg(y) \ Bs(y) e analogamente, applicando il Teorema 1.4 ad —w — ¢h
in Br(y) \ Bs(y), otteniamo che —w < eh in Bgr(y) \ Bs(y), ma allora |w| < eh in
Br(y) ~ Bs(y). Da sopra concludiamo che |w| < eh in tutta la palla Bgr(y), dunque, data
I'arbitrarieta di e, w = 0 in Bg(y), ovvero u(z) = u(z) per ogni x € Br(y). O

Osservazione 1.12. Se supponiamo che esista R > 0 tale che h risulti limitata in
Br(y) ~ {20}, allora Uipotesi h = o(I'(x — y)) del Teorema 1.19 é banalmente verificata,
per cui h puo essere estesa ad una funzione armonica su €.

1.8 Teoremi di convergenza

Vediamo ora alcuni altri risultati conseguenti alla formula integrale di Poisson.

Teorema 1.20. Dato 2 C R"™ aperto, una funzione u € C°(2) ¢ armonica in Q se e solo
se per ogni palla B,.(y) € Q soddisfa la proprieta del valor medio

u(y) = ][aBr(y) u(z)dS(x).

Dimostrazione. (=) Visto nel Teorema 1.1.

(<) Essendo u € C°(Q), dal Teorema 1.18, per ogni palla B,(y) € 2 riusciamo a costruire
una funzione h,.,, € C*(B,(yo)) N C*(B,(yo)), soluzione del problema di Dirichlet

—Ah,, =0 in B,(y)
hry =u su 0B,(y).

Nella palla B, (y) definiamo la funzione w, () = u(x) — h, (). Per costruzione
w,, € C°(B,(yo)). Per ipotesi, w,, soddisfa la proprieta del valor medio in B,(yp),
dunque, per il Teorema 1.4, vale che

0= inf w,, <w,,(zr) < sup w,, =0 per ogni z € B,(yo),
0Br(yo) 9B (yo)

da cul u(z) = hy,(z) per ogni x € B,(yo), ovvero u coincide con una funzione
armonica in ogni B, (y) € §2: concludiamo che u ¢ armonica in 2. m
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Osservazione 1.13. In [uce del Teorema 1.20, possiamo ridefinire il concetto di funzione
armonica: dato @ C R™ aperto, diciamo che una funzione u € C(§2) ¢ armonica in
se soddisfa la proprieta del valor medio in Q, ovvero per ogni palla Br(y) € § vale che

u(y) = faBR(y)udS = fBR(y)udx.

Un corollario del Teorema 1.20 ¢ il seguente

Teorema 1.21. Dato Q2 C R™ aperto, sia {t, }men una successione di funzioni armoniche
i £ che converge uniformemente ad una funzione u su ogni sottoinsieme compatto di €.
Allora u ¢ armonica in €.

Dimostrazione. Per ipotesi, u,, é armonica per ogni m € N, dunque per ogni palla B,.(y) €
() soddisfa la proprieta del valor medio

um(y) = ][BBT(y) U () dS(z).

Ora, in virtu della convergenza uniforme di {u,, }men ad v in B,.(y) € €2, possiamo fare il
limite per m — oo su ambo i membri dell’equazione, ottenendo

uly) = ]{m) u(x) dS (x),

ovvero, per ogni palla B.(y) € 2, u soddisfa la proprieta del valor medio; inoltre u &
continua in €2, in quanto limite localmente uniforme di funzioni continue, dunque, per il
Teorema 1.20, concludiamo che u ¢ armonica. O

Teorema 1.22. Dato 2 C R™ aperto limitato, sia {um, tmen una successione di funzioni
armoniche in Q) tale che per ogni m € N

—Au, =0 in Q
Um = Gm su 0f,

con g, € C°(0Q). Se la successione {gm}men converge uniformemente in 9 ad una
funzione g, allora {um,}men converge uniformemente in ) ad una funzione armonica u,
soluzione del problema di Dirichlet

—Au=0 inQ
u=gq su 0f).

Dimostrazione. La successione {gm}men converge uniformemente in 02, dunque é uni-
formemente di Cauchy, ovvero lim,, koo SUP,co0 |gm (%) — ge(z)] = 0. Ora notiamo che,
per ogni m,k € N, A(u,, — u) = 0, dunque, per il Teorema 1.4, per ogni = € € si ha
che u,,(x) — ur(x) < supso(gm — gk) < Supsq |gm — gi| € analogamente uy(x) — upy,(z) <
SUPy gk — gm) < SUDsq |gm — grl, da cui
sup |ty — ug| < sup|gm — gkl = 0 per m, k — oo,
a o0

ovvero la successione {uy, }men ¢ uniformemente di Cauchy in 2, dunque ivi converge
uniformemente ({uy, }men C (C°(Q), || - ||oo) completo). Dal Teorema 1.21 abbiamo che il
limite uniforme della successione di funzioni armoniche {u,, } men € una funzione armonica
u. Per unicita del limite u = ¢ in 0f2. ]
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Teorema 1.23 (Convergenza di Harnack). Siano Q C R™ un aperto e {uy, }men una suc-
cessione monotona crescente di funzioni armoniche in 2. Supponiamo che esista xg € €)
tale che la successione {uy,(xo)}men sia limitata. Allora {um,}men converge uniforme-
mente ad una funzione armonica u in ogni ', con Q' € Q aperto connesso tale che
x9 € Q.

Dimostrazione. La successione {u,,(zo)}men converge, essendo monotona crescente e li-
mitata, dunque é di Cauchy, ovvero per ogni ¢ > 0 esiste M > 0 tale che per ogni
m >k > M si ha che 0 < uy,(xg) — ug(z9) < € . Inoltre, per ogni m > k > M si ha che
U — U, > 0 e Auy, —ug) = 0, dunque per il Teorema 1.11, per ogni {2’ € Q2 aperto con-
nesso tale che zy € ¥ esiste C' = C'(n, Y, Q) tale che supg, (u, —ug) < Cinfor(u, —ug) <
C(um(z0) —uk(zg)) < Ce. Abbiamo cosi ottenuto che la successione {u,, }men € uniforme-
mente di Cauchy in €, dunque ivi converge uniformemente ({t, }men C (CO(V), || - |loo)
completo) ad una funzione u che risulta essere armonica per il Teorema 1.21. O

Vogliamo ora dare delle stime dall’interno per le derivate di funzioni armoniche.

Osservazione 1.14. Siano Q2 C R™ aperto e u una funzione armonica in 2. Allora per
ogni palla B, (y) €  si ha che

n
Duy)| <2 sup Jul. (1.27)
T 0B (y)
Dimostrazione. Essendo D;u armonica per ogni ¢ = 1,...,n (come visto nella dimostra-

zione del Teorema 1.7), applicando i Teoremi 1.1 e A.9, otteniamo che per ogni palla
B, (y) € Q vale che

1 1 .
Diu(y) = Diu(x)dx = / u(z)r' dS(x),
W™ JB.(y) W™ JoB,(y)
per cui
1
Duly) = [ ulwwdsia),
W™ JoB,(y)
da cui )
n
Du) £ o [ Julw)|dS(e) <2 sup . 0
WnT" JoB,(y) T 9B, (y)

Teorema 1.24. Siano 2 C R™ un aperto limitato e u una funzione armonica in ). Allora
per ogni Q) € Q aperto e per ogni multi-indice o € N™

o
njal
Dol < (M . 1.28
Sup | “'-(dist(Qf,aQ)) sup 1 (1.28)

Dimostrazione. Sia Q' € () arbitrario: essendo € aperto limitato e ' C €, abbiamo che
0 < dist(2,09) < oo. Supponiamo dapprima |a| = 1, per cui |D%u(z)| < |Du(x)| per
ogni x € €. Per ogni y € ' definiamo 5 € 9€) tale che dist(y,y) = dist(y,02') > 0
(essendo Q' aperto e y € Q') e r, = dist(,9Q) + 3 dist(y, 7). Allora

dist (€Y, 00Q) < r, < dist(y, 99Q),
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infatti se § € 9N verifica dist(y,y) = dist(y,0Q) > 0e g € [y, gﬂ NogY, ove [y, gﬂ indica il
segmento da y a ¢, allora dist(y, 9Q) = dist(y, §) + dist(7, ) > dist(y, ) + dist(', 99) >
ry. Essendo per costruzione B, (y) € 2, da (1.27) vale che

D < — < —
DU < sup ol < gy sup ol
dunque
D%u| < Du| < ————
PPl < sup|Dul < dist(Q’ o) "up lul
Sia ora |a| > 1 e siano as, ..., ajq—1 € N" tali che
| =laf =1, s <@
2] = o] =2, @z <y

|a\a|71’ =1, Ala|-1 < a2

Per ogni y € ¥ definiamo d, = dist(y,082) >0er, = %. Considerando la funzione D%u
nella palla B, (y) € €2, da (1.27) abbiamo

IDu(y)| < — sup |[Dul.
Ty B, (y)

Ora per ogni z € B, (y) vale che B, (z) € €, dunque considerando la funzione D*'u in
tale palla, da (1.27) abbiamo

IDu(z)| < 2 sup |D°2ul;
/ry BTy(Z)

poiché per ogni z € B, (y) si ha che B, (z) C By, (y), otteniamo

sup [D%u| < = sup |D%ul,
Bry (y) Ty Bor, (y)

da cui

2
| Du(y)| < (3) sup [D%ul.
Ty

B2ry (y)

Analogamente, per ogni z € By, (y) vale che B, (z) € €, da cui

ID*2u(z)| < = sup |D*ul
Ty B7'y (Z)

e poiché per ogni z € By, (y) si ha che B, (z) C Bs,, (), otteniamo che

sup [Du| < — sup |[Dul,
Bar, (y) Ty Bsr, (y)
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da cui 5
Dol < (2) sup (0l
Ty Bsry, (y)

Iterando il ragionamento, poiché per ogni k € {3, ..., |a|—1} vale che per ogni z € By, (y)
vale che B, (z) € Qe B, (2) C By, (y), otteniamo

N N NG

< (2) s ot < (2) s < () suplal
/r.y B(\a|—1)ry(y) /ry B\ah‘y(y) dy Q

Per ogni y € ' vale che d, = dist(y, 9Q) > dist(£’, 02), dunque concludiamo che

]
n|a|
D <|———— .
| u(y)|_(dist(Q’,8Q)) sgp|u] =

La stima data da (1.28) permette di derivare il seguente

Teorema 1.25. Sia Q@ C R" un aperto limitato e sia {u;};c; una famiglia di funzioni
armoniche equilimitate in Q (3IM > 0: Vo € Q,Vj € J|uj(x)] < M). Allora, per ogni
Q€ Q aperto e per ogni multi-indice « € N, la famiglia di funzioni {D%u;}ec; €
uniformemente equicontinua in ' (Ve > 035 > 0: Vo, 29 € ', Vj € J (|Jz1 — 20| < § —
[D¥us(1) — D*uj(ao)] < 2))-

Dimostrazione. Siano ' € Q aperto, a € N" e J € J. Mostriamo dapprima che la
famiglia di funzioni {D%u;}je; ¢ equicontinua in € (Vzo € , Ve > 030, > 0: Vz €
V,Vje J(|lzr—xo| <y — |Duj(x) — Dj(x0)| < €)). Fissato € > 0, sia zy € (¥ e sia
o, > 0 tale che_B(;éo(mo) € Q. Sia vy € N" tale che |y| = || + 1 e a < ~. Allora per ogni
x e BJQO (zo) N €Y, applicando il Teorema di Lagrange e il Teorema 1.24, otteniamo che

|D%u;(x) — D%uj(xg)] < sglp | D7V uj||x — xo| < (5;0 sglp |D7u,j| <

o nlal +1) \ et o nl|al +1) \ et
) —_— | < M§ —_— .
= "= (dist(Qf,aQ)) S‘S}"“J'— 0 \ dist (€, 9Q)

e (diss(,00) ) (o)
0’ M n(|al+1)

A questo punto, essendo €’ compatto, dal ricoprimento aperto { Bs, ()N | z € Q'} si puo
estrarre un sottoricoprimento finito {Bs, () Q' [i=1,...,k}, con k € Ne z; € (' per

Scegliendo 4, < min {&/, }, abbiamo I'equicontinuita.

ognii=1,...,k, acuié associato un numero di Lebesgue 2§ > 0 tale che per z € €/ esiste
i €{1,...,k} per cui Bs(x)NQ C Bj,, (2;)NY (cfr. Teorema A.22). Se quindi prendiamo
1, o € O tali che |1 —xo| < 4, esiste i € {1,..., k} per cui Bs(2F)NY C Bs, (z)NCY,
ovvero |ry — x|, |0 — ;| < dy,, da cui | DYu;(21) — D*uj(xo)| < |D%uj(x1) — D%uj(z;)| +
| Duj(x;) — D%u;(z0)| < 2e. Questo verifica I'uniforme equicontinuita. O

Per il Teorema di Ascoli-Arzela concludiamo il seguente

Teorema 1.26 (Ascoli-Arzela per le funzioni armoniche). Sia Q C R™ un aperto limitato
e sia {Um tmen una successione di funzioni armoniche equilimitate in Q. Allora per ogni
aperto ) € Q {uy, }men ammette una sottosuccessione convergente uniformemente in Q
ad una funzione armonica.
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1.9 Funzioni armoniche in senso distribuzionale

Osservazione 1.15. Sia Q C R™ un aperto e siau € L}, (Q) una funzione con la proprieta

della media in 2, ovvero per ogni Br(y) € Q wvale che u(y) = fBR(y) u(z)dx. Allora u é
armonica in ). '

Dimostrazione. u é continua in €2 dal momento che verifica la proprieta della media,
dunque concludiamo per il Teorema 1.20. O]

1

Definizione. Sia Q@ C R™ un aperto. Diciamo che una funzione u € L;,(€) ¢ armonica

in senso distribuzionale in ) se
/ u(z)Ap(x)de =0 (1.29)
Q

per ogni ¢ € C(Q).

Teorema 1.27 (Lemma di Weyl). Sia Q C R"™ aperto e sia u € L} (Q) una funzione
armonica in senso distribuzionale in 2. Allora, a meno di ridefinire la funzione in un
imsteme di misura nulla, u & armonica in €2 e quindi i analitica.

Dimostrazione. Vogliamo mostrare che, a meno di modificare v su un insieme di misura
nulla, u verifica la proprieta della media in €2 e dunque, per I’Osservazione 1.15, é armonica
in . Consideriamo u® la sua mollificazione e mostriamo che é armonica in 2. Per assurdo,
se u non fosse armonica in €2, allora esisterebbe una palla Bg(y) € 2 tale che Au®(z) > 0
per ogni « € Br(y) (o Auf(x) < 0 per ogni x € Bg(y)). Consideriamo ora la funzione

|z —yl* —r* € Bg(y)

Q=R r— =
4 @ pl) {0 x € QN Bg(y).

Sia 6, = $(dist(y,9Q) — R). Per costruzione, supp ¢ = Bg(y) e ¢ ¢ continua in Q, per
cui la sua mollificazione ¢° ha supporto contenuto in Bri.(y) e ¢° € C°(Brys,(y)), per
cul ¢° € C°(2) per ogni € < 9, (cfr. Teorema A.15, (i.)). Allora, per definizione di u
armonica in senso distribuzionale in €2, otteniamo che

0= /Q (@) A () da — /Q u(z) /B Al ple) dede 2
= /Qu(x) /BR(y) A (z = 2)p(z) dzde = /ER(y)w(z)Au(x)Azng(z —z)drdz =
-/ el s

ove in * abbiamo sfruttato il fatto che 7°(x — z) = 7°(z — ) e in »x il Teorema di Fubini-
Tonelli. Abbiamo trovato un assurdo perché p(z)Au®(z) < 0 (> 0) per ogni z € Bg(y).
Deduciamo che u® ¢ armonica in 2, dunque verifica (1.4) e (1.5), in particolare per ogni

B, (y) € Q vale che
/ u(z)de = z/ u(x)dS(x).
Br(y) " JaB.(y)
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Ora, in virtu dei punti (4i.) e (iv.) del Teorema A.15, facendo il limite per € — 0 (o meglio
su una opportuna successione {¢; };en tale che lim;_ o ¢; = 0), troviamo

r

U(r) = / » u(e) da = = /d Br(y)u(m) dS(z)

per quasi ogni 7 > 0. ¥ definita sopra é continua in (0, +00) per costruzione, inoltre ¥ ¢
derivabile e precisamente

U'(r) = lim ir + 6) = lim - /
5—0+ §—0t (5 Byys(y)~Br(y

r+d
= lim — / / d,o:/ u(x) dS(x),
Jim < - (z) s (z) dS(x)

ove in * abbiamo applicato il Teorema A.13 e nell’ultimo passaggio il Teorema fondamenta-
le del calcolo. Quindi ¥ € C!(0, +00) e verifica 'equazione differenziale r¥’(r) —n¥(r) = 0
equivalente a & (r _”\D( )) =0, per cui esiste una costante C' = C;, € R indipendente da
r tale che Cy = U(r fB x) dzx per ogni r > 0. Ora, per il Teorema A8, per quasi

u(z) do =

ogni y € R™ si ha Che hmT_>O+ fB u(z) dx = u(y), ovvero per quasi ogni y € R" si ha

che u(y) = fB x) dz per ognl r > 0. Concludiamo che, a meno di ridefinire u
su un insieme d1 mlsura nulla ponendola uguale a Cy per ogni y in tale insieme, u verifica
la proprieta della media. O

1.10 Metodo di Perron

Vogliamo ora interessarci al quesito circa lesistenza di soluzioni u € C*(Q) N C(Q) per il
problema di Dirichlet

—Au=0 z€q
u=g x € 0f)

in  C R™ aperto limitato arbitrario, con g € C(0f2).
Teorema 1.28. Sia u € C°(Q). Le sequenti affermazioni sono equivalenti:
i. per ogni Br(y) € Q si ha che u(y) < fBR (x)dx;

ii. per ogni Br(y) € Q e per ogni funzione h: Br(y) — R che soddisfa

h>u  x€dBry),

si ha che h(x) > u(x) per ogni x € Br(y);
iii. per ogni Br(y) €  si ha che u(y) < faBR(y) u(z)dS(x);

w. per ogni y € Q e per ogni p € C*(NQ), se u — ¢ ha un massimo locale in y, allora

—Ap(y) <0.
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il per ogni y € Q esiste §, € (0,dist(y,90Q)) tale che per ogni R € (0,4,] si ha che
u(y) < JCBR(y) u(x) dzx;

i0.'¢ per ogni y € Q esiste 6, € (0,dist(y,0Q)) tale che per ogni R € (0,6,] e per ogni

funzione h: Br(y) — R che soddisfa

h>u x € 0Bgr(y),

st ha che h(x) > u(x) per ogni x € Br(y);
i1.1¢ per ogni y € Q esiste 6, € (0,dist(y,00Q)) tale che per ogni R € (0,6,] si ha che
u(y) < fBBR(y) u(z) dS(z);

w."¢ per ogni y € Q esiste 6, € (0,dist(y,09Q)) tale che per ogni R € (0,6,] e per ogni
¢ € C*(Br(y)) se u— ¢ ha un massimo locale in y, allora —Ap(y) < 0.

Dimostrazione.

(i.) = (7.) Per ogni Bg(y) € Q si ha che (u — h)(y) < fBR(y) (u— h)(z) dx dal Teorema
1.1, inoltre u — h < 0 in 0Bg(y) per ipotesi, allora, per il Teorema 1.4, possiamo
concludere che u — h < 0 in Bg(y).

(71.) = (u11.) Per ogni Bg(y) € Q, sia hy g la soluzione di

—Ahy’R = O T &€ BR(y)
h,y7R:U ZEE@BR(y)

Essendo h,, r armonica, per il Teorema 1.1 si ha che hy g(y) = f@BR(y) hy r(z) dS(x),

inoltre per ipotesi hy gr(x) > u(x) per ogni x € Bgr(y) e hy r(z) = u(x) per ogni
z € 9Bg(y), dunque concludiamo u(y) < f, 5 hy,r(2) dS(x) = fyp . u(z) dS().
(74.) = (i.) Per ogni Br(y) € Q, applicando il Teorema A.13, si trova che
R R
/ u(z)de = / / u(x)dS(z)dr > / u(y)nw, " tdr = u(y)w, R".
B(y,R) 0 0B(y,r) 0

(711.) = (iv.) Siano y € Q e ¢ € C*(Q) tali che u — ¢ abbia un massimo locale in y, allora
esiste R > 0 tale che Bgr(y) € Qe (u—¢)(y) > (u — ¢)(z) per ogni x € Bgr(y).
Allora per ogni r € (0, R) vale che

u(y) —¢(y) 2][ (u(y) —e(y)) dS(z) = ][ (u() ~ p(x)) dS(z) > u(y)—(r),
9B (y) 9Br(y)
ove in x abbiamo usato Iipotesi (iii.), per cui u(y) < f&Br(y) u(z) dS(x), e definito

P(r) = f@Br(y) o(x)dS(z) = faBl ) o(rw +y) dS(w). Deduciamo quindi che

o(y) < ®(r) perognir e (0,R).
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In virtu dei conti fatti in (1.7), abbiamo che

r

d'(r) = —f Ap(z) dx
n r(y)
e per il Teorema A.6

lim ®(r) = lim www+yﬁwﬂ@:iéBmﬁﬂwd&@%zwwh

r—0t r—0+ 8B4 (0)
da cui, estendendo ® per continuita in 0, otteniamo che
®(0) < ®(r) per ognir € (0, R).

Ora supponiamo per assurdo che esista § > 0 tale che Ap(y) < —26 < 0, allora, per
continuita, esiste r € (0, R) tale che Ap(z) < —0 < 0 per ogni = € B,(y), da cui

n

)
Vo)=L f Apwyde< -
"B, (y)
per ogni p € (0,7). Integrando, concludiamo che
@(r)—@(O)—/TCI)’( )d <—§/T dp= 202 <0
= | Yo <= | pdo=—5

da cui ®(0) > &(r), assurdo.

(iv.) = (i11.) Per assurdo, supponiamo esistano y € 2 e R > 0 tali che Br(y) € Q e

u(y) > JC@BR(y) u(zx) dS(z), per cui esiste C' > 0 tale che
u(y) — ][ u(z) dS(xr) > OR®.
9BRr(y)

Sia ora u € C?(Bg(y)) N C°(Bg(y)) la soluzione del problema di Dirichlet

u u T e aBR(y),

che, per il Teorema 1.18, ¢

a(x — Rno!zi g faBR \z :p\" S(’Z) se T € BR<y0)
u(z) se x € 0Bgr(yo).

Notiamo che u(y) = ——p= Jonpe w(2)dS(2) = f,p, ) ulz) dS(z).
A questo punto, definiamo

p(z) =T(z) + C(R* — |z —y[*) Yz € Br(y).

Risulta che ¢ € C*(Bgr(y)), u(x) — ¢(x) = 0 per ogni z € dBg(y) e u(y) — p(y) =
u(y) —u(y) — CR? = u(y) — fyp,(, (@) dS(x) — CR? > 0. Allora M = supp,,,)(u—
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@) = maxpg,y) (u—p) > 0, in particolare esiste z € Br(y) tale che u(z) —p(2) = M.
Ora sia 7 = |z — y| e sia § = £~ > 0. Per il Teorema A.16, esiste una funzione
f e C>®(Q) tale che 0 < f(x) <1 per ogni x € Q, f(z) =1 per ogni x € B,5(y) e
f(z) =0 per ogni x € Q \ B,125(y). Allora ¢(z) = f(z)¢(z) € C*(Br(y)), inoltre
@(z) = 0 per ogni z € QN B,25(y), dunque puo essere estesa ad una funzione C?(12),
ponendola pari a 0 fuori da Bg(y). Poiché ¢(z) = ¢(x) per ogni z € B, 4s(y), u— @
ha un massimo locale in z, dunque, per il punto (iv.), —Ap(z) = Ap(z) < 0, ma

—Ap(2) = —Au(z) + CA.(|]z — y|*) = 0+ C(2n) > 0, assurdo.

In modo perfettamente analogo si mostra che le corrispondenti proprieta locali (.1°°),
33.1°%), (4i3.1°%), (iv.1°¢) sono equivalenti tra loro.
q

(iv.) = (iw.°°) Data ¢ € C?(Bg(y)), con Br(y) € (, allora come sopra costruiamo la
funzione ¢ € C?(Q) che coincide con ¢ in B, 5(y) € Bgr(y), per cui u — ¢ ha un
massimo locale in y, dunque —Ap(y) = Ap(y) < 0.

(1) = (iv.) Siay € Qesiap € C*(N) tale che u—¢ abbia un massimo locale in y, allora
p € C*(Bs,(y) e (u—9)lp, (,y ha un massimo locale in y, per cui —Ap(y) < 0. O

Definizione. Se u € C°(Q) verifica (una tra) le affermazioni del Teorema 1.28, diciamo
che u é subarmonica.

Notiamo che questa definizione generalizza quella nota, infatti se u € C*(€2), dai Teoremi
1.1 e 1.2, Au <0 ¢ equivalente a (i.).

Osservazione 1.16. Considerando —u in luogo di u nel Teorema 1.28, possiamo ottenere

un risultato analogo, che permette di estendere la definizione di funzione superarmonica
per u € C°(Q).

Osservazione 1.17. Dal Teorema 1.28 e dall’Osservazione 1.16, otteniamo una caratte-
rizzazione per le funzioni armoniche che ne evidenzia la natura locale.

Osservazione 1.18. Date w1, ..., u, subarmoniche in €1, si ha che anche max;—; __,u; €
subarmonica in €).

Dimostrazione. Per ogni B € e per ogni funzione h: B — R armonica in B tale che
h > max;—1__,u; per ogni xz € 0B, si ha che h > u; per ognixz € 0B, perogniz=1,...,n,
dunque, per il Teorema 1.28, h(x) > wu;(x) per ogni x € Bgr(y), per ognii = 1,...,n e
concludiamo che h(x) > max;—;,_, u;(x) per ogni = € Br(y). O

Osservazione 1.19. Analogamente, date uq,. .., u, superarmoniche in €2, si ha che anche
min,—y _, u; € superarmonica in €.

Teorema 1.29. Dato Q) C R"™ aperto, sia {um,}men una successione di funzioni subarmo-
niche in £ che converge uniformemente ad una funzione u su ogni sottoinsieme compatto
di Q. Allora u é subarmonica in €.

Dimostrazione. Per ipotesi, u,, ¢ subarmonica per ogni m € N, dunque per ogni palla
B, (y) € Q soddisfa la proprieta della sottomedia

Um () < ]iB ( )um(x) dS(z).
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Ora, in virta della convergenza uniforme di {u, }men ad v in B,.(y) € €2, possiamo fare il
limite per m — in fty su ambo i membri dell’equazione, ottenendo

uly) < ]ﬁB | ul)asa),

ovvero, per ogni palla B,.(y) € 2, u soddisfa la proprieta della sottomedia; inoltre u ¢
continua in €2, in quanto limite localmente uniforme di funzioni continue, dunque, per il
Teorema 1.28, concludiamo che u € subarmonica. O

Definizione. Date una funzione u € C°(Q) subarmonica in Q e una palla B € (,
consideriamo u € C*(B) N C°(B) la soluzione del problema di Dirichlet

e definiamo il sollevamento armonico di u in B come

_Ju(r) rzeB
Ule) = {u(as) r e QN B. (1.30)

Osservazione 1.20. U € C(Q), u < U, U ¢ armonica in B e U & subarmonica in .

Dimostrazione. U € C(2) essendo u € C(Q2), w € C(B) e w = u in dB. Per I'Osservazione
1.2, v < w in B, dunque concludiamo che v < U. U ¢ armonica in B per costruzione,
essendolo u. Mostriamo ora che U verifica (7i.) del Teorema 1.28 per concludere che U ¢
subarmonica in 2. Sia B’ €  una palla e sia h: B’ — R una funzione soddisfacente il
problema

—Ah(z)=0 zeB
h(z) >U(z) z€dB.

Vogliamo provare che h(x) > U(z) per ogni € B’. Se BNB' = (), allora U(x) = u(x) per
ogni ¥ € B/, da cui U —h = u— h é subarmonica in B, U(z) — h(z) < 0 per ogni x € 9B/,
dunque concludiamo per il Teorema 1.4. Se invece BN B’ # (), allora in B’ \ (B’ N B)
si ha che U = wu e si conclude come sopra. In B’ N B si ha che h e U sono entrambe
armoniche e su (B’ N B) h > U, per cui concludiamo sempre per il Teorema 1.4. O]

Definizione. Sia Q C R™ un aperto limitato e sia data g € L*°(9S2). Definiamo

S, = {v € C(Q) | v subarmonica in Q, v(x) < g(x) Yz € 0N} (1.31)

e dictamo che v € S, ¢ una subfunzione relativa a g.
Osservazione 1.21. S, ¢ un insieme non vuoto e superiormente limitato.

Dimostrazione. La funzione costante infsq g ¢ un elemento di S, e per il Teorema 1.4 ogni
v € S, verifica v < supyq g. n
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Teorema 1.30 (Soluzione di Perron). Sia @ C R™ un aperto limitato e sia g € L>(092).
Allora
H,(z) = sup v(x)
VESy

¢ una funzione armonica in €.

Dimostrazione. H, risulta essere ben definita grazie all’Osservazione 1.21. Fissiamo dun-
que y € ) e mostriamo che H, ¢ armonica in y. Per definizione di sup, esiste una
successione {vp, }men C S, tale che vy, (y) — H,y(y). Senza perdita di generalita, possiamo
supporre {v,, }men equilimitata, infatti, possiamo sempre considerare {0, }men in luogo
di {vm}men, ove ¥, = max{v,,infsog}: 0, € S, (per 'Osservazione 1.18), {Up, }men
¢ equilimitata (infaq g < O < SUPyn 9) € Un(y) = Hy(y) (vn(y) < 0n(y) < Hy(y) e
vn(y) = Hy(y)). Denotiamo la successione con {v,, bmen-

A questo punto, fissiamo R > 0 tale che Bg(y) € 2 e per ogni m € N chiamiamo V/, il sol-
levamento armonico di vy, nella palla Br(y). Per ogni m € N, abbiamo che V,,, € S, (dal-
I’Osservazione 1.20, V;, € C(2) & subarmonica in €2, inoltre V,,,(z) = v,,(z) < g(x) per ogni
x € 00), V,, é equilimitata (per I’Osservazione 1.18, il Teorema 1.4 e il fatto che {v,, }men
¢ equilimitata come visto sopra, abbiamo infypo g < v, < V,,, e supg V,,, = supgg Vin =
SUPyp Um < SUDgo 9) € Vin(y) = Hy(y) (vm(y) < Vil(y) < Hy(y) e v — Hy(y)).

Ora, essendo {V;, }men una successione di funzioni armoniche equilimitate in Br(y), per
il Teorema 1.26, a meno di passare ad una sottosuccessione (che denoteremo sempre
{Vin}men), abbiamo che {V,,},,en converge uniformemente ad una funzione armonica V'
in B,(y), per ogni r € (0,R). Per costruzione, V(z) < H,(z) per ogni z € Bg(y) e
V(y) = Hy(y). Se riusciamo a mostrare che esiste r € (0, R) tale che V(z) = H,(z) per
ogni x € B,(y), allora abbiamo finito perché questo implica che H, & armonica in y.
Supponiamo per assurdo che per ogni r € (0, R) esista z € B,(y) tale che V(2) < H,(z).
Analogamente a sopra, sia {wy, }men C S, una successione equilimitata, tale che w,,(z) —
H,(z). Senza perdita di generalita, possiamo supporre w,, > V,, per ogni m € N, infatti
possiamo sempre considerare {W,, }men in luogo di {w,, }men, ove W, = max{w,,, V;, }:
W € Sy (Wi, Vi € Sy), Wy, € equilimitata (essendolo w,, e Vi) e Wn(2) — Hy(z)
(Wi (y) < W (y) < Hy(y) e wy(y) — Hy(y)). Denotiamo la successione con {wy, }men-
Ora, per ogni m € N, consideriamo il sollevamento armonico W, di w,, in B,(y): come
sopra, per ogni m € N, abbiamo che W,,, € S, e W,,, equilimitata, inoltre W,,,(z) > V,,(z)
per ogni x € Q (infatti in Q \ B,(y) si ha W, — V,, = w,,, — V;,, > 0 per costruzione e
in B,(y) si ha che W,, = V,,, = w,, — U,, € armonica con W, — V,,, = w,, — V,,, > 0 su
0B, (y), dunque, per il Teorema 1.4, W,,, — V,,, > 0 su tutta la palla B,.(y)), in particolare
Vin(y) < Wi (y) < Hy(y). Allora, come sopra, essendo {W,, }men una successione di fun-
zioni armoniche equilimitate in B, (y), per per il Teorema 1.26, a meno di passare ad una
sottosuccessione (che denoteremo sempre {W,,}men), abbiamo che {W,,},en converge
uniformemente ad una funzione armonica W in B,(y), per ogni p € (0,r). Per costruzio-
ne, V(x) < W(x) per ogni x € B,(y), V(y) = W(y) = Hy(y) e W(z) = Hy(z) > V(2).
Abbiamo cosi ottenuto due funzioni armoniche V' e W armoniche in B,(y) tali che
V(y) — W(y) = 0, ma allora, per il Teorema 1.3, V"= W in B,(y), che contraddice
il fatto che esiste z € B,.(y) tale che W(z) > V(z). O
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Nel Teorema 1.30 abbiamo mostrato che per ogni g € L*°(0f2) esiste una funzione
armonica H, € C*(Q2) che soddisfa

—AH, =0 in ()
H,<g su 0f2.

Notiamo che se il problema di Dirichlet

(1.32)
u=gq su 0f)

{—Au =0 inQ
¢ risolubile, la sua soluzione coincide con H,, infatti se w ne ¢ soluzione, allora chiara-
mente w € S, e inoltre per ogni altra u € S, si ha che w > u (infatti —A(u — w) <0,
da cui, per il Teorema 1.4, supg(u — w) = supyq(u —w) < 0). H, ¢ detta soluzione di
Perron.

A questo punto, supponendo g € C(0f2), ci chiediamo sotto quali condizioni H, sia
soluzione di (1.32), in particolare, sotto quali condizioni
lim H,(x) = g(zo) Vo€ 09, (1.33)

T—T0
€N

per cul H, € C>(2) N C(?) coincide con g su 0.

Osservazione 1.22. In generale 1.33 non puod valere per ogni aperto limitato €2, per
esempio siano Q= {x € R* | 0 < |z| < 1} e g € C(99) definita come g(x) = 0 per |z| =1
e g(0) =1, allora Hy = 0, in particolare non & soluzione del problema di Dirichlet con
valori al bordo g, essendo Hy(0) =0 # 1.

Dimostrazione. 0 € S;, dunque Hy(x) > 0 per ogni z € Q. Ora sia v € S, essendo
g(0) = 1, per il Teorema 1.4 si ha che v(x) < 1 per ogni x € Q. Per ogni ¢ > 0 sia

d. € (0,1) tale che —elog(d.) > 1. Consideriamo la funzione w.(x) = —elog|z|, x €
ricordando (1.10), abbiamo che w. ¢ armonica in Q' = {z € Q| §. < |z| < 1}, inoltre
we(z) = 0se |z] =1 e w.(x) = —elog(d:) > 1 se |z| = J., dunque, per il Teorema 1.4,

si ha che supg (v — we) = supyo (v — we) = max{sup,_; (v — we), sup 5. (v — we)} <
max{Sup, 1 g, SuPjys. (v — 1)} = 0 da cui v(z) < w.(z) in V. D’altra parte, se |z| < 4.,
allora (con abuso di notazione) w.(z) > w.(é:) > 1 > v(x). Ne deduciamo che v(z) <
w.(r) in Q~ {0} per ogni v € S,, da cui Hy(z) < w.(x) = —¢log |x| per ogni x € Q e per
ogni € > 0, dunque prendendo € — 0 concludiamo che H, = 0. O

La condizione di continuita al contorno (1.33) ¢ legata alle proprieta geometriche del bordo
0N} tramite il concetto di barriera.

Definizione. Sia xo € 02. Una funzione w é detta barriera a x( relativamente a 2 se
i. weC'Q);
1. w € superarmonica in $2;

iii. w(rg) =0 e w(x) > 0 per ogni x € A~ {x0}.
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Definizione. Sia x¢ € 0. Una funzione w é detta barriera locale a xq relativamente a
Q se esiste un intorno U di xqy tale che

. wel(QNU);
1. w e superarmonica i QNU;
iii. w(xg) =0 ew(x) >0 per ogni x € QNU \ {zo}.

Definizione. Sia xq € 0. Diciamo che xy ¢ un punto regolare (rispetto al laplaciano)
se esiste una barriera locale a xg.

Osservazione 1.23. Data w una barriera locale a xq, possiamo sempre costruire una

barriera a xq: siano R > 0 tale che Br(xg) € U e m = inf( By(zo)now > 0, allora

(2) = min{m,w(z)} z € ?ﬂ Br(x) (1.34)
m x € QN Bg(xg)

¢ una barriera a xg.

Dimostrazione. w ¢ superarmonica in {2 N U, in particolare lo ¢ in (U \ Bgr(zg)) N €2,
dunque, per il Teorema 1.4, w(x) > m per ogni z € (U ~\ Br(xp)) N2, in particolare
m = min{m,w(x)} in dBr(xe) N Q, inoltre il minimo tra due funzioni continue & una
funzione continua, per cui w € C°(Q). Per I’Osservazione 1.19, W ¢ superarmonica in .
Infine w(zo) = w(wo) =0, W(z) = m > 0se x € Q ~\ Br(wy) e w(x) = min{m, w(z)} >0
se € N Bp(r) (essendo in tal caso x € QN U \ {70}, dunque w(x) > 0). O

Il legame tra la barriera e il comportamento al contorno delle soluzioni ¢ dato nel seguente

Teorema 1.31 (Wiener). Siano @ C R™ aperto limitato, g € L>®(09Q) e xy € 0. Se xq
¢ punto regolare (rispetto al laplaciano) e g & continua in xg, allora (1.33) é verificata in
xo-

Dimostrazione. Sia w una barriera a z, (w esiste per I’'Osservazione 1.23). Fissato € > 0,
per la continuita di g in xg, esiste 0. tale che per ogni x € I per cui |x — x| < ¢ si ha
che |g(z) — g(xo)| < e. Ora sia M = supyg |g| < oo e fissiamo &k > 0 tale che kw(z) > 2M
per ogni x € 0N per cui |x — xy| > 6. (k esiste per i punti (i.) e (7i.) della definizione di
barriera).

Consideriamo la funzione u(z) = g(zo) — ¢ — kw(x): u € C°(Q) (essendo w € C°(Q))
e u & subarmonica in € (essendo w superarmonica in 2). Ora, preso z € JS) tale che
|z — x0| < 0, essendo w(x) > 0, si ha che u(x) < g(xy) — e < g(z); d’altra parte, preso
z € 0N tale che |z — xy| > O, si ha che u(z) < g(zg) — e — 2M < g(z) — e < g(z) (dal
fatto che g(x¢) — g(x) < |g(zo)| + |g(z)| < 2M). Abbiamo cosi mostrato che u(z) < g(x)
per ogni z € 99, dunque u € S, e quindi H,(z) > u(x) per ogni x € Q.

Analogamente, consideriamo la funzione v(z) = g(zo) + € + kw(x): v € C°(Q) (essendo
w € C°(Q)) e v é superarmonica in € (essendo w superarmonica in §2). Ora, preso x € 9
tale che |x — xg| < ., essendo w(zx) > 0, si ha che v(z) > g(zo) + € > g(x); d’altra parte,
preso x € 0f) tale che |z —xg| > 0., si ha che v(z) > g(z¢)+e+2M > g(x)+ec > g(x) (dal
fatto che g(x) — g(xo) < |g(z)| + |g(x0)| < 2M). Abbiamo cosi mostrato che v(z) > g(z)
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per ogni x € 0, dunque, per il Teorema 1.4, v(z) > Il(z) per ogni | € S, e quindi
H,(z) < wv(x) per ogni = € €. B
Abbiamo provato che g(z) — ¢ — kw(z) < Hy(z) < g(xo) + € + kw(z) per ogni z € Q,

ovvero che |H,(z) — g(xo)| < € + kw(z) per ogni z € Q. Facendo il limite per z — o,
concludiamo per 'arbitrarieta di e. n

Dai Teoremi 1.30 e 1.31 otteniamo il seguente

Corollario 1.3. Sia @ C R™ un aperto limitato, allora per ogni g € C°(0R) il problema

di Dirichlet (1.32) ammette un’unica soluzione u € C*(2)NC(Q) se e solo se tutti i punti
del bordo 02 sono regolari.

Dimostrazione.

(<) Se g é continua e tutti i punti del bordo 02 sono regolari, allora H, & soluzione di
(1.32) ed ¢ unica per il Teorema 1.5.

(=) Supponiamo che per ogni g € C°(d1) il problema di Dirichlet (1.32) ammetta un’u-

nica soluzione u € C*(Q2) N C(Q2). Per ogni xy € 0N consideriamo g¢,,(x) = |z — o
e sia 1, la soluzione di (1.32) con valori al contorno g,,, allora u,, € C*(Q2)NC(Q),
Uy, ¢ armonica in €2, in particolare ¢ superarmonica e mingu,, = mingg,, = 0,
dunque wu,,(r) > 0 e se esistesse 71 € Q \ {zo} tale che u,,(z;) = 0, allora z; € Q
(Ugy () = guo(x) > 0 per ogni & € I \ {zo}), ma allora, per il Teorema 1.3,
u,, dovrebbe essere costante in (2, falso, non essendolo g,,, dunque u,,(z) > 0 per
ogni z € O\ {zy}. Questo dimostra che u,, ¢ una barriera a o che quindi risulta

regolare. Concludiamo per I'arbitrarieta di zy € 0f). ]

A questo punto cerchiamo delle proprieta geometriche locali di 02 che risultino condizioni
sufficienti per la regolarita di tutti i punti del bordo.

Definizione. Sia 2 C R™ un aperto limitato. Diciamo che ) verifica la proprieta della
palla tangente esterna in un punto xo € OS2 se esistonoy € R™ e R > 0 tali che Bg(y)NQ =
{zo}. Inoltre, diciamo che Q verifica la proprieta della palla tangente esterna se, per ogni
xg € 012, ) verifica la proprieta della palla tangente esterna in xg.

Osservazione 1.24. Se un aperto limitato 2 C R™ & convesso, allora verifica la proprieta
della palla tangente esterna.

Dimostrazione. Se €2 & convesso, per ogni punto xy € 0f) si pud costruire un iperpiano
passante per z, tale che € sia tutto contenuto in uno dei due semispazi in cui R” & diviso
dall’iperpiano (cfr. [15]), dunque ogni palla nell’altro semispazio e tangente I'iperpiano in
xo realizza la proprieta della palla tangente esterna nel punto x;. O

Osservazione 1.25. Se un aperto limitato Q C R™ ¢ di classe C%, allora verifica la
proprieta della palla tangente esterna.

Dimostrazione. Se 0 ¢ di classe C?, fissato 1y € 90 scegliamo un sistema di coordi-

nate x1,...,r, per R" in modo che xy e la normale esterna a €} in zy abbiano ri-
spettivamente coordinate 0 = (0,...,0) ed e, = (0,...,0,1) (per cui I'iperpiano tan-
gente a 0f) in xy ha equazione z, = 0). In tal caso, per il Teorema della funzio-

ne implicita, esistono r > 0 e una funzione v: R*! — R, v € C*R"!), tali che
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QN B0O,r) = {z € BO,r) | z, < v(2')}, ove &’ = (21,...,2,-1). Chiaramente
7(0") = 0 (xg € 0Q) e Dy(0") = 0 (I'equazione dell'iperpiano tangente a 02 in 0 ¢
—0p,7(0)xy — -+ — 0y, ,v(0)2y—1 + 1 -2, = 0 ma per costruzione ¢ anche z,, = 0).
Lo sviluppo di Taylor di v centrato in 0’ ¢ dunque: y(z') = 3(D*y(0') 2/, 2') + o(|2']?).
La matrice hessiana D?y(0') ¢ simmetrica, dunque diagonalizzabile con autovalori reali
Al Apo1, allora M = ||D?*~(0)|| = SUD|,—1 |D?~(0")2'| = max;=1, 1|\, in parti-
colare |1(D*y(0') 2/, 2)| < 3|D*y(0')2'||2'| < &|2'|%. Per definizione di o(|2’[?), esiste
6 € (0,7) tale che se |2/| < 4 allora |o(|z'|?)] < & |2|?, per cui y(2/) < |y(2')] < M|z

Orasia R € (0, min{g, ﬁ}), allora la palla di raggio R centratainy = Re,, = (0,...,0, R)
¢ contenuta nella regione {z € B;(0) | =, > M|2'|*} (per ogni z € Bg(y) vale che
lz—y|? = |z|*+R?*—2Rx, < R? dacui |z|? < 2Rz, dacui y(2') < M|z|* < 2M Rz,, < x,)
e Br(y) interseca il bordo di {z € B;(0) | z, = M|z'|*} solo in 0 (se |x —y|* = r? e
r, = M|2|?, allora |z|*> = 2Rz, = 2RM|z'|* < |2/|* da cui 22 < 0 ovvero x, = 0 e
dunque 2’ = 0'), dunque tale palla interseca €2 solo in 0 (da sopra Q N Bs(0) C {x €
B;(0) |z < M|2'[?}). O

Osservazione 1.26. Se un aperto limitato Q C R™ ¢ di classe C' in generale non verifica
la proprieta della palla tangente esterna.

Dimostrazione. Consideriamo Q2 = {(z,y) € R* | y > z%log |z|}. Q ¢ di classe C' (902 =
f(R), f(x) = 2?log |z| € C}(R)), ma non verifica la proprieta della palla tangente esterna:
per vederlo cerchiamo R > 0 per cui Br(0,—R) N Q = {0} (essendo la normale esterna
a 0 in 0 pari a (0,—1)). La semicirconferenza superiore di 0Bg(0,—R) ¢ descritta
dalla funzione g(z) = VR? — 22 — R per |z| < R. Vorremmo che f(z) > g(x) per ogni
z € (—R, R) ~ {0}. Notiamo che f(0) = ¢g(0) = 0. Il problema ¢ che f'(z) < ¢'(x) per
r— 0" e f'(x) > ¢'(x) per = 07, dunque g(x) > f(z) in un intorno di 0. O

Teorema 1.32. Sia Q2 C R™ un aperto limitato e sia xq € 0S2. Se 2 verifica la proprieta
della palla tangente esterna in xq, allora xo é regolare (rispetto al laplaciano).

Dimostrazione. Per ipotesi esistono se y € R, R > 0 tali che Br(y) N Q = {x}. Allora

la funzione
1 1
w(z) = {R” e > 2

log% n=2.

¢ una barriera a z( (ricordando (1.10), w & C>®(Q) (la singolarita y & Q); inoltre w ¢é
armonica in €2, in particolare ivi & superarmonica; infine |z —y| > R per ogni x € Q~{zo}
e |z —y| = R se e solo se x = x). O

Definizione. Un insieme C' C R™ é un cono convesso se per ogni x,y € C anche x+y € C
e Ax € C per ogni A > 0.

Un cono convesso C C R? ¢ circolare se esiste a € (0, %), detto angolo d’apertura, tale
che, a meno di un cambio di coordinate,

C={(z,y) € R? | arg(z,y) € (~a, )},

ove arg(x,y) = arctan (%) Tramite le coordinate sferiche, é possibile dare una formula

di rappresentazione analoga per i coni sferici in R™.
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Definizione. Sia 2 C R™ un aperto limitato. Diciamo che § wverifica la proprieta del
cono esterno in un punto xoy € I se esistono un cono C' con Int C # () e un intorno U di
xg tali che (xog+ C)NU C R" Q. Inoltre, diciamo che Q verifica la proprieta del cono
esterno se, per ogni xo € OS2, Q) verifica la proprieta del cono esterno in xg.

Osservazione 1.27. Se un aperto limitato Q C R™ ¢ di classe Ct, allora verifica la
proprieta del cono esterno.

Definizione. Un aperto €2 C R™ ha bordo Lipschitziano se per ogni xq € 052 esistono un
intorno U di xo, un aperto limitato D C R"™! e una funzione Lipschitziana v: D — R
tali che, a meno di un’opportuna trasformazione ortogonale, si abbia che

QNU ={(x1,...,Tp-1,2n) | (x1,...,Tp_1) € D, xp < y(T1,...,2n-1)}.

Osservazione 1.28. Se () C R" aperto limitato ha bordo Lipschitziano, allora verifica la
proprieta del cono esterno.

Osservazione 1.29. Dato 0 C R? aperto, il laplaciano di una funzione u € C*(Q) in
coordinate polari (p,0), per cui (z,y) = (pcos, psinf) € R? < {0}, & dato da

1 1
Au = u,, + ;up + ?u‘gg. (1.35)

Teorema 1.33. Sia Q2 C R™ un aperto limitato e sia xq € 0S2. Se 2 verifica la proprieta
del cono esterno in xg, allora xy é regolare (rispetto al laplaciano).

Dimostrazione. Supponiamo n = 2 (per n > 3 la dimostrazione é analoga). Fissiamo
xo € 0S). Per ipotesi esistono un cono C' e un intorno U di zy tali che (zo+C)NU C R*\Q.
A meno di una rotazione, possiamo ridurci al caso in cui C' é un cono convesso circolare
con angolo d’apertura «. Inoltre, a meno di una traslazione, possiamo supporre xy = 0.
A questo punto, consideriamo la funzione w: R? — R, w(x,y) = —p* cos(\) se (z,y) =
(pcosf, psinf) € R* . {0}, w(0) =0 (X € R da scegliere opportunamente). Chiaramente
w ¢ continua, inoltre, applicando (1.35), verifichiamo che w ¢ armonica in R? \. {0}. Per
costruzione QNU C {(z,y) € R* < {0} | (x,y) = (pcosh,psinf), 0 € (a,21 — a)},
dunque, scegliendo A = 2%, otteniamo che per ogni € QN U ~ {0} si ha che w(z) > 0

(se 6 € [a, 21 — af, allora A0 € (2, 47] da cui cos(A) < 0). O

Nel caso n = 2 il Teorema 1.33 puo essere ancora migliorato.

Definizione. Sia Q C R?> = C un aperto limitato. Diciamo che Q verifica la proprieta del
segmento esterno in un punto zy € 0) se esiste 21 € C, 21 # 2, tale che [z, 21]NQ = {20},
dove [z, 21] = {tz1+(1—1t)zo € C | t € [0,1]}. Inoltre, diciamo che Q verifica la proprieta
del segmento esterno se, per ogni zog € 052, ) verifica la proprieta del segmento esterno
in 2.

Teorema 1.34. Sia Q C R? = C un aperto limitato e sia zo € 0. Se Q wverifica la
proprieta del segmento esterno in zo, allora zy é regolare (rispetto al laplaciano).
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Dimostrazione. Sia z; € C, 21 # 2, tale che [20,21] N Q = {z}. A meno di una tra-
slazione e di una rotazione, possiamo supporre che zy e z; coincidano rispettivamen-
te con 0 e —1. Identificando R? con il piano complesso C, abbiamo che QN By(0) N
({Imz =0} N{Rez < 0}) = {0}, dunque i punti z = pe?? € QN B;(0) ~ {0} sono de-
terminati da un unico valore di § € (—m, ), per cui logz = logp + if ¢ unicamente
determinato in QN B;(0) \ {0}. Ora definiamo la funzione

- 1 log p
: QN B0 0} =R, z2— =—Re|l— | =—F"———FF——.
w BB {0) R 2 w() = —Re (o) =~ B2
Essendo lim, ,ow(z) = 0, w pud essere estesa per continuitd in 0, ottenendo w €
C(2n B1(0)), inoltre per costruzione w(0) = 0 e w(z) > 0 per ogni z € QN By (0) . {0}.

Infine w & armonica in 2N B;(0) (in particolare superarmonica), essendo la parte reale di
1 log p 0

una funzione olomorfa in QN B;(0) (cfr. Teorema 2.2): “Togz = TRt i +i(logp)2+62 =
u(p,0) +iv(p,0) ¢ olomorfa in 2 N B1(0) essendo u, v ivi differenziabili e soddisfacenti le
condizioni di Cauchy-Riemann polari v, = %U@, Ug = —PU,. O

Osservazione 1.30. Il Teorema 1.3/ non vale per n >3 (cfr. |9, 11, 7.2).
Il Teorema 1.34 puo essere generalizzato.

Definizione. Diciamo che un sottoinsieme di uno spazio metrico ¢ un continuo se é
compatto, connesso e ha almeno due punti.

Osservazione 1.31. Sia £ C C = CuU{cc} compatto con almeno due punti. Allora E ¢
un continuo se e solo se C~ E é semplicemente connesso.

Dimostrazione. A meno di un cambio di coordinate, possiamo supporre che oo € F, per
cui il risultato segue dal Teorema A.25. O]

Definizione. Sia Q2 C R? = C un aperto. Diciamo che §) verifica la proprieta del continuo
esterno in un punto zy € 052 se esiste un continuo E C C~\ §Q tale che zy € E. Inoltre,
diciamo che §2 verifica la proprieta del continuo esterno se, per ogni zq € 052, € verifica
la proprieta del continuo in zg.

Teorema 1.35. Sia Q C R? = C aperto e sia zg € 00. Se Q wverifica la proprieta del
continuo esterno in zy, allora zy é regolare (rispetto al laplaciano).

Dimostrazione. Sia z1 € E N {20} e sia R = |21 — zo|. Per I’Osservazione 1.31, si ha che
C \ E' ¢ semplicemente connesso, dunque, per il Teorema A.26, esiste una determinazione
del logaritmo

Fi(CNE)=C, 2z f(z) =log (Z_Z‘))

ben definita e biolomorfa. Allora la funzione

1
w: QN B]_(Z(]) N BR/2<O) AN {ZQ} — R, Z = ’LU(Z) = —Re <m)

z
¢ ben definita, armonica (cfr. Teorema 2.2), sempre positiva e lim,_,,, w(z) = 0, dunque
puo essere estesa per continuita in zo ponendola pari a zero e tale estensione risulta essere

barriera locale a zy relativamente a (2. O






Capitolo 2

Teorema di uniformizzazione

2.1 Funzioni armoniche sul piano complesso

Definizione. Dato €2 C C aperto, diciamo che una funzione u: 0 C C — R é armonica
seloeuog: g71(Q) CR? — R come funzione di R?, ove ¢: R* — C, (z,y) — = + 1y.

Osservazione 2.1. Sia R > 0 e consideriamo il disco aperto Br(0) C C. Sia data una
funzione g € C(0Br(0)). Allora, se V: [0,27) — dBg(0) ¢ il diffeomorfismo o — Re'™,
la funzione

U: BR(O) — R

o) R? — p? /2“ go¥(a) o
27 R? —2Rpcos(f — ) + p? (2.1)

¢ armonica in Br(0) e si estende ad una funzione continua su Br(0) che coincide con g
su OBg(0).

Dimostrazione. Segue dal Teorema 1.17 nel caso n = 2, operando un cambio di variabili
tramite W. N

Definizione. Dato ) C C aperto, diciamo che una funzione u: 2 C C — R é subarmonica
seloéuogp: g71() CR* = R come funzione di R*, ove ¢: R* = C, (z,y) — z + 1y.

Osservazione 2.2. Dato €2 C C aperto, una funzione u: 2 — R continua é subarmonica
se e solo se per ogni disco aperto Br(zo) € ) vale che

u(zg) < L /27r u(zo + Re™) db. (2.2)

21

Inoltre, u e subarmonica se e solo se, per ogni Br(zg) € €2 e per ogni funzione armonica

h: Br(z0) = R, vale che se u < h su 0Bg(2o) allora uw < h su Bg(zp).

Dimostrazione. Segue dalla definizione (cfr. Teorema 1.28), in particolare (2.2) segue dal
punto (iiz.) nel caso n = 2, operando un cambio di variabili tramite il diffeomorfismo

W [0,27) — OBR(0), 0 — 2o + Re®. O

41
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Teorema 2.1. Sia Q2 C C aperto semplicemente connesso e sia data una funzione ar-
monica h: 0 — R. Allora esiste una funzione olomorfa F: ) — C tale che Re F = h.
Inoltre Im F' é unicamente determinata a meno di una costante additiva reale.

Dimostrazione. Definiamo la 1-forma differenziale
w(x +iy) = —hydx + h, dy

Essendo dw = (8 hy — 2 (—hy)> dx N\ dy = 0, abbiamo che w é una forma chiusa sul

ox oy
dominio €2 semplicemente connesso, dunque w ¢ una forma esatta, ovvero esiste una
funzione k: @ — R tale che w = dk = 9 dx + %dy, da cui k, = —hy e ky, = h,.
Per la regolarita di h, vale che Ak = —h,, + hyy = 0, quindi k£ ¢ armonica, in particolare
analitica. Per come abbiamo costruito &, concludiamo che la funzione F'(z) = h(z)+ik(z)
é olomorfa, in virtu del Teorema A.17. O]

Teorema 2.2. Sia ) C C aperto e sia F: Q — C olomorfa. Allorau=ReF ev=1ImF
sono funzioni armoniche in ), quindi i analitiche.

Dimostrazione. Per ogni palla B € e per ogni ¢ € C(B), ¢|,5 = 0, dunque, per il
punto (7.) del Teorema A.12, le equazioni di Cauchy-Riemann e il Teorema A.11, vale che

/B w(2)Ap(z) dz = — /B Du(z) - Dy(2) dz = — /B (0,0 — vaipy) dz —
= /Bv(sozy — pya) dz = 0.

Analogamente, [, u(z)Ap(z)dz = 0. Abbiamo quindi verificato che u e v sono funzioni
debolmente armoniche in ogni palla B € 2. Per il Teorema 1.27, concludiamo che, a meno
di ridefinirle in un insieme di misura nulla, u© e v sono armoniche in ogni palla B € ) e
dunque, per il Teorema 1.28, armoniche in €. O

Teorema 2.3. Siano U,V C C aperti. Se F': V. — U ¢é una funzione olomorfa eh: U — R
¢ armonica, allora h o F' e armonica.

Dimostrazione. F: (x,y) — (u(z,y),v(z,y)), h: (u,v) = h(u,v) e per ipotesi u, = vy,
Uy = —Vg € Nyy + hyy = 0. Allora, applicando il Teorema A.3, otteniamo

(ho F)y = hy(F)ug + hy(F)vg,
(ho F)y = hy(F)uy + hy(F)vy,
(ho F)yz = [huu(F )tz + Ry (F)0g|tg + Ry (F) gy + [Poy(F)tg + By (F)vz|ve + hy (F) g,
( (

h Uy + h v
(ho F)yy = [huu F)uy + huw F)vy]uy + hu(F)uyy + [hvu<F)uy + hvv(F)vy]Uy + hv(F)vyy
da cui concludiamo

(ho F)yy + (ho F)yy = huu(F) [ugtiy + tytty] 4+ by (F) |00, + 0,0, ]+
+ 2Ry (F) [upve + Uy“y] + P (F) [thge + uyy] + oy (F) [Vg + Uyy] =
= AL(F)[uZ + ul] + ho(F)Au+ hy(F)Av =0

grazie alla regolarita di h, alle proprieta elencate sopra e al Teorema 2.2. O
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Teorema 2.4. Siano U,V C C aperti. Se F': V. — U ¢é una funzione olomorfa eh: U — R
¢ subarmonica, allora h o F' é subarmonica.

Dimostrazione. Supponiamo dapprima h € C*(2). Per il Teorema 2.2, dette u = Re F
e v = ImF, abbiamo che u e v sono armoniche, inoltre soddisfano le equazioni di
Cauchy-Riemann, dunque, ripercorrendo i conti fatti nella dimostrazione del Teorema
2.3, otteniamo

(ho F)pa+ (ho )y = Ab(F)(u2 +u2) > 0.

Ora mostriamo che se h é subarmonica in U, allora per ¢ sufficientemente piccolo abbiamo
che la mollificazione h® = h % 7. & subarmonica in B, per ogni palla B € U. Infatti,
sfruttando la subarmonicita di h (cfr. Osservazione 2.2), il Teorema A.13 e il Teorema di
Fubini-Tonelli, abbiamo che

1 27 )
he(z) = h(z — On(O)d (O— [ h ©_ ¢)dod
@)= [ e on@ics [ @y [ hret - Quic
5 2m 27
:%/0/0 /0 Ne(seVh(z + re?? — se?)dhdb'ds
1 27

=5 i he (2 4 re')df.

Essendo h® € C*(U.), ove U, = {z € U | dist(z,0U) > e}, per quanto mostrato sopra,
otteniamo che h¢ o F' ¢ subarmonica in F'~!(B) per ogni € € (0,dist(B,0U)) e inoltre
h? o F' — ho F uniformemente su F~!(B), dunque u o F' ¢ subarmonica in F'~!(B) per il
Teorema 1.29. Concludiamo che uw o F' é subarmonica per il Teorema 1.28. O

Corollario 2.1. Se F': Q C C — C ¢ olomorfa, allora log|F(z)| é subarmonica.

Vogliamo ora dare una dimostrazione del Teorema della mappa di Riemann che si
basa sulla risoluzione di un certo problema di Dirichlet: questo approccio dimostrativo fu
proprio quello adottato inizialmente dal matematico di cui tale risultato porta il nome.

Teorema 2.5 (Mappa di Riemann). Sia ) # Q C C aperto semplicemente connesso.
Allora esiste una mappa conforme da €2 nel disco unitario aperto D.

Dimostrazione. Per ipotesi ) ¢ semplicemente connesso, dunque C \ €2 ha almeno due
punti (se fosse C\ Q = {2}, allora = C \ {2y} non sarebbe semplicemente connesso),
dunque C\ €2 ¢ un continuo, per cui, per il Teorema 1.35, tutti i punti di 9€2 sono regolari.
Fissiamo z; € 0€2. In virtu della semplice connessione di €2, per il Teorema A.26, esiste
una determinazione del logaritmo

f:Q—=C, z— f(2) =log(z — z1)

ben definita e biolomorfa. Siano zg € Q2 e wy = f(20), per cui esiste r > 0 tale che
B, (wp) € f(€2). Allora f(Q) N (f(Q) + 2mi) = O (se esistessero zy, 2o € 2 tali che f(z1) =
f(22) + 27i, allora, per il Teorema A.26, avremmo che z; = ef*1) = e/(32) = 2, assurdo),
per cui f(Q)N(B,(wg)+27i) = ), ovvero per ogni z € Q vale che | f(z)— (f(z0)+27i)| > r,

1

OVVELO | 5 —F(z0)—2mi

< % Concludiamo che la funzione

1
f(z) — wo — 2mi

h:Q—C, z— h(z) =
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mappa conformemente {2 nel dominio limitato B,(0).
A questo punto quindi, possiamo supporre che {2 sia limitato e per comodita che 0 € €.
Sia u la funzione armonica in €2, soluzione del problema di Dirichlet

—Au(z) =0 z€Q

u(z) =log|z| =z € 0.
(u esiste unica per il Corollario 1.3). Essendo ) semplicemente connesso, per il Teorema
2.1, esiste una funzione olomorfa F': {2 — C tale che Re F' = u. Possiamo cosi definire la
funzione

©: Q= C, 2z p(z2) = ze FR)

che risulta olomorfa e tale che |p(2)] — 1 per z — 9, per cui, per il Teorema A.19,
lo(2)] < 1 per ogni z € €2, ovvero ¢(£2) C D. Inoltre, ¢ ha solo uno zero in §2 che ¢ lo zero
semplice z = 0. Allora, per ogni w € D~ {0}, se g, = |w|2+1 € (0,1), applicando il Teorema
A.29 in ' = ¢ }(B.,(0)) alle funzioni p(z) e —w (per continuita, |p(2)| = &, > |w| per
ogni z € 9€Y), concludiamo che ¢(z) — w ha esattamente uno zero in €', dunque in 2.
Data l'arbitrarieta di w € D\ {0}, concludiamo che ¢ mappa conformemente €2 nel disco
unitario. O

Osservazione 2.3. Il caso di 2 = C non é contemplato nel Teorema 2.5 e questo non
¢ sorprendente: [’esistenza di una mappa conforme da C in D cadrebbe in contraddizione
con il Teorema 1.8.

2.2 Funzioni armoniche su superfici di Riemann

Definizione. Sia R uno spazio topologico. Chiamiamo carta locale il dato (U, p) di un
aperto U e di un omeomorfismo ¢: U — o(U) C C. Diciamo che due carte (U, ),
(V,4) sono compatibili se U NV = 0 oppure se UNV # () e la mappa di transizione
potb L p(UNV) = (U NV) ¢ olomorfa. Chiamiamo atlante una collezione di carte
{(Ua, a) | a € A} tale che {Us}aca formi un ricoprimento aperto di R e ogni coppia
di carte sia compatibile. Un atlante e detto massimale se non é contenuto in alcun altro
atlante strettamente piu grande.

Osservazione 2.4. Ogni atlante & contenuto in un unico atlante massimale.

Definizione. Uno spazio topologico R ¢ di Hausdorff se per ogni p,q € R esistono due
aperti disgiunti U e V tali che p € U e q € V. R ¢ a base numerabile se ammette una
base numerabile per la sua topologia.

Definizione. Una superficie di Riemann é uno spazio topologico connesso, di Hausdorff,
a base numerabile, con un atlante massimale.

Esempio. [l piano complesso C é una superficie di Riemann con un atlante formato da
una sola carta (U, ), ove U = C e ¢ = id. Analogamente, ogni sottoinsieme aperto
connesso del piano complesso ¢ una superficie di Riemann.
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Esempio. La sfera di Riemann C = CU {0} ¢ l'esempio pit semplice di superficie di
Riemann non banale, con atlante {(Uy,¢1), (Uz, p2)}, ove Uy = C, ¢1(2) = z, Uy =
C {0}, ¢a(2) = L (la mappa di transizione 1 0 p3': C\ {0} = C~ {0}, z — L ¢

olomorfa).

Osservazione 2.5. In generale, un sottoinsieme aperto connesso S di una superficie di
Riemann R é esso stesso una superficie di Riemann, con atlante ottenuto restringendo a
S le carte dell’atlante di R.

Definizione. Sia R una superficie di Riemann e sia (Un, ©0) una carta su R. Se il disco
unitario D = By1(0) ¢ tale che D C ¢, (Uy,), chiamiamo (A, ¢,) disco coordinato su R,
ove A = ¢ 1(D).

Osservazione 2.6. Se (A, ,) ¢ un disco coordinato, ©,' & definita anche su 9D.

Osservazione 2.7. Per ogni q € R vi é un disco coordinato (A, ) contenente q tale che
p(q) =0.

Dimostrazione. Dal momento che gli aperti dell’atlante ricoprono R, esiste una carta
(V, 1) tale che ¢ € V, inoltre, essendo 1(V') aperto, esiste r > 0 tale che B,.(¢¥(q)) € ¥(V).
Concludiamo definendo A = ¢~1(B,((¢(q)))) e

0: A—D

P oln) = - (0(6) — ¥(0)

(A C Ve (V,p)é compatibile con le carte dell’atlante, essendolo (V1))). O

Definizione. Date due superfici di Riemann R, S, diciamo che una mappa f: R — S ¢
analitica in p € R se esiste un disco coordinato (A1, 1) in R contenente p e un disco
coordinato (Ag,@s) in S contenente f(p) tali che g0 fopr: Ay — Ay & olomorfa in
v1(p). Diciamo che f ¢é analitica se lo ¢ in ogni p € R. Nel caso particolare in cui
f: R — C, diciamo che f ¢ meromorfa in p € R se é analitica in p. Diciamo che f ¢
meromorfa se lo ¢ in ogni p € R. Infine, diciamo che due superfici di Riemann R, S sono
conformemente equivalenti se vi & una mappa conforme (biolomorfa) f: R — S.

Teorema 2.6. Ogni superficie di Riemann ammette una base numerabile di dischi coor-
dinati precompatti (la cui chiusura é un compatto).

Dimostrazione. Essendo ogni superficie di Riemann a base numerabile, se indichiamo

con {(Ua, ¢a)}aca latlante associato, ¢ possibile estrarre un sottoricoprimento numera-

bile {U,, }nen dal ricoprimento {U,}aca di R. Ora, per ogni n € N, possiamo ricopri-

re p,, (U,,) con palle con centro a coordinate razionali e raggio razionale Brnj (znj) N
j

. . _ 1

Concludiamo considerando Upen Ujen (@ai(Brnj (2n;)), Kj(gpan (P) = Pan(2n;)))- O

Definizione. Sia R una superficie di Riemann. Diciamo che una funzione u: R — R é
armonica in p € R se esiste un disco coordinato (A, ) tale che p € A euop™':D— R
¢ una funzione armonica. Diciamo che u é armonica su R se lo é in ogni p € R.
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Osservazione 2.8. La definizione di armonicita non dipende dalla scelta del disco coor-
dinato: se (A1, 1) e (Ag, @) sono due dischi coordinati contenenti p € R e uo ¢y’ &
armonica, allora uopy* = (uop)o(prowy") é composizione di una funzione armonica
con una funzione olomorfa, dunque, per il Teorema 2.3, é armonica.

Definizione. Sia R una superficie di Riemann. Diciamo che una funzione continua
u: R — R ¢ subarmonica in p € R se esiste un disco coordinato (A, p) tale che p € A e
uwop 1: D — R & una funzione subarmonica. Diciamo che u & subarmonica su R se lo ¢
m ognip € R.

Osservazione 2.9. Data una superficie di Riemann R, una funzione continua u: R — R
e su_barmom'ca se e solo se per ogni disco coordinato (A, ) e per ogni funzione armonica
h: A — R che verifica u(p) < h(p) per ogni p € OA wvale che u(p) < h(p) per ogni p € A.

Dimostrazione. Segue dall’Osservazione 2.2. ]

Osservazione 2.10. Date uy, us funzioni subarmoniche su una superficie di Riemann R,
si ha che anche max{uy,us} & subarmonica.

Dimostrazione. Segue dall’Osservazione 1.18. O

Teorema 2.7 (Principio del massimo forte sulle superfici di Riemann). Sia R una su-
perficie di Riemann e sia u una funzione subarmonica su R. Se esiste qo € R tale che
u(qo) = supg u, allora u é costante.

Dimostrazione. Sia M = suppu e definiamo Ry = {p € R | u(p) = M}. Per ipotesi
M € Re Ry # 0. Notiamo che M € R = u=*({M}) & controimmagine di un chiuso
tramite una funzione continua, dunque ¢é chiuso in R. Ora sia ¢ € R e sia (A, ) un disco
coordinato contenente ¢ tale che v o ¢™': D — R & subarmonica (esiste per definizione
di funzione subarmonica su R): se z, = ¢(g), abbiamo che la funzione subarmonica
uop':D C C — R raggiunge il suo massimo in z, € D, dunque, per il Teorema 1.4,
uo ¢! ¢ costante. Essendo ¢ biettiva, deduciamo che u ¢ costante su A, in particolare
u(p) = u(q) = M per ogni p € A. In questo modo abbiamo mostrato che Ry, ¢ intorno
di ogni suo punto, dunque aperto. Concludiamo che Ry; = R, in quanto R;; € un
sottoinsieme non vuoto, chiuso e aperto di R connessa. O

Poiché, per il Teorema di Weiestrass, ogni funzione continua su un compatto ammette
massimo, un corollario immediato del Teorema 2.7 ¢ il seguente

Teorema 2.8 (Principio del massimo sulle superfici di Riemann). Sia R una superficie
di Riemann e sia u una funzione subarmonica su R. Se esiste una costante C' > 0 tale
che u(p) < C per ognip € R\ K, con K sottoinsieme compatto di R, allora U(p) < C
per ogni p € R.

Vogliamo ora risolvere il problema di Dirichlet su una superficie di Riemann tramite il
metodo di Perron.

Definizione. Siano R una superficie di Rz’emannL(A, ©) un disco coordinato eu: R — R
una funzione subarmonica. Sia u® € C*(D)NC°(D) la soluzione del problema di Dirichlet

—AuA(2) =0 zeD
ut(z) =uop l(z) z€dD
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e definiamo il sollevamento armonico di u in A come
utop(p) peEA

u(p) p € R~NA. (2:3)

UA:R—>R,pv—>UA(p):{

Osservazione 2.11. U2 € C(R), u < U?, U? ¢ armonica in A e US ¢ subarmonica in
R.

Dimostrazione. U» € C(R) & vero per costruzione, infatti, se p € dA, allora ¢(p) € 9D,
dunque @ 0 p(p) = uo =" o p(p) = u(p).

U4 ¢ armonica in A, essendo U2 o p1(2) =2 o p o p~1(2) = u2(2) per ogni z € D e
—Au”(z) = 0 per ogni z € D.

uw < U? essendo u = U? su R ~ A, in particolare su 0A, dunque concludiamo per
1'Osservazione 2.9, essendo u subarmonica e U~ armonica su A.

U” ¢ subarmonica in R poiché, per definizione di u subarmonica in R, per ogni ¢ € R
esiste un disco coordinato (Ag, ¢,) tale che ¢ € Ay e uo @, ': D — R ¢ subarmonica, ma
allora

U2 o 80—1(2) _ o ¥ o %0;1(2) z € pg(AgMNA)
e uop,'(z) Z2 € (A, N A)

(subarmonica su ¢, (A, N A) per il Teorema 2.4). O

Definizione. Data una superficie di Riemann R, chiamiamo famiglia di Perron su R una
famiglia non vuota S di funzioni subarmoniche su R tale che

i. seuy,us €S, allora max{uy,us} € S;
ii. seu €8, allora UX € S per ogni disco coordinato (A, p).

Teorema 2.9 (Perron). Sia data una famiglia di Perron S su una superficie di Riemann

R. Allora

H(p) = Sup v(p)

¢ una funzione armonica oppure H(p) = +oo per ogni p € R.

Dimostrazione. Consideriamo l'insieme R = {p € R | H(p) < c0}. Sia g € R e sia (A, )
disco coordinato contenente g. Per definizione di sup, esiste una successione {v,, }men C
S tale che v,,(¢) — H(q). Senza perdita di generalitd, possiamo supporre {v,}men
crescente, infatti possiamo sempre considerare {0y, }men in luogo di {v,, bmen, ove U, =
max{vy,...,Un}: On € S (da (i) e 0,(q) = H(q) (vm(q) < 0n(q) < H(q) e vn(q) —
H(q)). Denotiamo la successione con {v,, }men. Allora, se V2 & il sollevamento armonico
di v, in A, abbiamo che anche {V2},,en C S risulta essere crescente, armonica in A (V4
coincide con v,, fuori da A ed é armonica in A, dunque, per il Teorema 1.4, Vnﬁ < anz su
OA implica V& < VA suA)e V2 (q) — H(g). Da (ii.) abbiamo che V = sup,,,on Vi3 < H
e in particolare V(q) = H(q) < oo, dunque, per il Teorema 1.23, V' & una funzione
armonica in A.

Mostriamo ora che V' = H in A per poter concludere che H é armonica in A e dunque che
Ré aperto, in quanto intorno di ogni suo punto. Supponiamo per assurdo che esista ¢ € A
tale che V(¢') < H(q¢'). Per definizione di sup, esiste una successione {wy, }men C S tale
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che w,,(¢') — H(q'). Senza perdita di generalita, possiamo supporre {w,, }men crescente
tale che w,, > v, per ogni m € N, infatti possiamo sempre considerare {@;, } men in luogo
di {wp, tmen, ove W, = max{ws,...,Vm, vy} Denotiamo la successione con {w,, }men-
Procedendo come sopra, se W4 ¢é il sollevamento armonico di w,, in A, abbiamo che
anche {W21},,en C S risulta essere crescente, armonica in A e V2(¢') — H(q'). Da
(1i.) abbiamo che V' < W = sup,,cy W5 < H e in particolare V(¢') < W(¢') = H(q)
e W(q) = H(q) < oo, dunque, per il Teorema 1.23, W & una funzione armonica in A.
Abbiamo cosi costruito V, W armoniche in A tali che W(q) = V(q) e W(q¢') > V(¢'), con
q,q € A: questo contraddice il Teorema 2.7.

Anche R~ R = {p € R| H(p) = oo} ¢ aperto, infatti se H(q) = 400, passando per
una successione {u,, fmen crescente come sopra, otteniamo U = sup,,.y U5 armonica su
A tale che U(q) = 400, ma allora, per il Teorema 2.7, U(p) = +oo per ogni p € A, ma
U < H, per cui U(p) = +00 per ogni p € A.

Essendo R aperto e chiuso (complementare di un aperto) in un connesso, concludiamo
che 0 R = R e in tal caso abbiamo verificato che H ¢ armonica, oppure R = (0, per cui
H(p) = 400 per ogni p € R. ]

2.3 Funzioni di Green su superfici di Riemann

Definizione. Data una superficie di Riemann R, fissiamo q € R e (A, ) un disco coor-
dinato contenente q tale che p(q) = 0 (esiste per I’Osservazione 2.7). Sia P, la famiglia
di tutte le funzioni subarmoniche su R~ {q} tale che

i. ognt u € Py ha supporto compatto;

ii. ogni u € P, ¢é tale che v(p) = u(p) + log |p(p)| & subarmonica su A

(dal Corollario 2.1 abbiamo che log|p(p)| & subarmonica, dunque 0 € P, e P, risulta
essere una famiglia di Perron su R~ {q}).
Se esiste p € R per cui sup,ep, u(p) < 400, definiamo una funzione di Green per R con
polo in g come

G: (R~ {q}) >R, p— Glp,q) = Sup u(p).

uchq

Se supyep,u(p) = +oo per ogni p € R, diciamo che non esiste una funzione di Green per
R con polo in q.

Esempio. Sia D C C il disco unitario aperto nel piano complesso. Fissato w € D, la
funzione G: (D~ {w}) — R, z — G(2) = log |==22| ¢ una funzione di Green per D con
polo in w (cfr. Teorema 1.15).

Le funzioni di Green si riveleranno essere uno strumento importante nella dimostrazione
del teorema di uniformizzazione, per cui ne studiamo ora alcune proprieta.

Teorema 2.10. Sia R una superficie di Riemann. Sia data G(p,q) una funzione di
Green per R con polo in q. Allora G(p,q) > 0 e G(p,q) é armonica per ogni p € R~ {q}.
Inoltre, se (A,p) ¢ un disco coordinato tale che ¢(q) = 0, allora la funzione h(p) =
log |p(p)| + G(p,q) ¢ armonica su A. Infine, se w ¢é una funzione armonica positiva
su R~ {q} tale che w(p) + log|e(p)| & armonica in q, allora w(p) > G(p,q) per ogni

p € R~ {q}.
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Dimostrazione. In virti del Teorema 2.9, G(p, ¢) ¢ armonica per ogni p € R~{q}. Essendo
0 € P,, abbiamo che G(p,q) > 0 per ogni p € R \ {q}, inoltre, P, # {0}, ad esempio la
funzione

—logle(p)| peA

vi:R—-R p—
0 peERNA

¢ un elemento di P,. Allora G(p,q) > v(p) > 0 per ogni p € A, da cui, per il fatto che
G(p, ¢) non pud avere minimo a meno che non sia costante (cfr. Teorema 2.7), concludiamo
che G(p,q) > 0 per ogni p € R~ {q}.

Vogliamo ora mostrare che la funzione

h: A =R, p— h(p) = G(p,q) + log|p(p)|

¢ armonica. Innanzitutto, abbiamo che h & armonica su A \ {q}, essendo
hop :DN{0} =R,z hop '(2) =Gop(z) +log|z|

una funzione armonica sul disco punturato (Gop™! lo & poiché, per definizione di funzione
armonica su R, per ogni ¢ € R esiste un disco coordinato (A, ¢,) tale che ¢ € A, e
G op,': D — R ¢ armonica, ma allora G oo™ = (Goy ')o(pg09™"):D = Re¢
armonica per il Teorema 2.3). Se mostriamo che h ¢ limitata, per 1'Osservazione 1.12
possiamo concludere che h é armonica su A. Denotiamo con M il massimo assunto da
G(p,q) su 0A ={p € R | |p(p)| = 1} (M < oo esiste essendo OA compatto). Essendo
per costruzione u(p) + log |¢(p)| subarmonica in A per ogni u € P, e log|¢(p)| = 0 per
ogni p € JA, per il Teorema 2.7 deduciamo che u(p) + log |¢(p)| < M per ogni u € P,
e per ogni p € A, da cui h(p) = G(p,q) + log|e(p)| < M. D’altra parte v € P,, per cui
G(p,q) > —log|p(p)| per ogni p € A, da cui concludiamo che 0 < h(p) < M per ogni
p e A.

Infine, supponiamo che w sia una funzione armonica positiva su R \ {¢} tale che w(p) +
log |¢(p)| sia armonica in ¢. Se u € P,, allora u — w & subarmonica su R e u —w < 0 in
R~ K,, con K, = suppu compatto, dunque, per il Teorema 2.8, u — w < 0 su R. Data
I'arbitrarieta di v € P,, concludiamo che G(p, ¢) — w(p) < 0 per ogni p € R~ {¢}. ]

Osservazione 2.12. In l[uce delle proprieta viste nel Teorema 2.10, notiamo che, per
coerenza con quanto fatto nella Sezione 1.6, avremmo dovuto definire la funzione di Green
associata alla famiglia P, come G(p, q) = — sup,ep, u(p), tuttavia, per non appesantire la
notazione sostituendo —G a G, proseguiamo come impostato.

Teorema 2.11. Sia R una superficie di Riemann. Sia data G(p,q) una funzione di Green
per R con polo in q. Allora

inf G =0. 2.4

inf G(p.q) (2.4)
Dimostrazione. Sia (A, ) un disco coordinato contenente g tale che ¢(q) = 0. Per as-
surdo, supponiamo a = inf,cp G(p,q) > 0. Per il Teorema 2.10, G(p,q) armonica per
ogni p € R~ {q}, dunque (per il Teorema 2.7) G(p,q) — a > 0 per ogni p € R~ {q},
inoltre G(p, q) —a+log |p(p)| ¢ armonica per ogni p € A. Sia ora u € P,. Per costruzione
u(p) + log|¢(p)| & subarmonica su A, dunque anche

u(p) — (G(p,q) — a) = (u(p) +log |p(p)|) — (G(p,q) — a +log|p(p)|)
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¢ subarmonica su A. Essendo K, = suppu compatto, u(p) — (G(p,q) — a) < 0 per ogni
p € R~ K,, dunque, per il Teorema 2.8, u(p) < G(p,q) — a per ogni p € R e per ogni
u € Py, da cui la contraddizione G(p, q) = SUP,ep, U(P) < G(p,q) — a. ]

A questo punto vogliamo mostrare che se G(p, qo) esiste per un certo gy € R, allora esiste
G(p,q) per ogni ¢ € R. Per farlo sfruttiamo una funzione armonica ausiliaria e una
particolare tecnica di approssimazione.

Costruzione preliminare. Sia R una superficie di Riemann. Fissato q € R, sia (Uy, @)
una carta di R tale che ¢ € U, e ¢,(q) = 0. Sia r > 0 tale che

Al =9 (B, (0) = {p e Uy | e < 7} C U,
sia ben definito. Indichiamo Al = ¢ '(B,(0)). Definiamo ora la famiglia
S?={v: (R~ A?) — R | v subarmonica, v < 1, v a supporto compatto}.
Per costruzione 8 é una famiglia di Perron. Per il Teorema 2.9, la funzione

H: (RN Al) = R, p— H(p) = sup v(p)

veSY

& armomnica. L

Ora sia s > r tale che Al = Lp;l(m) ={p e U, | lpsp)| < s} C U, sia ben definito.
Indichiamo Al = ¢ *(Bs(0)).

A questo punto, per determinare wy: {z € C | r < |z| < s} — R soluzione del problema di
Dirichlet

—Awy(z) =0 2z € Bs(0) \ B,(0)
wo(z) =1 z € 0B,(0)
wo(z) =0 z € 0B,4(0),
ricordando i conti fatti all’inizio della sezione 1.5, imponiamo le condizioni al contorno a
wo = co + ¢11og |z|, trovando
log r log | 2|
log (r/s)  log(r/s)

Componendo con ¢, otteniamo la funzione

wo(z) =1—

wp o u(p) pEAIN AL

US:(R\A‘,{)%R,pHUg(P):{O pE R~ Al

che ¢ subarmonica su R ~ A% (infatti per ogni disco coordinato (A, ) abbiamo che

viop™ i (RNAY) = R, 2+ woo(p,007t) sez € p(AINAY) ez — 0 sez € p(RNAY),
in particolare vl o o' & armonica in R~ @(0A?) e per zg € p(IAY) werifica (2.2),
essendo vg o ¢~ (z) = 0 e v o pl(z) € (0,1) per ogni z € A? ~ A? dal fatto che
Per costruzione, vy € 89, inoltre per ogni p' € OAZL abbiamo che vi(p) — 1 per p — p'
ed essendo vi(p) < Hi(p) < 1 per ogni p € (R~ AY), concludiamo che H? — 1 per
p — 0OAL Siccome 0 € S8, abbiamo che 0 < H(p) < 1 per ogni p € (R~ A%). H? puo
essere vista come la soluzione di Perron per il problema di Dirichlet su R~ A% con valori
al bordo 1 su OAYL e 0 a co. Per il Teorema 2.7 applicato ad H? e a —H?, otteniamo che
o Hi(p) € (0,1) per ogni p € (R~ A%), oppure H? = 1.
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Teorema 2.12. Sia R una superficie di Riemann. Se esiste una funzione di Green
G(p,qo) nel disco coordinato aperto A% per un certo qo € R, allora 0 < H®(p) < 1
per ogni p € R~ AL . D’altra parte, se 0 < H®(p) < 1 per ogni p € R~ AL allora esiste
G(p,q) per ogni g € AD.

Dimostrazione. Per la prima parte, supponiamo che esista una funzione di Green G(p, qo)
nel disco coordinato aperto A% per un certo gy € R. Per il Teorema 2.10, G(p, ) > 0
per ogni p € R~ {q}, in particolare esiste a > 0 tale che G(p, o) > @ per ogni p € OAD.
Allora, per quanto visto sopra, H®(p) < 1 < %G(p, do) per ogni p € OA® da cui, per il
Teorema 2.7, H®(p) < 1G(p,qo) per ogni p € R~ AP. Essendo dal Teorema 2.11 che
infpcr G(p, q) = 0, allora infp_ e H? = 0 da cui H?® # 1 per cui H®(p) € (0,1) per ogni
p € (R~ A7)

Per la seconda parte, supponiamo H%(p) € (0, 1) per ogni p € (R~ AY). Sia ¢ € A% ¢ sia
A? come sopra, tale che A% C A? C U. Ora consideriamo il disco coordinato (A, ¢, ), ove
©q(D) = ¥4 (P) — 94 (q). Vogliamo mostrare che u € P, ~ {0} sono globalmente limitate.
Sia quindi u € P, \ {0}, per definizione di P,, u(p) + log |p,(p)| & subarmonica su AZ
Sia C' > 0 tale che |log |p,(p)|| < C per ogni p € AL UJAL Sia inoltre M, > 0 tale che
lu(p)| < M, per ogni p € AL Allora u(p) + log|¢,(p)| < M, + C per ogni p € 0A?, da
cui, per il Teorema 2.7, u(p) + log|¢,(p)| < M, + C per ogni p € A%, in particolare per
ogni p € 0A%®. Otteniamo quindi che

u(p) < C+ M, —log|p,(p)] <2C + M, Vpe IAP.

Da sopra abbiamo che H®(p) = 1 per ogni p € JA®, dunque u(p) < (2C + M, )H®(p)
per ogni p € AL, da cui, avendo u supporto compatto, per il Teorema 2.7 deduciamo
che

u(p) < (2C+ M,)H®(p) Vpe R~ AP,

In particolare, prendendo il massimo su 0A?, troviamo

M, < (2C + M,) max H®(p),
peOAL

da cui
M < 2C max,ecgas H®(p) ok
Y7 1 — max,cpnr Ho(p)

Y

ove K ¢ indipendente da u. Ricapitolando, abbiamo che per ogni v € P, e per ogni
p € 0A? vale la disuguaglianza |u(p)| < K, da cui concludiamo che esiste una funzione di
Green G(p, q) con polo in ¢ per ogni ¢ € AL, O

Teorema 2.13. Sia R una superficie di Riemann. Supponiamo esista G(p,qo) una fun-
zione di Green per R con polo in qy. Allora esiste una funzione di Green per R con polo
n q per ogni q € R.

Dimostrazione. Definiamo R come l'insieme dei q € R per cui esiste una funzione di
Green G(p, q) per R con polo in g. Per ipotesi R # 0. Per il Teorema 2.12, risulta che R ¢
aperto, essendo intorno di ogni suo punto. Per mostrare che R ¢ anche chiuso, mostriamo
che il suo complementare in R ¢ aperto. Sia quindi ¢y € R ~ R, ovvero supponiamo che
non esista una funzione di Green G(p, qo) per R con polo in o, allora, per il Teorema 2.12,
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H% = 1. Siano (U, ¢q), A% e H?: (R~ A®) — R come nella costruzione preliminare.
Se per assurdo vi fosse un certo ¢ € A% per cui esistesse una funzione di Green G(p,q),
allora, come nella prima parte della dimostrazione del Teorema 2.12, esisterebbe a > 0
tale che G(p,q) > a per ogni p € QAL per cui H®(p) =1 < iG(p, q) per ogni p € A%,
da cui, per il Teorema 2.7, H®(p) = 1 < %G(p, q) per ogni p € R~ A% ma questo
é assurdo, dal momento che, per il Teorema 2.11, inf,cr G(p,q) = 0. Concludiamo che
AP C (R~ ]:2) ovvero che R~ R ¢ intorno di ogni suo punto e dunque aperto.

Abbiamo dimostrato che R ¢ aperto, chiuso e non vuoto in R connessa, dunque R=R. O

Teorema 2.14. Sia S una superficie di Riemann. Sia R un’altra superficie di Riemann,
sottoinsieme aperto connesso di S. Supponiamo che R abbia un atlante formato da un
numero finito di dischi coordinati precompatti in S. Allora per ogni ¢ € R esiste una
funzione di Green G(p,q) su R con polo in q.

Dimostrazione. Grazie al Teorema 2.13, é sufficiente mostrare che esiste una funzione di
Green G(p,q) su R con polo in ¢ per un solo ¢ € R. Scegliamo ¢ dentro ad un disco
coordinato precompatto (A, ) tale che ) # OANIR C S. Sia b € A N IR, per cui
©(b) € 9D. Consideriamo la funzione

w: D — R, 2z w(z) = Re(p(b)z) — 1,

allora w & armonica, w(p(b)) = 0 e w(z) < 0 per ogni z € D\ {p(b)}. Ora vogliamo
estendere fo = wop: A — R ad una funzione subarmonica f: R — R tale che f(b) =0 e
f(p) < 0 per ogni p € R~ {b}. Lo facciamo un disco coordinato alla volta. Sia (A1, ¢1)
un altro disco coordinato tale che AN Ay # 0, per cui fo(p) < 0 per ogni p € 0A; N A.
In virtu del Teorema A.31, possiamo estendere fy a f{ su dA; in modo che f](p) < 0
per ogni p € OA; ~ A. Grazie all’Osservazione 2.1, riusciamo a costruire una funzione

armonica F;: D — R che coincide con f] o ;! su dD. Definiamo quindi

Fiopi(p) pel;

fi:AUA - R, p— —
! ! fo(p) peEANAL

In questo modo potremmo ridefinire fy in alcuni valori di A N Ay, ma I'importante é che
otteniamo una funzione subarmonica definita su A U A; non positiva, che si annulla solo
in b. Procedendo in questo modo per ciascuno dei (finiti) dischi coordinati precompatti
che ricoprono R per ipotesi otteniamo la f desiderata.

A questo punto sia r > 0 tale che A, = {p € A | p(p) < r} C A sia ben definito e
definiamo 87 e H?: (R~ A,) — R come nella Costruzione preliminare al Teorema 2.12.
Scegliamo a > 0 tale che —f(p) > a per ogni p € 0A,. Per ogni v € §? abbiamo che
v(p) + %f(p) < 0 per ogni p € JA,. Essendo v a supporto compatto in R, per il Teorema
2.7, concludiamo che v(p) + %f(p) < 0 per ogni p € RN A, e per ogni v € §?. Otteniamo
cosi che Hi(p) < —l (p) per ogni p € R~ A,. Per come abbiamo costruito f, abbiamo
che —f(p) — 0 per p — b, da cui HY(p) — 0 per p — b. Ne deduciamo che H? # 1,
dunque, per il Teorema 2.12, esiste una funzione di Green G(p,q) per R con polo in ¢ e
questo completa la dimostrazione. O

Il Teorema di uniformizzazione permette di classificare tutte le superfici di Riemann R
semplicemente connesse. Vogliamo arrivare a provare che se una superficie di Riemann
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semplicemente connessa R ammette una funzione di Green, allora R é conformemente
equivalente al disco unitario aperto. Per poterlo fare ci serve il seguente risultato.

Teorema 2.15. Sia R una superficie di Riemann semplicemente connessa e supponiamo
che esista una funzione di Green G(p,q) per R con polo in ¢ € R. Allora esiste una
funzione olomorfa F: R — C tale che

[F(p)| = e P9 per ognip € R. (2.5)

Dimostrazione. Sia A = {(Aq, @) | @ € A} un atlante di R. Per il Teorema 2.6, possiamo
supporre che ogni carta (A, ¢a) € A sia un disco coordinato.
Sia quindi (A,, ¢a) € A e supponiamo dapprima che ¢ & A,, allora, per il Teorema
2.10, la funzione G(p) = G(p,q) ¢ armonica in A,, ovvero G o ¢ ': D — R ¢ armonica.
Ricordando il Teorema 2.1, sappiamo che esiste una funzione olomorfa g,: D — C tale
che G o o' = Re(g,). Definiamo quindi la funzione olomorfa

Ho: Ay = C,pr— Ho(p) = ga © Pa(p)-
Abbiamo che Re(H,) = Re(ga 0 ¢a) = Re(ga) 0 e = Gop oy, = G. Allora la funzione
E,: Ay = C,prs Fo(p) = e Ha®

verifica
|Fa(p)| = |e BetHa®) gmilm(Ha®)| = o~Clp.a),

Dal Teorema 2.1, Im(H,) & unica a meno di una costante additiva reale, dunque F, &
unica a meno di una moltiplicazione per ¢, § € R.
Sia ora (Aq, ¢a) € A tale che ¢ € A,. Per il Teorema 2.10, la funzione

frAs =R p—= f(p) =G(p,q) +log|pa(p) — valq)]

& armonica su A,. Ripercorrendo il procedimento di sopra, esiste una funzione olomorfa

H,: A, — C tale che Re(H,(p)) = f(p). Allora la funzione

Fy: Ay — C,ps Fo(p) = (0a(p) — @alg))e He®

verifica

|Eo ()] = |@a(p) — @alq)|e” RHa®) = |o, (p) — @o(q)|e” CPDI08ICaP)=¢al@] — o~GPa),

Di nuovo, F, é unica a meno di una moltiplicazione per e?, § € R.

A questo punto abbiamo una collezione di funzioni {F, | @ € A} uniche a meno di
una moltiplicazione per e, § € R. Segue che se A, N Az # 0, allora |F,| = |F}j| su
A, N Ag, per cui FaFg_l = ¢ su A, N Ag per un certo § € R. Dunque Fj = e F,
¢ il prolungamento analitico di F,, da A, N Ag a Ag. Segue che F, puo essere estesa
analiticamente lungo ogni cammino in R con punto iniziale in A,. Per il Teorema A.23,
F,, ammette un prolungamento analitico F' in R e per costruzione |F(p)| = e~¢®% per
ogni p € R. O

Osservazione 2.13. Notiamo che la funzione olomorfa F' del Teorema 2.15 ha un solo
zero in q e che |F(p)| < 1 per ogni p € R, essendo dal Teorema 2.10 che G(p,q) > 0 per
ogni p € R.
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Siamo finalmente pronti per dimostrare il seguente

Teorema 2.16 (Uniformizzazione - prima parte). Sia R una superficie di Riemann sem-
plicemente connessa e supponiamo che ammetta una funzione di Green G(p,q). Allora
esiste una mappa conforme da R nel disco unitario aperto.

Dimostrazione. Sia gy € R e sia G(p, qo) una funzione di Green per R con polo in gy. Per
il Teorema 2.15, esiste una funzione olomorfa F: R — C tale che |F(p)| = e~¢®%) per
ogni p € R. Sia ¢1 € R~ {qo} e definiamo la funzione

v:R—=C, p— p(p) = F(p)_F(QI) :

1—F(q:1)F(p)
Essendo, dall’Osservazione 2.13, che |F(p)| < 1 per ogni p € R, ¢ risulta ben definita
e olomorfa (rapporto di analitiche con denominatore mai nullo), inoltre p(q;) = 0 e,
ricordando che F'(qy) = 0, vale che ¢(q9) = —F(q1). Vogliamo ora mostrare che |¢(p)| < 1
per ogni p € R. Siano ¢,,&; € (0,1] tali che |F(p)|> =1 —¢, per ognip € R~ {q:} e
|F(q1)]*> =1 — &, allora vale la disuguaglianza

[F@)* +Fl@)f = (1—g) +(1—e1) < (1—gp) + (1 —e1) +epe1 = 1+ |[F(p)*|F(q)],

da cui otteniamo la disuguaglianza

[E(p) = F(@)? = F@)]” + |F(q)]* = F(p)F(@) — F(p)Flar) <

<1+ |F()PIF(q)] — F(p)F(q) — F(p)F(q) =
=|1—F(p)F(q))*,

equivalente al fatto che |p(p)| < 1.

Sia u € P,,, allora, per definizione di P,,, u € a supporto compatto K, C R e inoltre
u(p) + log |p(p)| ¢ subarmonica su A%, ove (p, A9) ¢ disco coordinato centrato in ¢.
Chiaramente, dal fatto che |p(p)| < 1, abbiamo che u(p) + log|¢(p)| < 0 per ogni p & K,
dunque, per il Teorema 2.8, u(p) + log |¢(p)| < 0 per ogni p € R. Poiché questo vale per
ogni u € Pg,, passando al sup otteniamo

G(p,q1) + log|e(p)] <0 per ognip € R,

in particolare G(qo, 1) + log |©(qo)| < 0. Per quanto visto sopra ¢(qy) = —F(q1), inoltre
per ipotesi |F(q)| = e~¢(99%)  dunque

G(qo, 1) + log |v(qo)| = G(qo, ¢1) + log | F(q1)| = G(q0, 1) — G(¢1, q0),

da cui G(qo, ¢1) — G(q1,q0) < 0. Ora possiamo ripetere il procedimento scambiando i ruoli
di go € g1, ottenendo G(qo, 1) — G(q1,q0) < 0, da cui concludiamo che G(qo, ¢1) = G(q1, o)
per ogni qo, (1 € R, qo # ¢1. Da questo segue che G(qo, ¢1) +log|¢(qo)| = 0. Poiché prima
abbiamo mostrato che la funzione subarmonica G(p, ¢;)+log |¢(p)| < 0 per ogni p € R, per
il Teorema 2.7 concludiamo che G(p, ¢1)+log |p(p)| = 0, ovvero che G(p, ¢1) = — log |¢(p)|
per ogni p € R. Essendo G(p,q) finita su R \ {¢}, concludiamo che ¢ non ha zeri in
R~ A{q}, ovvero F(p) # F(q1) per ogni p € R~ {q}, ovvero F(p) = F(q) se e solo se
p = ¢1. Data l'arbitrarieta di ¢; € R, questo prova che F' ¢ iniettiva.

Segue che F': R — (F(R) C D) ¢ conforme (biolomorfa), inoltre, essendo F'(R) un aperto
semplicemente connesso, per il Teorema 2.5, esiste una mappa conforme : F(R) — D,
per cui yo F': R — D ¢ una mappa conforme da R nel disco unitario aperto. O
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Osservazione 2.14. Dalla dimostrazione del Teorema 2.16, abbiamo che se una superficie
di Riemann R ammette una funzione di Green G(p,q), allora G(p,q) = G(q,p) per ogni

P.qE R, p#q.

Definizione. Diciamo che una superficie di Riemann R é iperbolica se ammette una
funzione di Green con polo in q € R (e quindi in ogni ¢ € R).

Osservazione 2.15. Per il Teorema 2.16, una superficie di Riemann iperbolica e sem-
plicemente connessa é conforme al disco unitario aperto.

Teorema 2.17. Sia R una superficie di Riemann. Allora R ¢é iperbolica se e solo se esiste
u funzione subarmonica in R mnegativa e non costante. In particolare se R ¢é iperbolica,
allora non é compatta. Inoltre, se R é iperbolica, allora il problema di Dirichet
—Au(p) =0 € R\ A!

u(p) =0 p € OA!

ha infinite soluziona.
Dimostrazione.

(=) Supponiamo che esista G(p, ¢) funzione di Green con polo in ¢ € R. Per ogni m > 0,
per il Teorema 2.10 esiste un intorno di ¢ in cui G > m, allora, per I’Osservazione
2.10, max{—G, —m} ¢ una funzione subarmonica negativa non costante.

(<) D’altra parte, supponiamo che esista u funzione subarmonica in R negativa e non
costante. Fissato ¢ € R, siano A? e H? come nella Costruzione preliminare al
Teorema 2.12; per cui HY ¢ armonica in R\ A% e H%(p) = 1 per ogni p € JAL Se
riusciamo a mostrare che 0 < H%(p) < 1 per ogni p € R~ A%, possiamo concludere
per il Teorema 2.12. Supponiamo per assurdo che H?(p) = 1 per ogni p € R~ AL
Sia m > 0 tale che —m = sup,cas u(p) = max,ecpas u(p), per cui u(p) < —m =
—mH4(p) per ogni p € OAY. Essendo u subarmonica e H? armonica, per il Teorema
2.7, abbiamo che u(p) < —mH9(p) = m per ogni p € R~ A ovvero u(p) < —m
per ogni p € R, ma —m = maxX,cga1 u(p), per cui, per il Teorema 2.7, deduciamo
che u é costante, in contraddizione con l'ipotesi.

Se R ¢ iperbolica, allora, per quanto visto, esiste u funzione subarmonica in R negativa e
non costante, dunque, per il Teorema 2.7, R non puo essere compatta.

Infine, se R ¢ iperbolica, allora, prendendo HY come sopra, otteniamo che u(p) = A\(H?—1)
¢ soluzione di (2.6) per ogni A € R. O

2.4 Funzioni di Green bipolari su superfici di Riemann

In questa sezione concludiamo la dimostrazione del teorema di uniformizzazione, dando
una classificazione delle superfici di Riemann R semplicemente connesse che non ammet-
tono una funzione di Green. In particolare, mostreremo che in questo caso possiamo
costruire una mappa conforme da R nella sfera di Riemann se R ¢ compatta e da R al
piano complesso altrimenti.
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Definizione. Sia R una superficie di Riemann, siano qi,q2 € R, q1 # @2, € siano
(A1, 1), (Ag, o) dischi coordinati tali che Ay N Ay =0 e o1(q1) = ¢2(q2) = 0. Allo-
ra chiamiamo funzione di Green bipolare per R con poli in ¢; e ¢o una funzione armonica
G(-,q1,9): R~{q,q} — R tale che

i. G(p7 qi1, QQ) + 1Og |§01(p>| 14 armonica in qi;

. G(p7 qi1, QQ) - lOg ’@2 (p)l $ia armonica in q2;
iii. G(p,q1,q2) sia limitata su R~ (A; U Ay).

Osservazione 2.16. Nella definizione precedente G(p, qi1, q2) non é univocamente deter-
minata: € unica a meno di sommarvi una funzione armonica limitata.

Esempio. Una funzione di Green bipolare per la sfera di Riemann C = CU {oo} con poli
ing =0eq=o00eédatada G(-,q,q0): C~{a,q } =R, 2+ G(2,0,00) = —log|z]|.
In questo caso G(z,0,00) & unica a meno di sommarvi una costante, essendo le costanti
le uniche funzioni armoniche su C (cfr. Teorema 1.8).

Esempio. Se G(p,q) ¢ una funzione di Green per una superficie di Riemann R, allora,

per ogni qi,q2 € R, 1 # q2, la funzione G(p, 1, ¢2) = G(p,q1) — G(p, q2) ¢ una funzione
di Green bipolare per R con poli in q1 e qo.

Teorema 2.18. Sia R una superficie di Riemann e sia S un’altra superficie di Riemann
sottoinsieme di R’ dotata di un atlante formato da un numero finito di dischi coordinati
precompatti in R'. Siano q1,q2 € S, ¢1 # g2, € siano (U, ¢1), (Us,@2) carte di R tali
che q1 € U1, <p1(q1) = 0, qa € Uz, QOQ(QQ) = 0, U1 N U2 = @ Sia r > 0 tale che
Ai = o Y(B,(0)) = {p € Ui | |ps(p)| < r} C U; sia ben definito per ogni i € {1,2}.
Denotiamo Al = o7 (B,(0)) = {p € U; | |pi(p)| < r} C U; per ogni i € {1,2}. Allora
esiste una costante Cy > 0 tale che

|Gr(p, 1) — Gr(p,g2)| < 2Cy Vp € R~ (ALUA2) (2.7)

per ogni superficie di Riemann R contenente SUQJS e dotata di un atlante formato da un
numero finito di dischi coordinati precompatti in R’.

Dimostrazione. Sia R una superficie di Riemann contenente SUQS e dotata di un atlante
formato da un numero finito di dischi coordinati precompatti in R'. Sia s € (0,7), per cui
Al = 71 (B,(0)) = {p € Ui | |oi(p)| < s} € A% C U; ¢ ben definito per ogni i € {1,2}.
Denotiamo A! = ;' (B,(0)) = {p € U; | |pi(p)| < s} C AL C U; per ogni i € {1,2}. Per
il Teorema 2.14, R ammette una funzione di Green Gr(p, q) con polo in ¢ per ogni q € R.
Sia M; = max,coni Gr(p, ¢;) per ogni i € {1,2}. Per ogni i € {1,2} abbiamo che, per il
Teorema 2.10, Gr(p,q;) > 0 per ogni p € R e, per il Teorema 2.11, inf,cr Gr(p, ¢;) = 0,
dunque Gg(p,q) — 0 per p — OR. Sempre per il Teorema 2.10 Gr(p, ¢;) € armonica su
R~ (AlUA?), da cui, per il Teorema 2.7, Gr(p,q;) < M; per ogni p € R~ (Al UA?) in
particolare
M; — Gr(p,q;) >0 Vpe S~ (ALUA?).

Sia ora z; € OA! tale che Ggr(p, ¢;) < Gr(zi,q) per ogni p € AL (z; esiste essendo JA!
compatto). Essendo Gr(p, ;) + log |p;(p)| armonica su A%, per il Teorema 2.7 vale che

Gr(p, @) +10g |pi(p)| < Gr(zi,q;) +logr Vp e Al
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in particolare, M; + log s = max,con: (Gr(p, ¢:) +log |pi(p)|) < Gr(zi, @) + logr, ovvero
M; — Gr(zi,q;) <log(r/s). Essendo M; — Gg(p, ¢;) una funzione armonica non negativa
su S\ (Al U A?) ed essendo A} UJA2 C S e S connessa, per il Teorema 1.11, esiste
C = (0A} U OA?,S) > 0 tale che

M; — Gr(p,¢;) < C(M; — Gr(zi,q)) Vp € OALUIAZ,

da cui
M; — Gr(p,q;) < Clog(r/s) = Cy Vp € OALUAIAZ

ove Cy ¢ indipendente da R, dunque
M; — Cy < Ggrlp,q;) < M; Vpe dALUIAZ

da cui
|Gr(p,q1) — Gr(p, @2)| < |My — My| +Cy  Vp € OAL UOA2.

Poiché Gg(p,q;) — 0 per p — OR, per il Teorema 2.7 otteniamo che
|Gr(p,q1) — Gr(p,q2)| < |My — My| +Cy ¥p € R~ (A UA?).

Le costanti M; dipendono da R, vogliamo invece trovare una stima indipendente da R.
Poiché GR(p, q1) ¢ armonica su A2, per il Teorema 2.7 abbiamo che M; —Cy < Gr(p, q1) <
M, per ogni p € A% in particolare M; —Cy < Gr(q2,q1) < M;. Analogamente, My —Cjy <
Gr(q1,q2) < M;. Siccome Ggr(q1,q2) = Gr(ge,q1), deduciamo che |M; — My| < Cy,
indipendente da R, da cui concludiamo che

IGr(p, 1) — Gr(p, @2)] <2Co Vpe R~ (A UAY). O

Teorema 2.19. Data una superficie di Riemann R, per ogni qi,q2 € R, q1 # q2, esiste
G(p, q1,q2) funzione di Green bipolare per R con poli in q; € qo.

Dimostrazione. Siano qi,qs € R, q¢1 # g2, inoltre siano (Aq, ¢1), (Ag, ¢o) dischi coordi-
nati tali che ¢; € Ay, ©1(q1) = 0, g2 € Ag, 0a(q2) =0 e Ay N Ay = (). Per il Teorema
2.6, R = _, Sm, ove S,, & una superficie di Riemann dotata di un atlante formato da
un numero finito di dischi coordinati precompatti in R. A meno di aggiungere (A1, 1),
(Asg, p2) nell’atlante di S; e tutte le carte dell’atlante di S,, a quello di S,,,1, possiamo
supporre che Ay UA, C S) e che S,, € Spup1. Sia Cp = Co(0A; U JA, S;) > 0 come
nella dimostrazione del Teorema 2.18. Come visto sopra, ogni S, ammette due funzioni
di Green G, (p,q1) € Gm(p, q2), per cui, definendo G,,(p, q1,¢2) = Gm(p, 1) — Gu(p, ¢2),
da (2.7) otteniamo che |G, (p, q1,q2)| < 2Cy per ogni p € S,,, per ogni m > 1. Esten-
dendo G,, per continuita in R \ (A; U Ay), ponendola pari a 0 fuori da S,,, otteniamo
una funzione, che denoteremo ancora con G,,, armonica in S, \ (A; U Ay) tale che
|G (D, q1,G2)| < 2C, per ogni p € R~ (A1 UA,). Allora {G,,.(p, 1, ¢2) }m>1 € una succes-
sione di funzioni equilimitate in R\ (A; U Ay) tale, per ogni M € N, la sottosuccessione
{Gm}m>m € una successione di funzioni armoniche in Sy, \ (A; U Ay). Ora, applicando
il Teorema 1.26 in ogni S,, ~ (A; U Ag), m > 1, vogliamo estrarre una sottosuccessio-
ne di {G,.(p,q1,q2) }m>1 che converga in tutta R\ (A; U Ay) ad una funzione armonica
G(p,q1,q2). Lo facciamo con un argomento diagonale: sia {G}}ren una sottosuccessio-
ne di {G,n(p,q1,492)}m>1 che converge uniformemente ad una funzione armonica in Sy;
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ora, poiché {G} }ren € una sottosuccessione di {G,,(p, q1,q2) bm>1, possiamo estrarne una
sottosuccessione {G}*}ren che sia anche sottosuccessione di {G,,(p, q1, ¢2) tm>2; a questo
punto da {G}?}ren estraiamo una sottosuccessione {G% }ren che converge uniformemen-
te ad una funzione armonica in Sy e da questa una sottosuccessione {G23}cn che sia
anche sottosuccessione di {Gy(p, ¢1,2)}m>3. Procedendo in questo modo, al passo N
da {G,(CN_I)N)};CGN estraiamo una sottosuccessione {GY }ren che converge uniformemen-
te ad una funzione armonica in Sy e da questa una sottosuccessione {Giv(NH)}keN che
sia anche sottosuccessione di {G,(p, ¢1,¢2) }m>(v+1)- Infine consideriamo la successione
{G¥}ren: questa & una sottosuccessione di {G7}ren per ogni m € N, dunque converge
uniformemente ad una funzione armonica in .S, per ogni m € N, dunque converge con-
verge su tutta R\ (A; U Ay) ad una funzione armonica, che denoteremo G(p, q1,q2) per
ogni p € R~ (A; UA,).

Per il Teorema 2.10, G¥(p, q1, ¢2) +1log |¢1(p)| = (G5 (p, q1) +1og |p1(p)]) — Gk (p, ¢2) & armo-
nica in A e per p € A, vale che |G§(p, q1, q2)+1og |p1(p)|| = |G¥(p, ¢1) — G (p, ¢2)| < 2C%,
da cui, per il Teorema 2.7, deduciamo che

|G]l:(p7 QI7Q2) +10g |901<p)|| S 200 vp € Al)

dunque, come prima, per il Teorema 1.26, esiste una sottosuccessione {Gl,z (p,q1,q2) +
log |¢1(p)|}jen convergente uniformemente su A; ad una funzione armonica G(p, ¢1, ¢2) +
log|v1(p)]. In modo completamente analogo troviamo che esiste una sottosuccessione
{G:; (p, q1,q2)—1og |p2(p)| }ien convergente uniformemente su Ay ad una funzione armonica
G(p, ¢1,q2) —log |¢2(p)|. Dunque G(p, q1,g2) & ben definita per unicita del limite ed ¢ una
funzione di Green bipolare per R con poli in ¢; e ¢s. O]

Teorema 2.20. Sia R una superficie di Riemann e supponiamo che esista una funzione
olomorfa F: R — C limitata e non costante. Allora R ammette una funzione di Green.

Dimostrazione. Sia ¢ € R e sia C' > 0 tale che |F(p)| < C per ogni p € R. Allora la

funzione
Fp) = F(g)

C

¢ olomorfa, ¢(q) = 0 e |p(p)| < 1 per ogni p € R. Allora, per ogni u € P,, la funzione
u(p)+log |¢(p)| € subarmonica su R~{q} e u(p)+log |p(p)| < 0 per ogni p & supp u, da cui,
per il Teorema 2.8, u(p) + log |p(p)| < 0 per ogni p € R\ {q}, ovvero u(p) < —log |p(p)|
per ogni p € R~ {q}. Poiché questo vale per ogni u € P,, allora sup,ep, u(p) non &
identicamente +o00, dunque esiste una funzione di Green per R. O]

¢:R—C, pro(p) =

Teorema 2.21. Sia R una superficie di Riemann semplicemente connessa e sia G(p, q1, ¢2)
una funzione di Green bipolare per R con poli in qi,q2 € R, i # q2. Allora esiste una
funzione meromorfa F': R — C = CU {oo} tale che

|F(p)| = e~ P22 per ogni p € R. (2.8)

Dimostrazione. Seguiamo la tecnica dimostrativa presentata nel Teorema 2.15.

Sia A = {(A4,¢a) | @ € A} un atlante di R. Per il Teorema 2.6, possiamo supporre
che ogni carta (A,, ¢a) € A sia un disco coordinato. Essendo R di Hausdorff, possiamo
supporre che non vi siano dischi coordinati contenenti sia ¢; che ¢s.
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Sia quindi (A4, ¢a) € A e supponiamo dapprima che ¢;, g2 & A,, allora, per definizione
di funzione di Green bipolare, la funzione G(p) = G(p, ¢1,¢2) & armonica in A,, ovvero
Goy.': D — R ¢ armonica. Ricordando il Teorema 2.1, sappiamo che esiste una funzione
olomorfa g, : D — C tale che G o ¢! = Re(g,). Definiamo quindi la funzione olomorfa

Hy: Ay = C, p= Ha(p) = ga © a(p)-
Abbiamo che Re(H,) = Re(ga 0 ¢a) = Re(ga) 0 pa = Gop,top, = G. Allora la funzione
F,: A, —C,p— F,(p) = e~ Ha(p)

verifica
|Fo(p)] = |~ ReHa®) o=im(Ho®))| = o=Clpaa2),

Dal Teorema 2.1, Im(H,) & unica a meno di una costante additiva reale, dunque F, &
unica a meno di una moltiplicazione per ¢, § € R.

Sia ora (Aa, va) € A tale che ¢; € A, (per cui, per costruzione dell’atlante, g2 & A,).
Per definizione di funzione di Green bipolare, la funzione

f:Aq =R, p—= f(p) = G(p,q1,q2) +10g|pa(p) — walqr)]

¢ armonica su A,. Ripercorrendo il procedimento di sopra, esiste una funzione olomorfa
H,: A, — C tale che Re(H,(p)) = f(p). Allora la funzione

Fo: Ay — C,ps Fo(p) = (0a(p) — @alqr))e He®

verifica

IEL(p)] = |0a(p) — @alq)]e” BeHa®) — |5 (p) — @o(qr)|e”CPara)logleap)=cala)l —

— 6—G(P7Q17Q2)'

Di nuovo, F, é unica a meno di una moltiplicazione per e?, § € R.
In maniera del tutto analoga, dato (A,, ps) € A tale che go € A, (per cui ¢; € A,), per
definizione di funzione di Green bipolare, la funzione

[ Ay =R p—= f(p) = G(p,q1,q2) — 1og|pa(p) — va(q)]

¢ armonica su A, ed esiste una funzione olomorfa H,: A, — C tale che Re(H,(p)) = f(p).
Allora la funzione

Fai B = C po Fulp) = (9a(p) — palae) e 0

verifica

IF.(p)| = |¢a(p) — @a(qz)rle*Re(Ha(p)) = |pa(p) — %((h)‘flefG(p,ql,qz)Hog\wa(p)fsoa(qz)l —
— o Gpaa2)

Di nuovo, F, é unica a meno di una moltiplicazione per e?, § € R.
A questo punto abbiamo una collezione di funzioni {F, | o € A} uniche a meno di
una moltiplicazione per ¢, § € R. Segue che se A, N Ag # (), allora |F,| = |Fjs| su



60 CAPITOLO 2. TEOREMA DI UNIFORMIZZAZIONE

Ay N Ag, per cui FFy' = € su Ay N Ag per un certo @ € R. Dunque Fy = e *F,
¢ il prolungamento analitico di F,, da A, N Ag a Ag. Segue che F, puo essere estesa
analiticamente lungo ogni cammino in R con punto iniziale in A,. Per il Teorema A.23,
F,, ammette un prolungamento analitico F' in R e per costruzione |F(p)| = e"¢®a:@2) per
ogni p € R.

Notiamo che F' ha uno zero semplice in ¢; e un polo semplice in gs. O

Teorema 2.22 (Uniformizzazione - seconda parte). Sia R una superficie di Riemann
semplicemente connessa che non ammette funzione di Green. Allora o esiste una mappa
conforme da R nel piano complesso C, oppure esiste una mappa conforme da R nella sfera

di Riemann C = C U {oco}.

Dimostrazione. Siano q,qs € R, g1 # q2. Per il Teorema 2.19, esiste G(p, ¢1, ¢2) funzione
di Green bipolare per R. Per il Teorema 2.21, esiste una funzione meromorfa F: R — C
tale che |F(p)| = e~ ¢Pa1:92) per ogni p € R.

Mostriamo ora che F & iniettiva. Sia gy € R~ {q1, ¢} e sia H: R — C meromorfa tale che
|H(p)| = e~ C¢®0:®) per ogni p € R. Siano (A, 1), (Ag, 02), (As, ¢3) dischi coordinati
tali che ¢;(¢;) =0e A;NA; =0 perognii # j,i,j € {1,2,3}. Per definizione, G(p, ¢1, ¢2)
¢ limitata su R\ (A1 UAy) e G(p, qo, q2) € limitata su R\ (AgUAy), inoltre G(q1, ¢1, ¢2) =
+00, G(q2,q1,q2) = —00, G(qo, 90, q2) = +00, G(g2, qv, q2) = —00. Otteniamo quindi che
F ¢ limitata su R~ (A;UA), H ¢ limitata su R~ (AgUAy), inoltre F(¢q;) = H(g2) =0
e F(q2) = H(q1) = oo. Dal momento che tali zeri e poli sono semplici, la funzione

F(p) — F(q)
H(p)

é ben definita, olomorfa e limitata, dunque, per il Teorema 2.20, ¢ é costante. Dal fatto
che p(q1) = —% # 0 deduciamo che ¢ non ¢ costantemente nulla, dunque F'(p) = F'(qo)
se e solo se p = qq e, per I'arbitrarieta di gy, questo prova l'iniettivita di F'.

Abbiamo quindi che F(R) C C ¢ aperto, semplicemente connesso e F': R — F(R) ¢ una
mappa conforme. Se C~\. F(R) contenesse piil di un punto, esisterebbero 21, 20 € C\F(R),
21 # 29, allora considerando la mappa conforme

¢:R—C,p—o(p) =

1
z—2z1

7:C=C,z—=< o0 z=2x

zeC~ 2z

0 2 =00

otterremmo che () # (yo F)(R) C C~ {Z;ZI} C Ce (yoF)(R) é semplicemente connesso,
dunque, per il Teorema 2.5, esisterebbe una mappa conforme 0: (7o F')(R) — D e quindi
do~yo F mappa conformemente R nel disco unitario aperto. In particolare joyoF': R — C
sarebbe una funzione olomorfa, limitata e non costante, dunque per il Teorema 2.20,
R dovrebbe ammettere una funzione di Green, ma questo cade in contraddizione con
Iipotesi. Ne deduciamo che C \. F((R) contiene al pitl un punto.

Se C~ F(R) contiene esattamente un punto, diciamo 21, allora yo F' & una mappa conforme
da R al piano complesso C. Se invece C~\. F(R) = (), ovvero F(R) = C, allora F ¢ mappa

conforme da R alla sfera di Riemann C. OJ

Definizione. Sia R una superficie di Riemann. Diciamo che R é ellittica se é compatta.
Diciamo che R ¢ parabolica se non ammette una funzione di Green e non é compatta.
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Osservazione 2.17. Per il Teorema 2.22, una superficie di Riemann ellittica e sempli-
cemente connessa e conforme alla sfera di Riemann, mentre una superficie di Riemann
parabolica e semplicemente connessa e conforme al piano complesso.

Osservazione 2.18. Sia R una superficie di Riemann non compatta. Dal Teorema 2.17,
abbiamo che R é parabolica se e solo se tutte le funzioni in R subarmoniche e negative
sono costanti. Questo comprova il Teorema 1.9.






Appendice A

Prerequisiti

A.1 Notazioni

e R” indica lo spazio euclideo n-dimensionale, n > 2.
e © = (x1,...,2,) indica un punto generico di R™.
1, . . .
e |z| = (31, z;%)2 indica la norma euclidea di x € R™.

e Dati a = (ay,...,a,),b = (by,...,b,) € R", denotiamo con a-b = Y a;b; il loro
prodotto scalare.

e ¢;=(0,...,0,1,...,0) indica l’elemento i-esimo della base canonica di R".

e Dato Q C R”, denotiamo Int Q I'interno di 2, con 9 il bordo di Q e con Q = QU 9Q
la chiusura di €2.

e Dati 7, 2 C R", diciamo che Q' & compattamente contenuto in ) e scriviamo ' €
se ' CQCIntQe ¢ compatto.

e B.(z)={y € R" ||z —y| < r} indica la palla in R" di centro x e raggio r > 0.
e w, indica il volume della palla unitaria in R".
e Data una funzione u: €2 — R, con 2 C R" aperto, scriviamo

w(x) =u(zy,...,z,) Yo e

Se u € una funzione continua, denotiamo con

suppu = {x € Q | u(x) # 0}
il suo supporto.

e Data una funzione w: {2 — R™, con ) C R" aperto, scriviamo
u(z) = (u*(z),...,u"(z)) VzeQ

dove u* ¢ la k-esima componente di u, k = 1,...,m.

63
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e Se ¥ ¢ una superficie liscia (n — 1)-dimensionale in R", scriviamo

[ ras

per indicare U'integrale di f su X rispetto alla misura di superficie (n — 1)-dimensionale.

e Data una funzione f: 2 — R, con 2 C R" aperto, per ogni £ C () con misura di
Lebesgue |E| > 0, indichiamo con

]ifduzﬁ/Efdu

e Diciamo che una funzione u: €2 — R, con €2 C R™ aperto, & Lipschitziana se esiste una
costante C' > 0 tale che

la media di f su F.

u(z) —u(y)| < Clz —y|
per ogni z,y € ().
e Data una funzione derivabile u: R” — R, indichiamo con

ou ou
Du = (Dlu,...,Dnu) = (%,,%) = (le,...,uxn)
1 n

il suo gradiente.

e Dati un aperto 2 C R™ e un campo vettoriale f: Q@ — R", f € C*(Q,R"), denotiamo

con
. (Ofi
dlvf_;(axi)

la divergenza di f.

e Data una funzione derivabile u: R* — R™, u(z) = (ui(2), ..., un(z)) e u; € una funzione
derivabile per ogni ¢ = 1...,m, indichiamo con
(i3 Ouy.
ox1 e Oy
Du — . .
Oum Oum
ox1 0xn / mxn

la sua matrice jacobiana.

e Data una funzione u: R® — R che ammetta derivate parziali almeno fino al secondo
ordine, indichiamo con

Ugrzy - Ugyz,
D*u =

Upyzy - Usya,)

la sua matrice hessiana.
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e Dato un multi-indice 8 = (81,...,8,), B;i € N, di ordine || = >_7_, 3, indichiamo con

Pl

Diy=—"7"— _
ozt ... Oxy"

la corrispondente derivata parziale mista di u di ordine || (laddove essa sia definita).
e Dato €2 C R" aperto, indichiamo con

C(Q) ={u: @ — R"| u ¢ continua};
C(Q) = {u € C(Q) | VY C Q limitato u & uniformemente continua in Q' };
— C*(Q) = {u: Q© — R" | u ¢ differenziabile k volte con derivate continue};
Ck( ) ={u € C*(Q) | V& C Q limitato D*u ¢ uniformemente continua in €’
Vla| < k};
— C(Q) = ML CH(Q);
= C=(Q) = M2 CH(9);
Ce(92), €

- P ={u:Q—=>R|ue Lebesgue misurabile, con ||u||rr) < 0o},
ove ||ul| o) = ([ [ul? dx) (1 <p<+o0);

k(Q), etc. indicano funzioni in C(Q2), C¥(2), etc. a supporto compatto in

— L®(Q) = {u: Q = R | u é Lebesgue-misurabile, con ||u||r~) < +00},

ove ||u|ze(q) = esssup |u| = inf{p € R | [{u > p}| = 0};
— L} (Q) ={u: Q@ > R|ue LP(Q) per ogni Q' € Q}.

A.2 Richiami

Teorema A.1 (Multinomiale). Per ogni x = (z1,...,x,) € R" e per ogni k € N, k > 0,

vale che "
SO L
|a|=k

Qn

ove a = (aq,...,q,), al =g .. o) ex! =21 Lxy,

Teorema A.2 (Taylor in pit variabili). Data una funzione u: Q — R, f € C*1(Q), con
Q aperto convesso, se a,h € 2, allora

fla+h)=>" Dai( )ha+Rak(h)

|a| <k

ove il resto in forma di Lagrange & dato da

Rox(h) = Z Do‘f(a%—ch)’;—(j dece (0,1).

|a|=k+1
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Teorema A.3 (Regola della catena). Dati U C R", V. C R™ aperti e date due funzioni
f:U—=V,g:V—=RF sef e differenziabile in xq e g ¢ differenziabile in f(xo), allora
go f: U — R¥ ¢ differenziabile in xy, con matrice jacobiana

D(g o f)(xo) = D(g)(f(x0)) D(f) (o).

Teorema A.4 (Lemma di Fatou). Data una successione di funzioni misurabili non ne-
gative { fx }ren, vale che

/ liminf fy dz < liminf frdx.
n k—oo k—o0 Rn

Teorema A.5 (Convergenza monotona). Data una successione di funzioni misurabili non
negative { f}ren tale che 0 < f1 < fo < ..., vale che

/ lim fp dx = hm frdx.
Rn k—o0 Rn

Teorema A.6 (Convergenza dominata). Data una successione di funzioni integrabili
{fr}ren tale che fr — [ q.o., se esiste una funzione integrabile g tale che |fix| < g
q.o., allora vale che
frdr — fdx.
Rn Rn

Teorema A.7 (Continuita ¢ derivabilita degli integrali dipendenti da parametro). Siano
dati una spazio con misura (X, M, u) e una funzione f: X X |a, b] — R tale che la
funzione x — f(x,t) sia integrabile per ognit € [a,b]. Sia F(t) = [ f(x,t) du(z) definita
pert € [a,b].

o Se la funzione t — f(z,t) ¢ continua inty € [a,b] per q.o. x € X ed esiste g € L' (p)
tale che |f(z,t)| < g(x) per ognit € [a,b] e per q.o. x € X, allora F' ¢ continua in
to.

e Se f & derivabile rispetto a t ed esiste g € L* () tale che |0 f(x,t)| < g(z) per ogni
t € a,b] e per g.o. x € X, allora F ¢ derivabile e F'(t) = [, 0,f (x,t) du(x).

Teorema A.8 (Differenziazione di Lebesgue). Sia Q@ C R™ misurabile e sia f: Q@ — R
Lebesque-integrabile. Allora per quast ogni y € € vale che

lim f(z)dz = f(y).

r—0 B, (y)

Definizione. Dati Q C R™ aperto limitato e k € N\ {0}, diciamo che il bordo 9Q ¢ C* (o
che Q ¢ di classe C*) se per ogni punto x° € 0 esistono v > 0 e una funzione v: R* ! —
R, v € CK(R™ 1), tali che, a meno di rinominare e riorientare gli assi coordinati, si abbia

QN B r)={z € B(a"r) |z, >v(x1,..., 20 1)}.

Analogamente, diciamo che 02 ¢ C* (o che Q ¢ di classe C*) se 9Q ¢ C* per ogni
k€ N~ {0} e che 99 ¢ analitico se la mappa v ¢ analitica.
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Osservazione A.l. Se 9Q ¢ C' allora su O ¢ definito il campo vettoriale normale
unitario esterno

v= ...,
e in ogni punto x° € OS2 la normale unitaria esterna v(2°) = (v'(2%),...,v"(2?)).
Data u € C*(Q) definiamo
ou
— =v-Du
ov

la derivata normale esterna di u.

Teorema A.9 (Gauss-Green). Siano Q C R" aperto limitato con bordo C* e u € C(S),
allora

/uxid:c:/ u/'dS (i=1,...,n). (A1)
Q o0

Teorema A.10 (Divergenza). Siano Q C R"™ aperto limitato con bordo C* e u € C*(Q;R")

campo vettoriale, allora
/divudx:/ u-vdS. (A.2)
Q o0

Dimostrazione. Segue da (A.1) applicato ad ogni componente di u = (uq, ..., uy,). H

Teorema A.11 _(Integrazione per parti). Sia Q@ C R™ aperto limitato con bordo C*, inoltre
siano u,v € C(Q), allora

/(uwieruvxi)dx:/ wr'dS (i=1,...,n). (A.3)
Q

onN

Dimostrazione. Segue da (A.1) applicato ad uv. O

Teorema A.12 (Formule di Green). Sia Q@ C R™ aperto limitato con bordo C*, inoltre
siano u,v € C1(Q). Allora

i. seuw € C*(Q), siha che [, Audz = [,,%4dS,
ii. sev € C*Q), si ha che [, Dv- Dudx = — [julvdz + [, Luds,

ov

iti. se u,v € C*(Q), si ha che [,(uAv —vAu)dr = [, (ude —v3%) dS.
Dimostrazione.

i. In (A.3) sostituiamo u,, a u e 1 a v per ottenere [, g, dv = [, uq, ' dS poi
sommiamo su ¢ =1,...,n.

i. In (A.3) sostituiamo v,, a v.
111. Nella precedente formula scambiamo i ruoli di v e v e sottraiamo. O

Osservazione A.2. Nel Teorema A.12 ¢ possibile indebolire le ipotesi u,v € C*(S2),
richiedendo u,v € C*(12).
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Teorema A.13 (Coordinate polari). Data f: R® — R continua e integrabile, per ogni

xo € R™ wvale che
fdw:/ (/ de) dr.
R 0 OBy (z0)

Definizione. Date f,g: R* — R musurabili, denotiamo con f g la convoluzione di f con
g, definita come

(f*g)@)= [ [flx—y)g(y)dy
RTL
per ogni x € R™ per cuiy — f(x —y)g(y) risulti integrabile.

Teorema A.14. Assumendo che gli integrali coinvolti esistano, abbiamo che

o fxg=g=xf,

e supp(f *g) S {z+y |z € supp f,y € supp g}.
Inoltre, se f € LP(R™), g € LY(R"), % + % =1, allora || f * glloo < flpll9]lq-

Definizione. Definiamo il mollificatore standard n € C*°(R™) come

1
CelsP-1  se |z| <1
x) = A4
(@) {O B (A1)

ove C ¢ tale che [o,ndr = 1. Notiamo che n(x) > 0, n(x) = n(—x) e che n & una
funzione radiale. Per ogni ¢ > 0 definiamo inoltre

n(e) =2 (%), (A5)

en 9

Risulta che n. € C*(R™) e inoltre [, n.dz =1 con supp(n.) C Be(0).
Se f: Q — R ¢ una funzione localmente integrabile, ovvero f € L} (R"), definiamo la sua
mollificazione in Q. = {x € Q | dist(z, ) > €} come

@) =+ fla) = / ne(e — 9)f(y) dy = / =) dy.

Q
Teorema A.15 (Proprieta dei mollificatori). Valgono le sequenti proprieta
i. f&eC®(8);
1. f€— f q.o. pere —0;
i1, lime_y fo(R) |f<(z) — f(z)| de =0 per ogni y € R™ e per ogni R > 0;
v. liminf. o faBy(R) |f(xz) — f(z)| dS(x) = 0 per ogni y € R™ e per quasi ogni R > 0;
v. se f €C(Q), allora f¢ — f uniformemente su ogni sottoinsieme compatto di €2;

vi. sel<p<ooefell (Q)alora f¢— f in LY (9).

loc loc
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Teorema A.16 (Lemma di Urysohn). Siano K C R™ compatto e U C R™ aperto conte-
nente K. Allora esiste una funzione f € C*°(R") tale che

e 0< f(z) <1 per ogni x € R",
o f(x)=1 per ognix € K,
o f(x) =0 per ogni x € R" ~{U}.

Definizione. Una funzione f: 0 C C — C ¢ differenziabile in senso complesso in z € C
se esiste il limite limhﬁgw = f'(z), h € C~{0}. f & detta olomorfa se ¢
differenziabile in senso complesso in z per ogni z € Q.

Teorema A.17. Sia f: Q CC — C, f(2) = u(x,y) + w(z,y) olomorfa. Allora valgono
le equazioni di Cauchy-Riemann u, = vy, u, = —v,. Viceversa se u,v: R? — R sono
differenziabili e soddisfano le equazioni di Cauchy-Riemann, allora f =u+iv: C— C ¢
olomorfa.

Teorema A.18. f: Q C C — C ¢ analitica in Q allora wi & olomorfa (e viceversa, cfr.
Teorema 2.2).

Teorema A.19. Sia Q C C aperto e sia data una funzione olomorfa f: 2 — C. Allora
|f| ammette massimo in 2 se e solo se f & costante.

Definizione. Siano U,V aperti di C. Una funzione olomorfa biiettiva f: U — V' ¢é detta
conforme.

Teorema A.20. Siano U,V aperti di C. Sia f: U — V una funzione olomorfa biiettiva.
Allora f=*: V. — U ¢ olomorfa.

Definizione. Dato 2 C C, definiamo una 1-forma differenziale w su 2 come una funzione
w: Q — Lin(C, C), ove Lin(C, C) sono le funzioni lineari da C a C. In coordinate possiamo

scriverla come w(x + iy) = P(z,y) dx + Q(z,y) dy. Definiamo il differenziale della una

9Q _ op
ox oy

se esiste una funzione f tale che w = df.

1-forma come dw = dx Ndy. Diciamo che w é chiusa se dw = 0 e che é esatta

Teorema A.21. Ogni 1-forma esatta é chiusa e ogni 1-forma chiusa su un dominio €)
semplicemente connesso é esatta.

Definizione. Dato uno spazio topologico R, diciamo che una funzione f:[0,1] — R ¢
un cammino in R con punto iniziale zy e punto finale 1 se f ¢ continua, f(0) = ¢ e
f(1) = x1. Diciamo che due cammini f,g: [0,1] — R con punto iniziale xo e punto finale
x1 sono omotopi se esiste una funzione continua H: [0,1] %[0, 1] — R, detta omotopia tra
f eg, tale che H(t,0) = f(t), H(t,1) = g(t) per ognit € [0,1] e H(0,s) = zo, H(1,s) = x;
per ogni s € [0,1]. Diciamo che R é connesso per archi se per ogni zo,x1 € R, esiste un
cammino i R da x¢ a x1. Diciamo che R é semplicemente connesso se ¢ connesso per
archi e per ogni f,g cammini in R tali che f(0) = g(0) e f(1) = g(1) si ha che f e g sono
omotop1.
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Teorema A.22. Dati uno spazio metrico compatto (X,d) e un suo ricoprimento aperto,
esiste un numero 0 > 0, detto numero di Lebesgue, tale che ogni sottoinsieme di X di
diametro minore di § & contenuto in uno degli elementi del ricoprimento.

Teorema A.23 (Monodromia). Sia Q@ C C semplicemente connesso. Sia f: Q — C
analitica in zy tale che sia possibile estenderla analiticamente lungo ogni cammino con
punto iniziale zg. Allora, se v1 e vy sono due cammini da zo a zy, il prolungamento
analitico di f lungo v1 e lungo s ha lo stesso valore in z.

Definizione. Sia v C C. Diciamo che v é una curva di Jordan o curva semplice chiusa
se é l'immagine di un cerchio, tramite una mappa continua e iniettiva, nel piano.

Teorema A.24. Sia v C C una curva di Jordan. Allora C~ y consta di esattamente due
componenti aperte connesse, una limitata e uno non, di cut v é il bordo.

Teorema A.25. 2 C C connesso per archi ¢ semplicemente connesso se e solo se C\ 2
e connesso.

Dimostrazione. Se €) é semplicemente connesso, allora, per il Teorema A.24, il bordo 0f2
¢ una curva di Jordan che in C diventa una curva chiusa che divide C in due componenti
connesse: una ¢ data Int Q, l'altra da C ~\ Q (cfr. [11], VIII, 8).

D’altra parte, se €2 non é semplicemente connesso, esiste v C {2 curva di Jordan non
omotopa ad un punto, che, per il Teorema A.24, divide C in due componenti aperte
connesse Ay, Ay tali che co & Ay, 0o € Ay. Poiché v non é omotopa ad un punto A; €
per cui C\ Q= [(C\ Q)N A JU[(C\ Q)N Ay] & unione di due aperti disgiunti non vuoti,
OVVEro non é connesso. O

Teorema A.26. Sia 2 C C semplicemente connesso e tale che 1 € €, 0 & Q. Allora in
Q e definita una determinazione del logaritmo F(z) = logg, z tale che F' ¢ olomorfa in Q
e ') = 2 per ogni z € Q.

é olomorfa in 2. Essendo () sempli-
f7 f(w) dw, con v cammino in Q da

Dimostrazione. Poiché 0 ¢ 2, la funzione f(z) =

1
z
cemente connesso, la definizione log,(z) = F(z) =

1 a z, & ben posta. Si riesce allora a mostrare che F' ¢ olomorfa e F'(z) = % per ogni
z € Q. Infine £ (ze () = (1 — 2F'(2))e F*) = 0, per cui, essendo €2 connesso, ze~F*)
¢ costante pari a 1, essendo F'(1) =0 (cfr. [12], 3, 6). ]

Definizione. Data una funzione f: Q C C — C olomorfa non identicamente nulla,
diciamo che zy € Q0 ¢ uno zero di f se f(zy) = 0. Definiamo la sua molteplicita come
zero di f mult,, f = max{n € N| f®(z) = 0¥k € NN[0,n)}. Semult,, f =1 diciamo
che zy € zero semplice di f, se mult,, f =n > 1, diciamo che zy é zero multiplo di f con
molteplicita n.

Teorema A.27. Gli zeri di una funzione olomorfa formano un insieme discreto.
Definizione. Data una funzione f: (B.(z0) ~ {z0} C C) — C olomorfa, diciamo che z, ¢é

- singolarita rimovibile per f se f puo essere estesa a f: B.(z) — C olomorfa, cioé

f(z) = ZieN ai(z — 20)';
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- polo per f diordine k € N se esiste k € N\ {0} tale che (z—z)* f(2) ha una singolarita
rimovibile in zo, mentre (z — )’ f(2) non ha una singolarita rimovibile in 2y per ogni

JENN(0, k), per cui f(z) = Zz‘z—k a;(z — 20)";

- singolarita essenziale per f se f(z) =,c7 ai(z — )" e per ogni j > 0 esiste k > j tale
che a_y # 0.

Teorema A.28 (Singolarita eliminabile). Dati Q C C aperto, zo € Q e una funzione
f: Q2 — C olomorfa suQ2~{z}, se esiste r > 0 tale che f risulta limitata in B,(z0) ~{z0},
allora zy € una singolarita eliminabile per f, ovvero f puo essere estesa ad una funzione
olomorfa su Q.

Teorema A.29 (Rouché). Siano f,h: Q C C — C olomorfe, Q' &€ Q) aperto limitato e
v =09 Se |f(z)] > |h(z)| per ogni z € ~y, allora f e f+ h hanno lo stesso numero di
zeri in €Y, contati con le loro molteplicita.

Definizione. Uno spazio topologico ¢ detto normale se per ogni coppia di insiemi chiusi
disgiunti (Cy, Cy) esiste una coppia di aperti disgiunti (Ay, As) tali che Cy C Ay e Cy C A,.

Osservazione A.3. Uno spazio normale ¢ di Hausdorff.
Il Teorema A.16 puo essere generalizzato nel seguente

Teorema A.30 (Urysohn generalizzato). Sia R uno spazio topologico normale e siano
Ch, Cy chiusi disgiunti di R, allora esiste una funzione f: R — [0,1] continua tale che
f=0suCief=1suCs.

Teorema A.31 (Estensione di Tietze). Sia R uno spazio topologico normale e sia C C R
un sottospazio chiuso di R. Allora ogni funzione continua f: C — [a,b] é prolungabile ad
una funzione continua g: R — [a,b] (g(x) = f(z) per ogni x € C).

Dimostrazione. Sostituendo f con {_;;, possiamo supporre [a,b] = [0,1]. Vogliamo mo-

strare che esiste una successione {g, }nen di funzioni continue su R tale che 0 < g,, < 2;—;1
suRe0 < f—3>" 0 < (%)" suC. Facciamolo per induzione. Siano C; = f~([0, 3])

e Cy = f([3,1]). C1 e Cy sono due sottoinsiemi chiusi in C', dunque, essendo C' chiuso

in R, sono chiusi in R. Per il Teorema A.30, esiste una funzione continua g : R — [0, 5]
tale che gy =0 su C} e g = =z su (s, dunque f — g; < 2 su C. Ora, supponendo di aver

costruito ¢y, ..., Gn_1, in mamera analoga definiamo gn R — [0,%—~ ] tale che gn = 0

) 3n
sull’insieme in cui f — ZZ 19 S Zegn= 23n sull’insieme in cui f — ZZ 1 9i = (2)n

Ora definiamo F =Y 7 g,. P01ché per costruzione ||gn||oo < 23n , la successione delle
somme parziali converge uniformemente, dunque F', limite uniforme di continue, € conti-
nua. Inoltre su C' vale che 0 < f — F < (%)n per ogni n € N, per cui concludiamo che
F=fsuC. [
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