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Corso di Laurea in Ingegneria Meccanica 2

INTRODUZIONE

Schema della presentazione

• Funzione di ingobbamento

• Centro di torsione

• Torsione non uniforme

Trave a sezione non simmetrica radialmente 

sollecitata da momento torcente
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Corso di Laurea in Ingegneria Meccanica 3

FUNZIONE DI INGOBBAMENTO

Spostamenti:

𝑢 𝑃 = −𝜗𝑧𝑦

𝑣 𝑃 = 𝜗𝑧𝑥

𝑤 𝑃 = 𝜗𝜓𝑔 𝑥, 𝑦

Deformazioni:

𝜀𝑥 = 𝜀𝑦 = 𝜀𝑧 = 𝛾𝑥𝑦 = 0

𝛾𝑧𝑥 = 𝜗
𝜕𝜓𝑔

𝜕𝑥
− 𝑦

𝛾𝑧𝑦 = 𝜗
𝜕𝜓𝑔

𝜕𝑦
+ 𝑥

Tensioni:

𝜎𝑥 = 𝜎𝑦 = 𝜎𝑧 = 𝜏𝑥𝑦 = 0

𝜏𝑧𝑥 = 𝐺𝜗
𝜕𝜓𝑔

𝜕𝑥
− 𝑦

𝜏𝑧𝑦 = 𝐺𝜗
𝜕𝜓𝑔

𝜕𝑦
+ 𝑥

Sezione generica e tensioni agenti
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Corso di Laurea in Ingegneria Meccanica 4

FUNZIONE DI INGOBBAMENTO

Equilibrio:

𝐺𝜗
𝜕2𝜓𝑔

𝜕𝑥2
+
𝜕2𝜓𝑔

𝜕𝑦2
= 0𝑑𝑖𝑣 𝑻 = 0

Sezione generica e vettori normale 

e tangente alla superficie

Condizioni al contorno:

𝜕𝜓𝑔

𝜕𝑛
= 𝑦𝑡𝑦 + 𝑥𝑡𝑥 = 𝑃 − 𝐺 ∙ Ԧ𝑡𝑻 ∙ 𝑛 = 0
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Corso di Laurea in Ingegneria Meccanica 5

CENTRO DI TORSIONE

𝑢 𝑃 = −𝜗𝑧 𝑦 − 𝑦𝑐

𝑣 𝑃 = 𝜗𝑧 𝑥 − 𝑥𝑐

𝑤 𝑃 = 𝜗𝜓𝑐 𝑥, 𝑦

Spostamenti:

∇2𝜓𝑐 𝑥, 𝑦 = 0

൯𝜕ሺ𝜓𝑐 + 𝑦𝑐𝑥 − 𝑥𝑐𝑦

𝜕𝑛
= 𝑦𝛼𝑥 − 𝑥𝛼𝑦

Funzione di ingobbamento rispetto a C:

Tensioni:

𝜎𝑥 = 𝜎𝑦 = 𝜎𝑧 = 𝜏𝑥𝑦 = 0

𝜏𝑧𝑥 = 𝐺𝜗
𝜕𝜓𝑐

𝜕𝑥
− 𝑦 + 𝑦𝑐

𝜏𝑧𝑦 = 𝐺𝜗
𝜕𝜓𝑐

𝜕𝑦
+ 𝑥 − 𝑥𝑐
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Corso di Laurea in Ingegneria Meccanica 6

CENTRO DI TORSIONE

Si ottengono le stesse 

tensioni tangenziali

𝜓𝑡 = 𝜓𝑐 + 𝑦𝑐𝑥 − 𝑥𝑐𝑦 è soluzione 𝜓𝑐 = 𝜓𝑔 − 𝑦𝑐𝑥 + 𝑥𝑐𝑦 + 𝑘

න
𝐴

𝑤𝑥𝑑𝐴 = න
𝐴

𝑤𝑦𝑑𝐴 = 0Ponendo:

Si ricava:

𝑥𝑐 = −
1

𝐼𝑥
න
𝐴

𝜓𝑔𝑦𝑑𝐴

𝑦𝑐 =
1

𝐼𝑦
න
𝐴

𝜓𝑔𝑥𝑑𝐴

𝜏𝑧𝑥 = 𝐺𝜗
𝜕𝜓𝑔

𝜕𝑥
− 𝑦

𝜏𝑧𝑦 = 𝐺𝜗
𝜕𝜓𝑔

𝜕𝑦
+ 𝑥
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Corso di Laurea in Ingegneria Meccanica 7

TORSIONE NON UNIFORME

Nell’esempio dell’incastro la torsione uniforme non è più accettabile in quanto il 

vincolo influenza gli spostamenti longitudinali, viene quindi introdotta la torsione 

non uniforme: 𝜗 = 𝜗 𝑧 .

𝑢 𝑃 = −𝜗 𝑧 𝑧 𝑦 𝑠 − 𝑦𝑐

𝑣 𝑃 = 𝜗 𝑧 𝑧 𝑥 𝑠 − 𝑥𝑐

𝑤 𝑃 = 𝜗 𝑧 𝜓𝑐 𝑠

Trave a sezione aperta in parete sottile e particolare della sezione

Spostamenti:
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Corso di Laurea in Ingegneria Meccanica 8

TORSIONE NON UNIFORME

𝜓𝑐 𝑠 = 2 ഥΩ − Ω 𝑠

Funzione di ingobbamento per sezioni 

aperte in parete sottile:

Ω 𝑠 =
1

2
න
0

𝑠

𝑟 𝑠′ 𝑑𝑠′

Dove:

ഥΩ =
1

𝐴
න
𝐴

ΩdA

𝜀𝑧 =
𝜕𝑤

𝜕𝑧
= 𝜗′ 𝑧 𝜓 𝑠 𝜎𝑧 = 𝐸𝜀𝑧 Coordinata curvilinea della sezione
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Corso di Laurea in Ingegneria Meccanica 9

TORSIONE NON UNIFORME

𝜕𝜏2𝑏

𝜕𝑠
= −𝑏

𝜕𝜎𝑧
𝜕𝑠

= −𝐸𝑏 𝑠 𝜗′′ 𝑧 𝜓𝑐 𝑠

Equilibrio alla traslazione lungo z:

𝑞 𝑠, 𝑧 = 𝜏2𝑏 = −𝐸𝜗′′ 𝑧 න
0

𝑠

𝑏 𝑠′ 𝜓𝑐 𝑠′ 𝑑𝑠′

Flusso di tensioni tangenziali:

Momento torcente dovuto al flusso:

𝑀𝑡2 = න
0

𝑎

𝑞 𝑠, 𝑧 𝑟 𝑠 𝑑𝑠 = −𝐸𝜗′′ 𝑧 න
0

𝑎

න
0

𝑠

𝑏 𝑠′ 𝜓𝑐 𝑠′ 𝑑𝑠′ 𝑟 𝑠 𝑑𝑠 = −𝐸𝜗′′ 𝑧 Γ

Elemento infinitesimo della trave
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Corso di Laurea in Ingegneria Meccanica 10

TORSIONE NON UNIFORME

Rigidità di ingobbamento:

Γ = න
0

𝑎

න
0

𝑠

𝑏 𝑠′ 𝜓𝑐 𝑠′ 𝑑𝑠′ 𝑟 𝑠 𝑑𝑠 = න
𝐴

𝜓𝑐
2𝑑A

𝑀𝑡 = 𝑀𝑡1 +𝑀𝑡2 = 𝐺𝐽𝜗 𝑧 − 𝐸𝜗′′ 𝑧 𝛤

Il momento 𝑀𝑡2 rappresenta il contributo degli effetti del vincolo, insieme al 

momento 𝑀𝑡1 previsto dal DSV equilibra il momento applicato all’estremo 

libero della trave.
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Corso di Laurea in Ingegneria Meccanica 11

ESEMPI

z (cm) I T Rett.

40 0.011 0.625 0.999

80 0.041 0.811 1

120 0.086 0.874 1

160 0.142 0.905 1

200 0.202 0.924 1

400 0.417 0.962 1

600 0.631 0.975 1

800 0.721 0.981 1

1000 0.776 0.985 1

5000 0.955 0.999 1

Confronto della torsione e dei momenti torcenti 

primari e secondari in vari tipi di sezioni

(H=40 cm; B=20 cm; spessore costante)
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Corso di Laurea in Ingegneria Meccanica 12

CONCLUSIONI

• Sezione generica → spostamenti fuori piano → funzione di ingobbamento

• Tensioni indipendenti da P → centro di torsione

• Incastro → torsione non uniforme → ripartizione momento torcente
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