UNIVERSITA
DEGLI STUDI
DI PADOVA

Universita degli Studi di Padova

DIPARTIMENTO DI MATEMATICA “TULLIO LEVI-CIVITA”

Corso di Laurea Magistrale in Matematica

Sulla dimostrabilita costruttiva del teorema di compattezza

per modelli algebrici della logica proposizionale

Relatore: Laureando: Marco Barbieri
Prof. Francesco Ciraulo Matricola: 1155193

Anno Accademico 2022/2023

21/07/2023






Indice

Introduzione

1

Logica proposizionale

1.1 Linguaggio proposizionale . . . . . . . . . .. ... o
1.2 Logica proposizionale intuizionista . . . . . . . ... ... ... ... ... ....
1.3 Logica proposizionale classica . . . . . . . . ... L o Lo

Struttura algebrica della logica proposizionale

2.1 Insiemi parzialmente ordinati . . . . . . . . . . ... ... ... ...
2.2 Reticoli . . . . . . e e
2.3 Reticoli distributivi . . . . . . . . ..
2.4 Reticoli limitati . . . . . . . . . . ..
2.5 Algebre di Heyting . . . . . . . . . . .
2.6 Algebredi Boole . . . . . . . ...

Modelli algebrici

3.1 Modelli intuizionisti . . . . . . . . e e e
3.2 Modelli classici . . . . . . . . e e e e e e e e
3.3 Soddisfacibilita intuizionista vs soddisfacibilita classica . . . . . . . . . . ... ..
3.4 N-soddisfacibilita intuizionista vs N-soddisfacibilita classica . . . . . . . .. . ..

Soddisfacibilita vs 2-soddisfacibilita vs N-soddisfacibilita (prima parte)

4.1 Relazioni in una metateoria intuizionista . . . . . . . . . . . ... ... ... ...
4.2 Relazioni in una metateoria classica . . . . . . . ... ... ... .. ... .. ..
4.3 Relazioni in una metateoria classica con assioma della scelta . . . . . . . ... ..

Teorema di compattezza per modelli algebrici e linguaggi arbitrari
5.1 Dimostrazione in una metateoria intuizionista . . . . . . . . .. ...
5.2 Una costruzione esplicita . . . . . . . . . . .. L

Teorema di 2-compattezza per modelli algebrici e linguaggi arbitrari
6.1 Non dimostrabilita in una metateoria classica . . . . . . . . . . . ... ... ...
6.2 Dimostrazione in una metateoria classica con assioma della scelta . . . . . . . ..

Teorema di N-compattezza per modelli algebrici e linguaggi arbitrari
7.1 Non dimostrabilitad in una metateoria classica . . . . . . . . . . . ... ... ...
7.2 Dimostrazione in una metateoria classica con assioma della scelta . . . . . . . ..

Teorema di compattezza per modelli algebrici e linguaggi numerabili

21
21
22
23
29

31
32
42

45
45
55

63
63
69

73
73
74

77



8.1 Dimostrazione in una metateoria intuizionista . . . . . . . . . . . . .. ... ...
8.2 Un risultato piu forte in una metateoria intuizionista, . . . . . . . . . . ... ...

9 Teorema di N-compattezza per modelli algebrici e linguaggi numerabili
9.1 Dimostrazione in una metateoria intuizionista . . . . . . . . ... ... L.

10 Teorema di 2-compattezza per modelli algebrici e linguaggi numerabili
10.1 Non dimostrabilita in una metateoria intuizionista . . . . . . . . . . . . . . ...
10.2 Dimostrazione in una metateoria classica . . . . . . . . . . . . .. ... ...

11 Soddisfacibilita vs 2-soddisfacibilitd vs N-soddisfacibilita (seconda parte)
11.1 Relazioni in una metateoria intuizionista . . . . . . . . . . . . . . ... ... ...
11.2 Relazioni in una metateoria classica . . . . . . . . . . . ...

Conclusioni

Bibliografia

ii

83
83

85
85
86

89
89
91

93

97



Introduzione

Il teorema di compattezza costituisce uno strumento fondamentale della teoria dei modelli, la
branca della logica matematica che studia le relazioni tra le teorie formali ed i loro modelli: esso
afferma che esiste un modello per un insieme I' di formule di un linguaggio predicativo L se e
solo se esiste un modello per ogni sottoinsieme di I'.

Se da un lato una delle due implicazioni del teorema risulta scontata, in quanto & evidente che
ogni modello per un insieme I' di formule di un linguaggio predicativo £ € un modello per ogni
sottoinsieme di I', I’altra implicazione non ¢ affatto banale.

Se I' e infinito allora il teorema stabilisce un’equivalenza tra la soddisfacibilita dell’insieme
infinito I" e la soddisfacibilita degli infiniti suoi sottoinsiemi finiti; se invece I' & finito allora il
teorema ¢ banale in quanto I' € un sottoinsieme finito di se stesso.

Il teorema di compattezza per modelli della logica predicativa (del primo ordine) classica nel
caso di linguaggi numerabili e stato dimostrato per la prima volta da Kurt Godel, che nel 1930
lo ha ricavato dai teoremi di validita e completezza, utilizzando le relazioni che intercorrono
tra gli aspetti semantici e quelli sintattici della logica predicativa classica. Nel 1936 Anatoly
Malcev ha esteso il risultato di Godel al caso di linguaggi arbitrari.

In seguito all’introduzione dell’ultraprodotto nell’ambito della teoria dei modelli, avvenuta gra-
zie a Jerzy Lo$ nel 1955, Alfred Tarski, Dana Scott ed Anne Morel hanno dimostrato il teorema
di compattezza per modelli della logica predicativa classica nel caso di linguaggi arbitrari in
modo puramente semantico, ovvero senza coinvolgere la nozione di dimostrabilita.

Questi due approcci rappresentano le dimostrazioni ad oggi piu diffuse relativamente al teorema
di compattezza (per una descrizione storica di questo teorema si veda, ad esempio, [1]).

Il nome del teorema di compattezza & dovuto al fatto che, per quanto riguarda il caso della
logica proposizionale classica, lo si puo ricavare dal teorema di Tychonoff, il quale afferma che
il prodotto di spazi topologici compatti € compatto rispetto alla topologia prodotto.

Le applicazioni del teorema di compattezza sono molteplici e riguardano svariati ambiti della
matematica, dalla logica matematica all’algebra astratta, dall’analisi non standard alla com-
binatoria. Tuttavia, a fronte della potenza del teorema nel garantire l'esistenza di modelli
per teorie finitamente soddisfacibili, la costruzione di tali modelli non & effettiva in quanto la
dimostrazione utilizza principi non costruttivi quali I'assioma della scelta o principi ad esso
equivalenti.

Sulla base di queste considerazioni in merito alla non costruttivita delle dimostrazioni del teo-
rema di compattezza, il presente lavoro di tesi si prefigge lo scopo di indagare la dimostrabilita
costruttiva del teorema di compattezza per modelli algebrici della logica proposizionale.

Lo studio & stato condotto utilizzando tre diverse tipologie di metateoria: una metateoria in-
tuizionista, una metateoria classica (che, salvo dove diversamente specificato, ¢ da intendersi
senza assioma della scelta) ed una metateoria classica con assioma della scelta.



Chiaramente, la potenza dimostrativa di una metateoria classica con assioma della scelta ¢ mag-
giore di quella di una metateoria classica, che a sua volta ¢ maggiore di quella di una metateoria
intuizionista.

D’altra parte, i risultati validi costruttivamente sono quelli dimostrabili utilizzando una me-
tateoria intuizionista (anche se in alcuni contesti vengono considerati validi costruttivamente i
risultati dimostrabili utilizzando una metateoria classica).

Salvo dove diversamente specificato, i risultati di questa tesi sono dimostrati utilizzando una
metateoria intuizionista, in particolare sono dimostrati senza utilizzare dimostrazioni per assur-
do o per casi.

Gli enunciati dimostrati utilizzando una metateoria classica sono contrassegnati dall’etichetta
(LEM) per indicare il principio del terzo escluso (Law of Excluded Middle), che afferma che
per ogni proposizione del metalinguaggio si ha che la proposizione ¢ vera o che ¢ vera la sua
negazione.

Gli enunciati dimostrati utilizzando una metateoria classica con assioma della scelta sono con-
trassegnati dall’etichetta (LEM+AC) per indicare il principio del terzo escluso e I’assioma della
scelta (Axiom of Choice); quest’ultimo afferma che data una famiglia non vuota di insiemi non
vuoti esiste una funzione che ad ogni insieme della famiglia fa corrispondere un suo elemento.

Si e scelto di studiare la dimostrabilita costruttiva del teorema di compattezza per modelli
algebrici della logica proposizionale sia intuizionista che classica, per comprendere se e in che
modo la logica gioca un ruolo nella dimostrabilita del teorema.

Sono sorte in modo naturale diverse definizioni di modello algebrico, in generale non equivalenti,
a ciascuna delle quali corrisponde una versione del teorema di compattezza. La dimostrabilita
di ciascuna versione del teorema di compattezza ¢ stata analizzata sia nel caso di linguaggi
arbitrari che nel caso di linguaggi numerabili.

Nel capitolo 1, dopo aver introdotto i linguaggi proposizionali, si presentano brevemente le re-
gole sintattiche della logica proposizionale intuizionista e classica, evidenziandone gli aspetti
comuni e le differenze.

Nel capitolo 2 si utilizzano le regole sintattiche della logica proposizionale intuizionista e classica
per ricavare la struttura algebrica delle due logiche, si introducono quindi le algebre di Heyting
e di Boole e se ne dimostrano alcune relazioni e proprieta elementari.

Nel capitolo 3 si definiscono diverse nozioni di modello algebrico e quindi di soddisfacibilita nel
caso della logica proposizionale intuizionista e classica, quindi si studiano le implicazioni che
intercorrono tra ciascuna nozione nel caso della logica proposizionale intuizionista e la corri-
spondente nozione nel caso della logica proposizionale classica.

Nel capitolo 4 si studiano le implicazioni che intercorrono tra le varie nozioni di modello alge-
brico e quindi di soddisfacibilita, sia nel caso della logica proposizionale intuizionista che nel
caso della logica proposizionale classica.

Nei capitoli 5, 6 e 7 si studia la dimostrabilita delle varie versioni del teorema di compattez-
za, per linguaggi proposizionali arbitrari ottenute in corrispondenza delle varie definizioni di
soddisfacibilita, sia nel caso della logica proposizionale intuizionista che nel caso della logica
proposizionale classica, utilizzando ciascuna delle tre metateorie (intuizionista, classica e clas-
sica con assioma della scelta).

Nei capitoli 8, 9 e 10 si studia la dimostrabilita delle varie versioni del teorema di compattez-
za per linguaggi proposizionali numerabili ottenute in corrispondenza delle varie definizioni di
soddisfacibilita, sia nel caso della logica proposizionale intuizionista che nel caso della logica
proposizionale classica, utilizzando ciascuna delle tre metateorie (intuizionista, classica e clas-
sica con assioma della scelta).

Nel capitolo 11, complementare al capitolo 4, si completa lo studio delle implicazioni che inter-



corrono tra le varie nozioni di modello algebrico e quindi di soddisfacibilita, sia nel caso della
logica proposizionale intuizionista che nel caso della logica proposizionale classica.






Capitolo 1

Logica proposizionale

In questo capitolo si descrive la struttura di un linguaggio proposizionale, quindi si presentano
la logica proposizionale intuizionista e classica dal punto di vista sintattico mediante il calcolo
dei sequenti.

Una trattazione maggiormente dettagliata della struttura dei linguaggi proposizionali si trova
in [2, capitolo 1]. Per una presentazione del calcolo dei sequenti per la logica classica e per la
logica intuizionista si veda, ad esempio, [3, capitoli 2, 3, 5].

1.1 Linguaggio proposizionale

Si definisce la struttura di un linguaggio proposizionale.

Definizione 1.1.1 (Linguaggio proposizionale). Un linguaggio proposizionale L é un insieme
di simboli costituito da:

e costanti: T (proposizione vera) e L (proposizione falsa);

e variabili proposizionali: p,q,r,...;

e connettivi: A\ (congiunzione), V (disgiunzione), — (implicazione) e = (negazione);

e parentesi: (e ).

Dato un linguaggio proposizionale € possibile descriverne I’insieme delle proposizioni.

Definizione 1.1.2 (Insieme delle proposizioni). Sia £ un linguaggio proposizionale, l’insieme
delle proposizioni del linguaggio L é l'insieme Prop(L) definito ricorsivamente dalle seguenti
condizioni:

e le costanti L e T del linguaggio L appartengono all’insieme Prop(L);

e le variabili proposizionali del linguaggio L appartengono all’insieme Prop(L);

e se ¢, € Prop(L) allora (¢ A1), (¢ V1)), (¢ — ) € Prop(L);

e se ¢ € Prop(L) allora (—¢) € Prop(L);

e nient’altro appartiene a Prop(L).

1.2 Logica proposizionale intuizionista

Gli strumenti che si utilizzano per descrivere sintassi della logica proposizionale sono le regole.
Una regola, che in generale presenta un certo numero di premesse ed una conclusione, indica che
se sono vere tutte le premesse allora ¢ vera anche la conclusione. Una regola priva di premesse
si dice un assioma.



Sia le premesse che le conclusioni delle regole si scrivono nella forma I' - ¢, dove I' & una lista
di proposizioni che rappresentano le ipotesi e ¢ € una proposizione che rappresenta la tesi. Tale
scrittura si dice un sequente e il suo significato & che se tutte le proposizioni in I sono vere
allora anche la proposizione ¢ e vera.

Le lettere greche minuscole indicano delle proposizioni mentre le lettere greche maiuscole indi-
cano delle liste di proposizioni.

La prima regola della logica proposizionale intuizionista ¢ 1’assioma identita:

(ax-id) Torso

Le regole che riguardano il connettivo congiunzione sono due, una per dimostrare un sequente
in cui una congiunzione compare come ipotesi e una per dimostrare un sequente in cui una
congiunzione compare come tesi:

Lo,y 't¢g  THY

Liong by LEoNY
Le regole che riguardano il connettivo disgiunzione sono tre, una per dimostrare un sequente
in cui una disgiunzione compare come ipotesi e due per dimostrare un sequente in cui una
disgiunzione compare come tesi:

(A-left) (A-right)

ok~ yky . I'ko . 'y
-lef -right-1) ————— - 2) =
(\V-left) T ovVoF (V-right )Fl—qb\/z/) (V“ghtz)rubvw
Gli assiomi che riguardano la proposizione vera e la proposizione falsa sono due:
(2x-T) = (ax-L) T4

I due assiomi che riguardano la proposizione vera e la proposizione falsa sono equivalenti alle
seguenti regole:
I, Tre (L-left) LEE

I'Fo 'kFo
Le regole che riguardano il connettivo implicazione sono due, una per dimostrare un sequente
in cui un’implicazione compare come ipotesi e una per dimostrare un sequente in cui un’impli-
cazione compare come tesi:
e Tyl y Loy

Lo =9~y 'Fo—
Le regole che riguardano il connettivo negazione, definito dall’equazione ~¢ = ¢ — L, sono
quelle derivate dalle regole che riguardano il connettivo implicazione:

ko Lok L

=6 F 7 I'F-¢

Oltre agli assiomi e alle regole logiche, il calcolo dei sequenti per la logica proposizionale
intuizionista presenta delle regole strutturali.

(T-right)

(—-left)

(—-right)

(—-left) (—-right)

La prima regola strutturale ¢ la regola di indebolimento:

Ity
Looby
La seconda regola strutturale ¢ la regola di contrazione:
Lo, 0F~y
Loobny

La terza regola strutturale ¢ la regola di permutazione:

(weakening)

(contraction)

6



o, 9, Aty
P71/}7¢7A|_7

L’ultima regola del calcolo dei sequenti per la logica proposizionale intuizionista e la regola del
taglio:

(permutation)

k¢ T.okn

(cut) T

1.3 Logica proposizionale classica

Tutte le regole della logica proposizionale intuizionista sono anche regole della logica proposi-
zionale classica.

La logica proposizionale classica ha pero un assioma in piu rispetto alla logica proposizionale

intuizionista, ’assioma del terzo escluso:
ax-excluded-middle) ———
( ) F oV o

L’assioma del terzo escluso € equivalente a ciascuna delle seguenti regole:

Tk g
TFo
T,-¢+ L
TFo
Ik o
TFo

(double-negation)
(contradiction)

(consequentia-mirabilis)






Capitolo 2

Struttura algebrica della logica
proposizionale

In questo capitolo si presentano le strutture algebriche che modellano i valori di verita nel
caso della logica proposizionale intuizionista e classica, ovvero le algebre di Heyting e di Boole
rispettivamente.

2.1 Insiemi parzialmente ordinati

Si vuole considerare I'insieme dei possibili valori di verita delle proposizioni e definire su di esso
una relazione di ordine parziale < che esprima il fatto che se x < y allora y € vero almeno
quanto x.

Definizione 2.1.1 (Relazione di ordine parziale). Una relazione di ordine parziale < su un
insieme P & una relazione binaria su P che soddisfa le sequenti proprieta:

(riflessiva) r<zx per ogni v € P
(antisimmetrica) sex <y ey <z allorax =1y per ogni z,y € P
(transitiva) sex<yey<zalloraxr <z perognizxz,yzeP

Definizione 2.1.2 (Insieme parzialmente ordinato). Un insieme parzialmente ordinato é una
struttura algebrica (P, <) tale che P ¢é un insieme e < é una relazione di ordine parziale su P.

Analizzando la nozione di sequente I' - ¢ nel caso in cui I'insieme I sia finito, cioe I' = ¢1, ..., ¢n,
si osserva che vale ¢1,..., ¢, F ¢ se e solo se vale ¢1 A -+ A ¢y, F 9, quindi la relazione - € una
relazione binaria definita sull’insieme Prop(L).

L’assioma identita nella forma ¢ - ¢ assicura che la relazione F e riflessiva, inoltre la regola del
taglio garantisce che la relazione F € transitiva in quanto da ¢ v e 9 F v si puo dedurre che
¢ F ~. La relazione binaria - & quindi un preordine sull’insieme Prop(L).

Definizione 2.1.3 (Preordine). Un preordine < su un insieme P é una relazione binaria < su
P che soddisfa le sequenti proprieta:

(riflessiva) = <Xz per ogni x € P

(transitiva) sex <y ey =X z allora x < z per ogni x,y,z € P

Definizione 2.1.4 (Insieme preordinato). Un insieme preordinato é una struttura algebrica
(P, X) tale che P ¢ un insieme e < & un preordine su P.

9



Tuttavia la relazione F non ¢ una relazione di ordine parziale sull’insieme Prop(£) in quanto
non & antisimmetrica, infatti valgono sia il sequente ¢ = ¢ A ¢ che il sequente ¢ A ¢ - ¢ ma le
proposizioni ¢ e ¢ A ¢ sono diverse.

Una tecnica standard consente di definire una relazione di ordine parziale a partire da un
preordine, costruendo un insieme quoziente rispetto ad una opportuna relazione di equivalenza.

Definizione 2.1.5 (Relazione di equivalenza). Una relazione di equivalenza ~ su un insieme
S é una relazione binaria su S che soddisfa le sequenti proprieta:

(riflessiva) T~T per ogni x € S

(simmetrica) se x ~y allora y ~ x per ogni x,y € S

(transitiva) sex~y ey~ z allorax~z perogniz,y zeS

Definizione 2.1.6 (Classe di equivalenza). Sia ~ una relazione di equivalenza su un insieme
S. La classe di equivalenza modulo ~ di un elemento x € S ¢é Uinsieme [z]. = {y € S | x ~ y}.

Definizione 2.1.7 (Insieme quoziente). Sia ~ una relazione di equivalenza su un insieme S.
L’insieme quoziente di S rispetto a ~ é l'insieme S/~ = {[z]~ |z € S}.

Si definisce una relazione di equivalenza ~ sull’insieme Prop(L) ponendo ¢ ~ 1 se e solo se
¢ ek ¢, siconsiderano le classi di equivalenza [¢p]r = {¢ € Prop(L) | ¢ ~ ¢} e infine si
definisce una relazione di ordine parziale < sull’insieme quoziente

Prop(L)/F = {[¢]- | ¢ € Prop(L)} ponendo [¢]- <, [¢/]- se e solo se vale ¢ F 1. Si puod
dimostrare che la relazione binaria <p ¢ ben definita, cioe che non dipende dai rappresentanti
delle classi di equivalenza.

L’insieme dei possibili valori di verita delle proposizioni deve quindi possedere una struttura di
insieme parzialmente ordinato.

Si puo dimostrare che (Prop(£)/F, <\-) € un insieme parzialmente ordinato.

2.2 Reticoli

L’insieme dei possibili valori di verita delle proposizioni deve possedere una struttura di insie-
me parzialmente ordinato, tuttavia non tutti gli insiemi parzialmente ordinati sono adatti a
modellare tali valori di verita.

Date due proposizioni ¢ e v si ha che valgono i sequenti pAY = ¢ e @AY F 2, quindi comunque
presi due valori di verita x e y, corrispondenti alle proposizioni ¢ e i rispettivamente, deve
esistere un valore di verita z, corrispondente alla proposizione ¢ A 1, tale che z <z e z < y.
D’altra parte, per ogni proposizione « si ha che se v+ ¢ e v v allora v - ¢ A %, dunque per
ogni valore di verita w, corrispondente alla proposizione v, se w < z e w < z allora deve essere
che w < z.

La relazione d’ordine parziale < sull’insieme dei valori di verita delle proposizioni deve quindi
essere tale che per ogni coppia di valori di verita x e y esista un valore di verita inf{x, y} che &
estremo inferiore dell’insieme {x,y} rispetto alla relazione <.

Definizione 2.2.1 (Estremo inferiore). Sia (P, <) un insieme parzialmente ordinato e sia
SCP.
Si dice che z € P ¢ estremo inferiore di S rispetto alla relazione < se:

o < xperogniz €S;

o se esiste y € P tale che y < x per ogni x € S allora y < z.

10



Dati un insieme parzialmente ordinato (P, <) e S C P si puo dimostrare che se esiste un estremo
inferiore di S rispetto alla relazione < allora questo € unico, in tal caso I’estremo inferiore di S
rispetto alla relazione < si indica con inf S.

Date due proposizioni ¢ e v si ha che valgono i sequenti ¢ - ¢V e Y - ¢V, quindi comunque
presi due valori di verita x e y, corrispondenti alle proposizioni ¢ e i rispettivamente, deve
esistere un valore di verita z, corrispondente alla proposizione ¢ V v, tale che x < z e y < 2.
D’altra parte, per ogni proposizione v si ha che se ¢ -~ e ¥ |- v allora ¢ A ¢ F ~, dunque per
ogni valore di verita w, corrispondente alla proposizione v, se ¢ < w e z < w allora deve essere
che z < w.

La relazione d’ordine parziale < sull’insieme dei valori di verita delle proposizioni deve quindi
essere tale che per ogni coppia di valori di verita x e y esista un valore di verita sup{z,y} che
& estremo superiore dell’insieme {z,y} rispetto alla relazione <.

Definizione 2.2.2 (Estremo superiore). Sia (P, <) un insieme parzialmente ordinato e sia
SCP.
Si dice che z € P é estremo superiore di S rispetto alla relazione < se:

o x <z perognix €S;

o se esiste y € P tale che x <y per ogni x € S allora z < y.

Dati un insieme parzialmente ordinato (P, <) e S C P si puo dimostrare che se esiste un estremo
superiore di S rispetto alla relazione < allora questo € unico, in tal caso 1”estremo superiore di
S rispetto alla relazione < si indica con sup S.

L’insieme dei possibili valori di verita delle proposizioni deve quindi possedere una struttura
di insieme parzialmente ordinato in cui ogni coppia di elementi ammette estremo inferiore ed
estremo superiore, ovvero di reticolo.

Definizione 2.2.3 (Reticolo, definizione relazionale). Un reticolo é un insieme parzialmente
ordinato (L, <) tale che per ogni x,y € L esistano inf{x,y} e sup{z,y}.

In alternativa alla definizione relazionale, & possibile introdurre i reticoli mediante la definizione
algebrica.

Definizione 2.2.4 (Reticolo, definizione algebrica). Un reticolo € una struttura algebrica (L, A, V)
tale che L & un insieme e A e V sono due operazioni binarie definite su L che soddisfano le
sequenti proprieta:

(associativa 1) xANyNz)=(xANy) Nz perogniz,y,z€L

(associativa 2) xV(yVz)=(xVy)Vz perognizyz€L

(commutativa 1) zANy=yAx per ogni x,y € L
(commutativa 2) xNVy=yVz per ogni x,y € L
(assorbimento 1) x AN (zxVy)==x per ogni x,y € L
(assorbimento 2) zV (xAy)=2x per ogni x,y € L

Si puo dimostrare che la definizione relazionale di reticolo & equivalente alla definizione algebrica.
Se (L,<) & un reticolo secondo la definizione relazionale allora si puod costruire un reticolo
secondo la definizione algebrica (L, A, V) ponendo x Ay = inf{z,y} e xVy = sup{z, y}, viceversa
se (L,A,V) €& un reticolo secondo la definizione algebrica allora si pud costruire un reticolo
secondo la definizione relazionale (L, <) ponendo = < y se e solo se x = Ay (0 equivalentemente
ponendo z < y se e solo se y = x V y). Queste due costruzioni sono una l'inversa dell’altra,
dunque la definizione relazionale di reticolo € equivalente alla definizione algebrica. Per una
dimostrazione dettagliata dell’equivalenza delle due definizioni di reticolo si veda, ad esempio,
[4, capitolo 1, sezione 5].
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Le proprieta di assorbimento delle operazioni di un reticolo comportano le proprieta di idem-
potenza.

Proposizione 2.2.5. Sia (L,A,V) un reticolo. Le operazioni N\ e \V soddisfano le sequenti
proprieta:

(idempotenza 1) x ANz =x per ognix € L

(idempotenza 2) xV x =z per ognix € L

Dimostrazione. Per ogni x € Lsihachez Az =z A (zV (zAzx)) = 2.
x.

Perognixz € LsihachezVz=zV (zA(x V)= O

Si possono definire due operazioni binarie Ar- e V- su Prop(£)/F ponendo [¢]r A [¢]- = [ A Y]
e [¢]- Vi [¢]- = [¢ V ¢]-. Sipuo dimostrare che le operazioni binarie A e Vi sono ben definite,
cioe che non dipendono dai rappresentanti delle classi di equivalenza, e che (Prop(L)/F, A, Vi)
€ un reticolo.

2.3 Reticoli distributivi

L’insieme dei possibili valori di verita delle proposizioni deve possedere una struttura di reticolo,
tuttavia non tutti i reticoli sono adatti a modellare tali valori di verita.

La validita dei sequenti ¢ A (Y V) E (QAY)V(0AY) e (DAY)V (dAY) E A (V7Y
assicura che la congiunzione distribuisce sulla disgiunzione. Quindi comunque presi tre valori di
verita x, y e z, corrispondenti alle proposizioni ¢, ¥ e y rispettivamente, deve valere la condizione
A (yVz) = (zAy)V(xAz). Allo stesso modo la validita dei sequenti ¢V (Y AY) F (¢V)A(PV7y)
e (@VY)N(PpVy)E @dV (Y A~) assicura che la disgiunzione distribuisce sulla congiunzione.
Quindi comunque presi tre valori di verita x, y e z, corrispondenti alle proposizioni ¢, ¥ e y
rispettivamente, deve valere la condizione x V (y A z) = (z Vy) A (z V z).

L’insieme dei possibili valori di verita delle proposizioni deve quindi possedere una struttura di
reticolo distributivo.

Definizione 2.3.1 (Reticolo distributivo). Un reticolo distributivo é un reticolo (L, A, V) tale
che le operazioni N\ e V soddisfano le sequenti proprieta:

(distributiva 1) xA(yVz)=(xAy)V(rAz) perogniz,y z€L

(distributiva 2) xV (yAz)=(xVy)A(zVz) perognizyz€L

Un reticolo soddisfa una delle due proprieta distributive se e solo se soddisfa 'altra.

Proposizione 2.3.2. Sia (L,A,V) un reticolo. Le operazioni N\ e \V soddisfano la proprieta
(distributiva 1) se e solo se soddisfano la proprieta (distributiva 2).

Dimostrazione. Si supponga che le operazioni A e V soddisfino la proprieta (distributiva 1),

allora per ogni x,y, z € L si ha che

zV(ynz) =@V@Ay)Vyrz)=@VyAz)VyAz)=zV((yrz)V(yAz) =
=zV(yA(xVz)=(@A(@xVz)VyA(zVz)=(zVz)Azx)V((zVz)Ay) =
=(@Vz)A(xzVy =(xVy A(zVz),

dunque le operazioni A e V soddisfano la proprieta (distributiva 2).

Si supponga che le operazioni A e V soddisfino la proprieta (distributiva 2), allora per ogni
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x,y,z € L si ha che

eA(yVaz)=@A@Vy)AyVe)=@AlyVva)AlyVvez)=zA(yVe)A(yVz)) =
=zA(yV(@Az)=(@V(@Az)AyV(@eAz)=(zAz)Vx)AN(zA2)Vy) =
=(@xAz)V(zAy) =(xAy)V(zAz),

dunque le operazioni A e V soddisfano la proprieta (distributiva 1). O

Si pud dimostrare che (Prop(£)/F, A, Vi) € un reticolo distributivo.

2.4 Reticoli limitati

L’insieme dei possibili valori di verita delle proposizioni deve possedere una struttura di reticolo
distributivo, tuttavia non tutti i reticoli distributivi sono adatti a modellare tali valori di verita.

L’assioma del vero nella forma ¢ - T assicura che, comunque preso un valore di verita x corri-
spondente alla proposizione ¢, il valore di verita 1 della proposizione T soddisfa la condizione
x < 1, ovvero che il valore di verita della proposizione T & I’elemento massimo dell’insieme dei
possibili valori di verita delle proposizioni.

L’assioma del falso nella forma L ¢ assicura che, comunque preso un valore di verita x corri-
spondente alla proposizione ¢, il valore di verita 0 della proposizione 1 soddisfa la condizione
0 < z, ovvero che il valore di verita della proposizione L ¢ I’elemento minimo dell’insieme dei
possibili valori di verita delle proposizioni.

L’insieme dei possibili valori di verita delle proposizioni, oltre a dover possedere una struttura
di reticolo distributivo, deve quindi possedere una struttura di reticolo limitato.

Definizione 2.4.1 (Reticolo limitato, definizione relazionale). Un reticolo limitato é una strut-
tura algebrica (L, <,1,0) tale che (L, <) é un reticolo, 1 € L ¢é il massimo elemento di L rispetto
a < (cioé x <1 perognixz € L) e0€ L éil minimo elemento di L rispetto a < (cioe 0 < x
per ogni x € L).

In alternativa alla definizione relazionale, € possibile introdurre i reticoli limitati mediante la
definizione algebrica.

Definizione 2.4.2 (Reticolo limitato, definizione algebrica). Un reticolo limitato é una struttura
algebrica (L, N, V,1,0) tale che (L, \,V) é un reticolo, 1 € L ¢ ’elemento neutro per ’operazione
A (cioéex ANl =x=1Ax per ognix € L) e 0 € L é l’elemento neutro per l'operazione \V (cioé
xVO0=x=0Vzx per ogni z € L).

Si puo dimostrare che la definizione relazionale di reticolo limitato e equivalente alla definizione
algebrica. Infatti 1 e il massimo elemento di L rispetto a < se e solo se ¢ ’elemento neutro per
I'operazione A e 0 € il minimo elemento di L rispetto a < se e solo se & I’elemento neutro per
l’operazione V.

Si possono definire 1p,opz)/- = [T]- € Oprop(z) - = [L]+-- Si pud dimostrare che
(Prop(L)/F, Ay Vies Iprop(z) /-5 Oprop(c) ) € un reticolo distributivo e limitato.

2.5 Algebre di Heyting

Per quanto riguarda la logica proposizionale intuizionista, l'insieme dei valori di verita delle
proposizioni deve possedere una struttura di reticolo distributivo e limitato, tuttavia non tutti
i reticoli distributivi e limitati sono adatti a modellare tali valori di verita.

13



Si puo dimostrare che vale il sequente v = ¢ — 1 se e solo se vale il sequente v A ¢ F .
Quindi comunque presi tre valori di verita x, y e z, corrispondenti alle proposizioni ¢, ¥ e
rispettivamente, deve esistere un valore di verita w, corrispondente alla proposizione ¢ — 1,
tale che z < w se e solo se z A x < y. L’elemento w ¢ detto una implicazione tra x e y.

Definizione 2.5.1 (Implicazione). Sia (L,A,V) un reticolo. Dati x,y € L, una implicazione
tra x ey e un elemento w € L tale che per ogni z € L si ha che z < w se e solo se z Nz < y.
Una implicazione su (L,N\,V) é un’operazione binaria — su L tale che per ogni x,y € L si ha
che x — y € unimplicazione tra x e y.

Se esiste una implicazione su un reticolo allora questa € unica.

Proposizione 2.5.2. Sia (L, A,V) un reticolo. Se esiste una implicazione su (L, \,V) allora
questa € unica.

Dimostrazione. Siano —1 e —9 due implicazioni su (L, A, V).

Siano z,y € L.

Per ogni z € L si hache z < x —1 yseesolose zAx < yeche z<x —9 y se e solose
zAx <y, dunque per ogni z € L si ha che z <z —1 yseesolose z <x —9y.

In particolare, ponendo z = x —1 y e z = x —9 y rispettivamente, siricavachex =1 y <z —1 y
seesolosexr > y<x—9yechex =9y <x—1yseesolosex—oy <z —9y, ovvero che
r—>1y<xz—oyechexr —oy<x—1y,dacuisegueche x =1y =2 —2y.

Per 'arbitrarieta di x,y € L si ha quindi che le due implicazioni —; e —2 coincidono. O

Per quanto riguarda la logica proposizionale intuizionista, ’insieme dei possibili valori di verita
delle proposizioni, oltre a dover possedere una struttura di reticolo distributivo e limitato, deve
quindi ammettere I'implicazione, cioe deve essere un’algebra di Heyting.

Definizione 2.5.3 (Algebra di Heyting, definizione naturale). Un’algebra di Heyting é una
struttura algebrica (H,N\,V,—,1,0) tale che (H,\,V) é un reticolo distributivo, (H,\,V,1,0) ¢
un reticolo limitato e — ¢ l'implicazione su (H,\,V).

Se un reticolo ammette I'implicazione allora ¢ distributivo.

Proposizione 2.5.4. Sia (L,A\,V) un reticolo e sia — limplicazione su (L,A,V). Allora il
reticolo (L, \,V) é distributivo.

Dimostrazione. Sivuole dimostrare che le operazioni A e V soddisfano la proprieta (distributiva
1).

Siano z,y, z € L.

Sihache yAx =xzAy < (zAy)V(rAz)eche zAx =z Az < (xAy)V(xAz), allora
sihachey <z — (zAy)V(rAz)echez <z — (zAy)V (zAz)), dunque si ha che
yVz<z— ((zAy)V(xAz)),cioechexA(yVz)=(yVz)Az<(xAy)V(rAz).
Siccome z Ay <zxexAz<zsihache (xAy)V(xAz)<zesiccomexzAy<yexAz<zsi
ha che (z Ay)V (x Az) <yVz quindisi hache (zAy)V(zAz) <zA(yVz).

Siccome zA(yVz) < (zAy)V(zAz) e (zAy)V(xAz) < 2A(yVz) sihache zA(yVz) = (zAy)V(zAz).
Per larbitrarieta di z,y,z € L si ha quindi che le operazioni A e V soddisfano la proprieta
(distributiva 1).

Per la proposizione 2.3.2 si ha che le operazioni A e V soddisfano anche la proprieta (distributiva
2), dunque il reticolo (L, A, V) & distributivo. O
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La condizione relativa ai reticoli distributivi, presente nella definizione di algebra di Heyting,
non & quindi necessaria.

Definizione 2.5.5 (Algebra di Heyting, definizione minimale). Un’algebra di Heyting é una
struttura algebrica (H,\,V,—,1,0) tale che (H,\,V,1,0) é un reticolo limitato e — & l'impli-
cazione su (H,\,V).

Una importante proprieta delle algebre di Heyting € il modus ponens.
Lemma 2.5.6. Sia (H,A,V,—,1,0) un’algebra di Heyting. Per ogni x,y € H si ha che
(x=y) Nz <uy.

Dimostrazione. Per ogni z,y € H si ha che z - y <z — y, dunque (z — y) Az < y. O

In un’algebra di Heyting I'implicazione soddisfa la proprieta transitiva.
Lemma 2.5.7. Sia (H,A\,V,—,1,0) un’algebra di Heyting. Per ogni x,y,z € H si ha che
(=Y ANy—z2)<z—z.

Dimostrazione. Per ogni z,y,z € H si ha che (x — y) Az <y, allora
(= Aly—=2)he=((y—=2) Nz=2y)Ae=(y—=>2)A(z 2y rz)<(y—>2)Ay<
<z

Y
quindi (z = y) A (y = 2) <z — 2. O
In un’algebra di Heyting si ha che un elemento € minore o uguale ad un’altro se e solo se
I'implicazione tra il primo e il secondo € il massimo elemento.
Lemma 2.5.8. Sia (H,A\,V,—,1,0) un’algebra di Heyting. Per ogni x,y € H si ha che x <y

se e solo sex —»y=1.

Dimostrazione. Per ogni z,y € H si hache x <yseesolose lANz <yseesolosel <z —y
seesolosexr —y=1. ]

In un’algebra di Heyting 'implicazione tra il massimo elemento e il minimo elemento € il minimo
elemento e I'implicazione tra il minimo elemento e il massimo elemento & il massimo elemento.
Lemma 2.5.9. Sia (H,A,V,—,1,0) un’algebra di Heyting. Si ha che 1 — 0 = 0 e che
0—=1=1.

Dimostrazione. Sihachel —0=(1—0)A1<0,cioé che 1 - 0=0.
Siha che 0 <1, quindi0 - 1 =1. O
Si puo definire 'operazione unaria di pseudocomplemento su un’algebra di Heyting.

Definizione 2.5.10 (Pseudocomplemento). Lo pseudocomplemento su un’algebra di Heyting
(H,N,V,—,1,0) é loperazione unaria — definita su H ponendo —x = x — 0 per ogni x € H.

In un’algebra di Heyting lo pseudocomplemento inverte gli ordini.
Lemma 2.5.11. Sia (H,A\,V,—,1,0) un’algebra di Heyting e sia — lo pseudocomplemento su
(H,N\,V,—,1,0). Per ogni x,y € H tali che x <y si ha che —y < —x.

Dimostrazione. Per ogni z,y € H si ha che se z < y allora (—y)Az < (—y)Ay = (y = 0)Ay <0,
quindi —y <x — 0= —=x. O
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In un’algebra di Heyting ogni elemento ¢ minore o uguale del suo doppio pseudocomplemento.
Lemma 2.5.12. Sia (H,\,V,—,1,0) un’algebra di Heyting e sia — l'operazione di pseudocom-
plemento su (H,\,V,—,1,0). Per ogni x € H si ha che v < — — x.

Dimostrazione. Per ogni @ € H si ha che x A (—z) =2z A (z — 0) = (x — 0) Az < 0, ovvero
chex < (—z) > 0=—(—x)=——=. O

In un’algebra di Heyting il triplo pseudocomplemento di qualsiasi elemento e lo pseudocomple-
mento dell’elemento stesso.

Lemma 2.5.13. Sia (H,\,V,—,1,0) un’algebra di Heyting e sia — l'operazione di pseudocom-

plemento su (H,N\,V,—,1,0). Per ogni x € H si ha che — — —x = —.

Dimostrazione. Per ogni x € H si ha che x < — — z, quindi

(—=—2)Aw < (== —2) A= —a) = (~(— = @) A(= —a) = (= —2) = 0) A (— —2) <0,
dunque — — -z <z —> 0= —zx.

Si hache —x < — — (—z) = — — —=.

Dal fatto che — — —x < —x e che —x < — — —x segue che — — —x = —=x. O

In un’algebra di Heyting il massimo elemento ed il minimo elemento sono uno lo pseudocom-
plemento dell’altro.

Lemma 2.5.14. Sia (H,\,V,—,1,0) un’algebra di Heyting e sia — lo pseudocomplemento su
(H,N\,V,—,1,0). Si ha che =1 =0 e che —0 = 1.

Dimostrazione. Sihache —1=1—0=(1—0)A1<0, cio¢ che —1 = 0.

Si ha che 1 A0 <0, cioé che 1 <0 — 0= -0, ovvero che —0 = 1. ]
In un’algebra di Heyting vale una legge di De Morgan.

Lemma 2.5.15. Sia (H,A\,V,—,1,0) un’algebra di Heyting e sia — lo pseudocomplemento su
(H,\,V,—,1,0). Per ogni x,y € H si ha che —(xVy) = (—x) A (—y).

Dimostrazione. Siano x,y € H.
Si ha che x <z Vy, allora —(z Vy) <

Si ha che y <z Vy, allora —(z Vy) < —y.

Dal fatto che —(z Vy) < —x e che —(z Vy) < —y segue che —(z V y) < (—z) A (—y)

Siha che ((—z)A(=y)) Az = ((=y)A(=z)) Az = (=y) A((—z)Az) < (=2) Az = (2 = 0) Az <0
e che (m2) A(=y) Ay = (=) A (=) Ay) < (=) Ay = (y — O)Ay < 0, allora
(=) A (=y) Az Vy) = ((=2) A (=y)) Az) V (((=2) A (=y)) Ay) <0, quindi

(—2) A (=y) < (zVy) = 0=—(xVy).
Dal fatto che —(xVy) < (—x)A(—y) e che (—x)A(—y) < —(zVy) segue che —(zVy) = (—z)A(—y).
O

Si pud definire un’operazioni binaria — su Prop(£)/F ponendo [¢]- —+ [¢]- = [¢ — ¢]-. Si
puo dimostrare che I'operazione binaria — € ben definita, cioé¢ che non dipende dai rappresen-
tanti delle classi di equivalenza, che & I'implicazione su (Prop(L)/F, A, V) e che

(Prop(L)/F, Ay Vies =k, Iprop(£) /5 Oprop(c) /) © un’algebra di Heyting, detta algebra di Linden-
baum della logica proposizionale intuizionista.
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2.6 Algebre di Boole

Per quanto riguarda la logica proposizionale classica, I'insieme dei valori di verita delle pro-
posizioni deve possedere una struttura di reticolo distributivo e limitato e deve ammettere
I'implicazione, tuttavia non tutti i reticoli distributivi e limitati che ammettono I'implicazione
sono adatti a modellare tali valori di verita.

L’assioma del terzo escluso - ¢V —¢ assicura che valga il sequente T - ¢V —¢, quindi comunque
preso un valore di verita x, relativo alla proposizione ¢, detto y il valore di verita della pro-
posizione —¢, il valore di verita x V y relativo alla proposizione ¢ V —¢ deve essere I’elemento
massimo dell’insieme dei possibili valori di verita delle proposizioni.

Grazie alla validita del sequente ¢ A —¢ = L si ha che, comunque preso un valore di verita z,
relativo alla proposizione ¢, detto y il valore di verita della proposizione —¢, il valore di verita
x Ay relativo alla proposizione ¢ A —¢ deve essere 1’elemento minimo dell’insieme dei possibili
valori di verita delle proposizioni.

Quindi comunque preso un valore di verita x, corrispondente alla proposizione ¢, deve esistere
un valore di verita y, corrispondente alla proposizione —¢, tale che x Vy =1e x Ay = 0.
L’elemento y & detto un complemento di x.

Definizione 2.6.1 (Complemento). Sia (L,A,V,1,0) un reticolo limitato. Dato x € L, un
complemento di x é un elemento y € L tale che xVy =1 ex Ay = 0. Un complemento
su (L,A,V,1,0) é un’operazione unaria — su L tale che per ogni x € L si ha che —x é un
complemento di x.

Se esiste un complemento su un reticolo limitato e distributivo allora questo € unico.

Proposizione 2.6.2. Sia (L,A,V,1,0) un reticolo limitato tale che il reticolo (L,N\,V) sia
distributivo. Se esiste un complemento su (L, \,V,1,0) allora questo ¢ unico.

Dimostrazione. Siano —1 e =9 due complementi su (L, A, V, 1,0).
Sia x € L.
Si ha che
1z =z Al="12A(zV9r)=(1xAz)V(-1xA-ox) =0V (m12 A ox) =
= (x A=z)V (m1z A —z) = (mex Ax) V (mex A z) = 9z A (2 V —z) = 92 A1 = —am.
Per ’arbitrarieta di « € L si ha quindi che i due complementi =1 e = coincidono. O

Per quanto riguarda la logica proposizionale classica, I'insieme dei possibili valori di verita delle
proposizioni, oltre a dover possedere una struttura di reticolo distributivo e limitato e a dover
ammettere I'implicazione, deve quindi ammettere il complemento, cio¢ deve essere un’algebra

di Boole.

Definizione 2.6.3 (Algebra di Boole, definizione naturale). Un’algebra di Boole é una struttura
algebrica (B,N\,V,—,—,1,0) tale che (B,A\,V) ¢é un reticolo distributivo, (B,A\,V,1,0) é un
reticolo limitato, — & l'implicazione su (B, \,V) e = € il complemento su (B,A\,V,1,0).

In particolare, si ha che ogni algebra di Boole ¢ un’algebra di Heyting.
Proposizione 2.6.4. Ogni algebra di Boole ¢ un’algebra di Heyting.
Dimostrazione. Sia (B, A\,V,—,—,1,0) un’algebra di Boole, allora si ha che (B, A,V,1,0) & un

reticolo limitato e che — & 'implicazione su (B, A, V), quindi (B, A, V,—,1,0) ¢ un’algebra di
Heyting. O
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Se un reticolo distributivo e limitato ammette il complemento allora quest’ultimo & una involu-
zione.

Lemma 2.6.5. Sia (L, A, V, 1,0) un reticolo limitato tale che il reticolo (L, \, V) sia distributivo.
Se esiste il complemento — su (L, \,V,1,0) allora per ogni x € L si ha che ——x = x.

Dimostrazione. Si supponga che esista il complemento — su (L, A, V, 1,0).
Per ogni x € L si ha che ~aVx =2V —-x =1eche ~x Ax =z A—-x =0, dunque per ogni x € L
il complemento di —x & x, cioe per ogni x € L si ha che -—x = x. O

Se un reticolo distributivo e limitato ammette il complemento allora in tale reticolo valgono le
leggi di De Morgan.

Lemma 2.6.6. Sia (L, A, V, 1,0) un reticolo limitato tale che il reticolo (L, \, V) sia distributivo.
Se esiste il complemento = su (L, A\, V, 1,0) allora per ogni x,y € L si ha che =(x Ay) = -V -y
e che =(x Vy) = -z A —y.

Dimostrazione. Si supponga che esista il complemento — su (L, A, V, 1,0).

Per ogni z,y € L si ha che

(@Ay)V(mzV-oy)=(aVy)V(eAy) = (e Vy) V) A((-z vV oy) Vy) =
=@V (zV-y)A((mzV-y)Vy) = ((zV-z)V-y)A(-eV(my Vy)) =
=((zVv-x)V-y A(—zV(yV-y)=AV-y)A(-zVv]1)=1A1=1

e che

@Ay A (e Vay)=((@Ay) A-2)V (@ Ay) A-y) =tz A(@Ay) V(2 Ay) A-y)
=((rzAz)Ay)V(EA(yA-y) = ((zA-z)Ay) V(@AY A-y)) =
=0Ay)V(xA0)=0VDO0,

dunque per ogni x,y € L il complemento di x Ay ¢ —x V —y, cioe per ogni x,y € L si ha che

—(zAy) =z V y.

Per ogni z,y € L si ha che

(@Vy)V(zA-y)=(zVy)V-z)A((zVy) V-y) =(aV(eVy)A((zVy)V-y)
=((rzva)Vy) AV (yV-y)=((zV-z)Vy) A(zV(yV-y) =
=(1VyA(zvl)=1A1

A
A

e che

@Vy ANz A-y)=(zA-y)A@Vy) =tz A-y)Az)V((-zA-y) Ay) =

= @A (e A=y) V(e Ay Ay) = (@ A-z) A=y) vV (mz A (ty Ay)) =
=((zA=z)AN=y)V(~zAYA-y)=0A-y)V(-zA0)=0VvV0=0,
dunque per ogni z,y € L il complemento di = Vy ¢ —x A —y, cioe per ogni x,y € L si ha che
—(xVy)=-xA-y. O

Se un reticolo distributivo e limitato ammette il complemento allora ammette anche 'implica-
zione.

Proposizione 2.6.7. Sia (L,A,V,1,0) un reticolo limitato tale che il reticolo (L,N\,V) sia
distributivo. Se esiste il complemento — su (L, A\,V,1,0) allora l'operazione binaria — definita
su L ponendo x — y = —(x A —y) per ogni x,y € L é l'implicazione su (L, N\, V).

Dimostrazione. Si supponga che esista il complemento — su (L, A, V, 1,0).
Si definisce 'operazione binaria — su L ponendo x — y = —(z A —y) per ogni x,y € L.

Siano x,y € L.
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Sihachex - y=-(xA-y)=—-xV-y=-xVy.

Per ogni z € L si ha che se z A x <y allora

z<-xVz=(zVz)Al=(zVz)A(xV-x)=(-zVz)A(-zVz)=-zV(zAzx)<
<—zVy=z—y

e che se z < x — y allora

ANz <(z—=y)ANe=(zVyAz=xA(-zVy) =@A-x)V(@eAy) =0V (zAy) =

=rAy =<y,

dunque per ogni z € L si ha che z <z — y se e solo se z A x < y, cioe x — y e 'implilcazione

tra x e y.

Per Darbitrarieta di =,y € L si ha quindi che 'operazione — ¢ I'implicazione su (L, A, V). O

La condizione relativa all’implicazione, presente nella definizione di algebra di Boole, non &
quindi necessaria.

Definizione 2.6.8 (Algebra di Boole, definizione minimale). Un’algebra di Boole é una struttura
algebrica (B, A, V,—,1,0) tale che (B, A\, V) ¢é un reticolo distributivo, (B, A\, V,1,0) é un reticolo
limitato e = ¢ il complemento su (B, A, V,1,0).

In un’algebra di Boole il massimo elemento ed il minimo elemento sono uno il complemento
dell’altro.

Lemma 2.6.9. Sia (B,A,V,—,1,0) un’algebra di Boole. Si ha che =1 =0 e che =0 = 1.

Dimostrazione. Si ha che 1V0=1echel A0=0, quindi -1 =0.
SihacheOVv1=1eche0A1l=0, quindi -0 = 1. O

In un’algebra di Boole lo pseudocomplemento coincide con il complemento.

Lemma 2.6.10. Sia (B, A\, V,—,1,0) un’algebra di Boole, sia — l'implicazione su (B, A\, V,—,1,0)
e sia — lo pseudocomplemento sull’algebra di Heyting (B, \,V,—,1,0). Per ogni x € B si ha
che —x = —x.

Dimostrazione. L’implicazione & definita ponendo z — y = —(z A —y) per ogni x,y € B e lo
pseudocomplemento ¢ definito ponendo —x = z — 0 per ogni x € B.
Per ogni x € Bsihache —x =2 —0=-(x A—=0) =—=(x A1) = —x. O

Si puo definire un’operazioni unaria - su Prop(£)/F ponendo —[¢]- = [~¢]-. Si puo dimo-
strare che 'operazione unaria — & ben definita, cioé che non dipende dai rappresentanti delle
classi di equivalenza, che ¢ il complemento su (Prop(L) /i, A, Vie, Iprop(z) /> OProp(c) /) © che
(Prop(L)/F, Avy Vies =, Iprop () /-5 OProp(c) /) € un’algebra di Boole, detta algebra di Linden-
baum della logica proposizionale classica.
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Capitolo 3

Modelli algebrici

In questo capitolo si introducono alcune nozioni di modello algebrico e le relative nozioni di sod-
disfacibilita nel caso della logica proposizionale intuizionista e classica, quindi se ne analizzano
le relazioni utilizzando una metateoria intuizionista, una metateoria classica ed una metateoria
classica con assioma della scelta.

3.1 Modelli intuizionisti

Una valutazione delle proposizioni di un linguaggio proposizionale ¢ una funzione che associa
a ciascuna proposizione del linguaggio un valore di verita, rispettando la proposizione vera, la
proposizione falsa e i connettivi congiunzione, disgiunzione e implicazione.

Definizione 3.1.1 (Valutazione). Una valutazione delle proposizioni di un linguaggio propo-
sizionale L in un’algebra di Heyting (H,\,V,—,1,0) é una funzione V : Prop(L) — H tale
che:

=1;
V(L) =0;
se ¢, € Prop(L) allora V(¢ A1) =V (p) ANV ();

se ¢, € Prop(L) allora V(¢ V) =V (o) VV(Y);
se ¢, € Prop(L) allora V(¢ — ) =V (p) = V().

Se (H,N,V,—,1,0) ¢ un’algebra di Heyting, V & una valutazione delle proposizioni di un
linguaggio proposizionale £ nell’algebra di Heyting (H,A,V,—,1,0) e ¢ € Prop(L) allora
V(m¢) =V(p— L) =V(g) > V(L) =V(¢) = 0=-V(¢).

Un modello intuizionista per un insieme di proposizioni I' di un linguaggio proposizionale ¢ dato
da un’algebra di Heyting non banale che rappresenta i possibili valori di verita delle proposizioni
e da una valutazione delle proposizioni del linguaggio nell’algebra di Heyting che valuta vere
tutte le proposizioni in I'. Il motivo per il quale si richiede che ’algebra di Heyting non sia
banale, ovvero che non sia costituita da un solo elemento, & che si vuole evitare di trattare il
caso in cui il vero ed il falso coincidono.

Definizione 3.1.2 (Modello intuizionista). Un modello intuizionista per un insieme di proposi-
zioni I di un linguaggio proposizionale L € una coppia ((H,\,V,—,1,0),V) in cui (H,\,V,—,1,0)
e un’algebra di Heyting non banale e V & una valutazione delle proposizioni del linguaggio L
nell’algebra di Heyting (H,N\,V,—,1,0) tale che V(¢) =1 per ogni ¢ € I.
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Definizione 3.1.3 (Soddisfacibilita intuizionista). Un insieme di proposizioni I di un linguag-
gio proposizionale L € soddisfacibile intuizionisticamente se esiste un modello intuizionista per
I.

Un 2-modello per un insieme di proposizioni I' di un linguaggio proposizionale ¢ un modello
intuizionista per I' in cui tutte le proposizioni del linguaggio possono essere valutate solo vere
o false.

Definizione 3.1.4 (2-modello, definizione intuizionista). Un 2-modello per un insieme di pro-
posizioni I' di un linguaggio proposizionale L é un modello intuizionista ((H,N\,V,—,1,0),V)
per I' tale che H = {0,1}.

Definizione 3.1.5 (2-soddisfacibilita, definizione intuizionista). Un insieme di proposizioni T’
di un linguaggio proposizionale L ¢ 2-soddisfacibile se esiste un 2-modello per I.

Un insieme numerabile ¢ un insieme tale che ad ogni elemento si puo associare un numero
naturale distinto.

Definizione 3.1.6 (Insieme numerabile). Un insieme S é numerabile se esiste una funzione
iniettiva f : S — N.

Un’algebra di Heyting numerabile € un’algebra di Heyting il cui insieme di supporto ¢ numera-
bile.

Definizione 3.1.7 (Algebra di Heyting numerabile). Un’algebra di Heyting numerabile ¢ un’al-
gebra di Heyting (H,\,V,—,1,0) tale che l'insieme H ¢ numerabile.

Un N-modello intuizionista per un insieme di proposizioni I' di un linguaggio proposizionale L ¢
un modello intuizionista per I' in cui tutte le proposizioni del linguaggio possono essere valutate
solo in un un insieme numerabile di valori di verita.

Definizione 3.1.8 (N-modello intuizionista). Un N-modello intuizionista per un insieme di
proposizioni I' di un linguaggio proposizionale L é un modello intuizionista ((H, A, V,—,1,0),V)
per I' tale che l'algebra di Heyting (H,N\,V,—,1,0) é numerabile.

Definizione 3.1.9 (N-soddisfacibilita intuizionista). Un insieme di proposizioni I' di un lin-
guaggio proposizionale L é N-soddisfacibile intuizionisticamente se esiste un N-modello intui-
zionista per I

3.2 Modelli classici

Se (B,A,V,—,1,0) ¢ un’algebra di Boole, — & I'implicazione su (B, A,V,—,1,0), — & lo pseu-
docomplemento su (B, A,V,—,1,0), V ¢ una valutazione delle proposizioni di un linguaggio
proposizionale £ nell’algebra di Boole (B, A,V,—,1,0) e ¢ € Prop(L) allora

V(=¢) =V(¢p—= 1) =V(g) = V(L) =V(¢) = 0==V(¢) = V().

Un modello classico per un insieme di proposizioni I' di un linguaggio proposizionale ¢ dato da
un’algebra di Boole non banale che rappresenta i possibili valori di verita delle proposizioni e
da una valutazione delle proposizioni del linguaggio nell’algebra di Boole che valuta vere tutte
le proposizioni in T'.

Definizione 3.2.1 (Modello classico). Un modello classico per un insieme di proposizioni I di
un linguaggio proposizionale L é una coppia ((B,\,V,—,1,0),V) in cui (B, A,V,—,1,0) é un’al-
gebra di Boole non banale e V' é una valutazione delle proposizioni del linguaggio L nell’algebra
di Boole (B,\,V,—,1,0) tale che V(¢) =1 per ogni ¢ € T.
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Definizione 3.2.2 (Soddisfacibilita classica). Un insieme di proposizioni I' di un linguaggio
proposizionale L & soddisfacibile classicamente se esiste un modello classico per I'.

Un 2-modello per un insieme di proposizioni I' di un linguaggio proposizionale ¢ un modello
classico per I' in cui tutte le proposizioni del linguaggio possono essere valutate solo vere o false.

Definizione 3.2.3 (2-modello, definizione classica). Un 2-modello per un insieme di proposi-
zioni T di un linguaggio proposizionale L é un modello classico ((B,\,V,—,1,0),V) per T tale
che B=1{0,1}.

Definizione 3.2.4 (2-soddisfacibilita, definizione classica). Un insieme di proposizioni I' di un
linguaggio proposizionale L é 2-soddisfacibile se esiste un 2-modello per T'.

Siccome 1'unica algebra di Heyting di due elementi ({0,1},A,V,—,1,0) coincide con 'unica
algebra di Boole di due elementi, le nozioni di 2-modello e di 2-soddisfacibilita definite nel
caso della logica proposizionale classica (definizioni 3.2.3 e 3.2.4) sono equivalenti alle rispettive
nozioni definite nel caso della logica proposizionale intuizionista (definizioni 3.1.4 e 3.1.5).

Un’algebra di Boole numerabile ¢ un’algebra di Boole il cui insieme di supporto ¢ numerabile.

Definizione 3.2.5 (Algebra di Boole numerabile). Un’algebra di Boole numerabile é un’algebra
di Boole (B, A\,V,—,1,0) tale che l'insieme B é numerabile.

Un N-modello classico per un insieme di proposizioni I'" di un linguaggio proposizionale £ € un
modello classico per I' in cui tutte le proposizioni del linguaggio possono essere valutate solo in
un un insieme numerabile di valori di verita.

Definizione 3.2.6 (N-modello classico). Un N-modello classico per un insieme di proposizioni
I’ di un linguaggio proposizionale £ é un modello classico ((B,N,V,—,1,0),V) per I tale che
lalgebra di Boole (B, A\,V,—,1,0) é numerabile.

Definizione 3.2.7 (N-soddisfacibilita classica). Un insieme di proposizioni I' di un linguaggio
proposizionale L & N-soddisfacibile classicamente se esiste un N-modello classico per T.

3.3 Soddisfacibilita intuizionista vs soddisfacibilita classica

Si vuole dimostrare che un insieme di proposizioni I' di un linguaggio proposizionale £ &
soddisfacibile intuizionisticamente se e solo se ¢ soddisfacibile classicamente.

Grazie al fatto che ogni algebra di Boole ¢ un’algebra di Heyting si ha che ogni modello clas-
sico per un insieme di proposizioni I' di un linguaggio proposizionale £ ¢ un modello intui-
zionista per I', si ha dunque che se I' & soddisfacibile classicamente allora I' & soddisfacibile
intuizionisticamente.

Teorema 3.3.1. Se un insieme di proposizioni I' di un linguaggio proposizionale L é soddisfa-
cibile classicamente allora I' é soddisfacibile intuizionisticamente.

Dimostrazione. Sisupponga che I sia soddisfacibile classicamente, allora esiste un modello clas-
sico per I', ovvero esistono un’algebra di Boole non banale (B, A,V,—,1,0) ed una valutazione
V' delle proposizioni del linguaggio £ nell’algebra di Boole (B, A,V,—,1,0) tale che V(¢) = 1
per ogni ¢ € I'.

Siccome ogni algebra di Boole & un’algebra di Heyting per la proposizione 2.6.4, si ha che I'alge-
bra di Boole (B, A, V,—,1,0) & un’algebra di Heyting, allora ((B,A,V,—,1,0),V) & un modello
intuizionista per I', dunque I' & soddisfacibile intuizionisticamente. ]
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Per dimostrare il viceversa, ovvero che se un insieme di proposizioni I' di un linguaggio proposi-
zionale L ¢ soddisfacibile intuizionisticamente allora I" € soddisfacibile classicamente, ¢ necessaria
una costruzione piu articolata.

Gli elementi di un’algebra di Heyting che coincidono con il loro doppio pseudocomplemento si
dicono elementi regolari.

Definizione 3.3.2 (Elemento regolare). Sia (H,A,V,—,1,0) un’algebra di Heyting e sia — lo
pseudocomplemento su (H,\,V,—,1,0). Un elemento v € H ¢é regolare se — —x = x.

L’insieme degli elementi regolari di un’algebra di Heyting si puo atteggiare ad algebra di Boole.

Proposizione 3.3.3. Sia (H,\,V,—,1,0) un’algebra di Heyting e sia — lo pseudocomplemento

su (H,A\,V,—,1,0). Si definisce linsieme Hyeq = {x € H | — —x = x}. Si definiscono due
operazioni binarie Nreg € Vyeg SU Hyeg ponendo x Ayegy = Ay € Vyegy = ——(xVy). Si definisce
un’operazione unaria —yeg su Hyeq ponendo —yegr = —x. Si definiscono 1y, = 1 € Op,,, = 0.

Si ha che (Hreg, Nregy Vregs Tregs LHyey» OH,.,) € un’algebra di Boole. Inoltre, se (H,A\,V,—,1,0) e
un’algebra di Heyting non banale allora (Hyeg, Areg, Vreg, regs 1ng,0ng) e un’algebra di Boole
non banale.

Una dimostrazione della proposizione 3.3.3 si trova in [5, pagina 10].

La proposizione 3.3.3 consente di definire la nozione di algebra di Boole degli elementi regolari
di un’algebra di Heyting.

Definizione 3.3.4 (Algebra di Boole degli elementi regolari). Sia (H,A,V,—,1,0) un’algebra
di Heyting e sia — lo pseudocomplemento su (H,N\,V,—,1,0). L’algebra di Boole degli ele-
menti regolari di (H,A\,V,—,1,0) ¢ lalgebra di Boole (Hyeg, Aregy Viregs Tregs L Hyegs OHyey) 0 CUI

Hyg={x € H| - —a ==z} ¢élinsieme degli elementi regolari di (H,\,V,—,1,0), Areg € Nreg
sono le operazioni binarie su H., definite ponendo x Npegy = TNy € T Vyegy = — — (zVy),
g € l'operazione unaria su Hyey definita ponendo =g = —x, leg =1le Ong =0.

L’algebra di Boole degli elementi regolari di un’algebra di Heyting non & una sottoalgebra
dell’algebra di Heyting in quanto ’operazione di sup sull’algebra di Boole degli elementi regolari
non ¢ indotta dall’operazione di sup dell’algebra di Heyting.

In un’algebra di Heyting il doppio pseudocomplemento commuta con 'inf.

Lemma 3.3.5. Sia (H,A\,V,—,1,0) un’algebra di Heyting e sia — lo pseudocomplemento su
(H,N\,V,—,1,0). Per ogni z,y € H si ha che — — (z ANy) =(——x) AN (— —y).

Dimostrazione. Siano z,y € H.

Si ha che x Ay < z, quindi —z < —(x A y), dunque — — (x Ay) < — — .

Si ha che z Ay <y, quindi —y < —(x Ay), dunque — — (z A y) < — —y.

Dal fatto che ——(xAy) < ——z e che ——(xAy) < ——y segue che ——(xAy) < (——z)A(——y).
Si ha che ((—(z Ay)Ax) ANy =(—(xAy)A(xAy) = ((zAy) = 0)A(zAy) <0, allora
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—(zANy) Nz <y—0=—y, quindi —(z Ay) <z — (—y), dunque

(=)A= A (=@ry) < (—2) A (==y) A (2= (-y) =
=(—2) A==y A= (-y)) =
=(=—2)A((=(=y) A (z = (-y)) =
=(=—2)A(((y) = ) A (z = (—y))) =
=(—2)A (= (-y) A ((-y) = 0) <
<(—=2)AN(x—=0)=(—(—2) AN(x = 0) =
= (=(=2)) A (=z) = ((=2) = 0) A (=) <0,

da cui (= —z) A (= —y) < (=(zAy) 2 0=—(=(zAy)) = ——(zAy).

Dal fatto che — — (z Ay) < (— —z) A (——y) eche (——z) A (——y) < —— (x Ay) segue che

——(@Ay)=(=—z) A (=—y) O

In un’algebra di Heyting lo pseudocomplemento dell’implicazione tra due elementi coincide con
Iinf tra il doppio pseudocomplemento del primo elemento e lo pseudocomplemento del secondo
elemento.

Lemma 3.3.6. Sia (H,A\,V,—,1,0) un’algebra di Heyting e sia — lo pseudocomplemento su
(H,\,V,—,1,0). Per ogni x,y € H si ha che —(x = y) = (— —x) A (—y).

Dimostrazione. Siano x,y € H.
Si hache (—z) Az =(x = 0) Az <0<y, allora —x <z — vy, quindi —(z - y) < — —z.
Si ha che y Ax <y, alloray < x — y, quindi —(z — y) < —y.
Dal fatto che —(z — y) < — —x e che —(z — y) < —y segue che —(z = y) < (— —x) A (—y).
Sthache (—y)AN(z—=y)=Y—-0A(z—=y) =(@—=>y) A(y—0) <z —0,allora
(=)A= A (@ =y =(——2)A(=y) Az =y) <(=—2)A (2= 0) =

= (=) A (=) = (=(=2)) A (=2) = ((=2) = 0) A (—2) <0,
quindi (- —2) A (—y) < (z = y) 2 0=—(z = y).
Dal fatto che —(x — y) < (— —x) A (—y) e che (— —z) A (—y) < —(z — y) segue che
—(@ = y) = (= —2) A (-y) O

Uno strumento fondamentale per studiare le relazioni tra le nozioni di soddisfacibilita intuizio-
nista e di soddisfacibilita classica e costituito dagli omomorfismi di algebre di Heyting.

Definizione 3.3.7 (Omomorfismo di algebre di Heyting). Un omomorfismo dall’algebra di
Heyting (H, \,V,—,1,0) all’algebra di Heyting (H',N',V', =", 0/, 1) é una funzione f : H — H'
che soddisfa le sequenti proprieta:

f(l) =1

f(0) =0

flany)=fl@)N fy);

flavy)=fl@)V' f(y);

fl@—=y)=[fz) =" fy).

Gli omomorfismi di algebre di Heyting rispettano gli ordini.

Lemma 3.3.8. Siano (H,\,V,—,1,0) e (H',\N',V', =/, 0/, 1") due algebre di Heyting e sia f un
omomorfismo dall’algebra di Heyting (H, \,V,—,1,0) all’algebra di Heyting (H', N',V',—=',0',1").
Per ogni x,y € H si ha che se x <y allora f(z) < f(y).

Dimostrazione. Per ogni z,y € H si ha che se x <y allora x = z A y, quindi

f(@) = flz Ay) = f(z) N f(y), dunque f(z) <" f(y). =
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L’analogia tra le definizioni di valutazione delle proposizioni di un linguaggio proposizionale e di
omomorfismo di algebre di Heyting consente di dimostrare che componendo una valutazione delle
proposizioni del linguaggio con un omomorfismo di algebre di Heyting si ottiene nuovamente
una valutazione delle proposizioni del linguaggio.

Proposizione 3.3.9. Siano (H,A\,V,—,1,0) e (H',N,V', =/, 1,0') due algebre di Heyting, sia
V' una valutazione delle proposizioni di un linguaggio proposizionale L nell’algebra di Heyting
(H,\,V,—,1,0) e sia f un omomorfismo dall’algebra di Heyting (H,\,V,—,1,0) all’algebra
di Heyting (H',N',V',—',1".0'). Si ha che V' = foV ¢ una valutazione delle proposizioni del
linguaggio L nell’algebra di Heyting (H',N',V',—=',1",0/).

Dimostrazione. Si ha che V/(T) = (foV)(T) = f(V(T)) = f(1)=1".

Si ha che V(L) = (foV)(L) = f(V(L)) = f(0)=0.

Si ha che

VigAD)=(foV)(@AY)=Ff(V(eAY))=f(V($) AV () = F(V(e) N f(V(¥)) =
= (foV)@) N (foV)¥) =V'(¢) N V().

Si ha che

Vi@Vvy)=(foV)(oVvy)=f(V(eVy)=FfV(e) VV(¥) = f(V(e) V' f(V(¥)) =
=(foV)(@) V' (foV)(¥)=V'(¢) V' V'(¢).

Si ha che

Vg =)= (foV)(d—=v)=FfV(d—v)=fV(e) > V(¥) =f(V($) = f(V(¥)) =

= (foV)(¢) =" (foV)(¥) =V(¢) = V().

La funzione che associa ad ogni elemento di un’algebra di Heyting il suo doppio pseudocom-
plemento & un omomorfismo dall’algebra di Heyting all’algebra di Boole degli elementi regolari
dell’algebra di Heyting.

Proposizione 3.3.10. Sia (H,A\,V,—,1,0) un’algebra di Heyting, sia — lo pseudocomplemen-
to su (H,N\,V,—,1,0), sia (Hyeg, Aregy Vreg, Tregs LH,eg OH,.,) 1'algebra di Boole degli elementi
regolari di (H,N\,V,—,1,0) e sia —py limplicazione su (Hyeg, Aregy Viregs Tregs LHyegs OHyey) - St
definisce una funzione Ty : H — Hyeg ponendo Tyey(x) = — — x. Si ha che la funzione e, €
ben definita ed é un omomorfismo dall’algebra di Heyting (H,A\,V,—,1,0) all’algebra di Heyting
(Hregs Aregs Vregs = regs LHyegy O,y )-

Dimostrazione. Si vuole dimostrare che oz ¢ ben definita.

Per ogni € H si ha che — — () = — — (——2) = — — —(—2) = —(—2) = — — = = Tyeg(2),
quindi che Tyeg(z) € Hyeg.

Si ha quindi che 7 ¢ ben definita.

Si vuole dimostrare che mes € un omomorfismo dall’algebra di Heyting (H, A, V,—,1,0) all’al-
gebra di Heyting (Hyeg, Aregs Vieg, —*regs 1Hyegs OHieg )

Si ha che meg(l) = ——-1=—(-1)=-0=1=1p,,.
Si ha che mMeg(0) = — = 0= —(-0) = =1 =0 = 0p,,.
gl Ea d}lle Treg(TNY) = — = (@ AY) = (= =) A= —Y) = Treg(T) A Treg(Y) = Treg(T) Areg Treg(¥)-
Treg(zVy)=——(zVy)=—(—(2Vy)=-((-2)A(-y) = (- ——2) A (- ——y) =
=—((—==2)A(===-m)=—(-(=—2)V(=—y)) =
=——((—=2) V(= —9y) = = = (Mreg() V Treg(y)) = Mreg(®) Vreg Mreg(y)-
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Si ha che
Mgz =2 y)=——(@—=y)=—(—@—=y)=—((—-2)A(=y) =—(——2) A (== —y) =
=—((==2) A (=(= = 9))) = =(Treg() A (—Treg(y))) =
= —(Treg () A (TregTreg(y))) = —(Treg (@) Areg (TregTreg(y))) =
= ﬂreg(ﬂ'reg(ﬂf) Areg (_‘regﬂ'reg(y))) = 7Treg(fv) —rreg Wreg(y)'
Si ha quindi che g € un omomorfismo dall’algebra di Heyting (H, A, V, —,1,0) all’algebra di
Heyting (Hreg, Areg, Vregs —*regs L Hyegs OHyeg)- O

Si puo dimostrare che se un insieme di proposizioni I' di un linguaggio proposizionale L &
soddisfacibile intuizionisticamente allora I' & soddisfacibile classicamente.

Teorema 3.3.11. Se un insieme di proposizioni I' di un linguaggio proposizionale L & soddi-
sfacibile intuizionisticamente allora I' é soddisfacibile classicamente.

Dimostrazione. Si supponga che I sia soddisfacibile intuizionisticamente, allora esiste un mo-
dello intuizionista per I', ovvero esistono un’algebra di Heyting non banale (H,A,V,—,1,0) ed
una valutazione V' delle proposizioni del linguaggio £ nell’algebra di Heyting (H, A, V,—,1,0)
tale che V(¢) =1 per ogni ¢ € I

Sia (Hreg, Aregs Vregs Tregs 1 Hyeg» OH,oy ) 1'algebra di Boole degli elementi regolari di (H, A, V, —,1,0),
siccome Dalgebra di Heyting (H, A,V,—,1,0) & non banale si ha che I’algebra di Boole

(Hreg, Aregs Vregs reg 1 Hyog» OH,ey) € NON banale per la proposizione 3.3.3.

Sia — lo pseudocomplemento su (H, A, V,—,1,0).

Si definisce una funzione mes : H — Hyee ponendo meg(x) = — — x. Per la proposizione
3.3.10 si ha che la funzione m.e; ¢ ben definita ed ¢ un omomorfismo dall’algebra di Heyting
(H,A,V,—,1,0) all’algebra di Boole (Hyeg, Areg, Vieg, Tregs L Hyegs OHyeg)-

Siccome V' & una valutazione delle proposizioni del linguaggio £ nell’algebra di Heyting
(H,N,V,—,1,0) e mp & un omomorfismo dall’algebra di Heyting (H, A, V,—,1,0) all’algebra di
Boole (Hreg, Areg, Vregs Treg 1 Hyeg> 0 Hreg) si ha che Vieg = Mg oV € una valutazione delle proposi-
zioni del linguaggio £ nell’algebra di Boole (Hyeg, Areg, Vregs Tregs L Hyegs OH,e ) PET la proposizione
3.3.9.

Per ogni ¢ € T si ha che Vieg(¢) = (Trreg © V)(¢) = Mreg(V(h)) = Mreg(1) = 1m,.,-

Si ha quindi che ((Hreg, Areg, Vreg: Tregs L Hyegs OHyeg )5 Vieg) € un modello classico per I', dunque I
& soddisfacibile classicamente. O

Si ha quindi che un insieme di proposizioni I' di un linguaggio proposizionale £ ¢ soddisfacibile
intuizionisticamente se e solo se I' ¢ soddisfacibile classicamente.

Teorema 3.3.12. Un insieme di proposizioni I' di un linguaggio proposizionale L é soddisfaci-
bile intuizionisticamente se e solo se I' e soddisfacibile classicamente.

Dimostrazione. Se I & soddisfacibile intuizionisticamente allora I' & soddisfacibile classicamente
per il teorema 3.3.11. Viceversa, se I' e soddisfacibile classicamente allora I' e soddisfacibile
intuizionisticamente per il teorema 3.3.1. ]

Il risultato precedente, ovvero il fatto che la soddisfacibilita intuizionista coincida con la soddi-
sfacibilita classica, vale per la logica proposizionale ma non per la logica predicativa.

Ad esempio, la formula (=Vz¢(x)) A (-3x—¢(z)) € soddisfacibile intuizionisticamente ma non e
soddisfacibile classicamente.

27



Una costruzione canonica permette di ottenere un’algebra di Heyting completa (cioe tale che
ogni sottoinsieme dell’algebra di Heyting ammetta estremo inferiore ed estremo superiore) a
partire da uno spazio topologico (X, 7): si definisce un’operazione binaria — su 7 ponendo
01— 0= J{O € 7| 01 NO C O3}, si puod dimostrare che (7,N,U, —, X, &) & un’algebra di
Heyting completa.
Dato un dominio D, si puo definire una valutazione Vp delle formule di un linguaggio predi-
cativo £ nell’algebra di Heyting completa (7,N,U, —, X, @) ponendo V(T) = 1, V(L) = 0,
V(e Ay) =V(0) NV (), V(e V) =V(e) UV(¥), V(e = ¢) =V () = V(¢),
V(va(z)) = It(Ngep V(6(d)) e V(3z6(@)) = Ugep V(#(d)).
In particolare, a partire dallo spazio topologico (R, 7r), dove 7 ¢ la topologia standard su R,
si puo costruire 'algebra di Heyting completa (1g,N,U, —, R, &), inoltre, considerando come
dominio I'insieme D = R si puo definire una valutazione Vg delle formule di un linguaggio pre-
dicativo Ly nell’algebra di Heyting completa (g, N, U, —, R, &) ponendo Vkr(A(d)) = R ~ {d}.
Si ha che
Ve((=Vze(z)) A (-Fz-(x))) = Ve(=Vae(z)) N Ve(-Fz-d(x)) =

= Vr((Vzo(x)) — L) N VR((Fz—¢(x)) — L) =

= (Ve(Vzo(z)) = VR(L)) N (Ve(Gz—¢(z)) — V(L)) =

= ((Int([) Ve(¢(d))) = @) n (| Ve(-(a))) = 2) =

= ((Int(ﬁi Ve(6(d)))) = 2) N ((:Oi Ve(o(d) = 1)) = 2) =

= ((Int(daIR V((d)))) = 2) N ((Q(VR(¢(d)) = V(1)) = 2) =

= ((Int(di V(¢(d)))) = @) N ((Q(VR(¢(d)) = 9)) = 9) =

= ((Int(dfel(]R ~{d})) = @) N ((dEJR((R ~{d}) = 9) = 9) =

= ((Int(;)) — )N ((dUR(U{O eem | R~ A{d})nOCa})) —»0o)=
= ((Int(2)) = @) N ((CIDR(U{@})) - 9) =

= ((Int(2)) = )N ((Qg(@) 2 2)=@=22)N(@ = 9)=

:U{OGTR|®HO§®}QU{OETR!Qﬂog@}:
:U{OGT}R}QU{OETR}:RQRZR.

Si ha quindi che la formula (=Vz¢(z)) A (-3z—¢(x)) € soddisfacibile intuizionisticamente.

Si vuole dimostrare che in ogni algebra di Boole completa (B, A,V,—,1,0), per ogni insieme
{z; € B | i € I}, si ha che \,c; ~x; = =\/,;c; %, ovvero che =\/,.; x; ¢ l'estremo inferiore
dell’insieme {—x; | i € I}.

Si ha che z; < A,c;2; per ogni j € I, allora = A\, _; 2; < —x; per ogni j € I.

Se y < —x; per ogni j € I allora x; = ~—x; < —y per ogni j € I, quindi \/,; z; < —y, dunque
Y=< Ve i

Si ha quindi che =/, ; z; € I'estremo inferiore dell'insieme {—z; | i € I}, ovvero che

Nier i = = Vier i

Dato un dominio D, una valutazione Vp delle formule di un linguaggio predicativo £ in un’al-
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gebra di Boole completa (B, A,V,—,1,0) deve rispettare le condizioni Vp(T) =1, Vp(L) = 0,
Vp(¢ Ap) = V() AVp(), Vp(¢ V) = V(@) V Vb(¥), Vb(¢ = ¢) = Vp(8) — Vb(¥),
‘S/p}(lwi(f)) = Naep Vp(9(d)) e Vp(Fzo(x)) = Ve p VD(o(d)).

Vp((=Vz¢(z)) A (=F2-¢(2))) = VD((-Vre(x))) A Vp(-Tz=g(z)) =

)
= (=Vp((V24(2)))) A (=Vp(Fz—¢(2))) =
= (= A\ Vo) A=\ Vp(-(d))) =

deD deD

= (= A\ Vo(s(d) A ( N\ =Vp(-6(d))) =
deD deD

= (= \ Vo@@) A\ ~=Vp(e(d) =
deD deD

= (= A\ Vo(é(@d)) A (/\ Vb(e(d) =
deD deD

= (/\ Vo(e@)) A (= A Vb(6(d))) = 0.

deD deD
Si ha quindi che la formula (=Va¢(z)) A (—3z—¢(x)) non & soddisfacibile classicamente.

3.4 N-soddisfacibilita intuizionista vs N-soddisfacibilita classica

Si vuole dimostrare che un insieme di proposizioni I' di un linguaggio proposizionale £ ¢ N-
soddisfacibile intuizionisticamente se e solo se ¢ N-soddisfacibile classicamente.

Grazie al fatto che ogni algebra di Boole & un’algebra di Heyting si ha che ogni N-modello classico
per un insieme di proposizioni I' di un linguaggio proposizionale £ & un N-modello intuizioni-
sta per I', si ha dunque che se I' ¢ N-soddisfacibile classicamente allora I' & N-soddisfacibile
intuizionisticamente.

Teorema 3.4.1. Se un insieme di proposizioni I' di un linguaggio proposizionale L é N-
soddisfacibile classicamente allora I' ¢ N-soddisfacibile intuizionisticamente.

Dimostrazione. Sisupponga che I' sia N-soddisfacibile classicamente, allora esiste un N-modello
classico per I', ovvero esistono un’algebra di Boole non banale numerabile (B, A, V,—,1,0) ed
una valutazione V' delle proposizioni del linguaggio £ nell’algebra di Boole (B, A, V,—,1,0) tale
che V(¢) =1 per ogni ¢ € T.

Siccome ogni algebra di Boole & un’algebra di Heyting per la proposizione 2.6.4, si ha che I’al-
gebra di Boole (B, A, V,—,1,0) ¢ un’algebra di Heyting non banale numerabile, allora
((B,A,V,7,1,0),V) & un N-modello intuizionista per I', dunque I" & N-soddisfacibile intuizio-
nisticamente. U

Si ha che lalgebra di Boole degli elementi regolari di un’algebra di Heyting numerabile &
numerabile.

Proposizione 3.4.2. Sia (H,N\,V,—,1,0) un’algebra di Heyting e sia

(Hyegs Nregy Vregs Tregs 1ng,Ong) Ualgebra di Boole degli elementi regolari di (H,N\,V,—,1,0).
Se l'algebra di Heyting (H,A\,V,—,1,0) é numerabile allora ’algebra di Boole

(H regy Nregs Vregs Tregs 1Heyy OH,.,) € numerabile.
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Dimostrazione. Si supponga che l'algebra di Heyting (H, A, V,—,1,0) sia numerabile, allora
Iinsieme H & numerabile, quindi esiste una funzione iniettiva f : H — N.

Sia — lo pseudocomplemento su (H,A,V,—,1,0), si ha che Hieg ={r € H| - -2 =2} C H,
allora la funzione g : Hyeg — N definita ponendo g(z) = f(x) € iniettiva, quindi I'algebra di
Boole (Hyeg, Aregs Vreg, Tregs 1 Hyeg» OH,ep) € NUmerabile. O

Si puo dimostrare che se un insieme di proposizioni I' di un linguaggio proposizionale £ &
N-soddisfacibile intuizionisticamente allora I" € N-soddisfacibile classicamente.

Teorema 3.4.3. Se un insieme di proposizioni I' di un linguaggio proposizionale L é N-
soddisfacibile intuizionisticamente allora I' é N-soddisfacibile classicamente.

Dimostrazione. Si supponga che I' sia N-soddisfacibile intuizionisticamente, allora esiste un
N-modello intuizionista per I', ovvero esistono un’algebra di Heyting non banale numerabile
(H,N\,V,—,1,0) ed una valutazione V delle proposizioni del linguaggio £ nell’algebra di Hey-
ting (H, A, V,—,1,0) tale che V(¢) = 1 per ogni ¢ € T".

Sia (Hyeg; Aregs Vreg, Tregs L Hyeg» OH,e, ) 'algebra di Boole degli elementi regolari di (H, A, V, —,1,0),
siccome l'algebra di Heyting (H, A, V,—,1,0) ¢ non banale si ha che l'algebra di Boole

(Hreg, Aregy Vregs Tregs 1 Hyegs 0 Hreg) ¢ non banale per la proposizione 3.3.3 e siccome 'algebra di
Heyting (H,A,V,—,1,0) & numerabile si ha che 'algebra di Boole

(Hreg, Aregs Vregs Tregs 1 Hyeg» OH,ey) © NUmerabile per la proposizione 3.4.2.

Sia — lo pseudocomplemento su (H, A, V,—,1,0).

Si definisce una funzione m; : H — Hyee ponendo Wreg(x) = — — x. Per la proposizione
3.3.10 si ha che la funzione m.e; ¢ ben definita ed ¢ un omomorfismo dall’algebra di Heyting
(H,A,V,—,1,0) all’algebra di Boole (Hyeg, Areg, Vregs Tregs L Hyegs OHreg)-

Siccome V' & una valutazione delle proposizioni del linguaggio £ nell’algebra di Heyting
(H,N,V,—,1,0) e m7p & un omomorfismo dall’algebra di Heyting (H, A, V,—,1,0) all’algebra di
Boole (Hreg, Areg, Vregs Treg, 1 Hyegr OHye g) si ha che Vieg = mego V' € una valutazione delle proposi-
zioni del linguaggio £ nell’algebra di Boole (Hyeg, Areg, Vregs Tregs 1 Hyegs OH,e ) PET la proposizione
3.3.9.

Per ogni ¢ € T si ha che Vieg(¢) = (Treg © V)(@) = Treg(V(9)) = Treg(1) = 1H,,-

Si ha quindi che ((Hreg, Aregs Vregs regs 1Hyeg> OHreg ) Vieg) € un N-modello classico per I', dunque
I'" & N-soddisfacibile classicamente. O

Si ha quindi che un insieme di proposizioni I' di un linguaggio proposizionale £ & N-soddisfacibile
intuizionisticamente se e solo se I' € N-soddisfacibile classicamente.
Teorema 3.4.4. Un insieme di proposizioni I di un linguaggio proposizionale L ¢ N-soddisfacibile

intuizionisticamente se e solo se I' e N-soddisfacibile classicamente.

Dimostrazione. Se I' & N-soddisfacibile intuizionisticamente allora I' & N-soddisfacibile clas-
sicamente per il teorema 3.4.3. Viceversa, se I' & N-soddisfacibile classicamente allora I'
N-soddisfacibile intuizionisticamente per il teorema 3.4.1. O
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Capitolo 4

Soddisfacibilita vs 2-soddisfacibilita
vs N-soddisfacibilita (prima parte)

In questo capitolo si dimostrano le implicazioni che intercorrono tra soddisfacibilita intuizionista
(rispettivamente classica), 2-soddisfacibilita e N-soddisfacibilita intuizionista (rispettivamente
classica) utilizzando una metateoria intuizionista, una metateoria classica ed una metateoria
classica con assioma della scelta.

4.1 Relazioni in una metateoria intuizionista

Chiaramente ogni 2-modello per un insieme di proposizioni I' di un linguaggio proposizionale
L & un N-modello intuizionista per I', quindi se I' & 2-soddisfacibile allora I' ¢ N-soddisfacibile
intuizionisticamente.

Teorema 4.1.1. Se un insieme di proposizioni I' di un linguaggio proposizionale L é 2-soddisfacibile
allora I' & N-soddisfacibile intuizionisticamente.

Dimostrazione. Si supponga che I' sia 2-soddisfacibile, allora esiste un 2-modello per I', ovvero
esiste una valutazione V delle proposizioni del linguaggio £ nell’algebra di Heyting di due
elementi ({0,1},A,V,—,1,0) tale che V(¢) =1 per ogni ¢ € T.

Si definisce una funzione f : {0,1} — N ponendo f(0) =0 e f(1) =1, si ha che la funzione f ¢
iniettiva, quindi l’algebra di Heyting di due elementi ({0,1}, A,V, —,1,0) & numerabile.

Allora si ha che (({0,1},A,V,—,1,0),V) e un N-modello intuizionista per I', dunque I" ¢ N-
soddisfacibile intuizionisticamente. O

Chiaramente ogni N-modello intuizionista per un insieme di proposizioni I' di un linguaggio pro-
posizionale £ ¢ un modello intuizionista per I', quindi se I' ¢ N-soddisfacibile intuizionisticamente
allora I' e soddisfacibile intuizionisticamente.

Teorema 4.1.2. Se un insieme di proposizioni I' di un linguaggio proposizionale L & N-
soddisfacibile intuizionisticamente allora I' é soddisfacibile intuizionisticamente.

Dimostrazione. Si supponga che I' sia N-soddisfacibile intuizionisticamente, allora esiste un N-
modello per I', ovvero esistono un’algebra di Heyting non banale numerabile (H, A, V, —,1,0) ed
una valutazione V' delle proposizioni del linguaggio £ nell’algebra di Heyting (H, A, V,—,1,0)
tale che V(¢) =1 per ogni ¢ € T.
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Allora si ha che ((H, A, V,—,1,0),V) & un modello intuizionista per I', dunque I' ¢ soddisfacibile
intuizionisticamente. O

Utilizzando una metateoria intuizionista, i teoremi 4.1.1 e 4.1.2 garantiscono quindi che per un
insieme di proposizioni I" di un linguaggio proposizionale £ valgono le seguenti implicazioni:
(T" & 2-soddisfacibile) = (I" & N-soddisfacibile intuizionisticamente) = (I" & soddisfacibile intui-
zionisticamente)

Si dimostrera nel seguito (sezione 11.1) che in una metateoria intuizionista si ha che:

(T & soddisfacibile intuizionisticamente) # (I" & N-soddisfacibile intuizionisticamente) e

(I" & N-soddisfacibile intuizionisticamente) # (I" & 2-soddisfacibile)

Chiaramente ogni 2-modello per un insieme di proposizioni I' di un linguaggio proposizionale
L ¢ un N-modello classico per I', quindi se I' ¢ 2-soddisfacibile allora I" ¢ N-soddisfacibile
classicamente.

Teorema 4.1.3. Se un insieme di proposizioni I' di un linguaggio proposizionale L é 2-soddisfacibile
allora T' & N-soddisfacibile classicamente.

Dimostrazione. Si supponga che I' sia 2-soddisfacibile, allora I' ¢ N-soddisfacibile intuizio-
nisticamente per il teorema 4.1.1, quindi I' & N-soddisfacibile classicamente per il teorema
3.4.3. =

Chiaramente ogni N-modello classico per un insieme di proposizioni I" di un linguaggio propo-
sizionale £ ¢ un modello classico per I', quindi se I' ¢ N-soddisfacibile classicamente allora I" &
soddisfacibile classicamente.

Teorema 4.1.4. Se un insieme di proposizioni I' di un linguaggio proposizionale L é N-
soddisfacibile classicamente allora I' é soddisfacibile classicamente.

Dimostrazione. Sisupponga che I' sia N-soddisfacibile classicamente, allora I &€ N-soddisfacibile
intuizionisticamente per il teorema 3.4.1, quindi I' & soddisfacibile intuizionisticamente per il
teorema 4.1.2, dunque I" & soddisfacibile classicamente per il teorema 3.3.11. ]

Utilizzando una metateoria intuizionista, i teoremi 4.1.3 e 4.1.4 garantiscono quindi che per un
insieme di proposizioni I' di un linguaggio proposizionale £ valgono le seguenti implicazioni:
(T" & 2-soddisfacibile) = (I" & N-soddisfacibile classicamente) = (I" & soddisfacibile classicamente)
Si dimostrera nel seguito (sezione 11.1) che in una metateoria intuizionista si ha che:

(T" & soddisfacibile classicamente) # (I' & N-soddisfacibile classicamente) e

(T & N-soddisfacibile classicamente) # (I" & 2-soddisfacibile)

4.2 Relazioni in una metateoria classica

Utilizzando una metateoria classica si puo dimostrare che se un insieme di proposizioni I' di un
linguaggio proposizionale £ ¢ N-soddisfacibile intuizionisticamente allora I" & 2-soddisfacibile.

Uno strumento fondamentale per studiare le relazioni tra le varie nozioni di soddisfacibilita e
costituito dai filtri.

Definizione 4.2.1 (Filtro). Un filtro su un’algebra di Heyting (H,A\,V,—,1,0) é un sottoin-
sieme F' C H tale che:

o 1€l

e sexcF,yec Hex<yalloray e F;
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o sex,y € F allorax Ny € F.

Un filtro su un’algebra di Heyting si dice proprio se non contiene il minimo elemento dell’algebra
di Heyting.

Definizione 4.2.2 (Filtro proprio). Un filtro F' su un’algebra di Heyting (H,\,V,—,1,0) ¢
proprio se 0 ¢ F.

Si utilizza la notazione Y C,, X per indicare che Y € un sottoinsieme finito dell’insieme X.
Un sottoinsieme di un’algebra di Heyting puo essere esteso ad un filtro sull’algebra di Heyting.

Proposizione 4.2.3. Sia (H,A\,V,—,1,0) un’algebra di Heyting e sia X C H. Si ha che
Uinsieme 1X = {x € H | esiste Y C,, X tale che \Y < x} ¢é un filtro su (H,N\,V,—,1,0).
Inoltre st ha che X C 1X.

Dimostrazione. Si ha che @ C, X e che A @ =1, quindi 1 € 1X.

SerxetX,ye Hex<yalloraesiste Y C, X tale che A\Y < <y, quindi y € 1X.

Se z,y € 71X alloraesistono Y, Z C,, X taliche \Y <ze A Z <y, dunquesihache YUZ C, X
eche A YUZ)=(AY)ANAZ) <z Ay, quindi z Ay € 1X.

Si ha quindi che 1X ¢ un filtro su (H, A, V,—,1,0).

Se z € X allora si ha che {z} C, X e che A{z} =z, quindi z € 1X.

Si ha quindi che X C 1.X. O

La proposizione 4.2.3 consente di definire la nozione di filtro generato da un sottoinsieme di
un’algebra di Heyting.

Definizione 4.2.4 (Filtro generato). Sia (H,A,V,—,1,0) un’algebra di Heyting e sia X C H.
Il filtro generato da X ¢ il filtro 1X = {x € H | esisteY C, X tale che ANY < z} su
(H7/\’ \/7%7 ]"0)'

Il filtro generato da un sottoinsieme di un’algebra di Heyting e il piu piccolo filtro sull’algebra
di Heyting contenente il sottoinsieme stesso.

Proposizione 4.2.5. Sia (H,A\,V,—,1,0) un’algebra di Heyting e sia X C H. Il filtro generato
da X ¢ il piu piccolo (rispetto all’inclusione) filtro su (H,A\,V,—,1,0) contenente X.

Dimostrazione. Per la proposizione 4.2.3 si ha che il filtro generato da X contiene X.

Si vuole dimostrare che 1X ¢ il piu piccolo filtro su (H, A, V,—,1,0) contenente X, ovvero che
se F' ¢ un filtro su (H,A,V,—,1,0) contenente X allora si ha che T X C F.

Sia F un filtro su (H, A, V,—,1,0) e sia x € 1X, allora esiste Y C,, X tale che A Y < z, siccome
F & un filtro su (H, A, V,—,1,0) contenente X si hache Y C, X C F, quindi A Y € F, dunque
z € F.

Si ha quindi che 1X & il piu piccolo filtro su (H, A, V,—,1,0) contenente X. O

Una proprieta importante per estendere un sottoinsieme di un’algebra di Heyting ad un filtro
proprio ¢ la proprieta dell’intersezione finita.

Definizione 4.2.6 (Proprieta dell’intersezione finita). Sia (H, A, V,—,1,0) un’algebra di Hey-
ting e sia X C H. L’insieme X gode della proprieta dell’intersezione finita se per ogni Y C,, X
st ha che NY # 0.

Il filtro generato da un sottoinsieme di un’algebra di Heyting & proprio se ¢ solo se il sottoinsieme
gode della proprieta dell’intersezione finita.
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Proposizione 4.2.7. Sia (H,N\,V,—,1,0) un’algebra di Heyting e sia X C H. Si ha che il
filtro generato da X ¢& proprio se e solo se l’insieme X gode della proprieta dell’intersezione
finita.

Dimostrazione. Si ha che il filtro generato da X & proprio se e solo se 0 ¢ 17X se e solo non
esiste Y C,, X tale che A Y < 0 se e solo se per ogni Y C,, X si ha che AY # 0 se e solo se il
filtro generato da X gode della proprieta dell’intersezione finita. O

Una particolare classe di filtri consente di costruire un 2-modello per un insieme di proposizioni di
un linguaggio proposizionale a partire da un modello intuizionista per 'insieme di proposizioni,
si tratta dei filtri massimali.

Definizione 4.2.8 (Filtro massimale). Un filtro proprio F' su un’algebra di Heyting
(H,N,V,—,1,0) é massimale se per ogni x € H tale che x ¢ F si ha che t1(F U{x}) = H.

Data una catena monotona di filtri su un’algebra di Heyting si ha che la loro unione & un filtro
sull’algebra di Heyting, inoltre se tutti i filtri della catena sono propri allora anche la loro unione
¢ un filtro proprio.

Proposizione 4.2.9. Sia (H,A\,V,—,1,0) un’algebra di Heyting, sia « un ordinale e sia
(F)\)x<a una catena ascendente o discendente (rispetto all’inclusione) di filtri su (H, A, V,—,1,0).
Si ha che F' = Uy.o Fx € un filtro su (H,A,V,—,1,0). Inoltre, se ciascun filtro della catena
(F\)x<a € proprio allora anche il filtro F' é proprio.

Dimostrazione. Si vuole dimostrare che F' ¢ un filtro su (H,A,V,—,1,0).

Si ha che 1 € F) per ogni A < o, quindi 1 € |J,_, Fo = F.

Se x € F allora esiste A < « tale che x € F5, dunque se y € H e x < y si ha che y € F} in
quanto Fy ¢ un filtro su (H,A,V,—,1,0), quindi y € Uy, Fr = F.

Se x,y € F allora esistono A\ < a e Ay < « tali che x € Fy, e y € Fyy, siccome (F))x<a
una catena ascendente o discendente di filtri su (H,A,V,—,1,0) non & restrittivo supporre
che Fy, C Fy,, si ha quindi che z,y € Fy,, dunque z Ay € Fx, perche Fy, ¢ un filtro su
(H,A,V,—,1,0), ne segue che z Ay € [y, F) = F.

Si ha quindi che F & un filtro su (H, A, V,—,1,0).

Se ciascun filtro della catena (F))r<q € proprio allora 0 ¢ F) per ogni A < «, quindi

0 ¢ Uyeq F) = F, dunque il filtro F' ¢ proprio. O

Utilizzando una metateoria classica si puo dimostrare che un sottoinsieme di un’algebra di
Heyting numerabile che gode della proprieta dell’intersezione finita puo essere esteso ad un
filtro massimale.

Proposizione (LEM) 4.2.10. Sia (H,A\,V,—,1,0) un’algebra di Heyting non banale numera-
bile e sia X C H un sottoinsieme di H che gode della proprieta dell’intersezione finita. Allora
esiste un filtro massimale F' su (H,\,V,—,1,0) tale che X C F.

Dimostrazione. Siccome (H, A,V,—,1,0) & un’algebra di Heyting numerabile si ha che I'insieme
H & numerabile, cioe esiste una funzione iniettiva f : H — N.

Posto I = f(H) C N, si definisce una funzione g : I — N ponendo g(n) = |{m € I | m < n}|.
Chiaramente si ha che g ¢ una funzione iniettiva, inoltre si ha che g(I) ¢ un segmento iniziale
di N per costruzione.

Si definisce una funzione h : H — N ponendo h = g o f, siccome f e g sono funzioni iniettive si
ha che h ¢ una funzione iniettiva inoltre si ha che h(H) = (go f)(H) = g(f(H)) = g(I) ¢ un
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segmento iniziale di N.

Posto J = h(H) C N, si definisce una funzione h : H — J ponendo h(z) = h(x) per ogni
x € H, si ha che h & una funzione biiettiva perche ¢ ottenuta dalla restrizione del codominio
all'immagine della funzione iniettiva h.

La funzione h™! : J — H, inversa della funzione h, associa ad ogni elemento del segmento
iniziale di N un elemento di H e consente quindi di costruire una lista xg, ..., 2y, ... di tutti gli
elementi di H.

Per la proposizione 4.2.3 si ha che 1X ¢ un filtro su (H, A, V,—,1,0), inoltre siccome X gode
della proprieta dell’intersezione finita si ha che X & un filtro proprio per la proposizione 4.2.7.
La proposizione 4.2.9 consente di definire induttivamente la seguente catena ascendente di filtri
propri su (H, A, V,—,1,0):

Fy=1X
o[BG s 0 g1 U )
n+l — . .
F, altrimenti.
Si definisce F' = |J,,c s Fi, si ha che F' & un filtro proprio su (H, A, V, —, 1,0) per la proposizione
4.2.9.

Si vuole dimostrare che F' & un filtro massimale su (H, A, V,—,1,0).

Se x,, € H ez, ¢ F allorasi ha che z,,, ¢ F,, per ognin € J, in particolare si ha che z,,, ¢ Fy,41,
quindi non ¢ verificata la condizione 0 ¢ 1(Fy, U {x,}), dunque utilizzando ’eliminazione della
doppia negazione si ha che 0 € 1(F,;, U{zn,}), da cui M(F,,U{zn}) = H, percio T(FU{x,,}) = H
in quanto F, C F.

Si ha quindi che F' ¢ un filtro massimale su (H, A, V,—,1,0).

Per la proposizione 4.2.3 si ha che X C1X = Fy C F. O

Si osservi che il filtro massimale che si ottiene dalla costruzione descritta nella dimostrazio-
ne della proposizione 4.2.10 dipende dalla funzione iniettiva utilizzata per listare gli elementi
dell’algebra di Heyting, quindi scelte diverse della funzione iniettiva utilizzata per listare gli
elementi dell’algebra di Heyting possono portare alla costruzione di filtri massimali diversi.

La catena di filtri propri (F),),ecs costruita nella dimostrazione della proposizione 4.2.10 ¢ defi-
nita per casi, richiedendo quindi il principio del terzo escluso.
Si potrebbe tuttavia ridefinire la catena di filtri propri utilizzando una metateoria intuizionista
nel modo seguente ('idea ¢ tratta da [6, teorema 2.2]):

Fo=1X

Frp=1tFU{ye H|y=xne0¢M(FU{y})})
La dimostrazione della proposizione 4.2.10 necessiterebbe comunque di una metateoria classica
perche per mostrare che il filtro F' = (J,,c; F5, € massimale utilizza ’eliminazione della doppia
negazione.

Un filtro su un’algebra di Heyting induce una relazione di equivalenza sull’algebra di Heyting.

Proposizione 4.2.11. Sia (H,A,V,—,1,0) un’algebra di Heyting e sia F un filtro su
(H,\,V,—,1,0). Si definisce una relazione binaria ~p su H ponendo x ~p y se e solo se
(x = y) AN (y = x) € F. La relazione ~p ¢ una relazione di equivalenza sull’insieme H.

Dimostrazione. Si vuole dimostrare che la relazione ~g ¢ riflessiva.

Per ogni x € H si ha che (z - 2) A (x - 2) =1A1=1¢€ F, dunque = ~p x.

Si ha quindi che che la relazione ~p & riflessiva.

Si vuole dimostrare che la relazione ~pg & simmetrica.

Se x ~p y allora (xt > y) A (y > ) € F,quindi (y > 2)A(z = y)=(x—>y)A\(y > x) €F,
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dunque y ~p x.

Si ha quindi che la relazione ~p € simmetrica.

Si vuole dimostrare che la relazione ~p e transitiva.

Si supponga che z ~py ey ~p z, allora (v - y)AN(y 2 z) e Fe(y—2)A(z—y) €F.

Da(x = y)AN(y = x) € F,essendo (x = y)AN(y—z)<z—ye(x—=y) ANly—z)<y—uz,

segue che t -y € Fechey —»x € F.

Da(y—=2)A(z—y)€ F,essendo (y > 2)AN(z = y)<y—ze(y—=2)A(z—=y) <z—->y

segue che y > 2 € Fechez —»yeF.

Si ha dunque che (x = y) A (y = 2) € Feche (z = y)A(y =) € F.

Si ha che (x - y) Ax <yeche (y— 2) Ay < z, allora

(=ynly=2)he=((y—=2)A(z=y)rhe=H—=2)A((z =2y e) < (y = 2) Ay <
<z,

quindi (z > y) A (y = 2) <z — 2.

Siccome (z - y)AN(y —z2) € Fe(x —y)AN(y—2) <z —zsihachex -z € F.

Si ha che (z > y) Az <yeche (y— z) Ay <z, allora

(G=Ay—=a)hz=((y2a) ANz=y))Az=@H—=2)A(z=y)A2)<(y 2 a) Ay <
Sx’

quindi (z = yY) A (y = x) <z — x.

Siccome (z = y)A(y 2 xz) € Fe(z—=y Aly—x)<z—>xsihachez—>z€F.

Dal fatto che x — z € F e che z — x € F segue che (x — 2) A(z — z) € F, dunque che x ~p z.

Si ha quindi che la relazione ~p ¢ transitiva.

La relazione ~p & dunque una relazione di equivalenza sull’insieme H. ]

La relazione di equivalenza indotta da un filtro su un’algebra di Heyting consente di definire delle
operazioni sull’insieme quoziente dell’algebra di Heyting rispetto alla relazione di equivalenza.

Proposizione 4.2.12. Sia (H,N\,V,—,1,0) un’algebra di Heyting e sia F un filtro su
(H,\,V,—,1,0). Sia ~p la relazione di equivalenza definita su H ponendo x ~p y se e solo
se(r—=>y)AN(y—x)€F. Sia H'F ={[z]p | x € H} linsieme quoziente di H rispetto a ~p.
Si definiscono tre operazioni binarie Ap, Vp e —p su H/F ponendo [z]r AF [ylr = [ AN Y]F,
[z]r VE lylr =[x VY|F e [z]r —F [ylr =[x — y]p. Si ha che le operazioni A, Vi € —F sono
ben definite, cioé non dipendono dai rappresentanti delle classi di equivalenza.

Dimostrazione. Siha che la relazione ~p € una relazione di equivalenza su H per la proposizione
4.2.11.

Si vuole dimostrare che I'operazione binaria Ag € ben definita.

Si supponga che [z1]p = [x2]F e [y1]F = [y2]F, allora x1 ~p 22 € y1 ~F Y2, cioe
(x1 = x2) A (2 > x1) € Fe(y1 = y2)A(y2 = 1) € F.

Da (x1 — m2) A (2 — x1) € F, essendo (21 — x2) A (z2 — x1) < a1 > 22 €
(x1 = x22) A (2 = 1) < 9 — 1, segue che x1 — x9 € F e che x9 — x1 € F.
Da (y1 = y2) A (y2 = y1) € F, essendo (y1 = y2) A (y2 = y1) <y1 = y2 €

(Y1 = y2) A (Y2 = y1) < y2 = y1, segue che y; — y2 € Fecheys =y € F.

Si ha dunque che (x1 — z2) A (y1 = y2) € F e che (g = z1) A (y2 = y1) € F.
Si ha che (x1 — x2) Ax1 < x2 e che (y1 — y2) Ay1 < ya, allora

((x1 = x2)ANz) AN (Y1 = y2) Ayr) < (21 = z2) Az < axg e

(w1 = 22) Ax) Ay — y2) Ayr) < (1 — y2) Ayr < y2, quindi
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((z1 = z2) A1) A ((y1 = y2) Ayr) < 22 Aya, dunque
(1 = 22) A (1 = y2)) A(T1 Ayn) = (((331 — x2) A(y1 = y2)) Ax1) Ay =
= (71 = 22) A((11 = y2) Ax1)) Ayr =
= (71 = 22) A1 A (11 = ¥2))) Ayr =
= (((z1 = 22) Az1) A (Y1 = y2)) Ayp =
= ((v1 = 22) A1) A (1 = y2) Ayr) < 22 Ay,
da cui (1 = 22) A (11 — y2) < (21 Ay1) — (2 Ay2).
Siccome (21 — x2) A (y1 = y2) € F e (xr1 — 22) A (y1 = y2) < (21 Ay1) — (22 A y2) si ha che

(:cl/\yl) — (1‘2/\y2> e F.
Si ha che (xg — 1) Axy < x1 e che (y2 — y1) Ay2 < y1, allora
((xg = x1) ANz2) A ((y2 = y1) ANy2) < (w2 = z1) Ao < z1 €
z2 — x1) Aw2) A (Y2 = y1) Ay2) < (Y2 = y1) Ayz < y1, quindi
) A(
) A

(( ) <
((x2 = x1) ANza) A ((y2 = 1) Ay2) < x1 Ayr, dunque
(w2 = z1) A (y2 = y1)) A (@2 Ay2) = (2 = 21) A (y2 = 41)) Az2) Ay =
= ((x2 = 21) A((y2 = y1) A22)) ANy2 =
= (w2 = 21) A2 A (Y2 = 91))) ANy =
= (((z2 = z1) ANa2) A(y2 = 11)) Ny2 =
((x2 = m1) Ax2) A ((Y2 = y1) Aye) < @1 Ay,

da cui (z9 = x1) A (y2 = y1) < (22

Siccome (2 — x1) A (y2 = y1) € F

(Ig/\yg) — (.731/\y1) eF.

Dal fatto che (x1 Ay1) = (x2 Ay2) € F e che (z2 Ay2) — (21 Ay1) € F segue che

((x1 Ay1) = (x2 Ay2)) A ((x2 Ay2) = (21 Ayr)) € F, allora 1 A y1 ~r z2 A y2, dunque

[z1]r AF [1]F = [21 Ayi]F = [12 A y]r = [22]F AR [y2]F-

Si ha quindi che 'operazione binaria Ag ¢ ben definita.

Si vuole dimostrare che 'operazione binaria Vg ¢ ben definita.

Si supponga che [z1]p = [22]F e [y1]F = [y2]F, allora x1 ~F 22 € y1 ~F ¥2, cioe

(331—)562)/\(332—)561) GFe(ylﬁyg)/\(ygﬁyl) eF.

Da (z1 — m2) A (x2 — x1) € F, essendo (z1 — x2) A (22 = x1) <21 — 22 €

(1 — x2) A (2 — x1) < x9 — T, segue che 1 — x9 € F e che 9 — x1 € F.

Da (y1 = y2) A (y2 = y1) € F, essendo (y1 = y2) A (y2 = y1) <y1 = y2 €

(y1 = y2) A (y2 = y1) < ya — y1, segue che y; — yo € F e che yg — y1 € F.

Si ha dunque che (z1 — x2) A (y1 — y2) € F e che (x2 — x1) A (y2 = y1) € F.

Si ha che (x1 — z2) Az < 29 e che (y1 — y2) Ay1 < yo, allora

(1 = z2)AT1) AN (Y1 = y2) So2 < w2 Vyae (v — 22) A((y1 = y2) Ayr) <y < 2V,

quindi

(z1 = z2) A1 = y2)) Azr = (21 = 22) A1 = y2) Awn) = (21 = 22) Az A(yr = y2)) =
=((z1 = z2) Az1) A(y1 = y2) S22 VY2

e (w1 = @2) A (y1 = y2)) Ay = (w1 = 22) A ((y1 = y2) Ayr) < @2V y2, dunque

(1 = z2) A(yr = y2)) Azr) V (1 = 22) A (y1 — y2)) Ayr) < 22V oy, da cui

(1 = z2) A(y1 = y2)) A1V yr) < 22V, ciod (21— 22) A(y1 = y2) < (1 VY1) — (22 V).

Siccome (21 — x2) A (y1 = y2) € F e (x1 — 22) A(y1 = y2) < (21 Vy1) — (22 V y2) si ha che

(:nl\/yl) — ($2\/y2) cF.

Si ha che (xg — 1) Axa < 21 e che (y2 — y1) Ay2 < y1, allora

(e = ) Aa2) A2 = y1) Szt <@y Vyre (w2 = 21) A((y2 = v1) Ayz) <y < o1 Vo,

y2) = (z1 A yr).
(xa = z1) A (y2 = y1) < (w2 Ay2) — (21 Ayr) si ha che

m>|\
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quindi
(w2 = 21) A (Y2 = y1)) Aza = (z2 = 1) A ((y2 = y1) Aw2) = (22 = 1) A (22 A (Y2 = Y1) =

= ((xza = x1) A22) A(y2 = y1) <21V

e (w2 = x1) A (y2 = 91)) Ay2 = (22 — 1) A ((y2 = 1) Ay2) < 21 V y1, dunque
(2 = z1) A(y2 = y1)) Az2) V (((z2 = 21) A (y2 = y1)) Ay2) < 21V yr, da cui
((z2 = z1) A (y2 = 1)) A2 Vy2) < 21V, cioe (z2 — 1) A(y2 = y1) < (z2Vy2) = (21 Vy1).
Siccome (z2 — 1) A (y2 = y1) € F e (x2 = 1) A (y2 = y1) < (22 Vy2) — (21 Vy1) si ha che
(IL’Q\/yQ) — (a:1Vy1) e F.
Dal fatto che (x1 Vy1) = (2 Vy2) € F e che (z2 V y2) — (21 Vy1) € F segue che
(1 Vy1) = (@2 Vy2)) A ((z2Vy2) = (1 Vyr)) € F, allora 21 Vy; ~p x2 V ya2, dunque
[@1]F VF [11]F = [21 Vilr = [22 V y2lr = [22]F VF [y2]F.
Si ha quindi che 'operazione binaria Vg ¢ ben definita.
Si vuole dimostrare che 'operazione binaria — € ben definita.
Si supponga che [z1]Fp = [x2]F e [y1]F = [y2]F, allora z1 ~F z2 € y1 ~F Y2, cioe
(331—>x2)/\(932—>:c1) 6Fe(y1—>yg)/\(y2—>y1) e F.
Da (z1 — m2) A (x2 — x1) € F, essendo (x1 — x2) A (22 — x1) < a1 — 22 €
(1 — x2) A (2 — x1) < x9 — 21, segue che 1 — x9 € F e che 9 — x1 € F.
Da (y1 — y2) A (y2 = y1) € F, essendo (y1 — y2) A (y2 = y1) <y1 — g2 e
(y1 = y2) A (y2 = y1) < y2 — y1, segue che y1 — yo € F e che yo — y; € F.
Si ha dunque che (z2 — x1) A (y1 — y2) € F e che (x1 — z2) A (y2 = y1) € F.
Si ha che (zg — 1) Axe < xq, che (z1 — y1) Az < yp e che (y1 — y2) Ay1 < ya, allora
(1 = y2) A ((z1 = Y1) A((22 = z1) Ax2)) < (y1 = y2) A(21 = y1) Awr) < (y1 — y2) Ay < e,
quindi
(11 = y2) A1 = y1)) A (2 = 1)) Az = ((y1 = y2) A (21 = 1)) A (22 = 21) A22) =

= (y1 = y2) A (21 = y1) A (22 = 21) A22)) < v,
dunque ((y1 — y2) A (21 = y1)) A (22 = 21) < 22 — Y2, da cui
(2 = z1) Ayt = y2)) Az = 1) = (22 = 1) A((y1 = v2) Az = y1)) =

= ((y1 = y2) A (21 = y1)) A (22 = 21) < 22 = Y,

cioe (w2 = 1) A (y1 — y2) < (21 = y1) = (22 = Y2).
Siccome (z2 — 1) A (y1 — y2) € F e (x2 = 1) A(y1 = y2) < (21 = y1) — (22 — y2) si ha
che (z1 = y1) = (x2 > y2) € F.
Si ha che (z1 — z2) A x1 < x9, che (z2 — y2) Axa < ya e che (y2 — y1) Ay2 < yp, allora
(Y2 = yi) A((z2 = y2) A((21 = 22) Az1)) < (y2 = y1) A((22 = y2) Aw2) < (y2 — 1) Aya < w1,
quindi
(((y2 = y1) A(x2 = y2)) A (21 = 22)) Ar = ((y2 = v1) A (22 = 92)) A (21 = 22) A1) =

= (y2 = y1) A ((z2 = y2) A (21 = 22) A1) < s
dunque ((y2 = y1) A (x2 = y2)) A (21 — 22) < 21 — y1, da cui
(m1 = @2) A(y2 = 1)) A(z2 = y2) = (1 = 22) A((y2 = Y1) A (22 = y2)) =

= ((y2 = y1) A (22 = 32)) A (21 = 22) < 21 = Y1,

cioe (v1 — x2) A (y2 = y1) < (22 = y2) = (21 = ¥1)-
Siccome (z1 — 2) A (y2 = y1) € F e (21 = 22) A (y2 = y1) < (22 = y2) — (21 — y1) si ha
che ({EQ — yg) — (331 — yl) cF.
Dal fatto che (x1 — y1) — (z2 — y2) € F e che (z2 — y2) — (x1 — y1) € F segue che
((x1 = y1) = (22 = y2)) A ((x2 = y2) — (r1 — y1)) € F, allora z1 — y1 ~p T2 — y2, dunque
[$1]F —F [yl]F = [331 — yl]F = [562 — y2]F = [362]F —F [yz]F
Si ha quindi che 'operazione binaria — g ¢ ben definita.
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Le operazioni definite sull’insieme quoziente di un’algebra di Heyting rispetto alla relazione
di equivalenza indotta da un filtro sull’algebra di Heyting consentono di atteggiare 'insieme
quoziente dell’algebra di Heyting rispetto alla relazione di equivalenza ad algebra di Heyting.

Proposizione 4.2.13. Sia (H,N\,V,—,1,0) un’algebra di Heyting e sia F' un filtro su
(H,\,V,—,1,0). Sia ~p la relazione di equivalenza definita su H ponendo x ~p y se e solo
se (x = y)AN(y = x)€F. Sia H'F ={[z]r | v € H} Uinsieme quoziente di H rispetto a ~p.
Siano Ap, Vrp e —p le operazioni binarie su H/F definite ponendo [z]r Ap [ylr = [z A Y]F,
[2]rVEylF = [zVylF e [z]lr —F [ylFr = [z — ylp. Sidefiniscono 1y/p = [l e 0y p = [0]p. Si
ha che (H/F,ANp,VF,—F,1g/p,0p/r) € un'algebra di Heyting. Inoltre si ha che [r]p < [y|F
se e solo se x — y € F. In particolare, se F ¢é un filtro proprio su (H,A\,V,—,1,0) allora
(H/F,ANp,VF, =1/, 0p/p) € un’algebra di Heyting non banale.

Dimostrazione. Siha che la relazione ~p & una relazione di equivalenza su H per la proposizione
4.2.11.

Si ha che le operazioni Ap, VF e —p sono ben definite per la proposizione 4.2.12.

Si vuole dimostrare che (H/F, Ap,V ) € un reticolo.

Si vuole dimostrare che le operazioni binarie Ap e Vg soddisfano le proprieta associative.

Si ha che

[2]lp A ([W]F A [2]F) = [zl ANy Azlr =[x Ay A2)]r =[x Ay) Azlp = [z Aylr Ap [2]F =

» =
([*]F AP [YlF) AF [2]F-

Si ha che

[zlp Ve (ylp VP [2]p) = [2]lp VY Velp =[xV (yV2)lr =[x Vy) Valr = [z Vylr VF [2]r =
= ([z]r VF [y]r) VF [2]F.

Si ha quindi che le operazioni binarie Ap e Vg soddisfano le proprieta associative.

Si vuole dimostrare che le operazioni binarie Ar e V soddisfano le proprieta commutative.

Si ha che [z]p Ar [ylr = [z Aylr = [y Ax]r = [y]F AF [Z]F.

Si ha che [z]r Vr [ylr = [z Vylr = [y V 2]r = [y]r VF [2]F.

Si ha quindi che le operazioni binarie Ap e V soddisfano le proprieta commutative.

Si vuole dimostrare che le operazioni binarie Ap e Vg soddisfano le proprieta di assorbimento.

Si ha che [z]p Ar ([z]p VE [ylF) = [z]lp AR [z Vylr = [z A (2 VY)]F = [z]F.

Si ha che [2]p VP ([z]r Ar [YlF) = [2]lp VF [z Aylp =[xV (2 AY)lF = [2]p.

Si ha quindi che le operazioni binarie Ap e V soddisfano le proprieta di assorbimento.

Si ha quindi che (H/F,Ap,VF) € un reticolo.

Si vuole dimostrare che [z]r <p [y]F se e solo se x — y € F.

Si ha che [z]r <F [y]F se e solo se [z]F = [z]r AF [y]F se e solo se [x]F = [x A y]F se e solo se

x~pxAyseesolose (x = (zAy)A(zAy) = z)€F.

Sihache x Ay <z, allora 1A (x Ay) <z, quindi 1 < (xAy) = x,dacui (x Ay) =z =1.

Sihache (x = (zAy) ANex<zAy<y,alloraz = (xAy) <z —y.

Si ha che (z — y)Ax < x eche (zr = y) Ax < y, allora (x — y) Az < z Ay, quindi

x—=y<z—(rAy).

Dal fatto che x — (x Ay) <z —yechex -y <x — (xAy) segue che z — (z ANy) =2 — y.

Si ha dunque che [z]Fp <p [y|r se e solo se (x — (x Ay)) A ((xAy) — z) € F se e solo se

(r—y)ANle€Fseesolosex —ye€F.

Si ha quindi che [z|p <fp [y]F se e solo se x — y € F.

Si vuole dimostrare che 15, ¢ il massimo elemento di H/F e che Oy p ¢ il minimo elemento

di H/F.

Per ogni [z]r € H/F si ha che 1Nz =2 <1, allora 1 <z — 1, quindi z — 1 € F in quanto

1 € F, dunque [z]p < [1]F, cioe [z]r <p 1g/p.
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Per ogni [z]p € H/F si hache 1AN0 =0 < z, allora 1 <0 — z, quindi 0 — = € F in quanto
1e F, dunque [O]F <g [l’]p, cioe OH/F <r [x]p

Si ha quindi che 15, ¢ il massimo elemento di H/F e che Oy, p ¢ il minimo elemento di H/F.
Si ha quindi che (H/F,Ar,VF,1g/F,0p/F) € un reticolo limitato.

Si vuole dimostrare che — € I'implicazione su (H/F, Ap,VF).

Dimostrare che —p & I'implicazione su (H/F, Ap, V) significa dimostrare che per ogni

[]F, [y]r € H/F si ha che [x]p —F [y]r € I'implicazione tra [z]r e [y]F, ovvero dimostrare che
per ogni [z]F, [y|F, [2]r € H/F si ha che [z|p Ar [z]r <r [y]F se e solo se [z]r <p [z]F —F [y]F.
Sihache ((zAx) = y)A(zAz) <y, allora ((zAz) 2 y)A2) Az =((zAz) > y)A(zAz) <y,
quindi ((zAz) 2 y)Az<x =y, dunque (zAz) >y <z— (r—y).

Si ha che (z = (z = y)) Az <ax —yeche (z = y) Az <y, allora
z=(@—=y)ANzAZ)=((z—=(x—y)A2z) Az < (z —y) Az <y, quindi
z—=(r—=y)<(zAz)—y.

Dal fatto che (zAz) -y <z — (z - y)eche z = (v = y) < (2 Ax) — y segue che
(zAz) s y=2— (= vy).

Per ogni [z]F, [y]F, [2]F € H/F si ha che [z]p Ar [z]F <F [y]F se e solo se [z A z|r <p [y]F se e
solo se (zAz) =y € Fseesolosez— (x—y) € F seesolose [z]p <p [z — y|r se e solo se
[zlF <rF [2]F —F [y]F.

Si ha quindi che — g & Uimplicazione su (H/F, \p,VF).

Si ha quindi che (H/F,Ap,VF,—=F,0p/p, 1g/F) & un’algebra di Heyting.

Se F' & un filtro proprio su (H, A, V,—,1,0) allora0 ¢ F, quindi (1 — 0)A(0 = 1) =0A1 =0 ¢ F,
dunque 1 % 0, da cui [1]F # [0]F, cioe 1g/p # Of/p, che comporta che
(H/F,ANp,VF,—F,1g/p,0p ) € un’algebra di Heyting non banale. O

La proposizione 4.2.13 consente di definire la nozione di algebra di Heyting quoziente di un’al-
gebra di Heyting rispetto ad un filtro.

Definizione 4.2.14 (Algebra di Heyting quoziente rispetto ad un filtro). Sia (H,A,V,—,1,0)
un’algebra di Heyting e sia F un filtro su (H,\,V,—,1,0). L’algebra di Heyting quoziente di
(H,N,V,—,1,0) rispetto a F ¢ l'algebra di Heyting (H/F, \r,VF,—F,1g/p,0p/F) in cui ~p
¢ la relazione di equivalenza definita su H ponendo x ~p y se e solo se (x = y) A (y — x) € F,
H/F = {[z]rp | « € H} é linsieme quoziente di H rispetto a ~p, Ap, Vp € —p sono le
operazioni binarie su H/F definite ponendo [z]r Ar [ylr = [z ANylp, [z]r VF [ylr = [z VY|F e
[@]lr —=F [lFr = [z = ylF, Layr = [1lF e 0p/r = [0]F.

Il massimo elemento dell’algebra di Heyting quoziente di un’algebra di Heyting rispetto ad un
filtro coincide con il filtro stesso.

Proposizione 4.2.15. Sia (H,N\,V,—,1,0) un’algebra di Heyting, sia F un filtro su
(H,A,V,—,1,0) e sia (H/F,ANp,Vr,—F,1g/p, O r) Ualgebra di Heyting quoziente di
(H,N\,V,—,1,0) rispetto a F'. Si ha che 1g/p = F.

Dimostrazione. Sia x € H.

Si ha che z € 15 se e solo se [z]r = [1]F se e solo se [1]p <p [r]F se e solose 1 — z € F.

Si vuole dimostrare che 1 — = = x.

Sthachel w2z =(1—x)A1<uz.

Sihache x A1l <z, alloraxz <1— x.

Dal fattoche 1 = x <z echex <1 — x segueche 1 -z = x.

Si ha quindi che x € 1/ se e solo se 1 — x € F se e solo se x € F, dunque 1/p = F. ]
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La proiezione da un’algebra di Heyting all’algebra di Heyting quoziente dell’algebra di Heyting
rispetto ad un filtro & un omomorfismo di algebre di Heyting.

Proposizione 4.2.16. Sia (H,\,V,—,1,0) un’algebra di Heyting, sia F un filtro su
(H,N,V,—,1,0) e sia (H/F,Ap,Vr,—F,1g/p,0p/r) Ualgebra di Heyting quoziente di
(H,N,V,—,1,0) rispetto a F. Si definisce una funzione np : H — H/F ponendo wp(x) = [x]p
per ogni x € H. Si ha che la funzione mp é un omomorfismo dall’algebra di Heyting
(H,A,V,—,1,0) all’algebra di Heyting (H/F, \p,Vr,—F,1g/p, Om/F)-

Dimostrazione. Si ha che 7p(1) = [1]r = 1g/p.
Si ha che 77 (0) = [0]F = Og/p-

Si ha che mp(z Ay) =[x Aylr = [z]r AF [y]F = Tr(2) AR TR (Y).
Si ha che np(zVy) =[x Vylr = [z]r VF [ylr = 7r(x) VF 1r(y).
Si ha che mp(z —» y) = [z = ylr = [z]Fr = F [ylr = 7r(x) = F Tr(y). O

Utilizzando una metateoria classica si puo dimostrare che l’algebra di Heyting quoziente di
un’algebra di Heyting non banale rispetto ad un filtro massimale ¢ I'algebra di Heyting di due
elementi.

Proposizione (LEM) 4.2.17. Sia (H,A,V,—,1,0) un’algebra di Heyting non banale, sia
F un filtro massimale su (H,A,V,—,1,0) e sia (H/F,\r,VE,—F,1g/p,0p/r) Ualgebra di
Heyting quoziente di (H,A,V,—,1,0) rispetto a F. Si ha che H/F = {Og/p,1g/r}, ovve-
ro che (H/F, /\F7\/F7_>F71H/F70H/F> = ({OH/Fa 1H/F},/\F,\/F,—>F, 1H/F7OH/F) e lalgebra di
Heyting di due elementi.

Dimostrazione. Sia x € H. Per il principio del terzo escluso si ha che x € F oz ¢ F.

Se z € F allora si ha che « € 1/p perche F' = 1p,r per la proposizione 4.2.15.

Si vuole dimostrare che se x ¢ F allora x € 0 HJF-

Se x ¢ F allora 1(F U{x}) = H perche il filtro F' ¢ massimale, quindi esiste Y C,, F'U {z} tale
che AY <0, dunque, posto Z =Y ~{z},sihache AZAz < AY <0, cioe che AN\Z <z — 0,
da cui x — 0 € F perche AZ € F e F & un filtro su (H,A,V,—,1,0).

Si hache 1AN0=0<z,alloral <0 — x,dacui0—x € F perche 1 € F' e F ¢ un filtro su
(H, N, V,—,1,0).

Dal fatto che x — 0 € F' e che 0 — = € F segue che (x — 0) A (0 — z) € F perche F ¢ un filtro
su (H,A,V,—,1,0), allora z ~p 0, cioe [z]r = [0]F = 0g/p, ovvero x € Oy 5.

Si ha quindi che se x ¢ F' allora x € Og/p.

In conclusione, si ha che H/F = {0y, L/r}, ovvero che

(H/F,Ap,VEs—F, 1ap,0nyr) = ({Omyps Layrt, A, VE, —F, 1igyp, Opyr) € lalgebra di Hey-
ting di due elementi. ]

Utilizzando una metateoria classica si puo quindi dimostrare che se un insieme di proposi-
zioni I' di un linguaggio proposizionale £ ¢ N-soddisfacibile intuizionisticamente allora I' ¢
2-soddisfacibile.

Teorema (LEM) 4.2.18. Se un insieme di proposizioni I' di un linguaggio proposizionale L
e N-soddisfacibile intuizionisticamente allora I' é 2-soddisfacibile.

Dimostrazione. Si supponga che I' sia N-soddisfacibile intuizionisticamente, allora esiste un N-
modello intuizionista ((H,A,V,—,1,0),V) per I', ovvero esistono un’algebra di Heyting non
banale numerabile (H, A, V,—,1,0) ed una valutazione V' delle proposizioni del linguaggio £
nell’algebra di Heyting (H, A, V,—,1,0) tale che V(¢) = 1 per ogni ¢ € I.
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Si ha che X = {1} & un sottoinsieme di H che gode della proprieta dell’intersezione finita, allora
per la proposizione 4.2.10 esiste un filtro massimale F' su (H, A, V,—,1,0) tale che X C F.
Sia (H/F,Ap,VF,—F,1x/r,0p/r) I'algebra di Heyting quoziente di (H,A,V,—,1,0) rispetto
a F, siccome F' e massimale si ha che

(H/F,Ap,VEs—F, 1ae, 0myr) = ({Omyps Layr}, ArsVE, —F, Ligyp, Opyp) € algebra di Hey-
ting di due elementi per la proposizione 4.2.17.

Si definisce una funzione 7 : H — H/F ponendo np(x) = [z|r per ogni z € H.

Si ha che p € un omomorfismo dall’algebra di Heyting (H, A, V,—, 1,0) all’algebra di Heyting
(H/F,Ar,VF,—F,15/F,0p/F) per la proposizione 4.2.16.

Siccome V' & una valutazione delle proposizioni del linguaggio £ nell’algebra di Heyting
(H,N,V,—,1,0) e mp & un omomorfismo dall’algebra di Heyting (H, A, V, —, 1,0) all’algebra di
Heyting (H/F, Ap,Vr, —F, 1g/r,0g/p) si hache V! = mpoV ¢ una valutazione delle proposizio-
ni del linguaggio £ nell’algebra di Heyting (H/F,Ar,VF,—F, 1 r, 05 F) per la proposizione
3.3.9.

Per ogni ¢ € T'si ha che V'(¢) = (mr o V)(¢) = 7mr(V () = 7r(1) = 1g/p.

Si ha quindi che ((H/F,Ar,VF,—F,1g/p,0p/r), V') ¢ un 2-modello per T', dunque I' & 2-
soddisfacibile. O

Utilizzando una metateoria classica, i teoremi 4.1.1, 4.1.2 e 4.2.18 garantiscono quindi che per
un insieme di proposizioni I' di un linguaggio proposizionale £ valgono le seguenti implicazioni:
(T" & 2-soddisfacibile) < (I" & N-soddisfacibile intuizionisticamente) = (I" & soddisfacibile intui-
zionisticamente)

Si dimostrera nel seguito (sezione 11.2) che in una metateoria classica si ha che:

(I" & soddisfacibile intuizionisticamente) # (I" ¢ N-soddisfacibile intuizionisticamente)

Utilizzando una metateoria classica si puo dimostrare che se un insieme di proposizioni I' di un
linguaggio proposizionale £ ¢ N-soddisfacibile classicamente allora I' ¢ 2-soddisfacibile.

Teorema (LEM) 4.2.19. Se un insieme di proposizioni I' di un linguaggio proposizionale L
e N-soddisfacibile classicamente allora I' é 2-soddisfacibile.

Dimostrazione. Sisupponga che I' sia N-soddisfacibile classicamente, allora I' € N-soddisfacibile
intuizionisticamente per il teorema 3.4.1, quindi I' & 2-soddisfacibile per il teorema 4.2.18. [

Utilizzando una metateoria classica, i teoremi 4.1.3, 4.1.4 e 4.2.19 garantiscono quindi che per
un insieme di proposizioni I' di un linguaggio proposizionale £ valgono le seguenti implicazioni:
(T" & 2-soddisfacibile) < (I" & N-soddisfacibile classicamente) = (I" & soddisfacibile classicamente)
Si dimostrera nel seguito (sezione 11.2) che in una metateoria classica si ha che:

(T & soddisfacibile classicamente) # (I' & N-soddisfacibile classicamente)

4.3 Relazioni in una metateoria classica con assioma della scelta

Utilizzando una metateoria classica con assioma della scelta si puo dimostrare che se un insieme
di proposizioni I' di un linguaggio proposizionale £ ¢ soddisfacibile intuizionisticamente allora
I" & 2-soddisfacibile.

Utilizzando una metateoria classica con assioma della scelta si puo dimostrare che un sottoin-
sieme di un’algebra di Heyting che gode della proprieta dell’intersezione finita puo essere esteso
ad un filtro massimale.
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Proposizione (LEM+ACQC) 4.3.1. Sia (H,\,V,—,1,0) un’algebra di Heyting e sia X C H
un sottoinsieme di H che gode della proprieta dell’intersezione finita. Allora esiste un filtro
massimale F' su (H,\,V,—,1,0) tale che X C F.

Dimostrazione. Utilizzando il teorema del buon ordinamento, equivalente all’assioma della scel-
ta, si puo ben ordinare I'insieme H, ottenendo una lista zg, ..., Zn,..., Ty, ... ditutti gli elementi
di H in corrispondenza di qualche ordinale .

Per la proposizione 4.2.3 si ha che 1X ¢ un filtro su (H, A, V,—,1,0), inoltre siccome X gode
della proprieta dell’intersezione finita si ha che X e un filtro proprio per la proposizione 4.2.7.
La proposizione 4.2.9 consente di definire induttivamente la seguente catena ascendente di filtri
propri su (H, A, V,—,1,0):

Fo=1X

[ {T(FA U{za}) se 0 & T(FyU{zr})
A1 — . .
F altrimenti

Fg =y Fx con j ordinale limite.
Si definisce I' = J, ., F, si ha che F' ¢ un filtro proprio su (H, A, V, —,1,0) per la proposizione
4.2.9.
Si vuole dimostrare che F' ¢ un filtro massimale su (H, A, V,—, 1,0).
Se x5 € H e x5 ¢ F allora x5 ¢ F) per ogni A < « e in particolare si ha che x5 ¢ I, quindi
0 € M(F5 U{x3s}), dunque 1(F5 U {z5}) = H, da cui 1(F U {z5}) = H in quanto F5 C F.
Si ha quindi che F' ¢ un filtro massimale su (H, A, V, —,1,0).
Per la proposizione 4.2.3 si ha che X C1X = Fy C F. O

Si osservi che il filtro massimale che si ottiene dalla costruzione descritta nella dimostrazione
della proposizione 4.3.1 dipende dal buon ordinamento utilizzato per listare gli elementi dell’al-
gebra di Heyting, quindi scelte diverse del buon ordinamento utilizzato per listare gli elementi
dell’algebra di Heyting possono portare alla costruzione di filtri massimali diversi.

La catena di filtri propri (F))x<q costruita nella dimostrazione della proposizione 4.3.1 & definita
per casi, richiedendo quindi il principio del terzo escluso.
Si potrebbe tuttavia ridefinire la catena di filtri propri utilizzando una metateoria intuizionista
nel modo seguente ('idea ¢ tratta da [6, teorema 2.2]):

Fo=1X

Fyxpr=1tF\U{ye H |y=xzxe0¢ N(FAU{y})})

Fg =y I con 3 ordinale limite.
La dimostrazione della proposizione 4.3.1 necessiterebbe comunque di una metateoria classi-
ca con assioma della scelta perché per ben ordinare l'insieme H utilizza il teorema del buon
ordinamento.

Utilizzando una metateoria classica con assioma della scelta si puo quindi dimostrare che se un
insieme di proposizioni I' di un linguaggio proposizionale £ & soddisfacibile intuizionisticamente
allora I' ¢ 2-soddisfacibile.

Teorema (LEM+4AC) 4.3.2. Se un insieme di proposizioni I di un linguaggio proposizionale
L ¢ soddisfacibile intuizionisticamente allora I' é 2-soddisfacibile.

Dimostrazione. Si supponga che I' sia soddisfacibile intuizionisticamente, allora esiste un mo-
dello intuizionista ((H, A, V,—,1,0), V) per I, ovvero esistono un’algebra di Heyting non banale
(H,N,V,—,1,0) ed una valutazione V delle proposizioni del linguaggio £ nell’algebra di Hey-
ting (H, A, V,—,1,0) tale che V(¢) = 1 per ogni ¢ € T".
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Si ha che X = {1} & un sottoinsieme di H che gode della proprieta dell’intersezione finita, allora
per la proposizione 4.3.1 esiste un filtro massimale F' su (H, A, V,—,1,0) tale che X C F.

Sia (H/F,Ap,VF,—F, 1/, 0p/r) I'algebra di Heyting quoziente di (H,A,V,—,1,0) rispetto
a F, siccome F' e massimale si ha che

(H/F,Ap,VEs—F, 1ar, 0myr) = ({Omyps Layrt, ArsVE, —F, Lgyp, Opyp) € lalgebra di Hey-
ting di due elementi per la proposizione 4.2.17.

Si definisce una funzione 7 : H — H/F ponendo np(x) = [z|F per ogni z € H.

Si ha che 7p € un omomorfismo dall’algebra di Heyting (H, A, V,—, 1,0) all’algebra di Heyting
(H/F,ANr,VF,—F,15/F,0p/F) per la proposizione 4.2.16.

Siccome V' & una valutazione delle proposizioni del linguaggio £ nell’algebra di Heyting
(H,N,V,—,1,0) e mp & un omomorfismo dall’algebra di Heyting (H, A, V, —, 1,0) all’algebra di
Heyting (H/F, Ap,Vr, —F, Lg/r,0p/p) si hache V' = mpoV ¢ una valutazione delle proposizio-
ni del linguaggio £ nell’algebra di Heyting (H/F,Ar,VF,—F, 1 r, 05 F) per la proposizione
3.3.9.

Per ogni ¢ € T' si ha che V'(¢) = (mr o V)(¢) = 7r(V () = 7r(1) = 1g/p.

Si ha quindi che ((H/F,Ar,VF,—F,1g/p,0p/r), V') ¢ un 2-modello per T', dunque I' & 2-
soddisfacibile. O

Utilizzando una metateoria classica con assioma della scelta, i teoremi 4.1.1, 4.1.2 e 4.3.2 garan-
tiscono quindi che per un insieme di proposizioni I' di un linguaggio proposizionale £ valgono
le seguenti implicazioni:

(T" & 2-soddisfacibile) < (I" & N-soddisfacibile intuizionisticamente) < (I" & soddisfacibile intui-
zionisticamente)

Utilizzando una metateoria classica con assioma della scelta si puo dimostrare che se un insieme
di proposizioni I' di un linguaggio proposizionale £ ¢ soddisfacibile classicamente allora I' ¢
2-soddisfacibile.

Teorema (LEM+AC) 4.3.3. Se un insieme di proposizioni I di un linguaggio proposizionale
L ¢ soddisfacibile classicamente allora " é 2-soddisfacibile.

Dimostrazione. Si supponga che I' sia soddisfacibile classicamente, allora I' & soddisfacibile
intuizionisticamente per il teorema 3.3.1, quindi I' &€ 2-soddisfacibile per il teorema 4.3.2. U

Utilizzando una metateoria classica con assioma della scelta, i teoremi 4.1.3, 4.1.4 e 4.3.3 garan-
tiscono quindi che per un insieme di proposizioni I' di un linguaggio proposizionale £ valgono
le seguenti implicazioni:

(T" & 2-soddisfacibile) < (I" € N-soddisfacibile classicamente) < (I" & soddisfacibile classicamente)
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Capitolo 5

Teorema di compattezza per modelli
algebrici e linguaggi arbitrari

In questo capitolo si studia la dimostrabilita del teorema di compattezza per modelli algebrici
e linguaggi arbitrari, che afferma che un insieme di proposizioni I' di un linguaggio proposi-
zionale L & soddisfacibile intuizionisticamente (rispettivamente classicamente) se e solo se ogni
sottoinsieme finito di I" & soddisfacibile intuizionisticamente (rispettivamente classicamente).

Si presenta inoltre la costruzione esplicita di un modello intuizionista (rispettivamente classico)
per un insieme di proposizioni I' di un linguaggio proposizionale £ basato sui modelli intuizionisti
(rispettivamente classici) per i sottoinsiemi finiti di I'.

5.1 Dimostrazione in una metateoria intuizionista

Si vuole dimostrare il teorema di compattezza per modelli intuizionisti e linguaggi arbitrari, che
afferma che un insieme di proposizioni I' di un linguaggio proposizionale £ & soddisfacibile in-
tuizionisticamente se e solo se ogni sottoinsieme finito di I' & soddisfacibile intuizionisticamente.

Chiaramente ogni modello intuizionista per un insieme di proposizioni I' di un linguaggio pro-
posizionale £ ¢ un modello intuizionista per qualsiasi sottoinsieme finito di I', quindi se I" ¢
soddisfacibile intuizionisticamente allora ogni sottoinsieme finito di I' & soddisfacibile intuizio-
nisticamente.

Teorema 5.1.1. Se un insieme di proposizioni I' di un linguaggio proposizionale L é soddisfaci-
bile intuizionisticamente allora ogni sottoinsieme finito di I é soddisfacibile intuizionisticamente.

Dimostrazione. Sia I' soddisfacibile intuizionisticamente, allora esiste un modello intuizionista
((H,N,V,—,1,0),V) per I', ovvero esistono un’algebra di Heyting non banale (H, A, V,—,1,0)
ed una valutazione V' delle proposizioni del linguaggio £ nell’algebra di Heyting (H, A, V, —,1,0)
tale che V(¢) = 1 per ogni ¢ € I

Sia T'yg C, T, si ha che V(¢) = 1 per ogni ¢ € Ty, quindi ((H,A,V,—,1,0),V) & un modello
intuizionista per I'g, dunque I'y ¢ soddisfacibile intuizionisticamente. ]

Viceversa, si puo dimostrare che se ogni sottoinsieme finito di un insieme I’ di proposizioni
di un linguaggio proposizionale £ ¢ soddisfacibile intuizionisticamente allora I' & soddisfacibile
intuizionisticamente.
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Si vogliono identificare le proposizioni di un linguaggio proposizionale che vengono valutate
nello stesso elemento da qualsiasi valutazione delle proposizioni del linguaggio proposizionale in
qualsiasi algebra di Heyting. A questo scopo si definisce un’opportuna relazione di equivalenza
semantica sull’insieme delle proposizioni del linguaggio proposizionale.

Proposizione 5.1.2. Sia £ un linguaggio proposizionale. Si definisce una relazione binaria ~r
sull’insieme Prop(L) ponendo ¢ ~ 1 se e solo se per ogni algebra di Heyting (H, \,V,—,1,0) e
per ogni valutazione V delle proposizioni del linguaggio L nell’algebra di Heyting (H, \,V,—,1,0)
st ha che V(¢) = V(¢). La relazione ~¢ & una relazione di equivalenza sull’insieme Prop(L).

Dimostrazione. La relazione ~p & riflessiva in quanto per ogni proposizione ¢ € Prop(L) si ha
che per ogni algebra di Heyting (H, A, V,—,1,0) e per ogni valutazione V' delle proposizioni del
linguaggio £ nell’algebra di Heyting (H, A, V,—,1,0) si ha che V(¢) = V(¢), quindi si ha che
¢~ ¢

La relazione ~¢ ¢ simmetrica in quanto per ogni coppia di proposizioni ¢,1 € Prop(L) si ha
che se ¢ ~ 1 allora per ogni algebra di Heyting (H, A, V, —, 1,0) e per ogni valutazione V' delle
proposizioni del linguaggio £ nell’algebra di Heyting (H, A,V,—,1,0) si ha che V(¢) = V(v),
quindi per ogni algebra di Heyting (H, A, V,—,1,0) e per ogni valutazione V delle proposizioni
del linguaggio £ nell’algebra di Heyting (H, A, V,—,1,0) si ha che V(1)) = V(¢), dunque si ha
che ¥ ~ ¢.

La relazione ~g ¢ transitiva in quanto per ogni terna di proposizioni ¢,1,v € Prop(L) si
ha che se ¢ ~r 9 e 1) ~ v allora per ogni algebra di Heyting (H,A,V,—,1,0) e per ogni
valutazione V' delle proposizioni del linguaggio £ nell’algebra di Heyting (H, A, V,—,1,0) si ha
che V(¢) = V() e per ogni algebra di Heyting (H, A,V,—,1,0) e per ogni valutazione V delle
proposizioni del linguaggio £ nell’algebra di Heyting (H, A, V,—,1,0) si ha che V(¢) = V(7),
dunque per ogni algebra di Heyting (H, A, V,—,1,0) e per ogni valutazione V' delle proposizioni
del linguaggio £ nell’algebra di Heyting (H, A, V,—,1,0) si ha che V(¢) = V(¢) = V(v), quindi
si ha che ¢ ~ 7.

Si ha quindi che la relazione ~i & una relazione di equivalenza sull’insieme Prop(L). ]

La relazione di equivalenza semantica definita sull’insieme delle proposizioni di un linguag-
gio proposizionale consente di definire delle operazioni sull’insieme quoziente dell’insieme delle
proposizioni del linguaggio proposizionale rispetto alla relazione di equivalenza semantica.

Proposizione 5.1.3. Sia £ un linguaggio proposizionale e sia ~g la relazione di equivalen-
za definita sull’insieme Prop(L) ponendo ¢ ~g 1 se e solo se per ogni algebra di Heyting
(H,\,V,—,1,0) e per ogni valutazione V delle proposizioni del linguaggio L nell’algebra di
Heyting (H,\,V,—,1,0) si ha che V(¢) = V(¢). Sia Prop(L)/E = {[¢]- | ¢ € Prop(L)}
linsieme quoziente delle classt di equivalenza della relazione ~g. Si definiscono tre operazioni
binarie A=, Ve € —¢ su Prop(L)/F ponendo (9] A= [Y]e = [¢ A Y], [¢]- Ve [V]r = [@ V Y]e
e [0l =k [W]e = [@ — ¥]e. Si ha che le operazioni Ax, Ve e — sono ben definite, cioé non
dipendono dai rappresentanti delle classi di equivalenza.

Dimostrazione. Si ha che la relazione ~¢ & una relazione di equivalenza sull’insieme Prop(L)
per la proposizione 5.1.2.

Si ha che l'operazione A € ben definita in quanto se [¢1]c = [p2]c e [¢1]e = [¢2]= allo-
ra ¢1 ~g ¢2 e Y1 ~g 19, quindi per ogni algebra di Heyting (H,A,V,—,1,0) e per ogni
valutazione V' delle proposizioni del linguaggio £ nell’algebra di Heyting (H, A,V,—,1,0) si
ha che V(¢1) = V(¢2) e per ogni algebra di Heyting (H,A,V,—,1,0) e per ogni valutazio-
ne V delle proposizioni del linguaggio £ nell’algebra di Heyting (H,A,V,—,1,0) si ha che
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V(1) = V(v2), dunque per ogni algebra di Heyting (H,A,V,—,1,0) e per ogni valutazio-
ne V delle proposizioni del linguaggio £ nell’algebra di Heyting (H,A,V,—,1,0) si ha che
V(g1 Ah1) = V(g1) AV (1) = V(ga) AV (¥h2) = V(g2 Atb2), da cui ¢1 A by ~r d2 A tba, cioe
[¢1 AY1]e = [d2 Aa], da cui segue che (1] Ak [tV1]e = [¢1 AY1]e = [d2 Aol = [P2]k Ax [Y2]k.
Si ha che l'operazione Ve € ben definita in quanto se [¢1]r = [¢2]c e [1]e = [te]e allo-
ra ¢1 ~k ¢2 e Y1 ~g 1o, quindi per ogni algebra di Heyting (H,A,V,—,1,0) e per ogni
valutazione V' delle proposizioni del linguaggio £ nell’algebra di Heyting (H,A,V,—,1,0) si
ha che V(¢1) = V(¢2) e per ogni algebra di Heyting (H,A,V,—,1,0) e per ogni valutazio-
ne V delle proposizioni del linguaggio £ nell’algebra di Heyting (H,A,V,—,1,0) si ha che
V(1) = V(v2), dunque per ogni algebra di Heyting (H,A,V,—,1,0) e per ogni valutazio-
ne V delle proposizioni del linguaggio £ nell’algebra di Heyting (H,A,V,—,1,0) si ha che
V(g1 V1) = V(g1) VV (1) = V(ga) V V(h2) = V(g2 V1b2), da cui ¢1 V b1 ~r ¢2 V g, cioe
(1 V1] = [$2V Yok, da cui segue che [¢1]e Ve [1]e = [91 Vil = [d2V ol = [2]k Vi [Yo]e.
Si ha che loperazione —r ¢ ben definita in quanto se [¢1]- = [p2]r e [1]e = [we] allo-
ra ¢1 ~e ¢ e Y1 ~g 1o, quindi per ogni algebra di Heyting (H,A,V,—,1,0) e per ogni
valutazione V' delle proposizioni del linguaggio £ nell’algebra di Heyting (H,A,V,—,1,0) si
ha che V(¢1) = V(¢2) e per ogni algebra di Heyting (H,A,V,—,1,0) e per ogni valutazio-
ne V delle proposizioni del linguaggio £ nell’algebra di Heyting (H,A,V,—,1,0) si ha che
V(1) = V(v2), dunque per ogni algebra di Heyting (H,A,V,—,1,0) e per ogni valutazio-
ne V delle proposizioni del linguaggio £ nell’algebra di Heyting (H,A,V,—,1,0) si ha che
V(g1 = 1) =V(d1) = V(1) = V(d2) = V(¥2) = V(d2 = 1), da cui ¢ — Y1 ~e ¢2 — 12,
cioe [¢p1 — 1] = [p2 — 9], da cui segue che

(1] = [V1]e = [$1 = Y1]e = [p2 = Yol = [d2]r —& [P2]-

Le operazioni definite sull’insieme quoziente dell’insieme delle proposizioni di un linguaggio
proposizionale rispetto alla relazione di equivalenza semantica consentono di atteggiare 'insieme
quoziente dell’insieme delle proposizioni di un linguaggio proposizionale rispetto alla relazione
di equivalenza semantica ad algebra di Heyting.

Proposizione 5.1.4. Sia £ un linguaggio proposizionale e sia ~ la relazione di equivalen-
za definita sull’insieme Prop(L) ponendo ¢ ~r 1 se e solo se per ogni algebra di Heyting
(H,\,V,—,1,0) e per ogni valutazione V delle proposizioni del linguaggio L nell’algebra di
Heyting (H,\,V,—,1,0) si ha che V(¢) = V(¢). Sia Prop(L)/E = {[¢]- | ¢ € Prop(L)}
linsieme quoziente delle classi di equivalenza della relazione ~. Si definiscono tre operazioni
binarie A=, Ve e —¢ su Prop(L)/F ponendo (9] N= [V]r = [¢ A Y], [¢]- VE [V]r = [@ V ¢Y]e
e [l = [Y]r = [¢ = ¢]e. Si definiscono 1pypcy/e = [Tle € Oppop(cye = [Lle- Si ha che
(Prop(L)/F, A=, Vie, =5, Lprop(2) /25 Oprop(c) ) € un’algebra di Heyting non banale. Inoltre si ha
che [Pl <g [V]- se e solo se per ogni algebra di Heyting (H,N\,V,—,1,0) e per ogni valuta-
zione V' delle proposizioni del linguaggio L nell’algebra di Heyting (H,A\,V,—,1,0) si ha che
Vi(¢) <V (¥).

Dimostrazione. Si ha che la relazione ~¢ ¢ una relazione di equivalenza sull’insieme Prop(L)
per la proposizione 5.1.2.

Si ha che le operazioni A, Ve e — sono ben definite per la proposizione 5.1.3.

Si vuole dimostrare che (Prop(L)/E, A=, Vi) & un reticolo.

Si vuole dimostrare che le operazioni binarie Ax e Vi soddisfano le proprieta associative.

Per ogni algebra di Heyting (H, A,V,—,1,0) e per ogni valutazione V delle proposizioni del
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linguaggio £ nell’algebra di Heyting (H, A,V,—,1,0) si ha che

VN A7) =VI(Q) AV A7) =VI(O)A V) AV (7)) = V(@) A V() AVI(y) =
=V(@AL)AV(Y) =V((@AY)AY),

quindi ¢ A (Y Ay) ~e (@A) Ay, allora [¢ A (¥ Ay)]e = [(¢ A1h) Ave, dunque

[0 A= (W] A V]E) = Bl A [ A = [0 A (AN =[(@AY) AYe = [0 AV A= [7]e =

= ([¢)e Ak [W]E) Ae [V

Per ogni algebra di Heyting (H, A, V,—,1,0) e per ogni valutazione V delle proposizioni del

linguaggio £ nell’algebra di Heyting (H, A,V,—,1,0) si ha che

VeV (V) =V()VV(p V) =V(g)V (V) VV(y)= V() VV(¥)VV(y) =
=V(eVy)VV(y) =V((eVe) V),

quindi ¢V (1 Vy) ~e (¢ V) Vo, allora [¢ V (¥ VY)]e = [(¢ V ¢) VA, dunque

[0l Ve (W] Ve V]e) = Bl VE [ VAl = [0V (O V)] = [(@ V) Ve = [0 VYl Ve [V]e =

= ([gls Vi [¥]+) Ve [}

Si ha quindi che le operazioni binarie A- e Vi soddisfano le proprieta associative.

Si vuole dimostrare che le operazioni binarie A= e Vi soddisfano le proprieta commutative.

Per ogni algebra di Heyting (H, A, V,—,1,0) e per ogni valutazione V delle proposizioni del

linguaggio £ nell’algebra di Heyting (H, A,V,—,1,0) si ha che

V(6AG) = V(O)AV () = V()AV(S) = V($AS), quindi oA ~e A, allora [AE]- = [BAd]:,

dunque [¢]c A= [V]e = [0 A Y] = [P A @l = [Y]= A= [B]

Per ogni algebra di Heyting (H,A,V,—,1,0) e per ogni valutazione V' delle proposizioni del

linguaggio £ nell’algebra di Heyting (H, A,V,—,1,0) si ha che

V(ve) = V(VV () = V)YV () = V($Ve), quindi Vi ~v 1V, allora [pVel- = [V,

dunque [¢]e Ve [V]e = [¢p VY] = [V @l = [Y] Ve [B]-.

Si ha quindi che le operazioni binarie Ax e Vi soddisfano le proprieta commutative.

Si vuole dimostrare che le operazioni binarie Ar e Vi soddisfano le proprieta di assorbimento.

Per ogni algebra di Heyting (H, A,V,—,1,0) e per ogni valutazione V delle proposizioni del

linguaggio £ nell’algebra di Heyting (H, A,V,—,1,0) si ha che

V(eN(oVe)) = V() AV (oVeY) = V() A(V(¢)VV(¥)) = V(), quindi ¢ A (¢V ) ~ ¢, allora

[6 A (6V )] = [8lr, dunaue [ A- () Vi [01-) = (8- Ar [6V 6l = [B A (6 V )] = [6]--

Per ogni algebra di Heyting (H, A,V,—,1,0) e per ogni valutazione V' delle proposizioni del

linguaggio £ nell’algebra di Heyting (H, A, V, —,1,0) si ha che

VeV (oAY)) =VI(o)vVVI(eAp) =V(d)V(V(e) AV(Y)) =V(¢), quindi ¢V (¢ A9) ~ ¢,

allora [V (¢ AY)]e = [¢]e, dunque [¢]e Ve ([9]k A= [V]e) = [¢l= Vi [@AY]e = [0V (@A) = [9]-.

Si ha quindi che le operazioni binarie Ax e Vi soddisfano le proprieta di assorbimento.

Si ha quindi che (Prop(L)/F, A=, Vi) € un reticolo.

Si vuole dimostrare che [¢]- < [)]= se e solo se per ogni algebra di Heyting (H, A,V,—,1,0) e

per ogni valutazione V delle proposizioni del linguaggio £ nell’algebra di Heyting (H, A, V, —,1,0)

si ha che V(¢) < V(¢).

Si ha che [¢]- <p [¢]- se e solo se [¢]r = [P]e Ae [¢V]- se e solo se [l = [ A Y] se e solo

se ¢ ~- ¢ A1 se e solo se per ogni algebra di Heyting (H,A,V,—,1,0) e per ogni valuta-

zione V delle proposizioni del linguaggio £ nell’algebra di Heyting (H, A,V,—,1,0) si ha che

V(¢) = V(¢ A1) se e solo se per ogni algebra di Heyting (H, A,V,—,1,0) e per ogni valuta-

zione V delle proposizioni del linguaggio £ nell’algebra di Heyting (H, A,V,—,1,0) si ha che

V(¢) =V (p) ANV (1) se e solo se per ogni algebra di Heyting (H,A,V,—,1,0) e per ogni valu-

tazione V delle proposizioni del linguaggio £ nell’algebra di Heyting (H, A, V,—, 1,0) si ha che

V(g) < V().

Si ha quindi che [¢]r <p [¢]= se e solo se per ogni algebra di Heyting (H, A, V,—,1,0) e per

ogni valutazione V' delle proposizioni del linguaggio £ nell’algebra di Heyting (H, A, V,—,1,0)

48



si ha che V(¢) < V(¢).

Si vuole dimostrare che 1pyop(c)/= € il massimo elemento di Prop(L)/F e che Oprop(c) /e € il
minimo elemento di Prop(L)/F.

Per ogni ¢ € Prop(L), per ogni algebra di Heyting (H,A,V,—,1,0) e per ogni valutazio-
ne V delle proposizioni del linguaggio £ nell’algebra di Heyting (H,A,V,—,1,0) si ha che
V(L) =0 < V(¢), allora [L]- < [#]- per ogni [¢]- € Prop(L)/F, cioé Oprep(r) = <t [¢]r per
ogni [¢]e € Prop(L)/F.

Per ogni ¢ € Prop(L), per ogni algebra di Heyting (H,A,V,—,1,0) e per ogni valutazio-
ne V delle proposizioni del linguaggio £ nell’algebra di Heyting (H,A,V,—,1,0) si ha che
V(g) <1 =V(T), allora [¢]- <r [T] per ogni [¢]- € Prop(L)/F, cioe [@]- <r lpop(r)/= Der
ogni [¢]- € Prop(L)/F.

Si ha quindi che 1pup(z)/= € il massimo elemento di Prop(L£)/F e che Opyop(zy/e € il minimo
elemento di Prop(L)/F.

Si ha quindi che (Prop(£)/F, A=, Ve, Ipsop(z) /s Oprop(c) /=) € un reticolo limitato.

Si vuole dimostrare che — & 'implicazione su (Prop(L)/F, A=, Vi).

Dimostrare che —¢ e I'implicazione su (Prop(L)/F, As, Vi) significa dimostrare che per ogni
[¢]k, [Y]e € Prop(L)/E si ha che [¢p] —& [¢]¢ ¢ I'implicazione tra [¢]e e [¢]e, ovvero dimostrare
che per ogni [¢]i, [¢]x, [7]r si ha che [v]e A= [l <k [V]r se e solo se [7]e <t [¢]e =k [V

Si ha che [Y]e Ae [9]e <k [¢]r se e solo se [YA @] <k [V]- se e solo se per ogni algebra di Heyting
(H,N,V,—,1,0) e per ogni valutazione V delle proposizioni del linguaggio £ nell’algebra di
Heyting (H, A,V,—,1,0) si ha che V(v A ¢) < V() se e solo se per ogni algebra di Heyting
(H,N,V,—,1,0) e per ogni valutazione V delle proposizioni del linguaggio £ nell’algebra di
Heyting (H, A,V,—,1,0) si ha che V() AV (¢) < V(1) se e solo se per ogni algebra di Heyting
(H,N,V,—,1,0) e per ogni valutazione V delle proposizioni del linguaggio £ nell’algebra di
Heyting (H, A, V,—,1,0) si ha che V(v) < V(¢) — V(3) se e solo se per ogni algebra di Hey-
ting (H,A,V,—,1,0) e per ogni valutazione V delle proposizioni del linguaggio £ nell’algebra
di Heyting (H, A, V,—,1,0) si ha che V(y) < V(¢ — 1) se e solo se [7]e <¢ [¢ — ¢]= se e solo
se [V <r [¢le =& [V]e

Si ha quindi che —¢ € I'implicazione su (Prop(L)/F, A=, Vi).

Si ha quindi che (Prop(£)/F, Ae, Vie, =&, Iprop(c) /=5 Oprop(c) /) € un’algebra di Heyting.

Si vuole dimostrare che 'algebra di Heyting (Prop(£)/F, A=, Ve, =&, Iprop(£) /=5 OProp(c) /=) € non
banale.

Per ogni algebra di Heyting non banale (H, A, V,—,1,0) e per ogni valutazione V' delle proposi-
zioni del linguaggio £ nell’algebra di Heyting (H, A,V,—,1,0) si hache V(L) =0#1=V(T),
allora 1 76): T, quindi [L]p 7é [T]p, cioe 0Pr0p(£)/|: 7é 1Pr0p(£)/|:'

Si ha quindi che I'algebra di Heyting (Prop(L)/F, Ae, Vie, =k, Lprop() /= OProp(£) /&) € non bana-
le. O

La proposizione 5.1.4 consente di definire la nozione di algebra di Heyting delle proposizioni
della logica proposizionale intuizionista.

Definizione 5.1.5 (Algebra di Heyting delle proposizioni della logica proposizionale intuizio-
nista). Sia £ un linguaggio proposizionale. L’algebra di Heyting delle proposizioni della logica
proposizionale intuizionista ¢ ’algebra di Heyting non banale

(Prop(L)/F, A=, Vie, =5, Lprop(2) /25 Oprop(c) ) 0 cui ~ la relazione di equivalenza definita sul-
linsieme Prop(L) ponendo ¢ ~g 1 se e solo se per ogni algebra di Heyting (H,\,V,—,1,0) e per
ogni valutazione V' delle proposizioni del linguaggio L nell’algebra di Heyting (H,A\,V,—,1,0)
st ha che V(¢) = V(¢), Prop(L)/E = {[p]c | ¢ € Prop(L)} & l'insieme quoziente di Prop(L)
rispetto a ~g, A=, Ve e —¢ sono le operazioni binarie su Prop(L)/F definite ponendo
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[l A= [Y]e = [@ AP, [Pl VE [Y]e = [0 VY] e [dle =k [Y]e = [0 = Ve, 1propeye = [T]= €
OProp(E)/): - [J*]lz

Sia £ un linguaggio proposizionale e siano ¢, € Prop(L).

Il teorema di validita per la logica proposizionale intuizionista stabilisce che se ¢ - 1 allora
per ogni algebra di Heyting (H,A,V,—,1,0) e per ogni valutazione V delle proposizioni del
linguaggio £ nell’algebra di Heyting (H, A, V,—,1,0) si ha che V(¢) < V().

Il teorema di completezza per la logica proposizionale intuizionista stabilisce che se per ogni
algebra di Heyting (H, A,V,—,1,0) e per ogni valutazione V delle proposizioni del linguaggio
L nell’algebra di Heyting (H, A, V,—,1,0) si ha che V(¢) < V(¢) allora ¢ F 1.

Si ha quindi che ¢ ~1 1) se e solo se ¢ - 1) e 1) = ¢ se e solo se per ogni algebra di Heyting
(H,N,V,—,1,0) e per ogni valutazione V' delle proposizioni del linguaggio £ nell’algebra di Hey-
ting (H, A, V,—,1,0) si ha che V(¢) < V(v) e per ogni algebra di Heyting (H, A, V,—,1,0) e per
ogni valutazione V' delle proposizioni del linguaggio £ nell’algebra di Heyting (H, A, V,—,1,0)
si ha che V(¢) < V(¢) se e solo se per ogni algebra di Heyting (H,A,V,—,1,0) e per ogni
valutazione V' delle proposizioni del linguaggio £ nell’algebra di Heyting (H, A, V,—,1,0) si ha
che V(¢) = V(¢) se e solo se ¢ ~ 1.

Si puo quindi dimostrare che I’algebra di Heyting delle proposizioni della logica proposizionale in-
tuizionista (Prop(L)/F, A, Vi, =&, Iprop(z) /s Oprop(c) /=) € isomorfa all’algebra di Lindenbaum
della logica proposizionale intuizionista (Prop(L)/F, Ar, Vie, =, Iprop(£) /-5 OProp(£) /)

Per una dimostrazione costruttiva dei teoremi di validita e completezza per la logica predicativa
classica e intuizionista si veda [7].

La proiezione dall’insieme delle proposizioni di un linguaggio proposizionale £ all’algebra di
Heyting delle proposizioni della logica proposizionale intuizionista & una valutazione delle pro-
posizioni del linguaggio proposizionale £ nell’algebra di Heyting delle proposizioni della logica
proposizionale intuizionista.

Proposizione 5.1.6. Sia £ un linguaggio proposizionale e sia

(Prop(L)/F, A=, Vie, =5, Lprop(2) /55 Oprop(z) /) U'algebra di Heyting delle proposizioni della logica
proposizionale intuizionista.

Si definisce una funzione Vi : Prop(L) — Prop(L)/E ponendo V=(¢) = [p]e.

Si ha che V= € una valutazione delle proposizioni del linguaggio proposizionale L nell’algebra di
Heyting (Prop(L) /%, A=, Vie, =5, Lprop(c) /=5 O Prop(c) /=) -

Dimostrazione. Si ha che VE(T) = [T]e = Iprop(c) /e
Si ha che Vp(J_) = [L]p = OProp(L)/I:-

Si ha che Vi(¢ A ) = [¢ A]e = [0] A [Y]r = VE(O) A= VE(Y).
Si ha che Ve(¢ V) = [V Y] = [g] Vi [¢]- = ):( ) Ve VE(9).
Si ha che Vi(¢ = ¥) = [¢ = Y] = [¢]= =k [l = V(@) — VE(Y). O

Si ha che il filtro generato da un sottoinsieme di un’algebra di Heyting coincide con I'unione di
tutti i filtri generati da un sottoinsieme finito del sottoinsieme dell’algebra di Heyting.

Proposizione 5.1.7. Sia (H,A\,V,—,1,0) un’algebra di Heyting e sia X C H. Si ha che
TX = UYQWX Y.

Dimostrazione. Si vuole dimostrare che X C Uy y1Y.

Se z € 1X allora esiste Z C,, X tale che A Z <z, quindi z € 1Z C Uy _x 1Y
Si ha quindi che 17X C UYC x Y.

Si vuole dimostrare che UYC ¥ Y C1X.
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Se x € UYCwX 1Y allora x € 17 per qualche Z C,, X, quindi x € 17 C 17X in quanto 17 e il
pitt piccolo filtro su (H, A, V,—,1,0) contenente Z per la proposizione 4.2.5 e X & un filtro su
(H,N,V,—,1,0) tale che Z C,, X € 1X per la proposizione 4.2.3.

Si ha quindi che Jyc_x 1Y C 1X.

Dal fatto che X C DYCWX 1Y e che Uy x 1Y C 11X segue che tX = Jy_y1Y. O

Data una valutazione delle proposizioni di un linguaggio proposizionale in un’algebra di Heyting,
la funzione che associa ad ogni classe di equivalenza modulo la relazione di equivalenza semantica
di una proposizione del linguaggio la valutazione di tale proposizione € ben definita.

Proposizione 5.1.8. Sia L un linguaggio proposizionale, sia (H,\,V,—,1,0) un’algebra di
Heyting, sia V una valutazione delle proposizioni del linguaggio L nell’algebra di Heyting
(H,N\,V,—,1,0) e sia (Prop(L)/F, A=, Ve, =, Lprop(z) /= Oprop(c) /=) Valgebra di Heyting delle
proposizioni della logica proposizionale intuizionista. Si definisce una funzione f : Prop(L)/F — H
ponendo f([¢]z) = V(¢). Si ha che la funzione f é ben definita.

Dimostrazione. Se [¢p|e = []= allora ¢ ~¢ 1, quindi per ogni algebra di Heyting

(H', N, V', ="/ 1',0') e per ogni valutazione V' delle proposizioni del linguaggio £ nell’algebra di
Heyting (H', \',V',—=/,1",0) si ha che V'(¢) = V'(¢), in particolare date ’algebra di Heyting
(H,N,V,—,0,1) e la valutazione V delle proposizioni del linguaggio £ nell’algebra di Heyting
(H, A,V,—,0,1) si ha che V() = V(1), dunque f([6]-) = V(6) = V(1)) = ([¥]-): O

Data una valutazione delle proposizioni di un linguaggio proposizionale in un’algebra di Heyting,
la funzione che associa ad ogni classe di equivalenza modulo la relazione di equivalenza seman-
tica di una proposizione del linguaggio la valutazione di tale proposizione & un omomorfismo
dall’algebra di Heyting delle proposizioni della logica proposizionale intuizionista all’algebra di
Heyting.

Proposizione 5.1.9. Sia £ un linguaggio proposizionale, sia (H,\,V,—,1,0) un’algebra di
Heyting, sia V una valutazione delle proposiziont del linguaggio L nell’algebra di Heyting
(H,A,V,—,1,0) e sia (Prop(L)/F, A=, Ve, =, Lprop(z) /= Oprop(c) /=) Valgebra di Heyting delle
proposizioni della logica proposizionale intuizionista. Si definisce una funzione f : Prop(L)/F — H
ponendo f([¢]r) =V (¢). Si ha che f é un omomorfismo dall’algebra di Heyting

(Prop(L)/F, A=, Vie, =5, Lprop(2) /25 Oprop(z) ) all’algebra di Heyting (H, A, V,—,1,0).

Dimostrazione. Si ha che f & ben definita per la proposizione 5.1.8.
Si ha che f(lprop(ﬁ)/':) = f([—[—]p) = V(T) = 1

Si ha che f(Oprop(c)/e) = f([T]e) = V(L) =

Si ha che f([¢]- A= [Y]e) = f([p Adle) = (</5M/1) V() NV (@) = f([gle) A F([¥]e)-

Si ha che f([¢]e Ve [Yle) = f([o Vle) = V(e V) =V(g) vV () = f([or) V [([¥])

Siha che f([¢le =& [¥]c) = f([¢ = ¥]e) = V(o =) =V(¢) = V() = f([¢]r) = f([¥])

Si ha quindi che f & un omomorfismo dall’algebra di Heyting

(Prop(L)/F, A=, Vi, =, Iprop(z) /s OProp(c) /=) all’algebra di Heyting (H, A, V, —, 1,0). O

Dato un omomorfismo da un’algebra di Heyting dominio ad un’algebra di Heyting codominio,
si ha che 'antimmagine dell’insieme costituito dal massimo elemento dell’algebra di Heyting
codominio & un filtro sull’algebra di Heyting dominio, inoltre se ’algebra di Heyting codominio
¢ non banale si ha che I'antimmagine dell’insieme costituito dal massimo elemento dell’algebra
di Heyting codominio & un filtro proprio sull’algebra di Heyting dominio.
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Proposizione 5.1.10. Siano (H,A\,V,—,1,0) e (H',N',V', =/, 1',0) due algebre di Heyting e
sia f un omomorfismo dall’algebra di Heyting

(H,A,V,—,1,0) all’algebra di Heyting (H',N',V',—',1,0'). Si ha che linsieme f~1({1'}) ¢
un filtro su (H,A\,V,—,1,0). Inoltre se l’algebra di Heyting (H',N',V',—',1",0") & non banale
allora Uinsieme f=1({1'}) & un filtro proprio su (H,A,V,—,1,0).

Dimostrazione. Si vuole dimostrare che I'insieme f~1({1’}) & un filtro su (H, A, V, —,1,0).
Siccome f & un omomorfismo dall’algebra di Heyting (H, A, V,—,1,0) all’algebra di Heyting
(H',N', V', =" 1",0) si ha che f(1) =1/, allora 1 € f=1({1'}).

Sex e fT({1}), y € Hew <yallora f(z) =1 e f(z) <’ f(y), quindi I = f(z) <’ f(y),
dunque f(y) =1, da cui y € f~1({1'}).

Se z,y € f~1({1"}) allora f(z) =1"e f(y) =1/, quindi f(z Ay) = f(x) N f(y) =1 N1 =1,
dunque z Ay € fH{1}).

Si ha quindi che l'insieme f~1({1'}) & un filtro su (H, A, V, —, 1,0).

Se lalgebra di Heyting (H',A\,V',—’,1',0') & non banale allora f(0) = 0’ # 1’, dunque
0¢ f~1({1'}), quindi I'insieme f~1({1’}) & un filtro proprio su (H, A,V,—,1,0). O

Si puo quindi dimostrare che se ogni sottoinsieme finito di un insieme I' di proposizioni di
un linguaggio proposizionale £ ¢ soddisfacibile intuizionisticamente allora I' ¢ soddisfacibile
intuizionisticamente.

Teorema 5.1.11. Se ogni sottoinsieme finito di un insieme di proposizioni I' di un linguaggio
proposizionale L & soddisfacibile intuizionisticamente allora I' é soddisfacibile intuizionistica-
mente.

Dimostrazione. Sia I 'insieme dei sottoinsiemi finiti di I' e si supponga che ogni ¢ € [ sia

soddisfacibile intuizionisticamente.

Sia (Prop(£)/F, A=, Vie, =k, Iprop(c) /> Oprop(c) /=) I'algebra di Heyting delle proposizioni della

logica proposizionale intuizionista.

Si definisce una funzione Vi : Prop(£) — Prop(L£)/F ponendo Vi(¢) = [¢]e.

Si ha che Vi & una valutazione delle proposizioni del linguaggio proposizionale £ nell’algebra di

Heyting (Prop(£)/F, A=, Vi, =, Iprop(z) /> OProp(c) /=) Per la proposizione 5.1.6.

Si definisce X = VE(T') C Prop(L)/F.

Per ogni i € I si definisce X; = V(i) C Prop(L)/F.

Si vuole dimostrare che i sottoinsiemi finiti di X sono tutti e soli gli insiemi X; al variare di

1€l

Siccome per ogni ¢ € I si ha che i C T, si ha che X; = V(i) C V&(I') = X, inoltre siccome ogni

i € I ¢ finito si ha che I'insieme X; = Vi(4) € finito per ogni i € I.

Si ha quindi che I'insieme X; ¢ un sottoinsieme finito di X per ogni 7 € I.

Sia Y un sottoinsieme finito di X.

Per ogni elemento y € Y si puo scegliere una proposizione ¢, € I' tale che V:(¢,) = y, allora

si ha che {¢, € I' | y € Y} ¢ un sottoinsieme finito di I', quindi {¢, € I' | y € Y} € I, dunque

{¢y €T |y € Y} =i per qualche ¢ € I, da cui

Xi=Ve(i) = Ve({oy €T |y € Y}) = {Vk(¢y) € Prop(L)/F |y € Y} =
={yeProp(L)/F|lyeY}=Y.

Si ha quindi che ogni sottoinsieme finito di X & un insieme X; per qualche ¢ € I.

Si ha quindi che i sottoinsiemi finiti di X sono tutti e soli gli insiemi X; al variare di ¢ € I.

Si consideri il filtro generato da X su (Prop(L)/F, Ax, Ve, =, Iprop(r) /s OProp(£) /i), Ovvero I'in-

sieme 1X = {« € Prop(L)/F | esiste Y C,, X tale che A\_Y < z}.

Per la proposizione 5.1.7 si ha che tX = UYCW x 1Y, inoltre si ¢ dimostrato che i sottoinsiemi
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finiti di X sono tutti e soli gli insiemi X; al variare di i € I e dunque si ha che 1 X = J;o; TX;.
Si vuole dimostrare che il filtro TX su (Prop(L)/F, Ax, Vi, =&, Iprop(c) /=5 Oprop(c) /=) € proprio.
Se fosse Opyop(z)/= € TX allora si avrebbe che Opyop(z)e € Ujer TXi, quindi si avrebbe che
Oprop(c)/k € TX; per qualche j € I.
Siccome j C,, I' si avrebbe che I'insieme j € soddisfacibile per ipotesi, allora esisterebbero un’al-
gebra di Heyting non banale (Hj, Aj,Vj, —j,1 H;,0 Hj) ed una valutazione V; delle proposizioni
del linguaggio £ nell’algebra di Heyting (Hj, Aj, Vj, —j, 1n;,0m;) tale che Vj(¢) = 1y, per ogni
¢ € 7.
Si potrebbe definire la funzione f; : Prop(L)/F — H; ponendo f;([¢]c) = V;(¢).
Si avrebbe che la funzione f; ¢ ben definita per la proposizione 5.1.8, inoltre la funzione f;
sarebbe un omomorfismo dall’algebra di Heyting (Prop(L)/F, Ar, Vie, =&, Iprop(£) /5 OProp(£) /E)
all'algebra di Heyting (Hj, Aj, Vj, =, 1y;,0n,) per la proposizione 5.1.9.
Si avrebbe che
fi(X5) = f;(Ve(4)) = fi(Ve({ € Prop(£) | ¢ € j})) = f;({VE(9) € Prop(L)/F | ¢ € j}) =

= 1i({[6) € Pron(£)/= | 6 € 1) = (13 ([6)) € H | 6 € } = {V;(6) € Hy | 6 € 5) =

= {1Hj}7
allora si avrebbe che X; C fj_l({lHj}).
Per la proposizione 5.1.10 si avrebbe che l'insieme f;l({lHj}) ¢ un filtro su
(Prop(L)/F, A=, Ve, =k, Iprop(£) /s OProp(z) /), inoltre, siccome l'algebra di Heyting
(Hj, Nj; Vi, —j,1m;,0p,) sarebbe non banale, si avrebbe che il filtro fj_l({lHj}) su
(Prop(L)/F, Ak, Vi, =, Iprop(£) /> Oprop(z) /=) € Proprio.
Si avrebbe che 1X; ¢ il pit1 piccolo filtro su (Prop(L)/F, Ae, Vi, =k, Iprop(c) /= OProp(c) /) cON-
tenente X; per la proposizione 4.2.5.
Siccome fj_l({lHj}) sarebbe un filtro su (Prop(L)/F, A=, Vie, =k, Iprop(£) /ie> OProp(c) /=) conte-
nente X; e 7X; sarebbe il piu piccolo filtro su (Prop(£)/F, A, Vie, =, Iprop(c) /ie> OProp(£) /=)
contenente X si avrebbe che 1X; C fj_l({lH].}).
Siccome 1X; C f;7 ' ({1m,}) eil filtro £ ({1a,}) su (Prop(L) /E, Ae, Vi, =, Iprop(£) /s OProp(c) /)
sarebbe proprio si avrebbe che il filtro 1X; su (Prop(L)/F, Ax, Ve, =k, Iprop(z) /s OProp(c) /) €
proprio, cio¢ che Opyop(z) /= & TXj, che contraddice il fatto che Opyopz) = € TXj.
Si ha quindi che il filtro 1X su (Prop(L)/F, Ax, Vi, =&, Iprop(c) /=5 OProp(c) /) € proprio.
Sia F = 1X.
Sia ((Prop(L£)/F)/F, Ar, Vi, = F, Lprop(c) /=) s OProp(z) k) /) I'algebra di Heyting quoziente di
(Prop(L)/F, Ak, Vies =k, Iprop(c) /> OProp(c) /=) Tispetto a F.
Si definisce una funzione 7 : Prop(£)/F — (Prop(L£)/F)/F ponendo wp([¢]c) = [[¢]=]F-
Si ha che mF & un omomorfismo dall’algebra di Heyting
(Prop(L)/F, A=, Vie, =&, Iprop(2) /5 Oprop(z) /=) all’algebra di Heyting
((Prop(L)/F)/F, Ar,VE, =, Lprop(z) /=) /Fs O(Prop(£) /) /) Per la proposizione 4.2.16.
Siccome Vi € una valutazione delle proposizioni del linguaggio proposizionale £ nell’algebra di
Heyting (Prop(L)/F, A=, Vie, =&, Iprop(c) /=5 Oprop(c) /=) € TF € un omomorfismo dall’algebra di
Heyting (Prop(£)/F, A=, Vie, =&, Iprop () /5 Oprop(c) /=) @ll’algebra di Heyting
((Prop(ﬁ)/lZ)/F, AN, NVNF,—F, 1(prop(£)/;:)/p, 0(prop(£)/):)/p) si ha che V = np o V& € una valuta-
zione delle proposizioni del linguaggio £ nell’algebra di Heyting
((Prop(L)/F)/F, Ar,VE, =Py Lprop(z) /i) /F> O(Prop(L) /) /F)-
Si ha che V(F) = (TI'F o V):)(F) = WF(V):(F)) = WF(X)
Siccome X C 1X per la proposizione 4.2.3, si ha che 7p(X) C 7p(1X).
Si ha quindi che V(T') = 7np(X) C np(1X) = 7p(F).
Si ha che 1(prop(z)/e)/F = F per la proposizione 4.2.15, allora mp(F) = {1(prop(c) /i) /F }-
Si ha quindi che V(I') = 7p(F) = {1(prop(c)/r)/F}, allora per ogni ¢ € I si ha che
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V() = Liprop(c)/)/ps quindi (((Prop(L)/F)/F,Ar,VF, = F, Lprop()/c)/Fs OProp(z) /) F)s V) €
un modello intuizionista per I', dunque I' & soddisfacibile intuizionisticamente. ]

I teoremi 5.1.1 e 5.1.11 rappresentano le due implicazioni del teorema di compattezza per modelli
intuizionisti e linguaggi arbitrari, che afferma che un insieme di proposizioni di un linguaggio
proposizionale ¢ soddisfacibile intuizionisticamente se e solo se ogni suo sottoinsieme finito e
soddisfacibile intuizionisticamente.

Teorema 5.1.12 (Compattezza per modelli intuizionisti e linguaggi arbitrari). Un insieme di
proposiziont I' di un linguaggio proposizionale L ¢ soddisfacibile intuizionisticamente se e solo
se ogni sottoinsieme finito di I' & soddisfacibile intuizionisticamente.

Dimostrazione. Se I' & soddisfacibile intuizionisticamente allora ogni sottoinsieme finito di I' &
soddisfacibile intuizionisticamente per il teorema 5.1.1.

Se ogni sottoinsieme finito di I' ¢ soddisfacibile intuizionisticamente allora I' € soddisfacibile
intuizionisticamente per il teorema 5.1.11. O

Si vuole dimostrare il teorema di compattezza per modelli classici e linguaggi arbitrari, che
afferma che un insieme di proposizioni I' di un linguaggio proposizionale £ & soddisfacibile
classicamente se e solo se ogni sottoinsieme finito di I' & soddisfacibile classicamente.

Chiaramente ogni modello classico per un insieme di proposizioni I' di un linguaggio proposizio-
nale £ & un modello classico per qualsiasi sottoinsieme finito di I', quindi se I' & soddisfacibile
classicamente allora ogni sottoinsieme finito di I' & soddisfacibile classicamente.

Teorema 5.1.13. Se un insieme di proposizioni I' di un linguaggio proposizionale L ¢é soddi-
sfacibile classicamente allora ogni sottoinsieme finito di I' e soddisfacibile classicamente.

Dimostrazione. Sia I' soddisfacibile classicamente, allora esiste un modello classico
((B,A,V,—,1,0),V) per I, ovvero esistono un’algebra di Boole non banale (B, A, V,—,1,0) ed
una valutazione V' delle proposizioni del linguaggio £ nell’algebra di Boole (B, A, V,—,1,0) tale
che V(¢) =1 per ogni ¢ € T.

Sia I'p C,, T, si ha che V(¢) = 1 per ogni ¢ € Iy, quindi ((B,A,V,—,1,0),V) & un modello
classico per I'g, dunque I'g & soddisfacibile classicamente. ]

Viceversa, si puo dimostrare che se ogni sottoinsieme finito di un insieme I' di proposizioni di un
linguaggio proposizionale £ & soddisfacibile classicamente allora I' & soddisfacibile classicamente.

Teorema 5.1.14. Se ogni sottoinsieme finito di un insieme di proposizioni I' di un linguaggio
proposizionale L é soddisfacibile classicamente allora I' € soddisfacibile classicamente.

Dimostrazione. Sia I I'insieme dei sottoinsiemi finiti di I' e si supponga che ogni ¢ € [ sia
soddisfacibile classicamente, allora ogni i € I & soddisfacibile intuizionisticamente per il teo-
rema 3.3.1, quindi I' & soddisfacibile intuizionisticamente per il teorema 5.1.11, dunque I' &
soddisfacibile classicamente per il teorema 3.3.11. ]

I teoremi 5.1.13 e 5.1.14 rappresentano le due implicazioni del teorema di compattezza per
modelli classici e linguaggi arbitrari, che afferma che un insieme di proposizioni I' di un linguag-
gio proposizionale £ ¢ soddisfacibile classicamente se e solo se ogni sottoinsieme finito di I' €
soddisfacibile classicamente.
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Teorema 5.1.15 (Compattezza per modelli classici e linguaggi arbitrari). Un insieme di pro-
posizions I' di un linguaggio proposizionale L é soddisfacibile classicamente se e solo se ogni
sottoinsieme finito di I' € soddisfacibile classicamente.

Dimostrazione. Se I' e soddisfacibile classicamente allora ogni sottoinsieme finito di I" € soddi-
sfacibile classicamente per il teorema 5.1.13.

Se ogni sottoinsieme finito di I" € soddisfacibile classicamente allora I' ¢ soddisfacibile classica-
mente per il teorema 5.1.14. O

5.2 Una costruzione esplicita

Si & dimostrato in una metateoria intuizionista il teorema di compattezza per modelli algebrici e
linguaggi arbitrari. Per dimostrare che se ogni sottoinsieme finito di un insieme di proposizioni
I" di un linguaggio proposizionale £ e soddisfacibile allora I" & soddisfacibile si &€ mostrato che se
ogni sottoinsieme finito di I" & soddisfacibile allora & possibile costruire un modello algebrico per
I" basato sull’insieme delle proposizioni del linguaggio £. Si presenta ora la costruzione esplicita
di un modello algebrico per I' basato sui modelli algebrici per i sottoinsiemi finiti di I' in quanto
questa costruzione risulta maggiormente informativa.

Dati un modello intuizionista per ciascun sottoinsieme finito di un insieme di proposizioni I'
di un linguaggio proposizionale L, si puo costruire un modello intuizionista per I' basato sui
modelli intuizionisti per i suoi sottoinsiemi finiti.

Data una famiglia di algebre di Heyting, & possibile atteggiare il prodotto cartesiano degli
insiemi di supporto delle algebre di Heyting ad algebra di Heyting definendo le operazioni per
componenti.

Proposizione 5.2.1. Sia ((H;, Ni, Vi, —i,1i,0;))icr una famiglia di algebre di Heyting. Sia
H = [;c; H; il prodotto cartesiano degli insiemi (H;);cr. Si definiscono tre operazioni binarie
A, Ve = su H ponendo (x;)icr N (Yi)ier = (x5 Ni Yi)ier, (Ti)ier V (Yi)ier = (@i Vi Yi)ier
e (zi)ier — Widier = (¥i —i Yi)ier- Si definiscono 1 = (1;)ier € 0 = (0;)icr- Si ha che
(H,N,V,—,1,0) é un’algebra di Heyting. Se almeno una delle algebre di Heyting della famiglia
((Hi, Niy Vi, =iy 13,05))ier € non banale allora l’algebra di Heyting (H, \,V,—,1,0) é non banale.
Inoltre si ha che (z;)icr < (yi)icr se e solo se x; <; y; per ogni i € I.

Dimostrazione. Si vuole dimostrare che (H, A, V) € un reticolo.
Si vuole dimostrare che le operazioni binarie A e V soddisfano le proprieta associative.
Si ha che
(wi)ier N ((yi)ier N (zi)ier) = (@i)ier A (Yi Ni zi)ier = (T Ni (i Ni %) )ier =
= ((zi Ni i) N zi)ier = (@i Ni Yi)ier N (2i)ier =
= ((wi)ier N (Yi)ier) N (zi)ier-
Si ha che
(wi)ier V ((Yi)ier V (2i)ier) = (®i)ier V (yi Vi zi)ier = (2 Vi (Yi Vi 2i) )ier =
(% Vi yi) Vi zi)ier = (i Vi yi)ier V (2i)ier =
= ((zi)ier V (¥i)ier) V (zi)ier-
Si ha quindi che le operazioni binarie A e V soddisfano le proprieta associative.
Si vuole dimostrare che le operazioni binarie A e V soddisfano le proprieta commutative.
Si ha che (z;)ier A (Yi)ier = (i Ni Yi)ier = (Yi Ni Ti)ier = (Yi)ier N (T3)ier-
Si ha che (z;)ier V (¥i)ier = (@i Vi Yi)ier = (Yi Vi Ti)ier = (Yi)ier V (%i)ier-
Si ha quindi che le operazioni binarie A e V soddisfano le proprieta commutative.
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Si vuole dimostrare che le operazioni binarie A e V soddisfano le proprieta di assorbimento.

Si ha che (z)ier A ((zi)ier V (Wi)ier) = (@i)ier N (i Vi yi)ier = (@i Ni (25 Vi ¥i) )ier = (Ti)ier-
Si ha che (2i)ier V (xi)ier A (yi)ier) = (Ti)ier V (25 Ni Yi)ier = (i Vi (25 Ni i) )ier = (T4)ier-
Si ha quindi che le operazioni binarie A e V soddisfano le proprieta di assorbimento.

Si ha quindi che (H, A, V) & un reticolo.

Si vuole dimostrare che (z;);er < (y;)icr se e solo se x; <; y; per ogni i € I.

Si ha che (z;)ier < (yi)ier se e solo se (x;)icr = (2;)ier A (yi)ier se e solo se (x;)icr = (Ti Ni¥i)ier
se e solo se z; = x; A\; y; per ogni ¢ € I se e solo se x; <; y; per ogni ¢ € I.

Si ha quindi che (x;)ier < (yi)ier se e solo se z; <; y; per ogni i € I.

Si vuole dimostrare che 1 ¢ il massimo elemento di H e che 0 € il minimo elemento di H.

Per ogni (x;);cr € H si ha che x; <; 1; per ogni i € I, allora (x;);er < (1;)ier = 1.

Per ogni (x;);c; € H si ha che 0; <; x; per ogni i € I, allora 0 = (0;)icr < (i)ier-

Si ha quindi che 1 ¢ il massimo elemento di H e che 0 ¢ il minimo elemento di H.

Si ha quindi che (H, A, V,1,0) & un reticolo limitato.

Si vuole dimostrare che — & 'implicazione su (H, A, V).

Dimostrare che — ¢ 'implicazione su (H, A, V) significa dimostrare che per ogni (x;)iecr, (¥i)ier € H
si ha che (x;)ier — (vi)ier € U'implicazione tra (x;)icr € (yi)ier, ovvero dimostrare che per ogni
(wi)ier, (Yi)ier, (zi)ier € H sihache (2;)ier/\(@i)ier < (yi)ier se esolose (zi)ier < (wi)icr — (Yi)iel-
Si ha che (2;)ier A (2)icr < (yi)ier se e solo se (z; Ni ;)icr < (yi)icr se e solo se z; A; x; <; y;
per ogni i € I se e solo se z; <; x; —; y; per ogni ¢ € I se e solo se (z;)ier < (T = Yi)ier se e
solo se (2;)ier < (%)ier — (Yi)ier-

Si ha quindi che — & I'implicazione su (H, A, V).

Si ha quindi che (H, A, V,—,1,0) ¢ un’algebra di Heyting.

Se almeno una delle algebre di Heyting della famiglia ((Hj;, Ai, Vi, —i, 13, 0;))ier € non banale
allora per qualche j € I si ha che 0; # 1, quindi 0 = (0;)ier # (1i)icr = 1, dunque I’algebra di
Heyting (H,A,V,—,1,0) & non banale. O

La proposizione 5.2.1 consente di definire la nozione di algebra di Heyting prodotto di una
famiglia di algebre di Heyting.

Definizione 5.2.2 (Algebra di Heyting prodotto). L’algebra di Heyting prodotto di una fami-
glia di algebre di Heyting ((H;, Niy Vi, —i, 1:,0;))icr € Ualgebra di Heyting (H,N\,V,—,1,0) in
cui H = [[;c; H; ¢ il prodotto cartesiano degli insiemi (H;)icr, N, V e — sono le operazioni
binarie su H definite ponendo (x;)ier N (Yi)ier = (i Ni yi)ier, (Ti)ier V (Yi)ier = (Ti Vi Yi)ier €
(zi)ier = (i)ier = (xi =i Yi)ier, 1 = (Li)ier € 0= (0;)er.

Date una famiglia di algebre di Heyting ed una famiglia di valutazioni di un linguaggio pro-
posizionale nelle corrispondenti algebre di Heyting, € possibile definire per componenti una
valutazione delle proposizioni del linguaggio nell’algebra di Heyting prodotto delle algebre di
Heyting della famiglia di algebre di Heyting.

Proposizione 5.2.3. Sia L un linguaggio proposizionale, sia ((H;, Ni, Vi, —i,1i,0;))icr una
famiglia di algebre di Heyting e sia (V;)ier una famiglia di valutazioni tale che Vi é una va-
lutazione delle proposizioni del linguaggio L nell’algebra di Heyting (H;, Ni, Vi, =i, 1;,0;). Sia
(H,N,V,—,1,0) lalgebra di Heyting prodotto della famiglia di algebre di Heyting

((Hiy NiyViy =iy 13,05))icr. Si definisce una funzione V' : Prop(L) — H ponendo V(¢) = (Vi(9))icr
per ogni ¢ € Prop(L). Si ha che V ¢ una valutazione delle proposizioni del linguaggio L
nell’algebra di Heyting (H,A\,V,—,1,0).

Dimostrazione. Siha che V(T) = (Vi(T))ier = (1;)ier = 1.
Si ha che V(L) = (Vi(L))ier = (0;)ier = 0.



Siha che V(¢AY) = (Vi(@AY))ier = (Vi(@)AiVi(¥))ier = (Vi(9))ier A(Vi(¥))ier = V() AV (1)
Sihache V(¢Vy)) = (Vi(oVY))ier = (Vi(@) Vi Vi(¥))ier = (Vi(9))ierV (Vi())ier = V(o) VV (¢)
Si ha che

V(¢ =) = (Vi = ¥))ier = (Vi(®) =i Vi(¥))ier = (Vi(@))ier — (Vi(¥))ier = V(¢) = V().

O

Dati un modello intuizionista per ciascun sottoinsieme finito di un insieme di proposizioni I' di
un linguaggio proposizionale £, si puod quindi costruire un modello intuizionista per I' basato
sui modelli intuizionisti per i suoi sottoinsiemi finiti.

Teorema 5.2.4. Sia I' un insieme di proposizioni di un linguaggio proposizionale L, sia I
Uinsieme dei sottoinsiemi finiti di I' e sia (((H;, Ni, Vi, =i, 1i, 03), Vi) )ier una famiglia di modelli
intwizionisti tale che per ognii € I si ha che ((H;, Ni, Vi, —i, 1,0;), Vi) € un modello intuizionista
peri. Allora esiste un modello intuizionista per I' basato sui modelli intuizionisti della famiglia
(((Hs, Niy Vi, =i, 14,04), Vi) )ier -

Dimostrazione. Sia I' un insieme di proposizioni di un linguaggio proposizionale £, sia I I'in-
sieme dei sottoinsiemi finiti di T" e sia (((H;, Ai, Vi, =i, 13, 04), Vi))ier una famiglia di modelli
intuizionisti tale che per ogni i € I si ha che ((H;, Ai, Vi, —4,14,0;),V;) € un modello intui-
zionista per i, allora per ogni ¢ € I si ha che (H;, A, Vi, —i,1;,0;) € un’algebra di Heyting
non banale e V; & una valutazione delle proposizioni del linguaggio £ nell’algebra di Heyting
(H;, Niy Vi, =i, 1;,0;) tale che V;(¢) = 1; per ogni ¢ € I.

Sia (H,A,V,—,1,0) l'algebra di Heyting prodotto della famiglia di algebre di Heyting

((Hi, Niy Vi, =05 14,04) )ier-

Siccome le algebre di Heyting della famiglia ((H;, A;, Vi, =i, 13, 0;))icr sono non banali si ha che
lalgebra di Heyting (H, A, V,—,1,0) & non banale per la proposizione 5.2.1.

Si definisce una funzione V' : Prop(£) — H ponendo V(¢) = (V;(¢))ier per ogni ¢ € Prop(L).
Si ha che V & una valutazione delle proposizioni del linguaggio £ nell’algebra di Heyting
(H,N,V,—,1,0) per la proposizione 5.2.3.

Si definisce 'insieme X = V(I") C H.

Si vuole dimostrare che I'insieme X gode della proprieta dell’intersezione finita.

Sia Y C, X, allora Y = {V(¢1),...,V(én)} per qualche n € N con ¢1,...,¢, € I, siccome
{¢1,...,0n} Cu I' si ha che {¢1,...,¢,} = j per qualche j € I, quindi si ha che Vj(¢) = 1; per
ogni ¢ € j, dunque Vj(¢1) Aj ... Aj Vj(¢pn) = 1; # 04, da cui segue che

/\Y =V(g1) Ao AV(dn) = (Vi(d1))ier Ao A (Vi(dn))ier = (Vi(o1) Ai - . Ai Vildn) )ier #

# (0;)icr = 0.
Si ha quindi che I'insieme X gode della proprieta dell’intersezione finita.
Siccome l'insieme X gode della proprieta dell’intersezione finita, per la proposizione 4.2.7 si ha
che il filtrot X su (H,A,V,—,1,0) & un filtro proprio.
Sia F = 1X.
Sia (H/F,\r,VF,—F,1g/r,0p/F) algebra di Heyting quoziente di (H,A,V,—,1,0) rispetto
aF.
Siccome il filtro F' su (H, A,V,—,1,0) & un filtro proprio si ha che 1’algebra di Heyting
(H/F,ANr,VF,—F,1g/p,0p/F) € non banale per la proposizione 4.2.13.
Si definisce una funzione 7p : H — H/F ponendo wp(x) = [z]r per ogni z € H.
Si ha che mp € un omomorfismo dall’algebra di Heyting (H, A, V,—, 1,0) all’algebra di Heyting
(H/F,Ar,VF,—F,1g/F,0p/F) per la proposizione 4.2.16.
Siccome V' & una valutazione delle proposizioni del linguaggio £ nell’algebra di Heyting
(H,N,V,—,1,0) e mp & un omomorfismo dall’algebra di Heyting (H, A, V,—,1,0) all’algebra di
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Heyting (H/F,Ar,VF,—F,11/r,0m/F), si ha che Vp = mp oV & una valutazione delle proposi-
zioni del linguaggio £ nell’algebra di Heyting (H/F, Ar,VF, —F, 1/, 05/ F) per la proposizione
3.3.9.

Si ha che V(') = (rp o V)(I') = 7p(V(T)) = mp(X).

Siccome X C 71X per la proposizione 4.2.3, si ha che 7p(X) C mp(1X).

Si ha quindi che Vi (T') = 7p(X) C np(1X) = np(F).

Si ha che 1y, = F per la proposizione 4.2.15, allora 7p(F) = {1y}

Si ha quindi che Vp(I') = mp(F) = {1g,r}, allora per ogni ¢ € I si ha che Vr(¢) = 1g/F,
quindi ((H/F, Ap,VF,—F,1g/F,0p/r), VF) € un modello intuizionista per T'. O

Dati un modello classico per ciascun sottoinsieme finito di un insieme di proposizioni I' di un
linguaggio proposizionale £, si puo costruire un modello classico per I' basato sui modelli classici
per i suoi sottoinsiemi finiti.

Data una famiglia di algebre di Boole, & possibile atteggiare il prodotto cartesiano degli insiemi
di supporto delle algebre di Boole ad algebra di Boole definendo le operazioni per componenti.

Proposizione 5.2.5. Sia ((Bj, \i, Vi, 75, 13,0;))icr una famiglia di algebre di Heyting. Sia
B = Hiel B; il prodotto cartesiano degli insiemi (B;)icr. Si definiscono due operazioni binarie
A eV su B ponendo (x;)icr N (Yi)ier = (i Ni Yi)ier € (%i)ier V (Yi)ier = (@i Vi yi)ier. Si defi-
nisce un’operazione unaria — su B ponendo —(x;)icr = (mixi)ier. Si definiscono 1 = (1;);er e
0= (0;)icr. Siha che (B,\,V,—,1,0) ¢ un’algebra di Boole. Se almeno una delle algebre di Boo-
le della famiglia ((B;, Niy Vi, 7i, 1i,0;))icr € non banale allora l’algebra di Boole (B, A, V,—,1,0)
¢ non banale. Inoltre si ha che (x;)icr < (yi)ier se e solo se x; <; y; per ogni i € I.

Dimostrazione. Per ogni i € I sia —; 'implicazione su (B;, As, Vi, 7, 15, 0;).

Siccome ogni algebra di Boole & un’algebra di Heyting per la proposizione 2.6.4, si ha che
(Bi, Niy Vi, =i, 1;,0;) & un’algebra di Heyting per ogni i € I.

Si definisce un’operazione binaria — su B ponendo (x;)icr — (yi)ier = (i —i Yi)ier-

Per la proposizione 5.2.1 si ha che (B, A, V, —, 1,0) & un’algebra di Heyting e che (z;)ier < (¥i)ier
se e solo se x; <; y; per ogni i € I. In particolare si ha che (B, A, V) & un reticolo distributivo e
che (B, A, V,1,0) ¢ un reticolo limitato.

Si vuole dimostrare che — & il complemento su (B, A, V, 1,0).

Per ogni (z;)ier € B sihache (2;)ierV—(zi)ier = (%:)ierV(—2i)ier = (v:Vimiri)ier = (li)ier = 1
e che (2;)ier N (zi)icr = (xi)ier N (m2i)ier = (i Ni —5%i)ier = (05)ier = 0.

Si ha quindi che — & il complemento su (B, A, V, 1,0).

Si ha quindi che (B, A, V,—1,0) & un’algebra di Boole.

Se almeno una delle algebre di Boole della famiglia ((B;, Ai, Vi, 7, 1i,0;))ier € non banale allora
per qualche j € I si ha che 0; # 1;, quindi 0 = (0;);er # (1i)ier = 1, dunque l'algebra di Boole
(B,A,V,—,1,0) & non banale. O

La proposizione 5.2.5 consente di definire la nozione di algebra di Boole prodotto di una famiglia
di algebre di Boole.

Definizione 5.2.6 (Algebra di Boole prodotto). L’algebra di Boole prodotto di una fami-
glia di algebre di Boole ((Bj, N, Vi, 74, 1i,0;))icr € Ualgebra di Boole (B,A,V,—,1,0) in cui
B = [l;c; Bi ¢ il prodotto cartesiano degli insiemi (B;)icr, N e V sono le operazioni binarie
su B definite ponendo (z;)ier N (Yi)ier = (2 Ni Yi)ier € (%i)ier V (Yi)ier = (i Vi Yi)ier, - €
loperazione unaria su B definita ponendo —(x;)ic; = (—ix;)icr, 1 = (1;)ier € 0 =(0;)ier-
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Date una famiglia di algebre di Boole ed una famiglia di valutazioni di un linguaggio proposizio-
nale nelle corrispondenti algebre di Boole, & possibile definire per componenti una valutazione
delle proposizioni del linguaggio nell’algebra di Boole prodotto delle algebre di Boole della
famiglia di algebre di Boole.

Proposizione 5.2.7. Sia L un linguaggio proposizionale, sia ((Bj, Ni, Vi, 75, 1i,0;))icr una
famiglia di algebre di Boole e sia (V)ier una famiglia di valutazioni tale che V; é una va-
lutazione delle proposizioni del linguaggio L nell’algebra di Boole (Bj, Niy Vi, 74, 1:,0;).  Sia
(B, A, V,—,1,0) lalgebra di Boole prodotto della famiglia di algebre di Boole

((Bi, Niy Vi, 74y 13, 04) )ier. St definisce una funzione V' : Prop(L) — B ponendo V (¢) = (Vi(®))ier
per ogni ¢ € Prop(L). Si ha che V' ¢é una valutazione delle proposizioni del linguaggio L
nell’algebra di Boole (B, A\,V,—,1,0).

Dimostrazione. Siha che V(T) = (Vi(T))ier = (Li)icr = 1.
Si ha che V(L) = (Vi(L))ier = (0;)icr = 0.
Siha che V(¢AY) = (Vi(¢AY))ier = (Vi (¢)NVZ( ))ier = (Vi(#))ier A(Vi(¥))ier = V(o) AV ().
Siha che V(¢Ve)) = (Vi(oV))ier = (Vi(® V))ier = (Vi(@))ier V(Vi(¥))ier = V(9)VV (¢).
Per ogni i € I sia —; 'implicazione su (B;, As, Vi, 74, 15,0;), si ha che x; —; y; = —i(x; A 2iyi).
Sia — l'implicazione su (B, A,V,—, 1,0), si ha che (z;)icr = (¥i)ier = ~((zi)ier A —(Yi)ier)-
Si ha che
V(g =) = (Vi(d = ¥))ier = (Vi(@) =i Vi(¥))ier = (mi(Vi(@) Ni ~iVi(¥)))ier =

~(Vi(9) Ni miVi(¥))ier = ﬁ(( i((0))ier A (—iVi(¥))ier) =
~((Vi(@))ier A =(Vi(¥))ier) = (Vi(9))ier = (Vi(¥))ier = V(9) = V().

Un filtro su un’algebra di Boole induce una relazione di equivalenza sull’algebra di Boole.

Proposizione 5.2.8. Sia (B, A, V,—,1,0) un’algebra di Boole e sia F un filtro su (B, \,V,—,1,0).
Sia — Uimplicazione su (B,A\,V,—,1,0). Si definisce una relazione binaria ~p su B ponendo
x ~p y se e solo se (vt — y)A(y — x) € F. La relazione ~p é una relazione di equivalenza
sull’insieme B.

Dimostrazione. Siccome (B, A, V, -, 1,0) un’algebra di Boole e — I'implicazione su (B, A, V, =, 1,0)
si ha che (B, A,V,—,1,0) ¢ un’algebra di Heyting.

Si ha quindi che la relazione ~ g € una relazione di equivalenza sull’insieme B per la proposizione
4.2.11. 0

La relazione di equivalenza indotta da un filtro su un’algebra di Boole consente di definire delle
operazioni sull’insieme quoziente dell’algebra di Boole rispetto alla relazione di equivalenza.

Proposizione 5.2.9. Sia (B, A, V,—,1,0) un’algebra di Boole e sia F un filtro su (B, \,V,—,1,0).
Sia — Uimplicazione su (B,\,V,—,1,0). Sia ~p la relazione di equivalenza definita su B po-

nendo © ~p y se e solo se (x — y) AN (y — x) € F. Sia B/F = {[z]r | © € B} linsieme

quoziente di B rispetto a ~p. Si definiscono due operazioni binarie Ap e Vp su B/F ponendo

[]r AFylr = [z Aylr e [z]lr VF [ylF = [x Vylp. Si definisce un’operazione unaria —=p su B/F

ponendo —plx]p = [-x]p. Si ha che le operazioni Ap, Vp e —p sono ben definite, cioé non

dipendono dai rappresentanti delle classi di equivalenza.

Dimostrazione. Siha che la relazione ~p & una relazione di equivalenza su B per la proposizione
5.2.8.
Siccome (B, A,V,—,1,0) un’algebra di Boole e — l'implicazione su (B, A, V,—,1,0) si ha che
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(B,A,V,—,1,0) ¢ un’algebra di Heyting.
Si ha quindi che le operazioni binarie Arp e Vg sono ben definite per la proposizione 4.2.12.
Si vuole dimostrare che I'operazione unaria —p € ben definita.
Si supponga che [z1]p = [x2]F, allora z1 ~p x9, cioe (1 — x2) A (x2 — 1) € F.
Si ha che
(1'1 — .21?2) A (1‘2 — xl) = (—\(ZL'l A —\.%'2)> A (_‘(xQ A —|.TU1)) = (—|(—|ZC2 A $1)) A (—|(—|.%'1 A xg)) =
= (=(mz2 A —mmz)) A (2(mz1 A ) =
= (—\:L'Q — —|l'1) A\ (—|1'1 — —|ZL‘2) = (—|l‘1 — ﬂl?g) A (—|£L'2 — —|£L‘1).
Dal fatto che [z1]F = [z2]F segue quindi che
(mx1 = —w2) A (—we — 1) = (21 = 22) A (w2 — x1) € F, quindi che —x1 ~p —x9, cioé che
[-z1]F = [Dx2]F, ovvero che —p[z1]r = —Fp[z2]F.
Si ha quindi che 'operazione unaria = ¢ ben definita. O

Le operazioni definite sull’insieme quoziente di un’algebra di Boole rispetto alla relazione di
equivalenza indotta da un filtro sull’algebra di Boole consentono di atteggiare 'insieme quoziente
dell’algebra di Boole rispetto alla relazione di equivalenza ad algebra di Boole.

Proposizione 5.2.10. Sia (B,A,V,—,1,0) un’algebra di Boole e sia F un filtro su
(B,A,V,—,1,0). Sia — limplicazione su (B,A\,V,—,1,0). Sia ~p la relazione di equivalenza
definita su B ponendo x ~p y se e solo se (x = y) A\ (y — z) € F. Sia B/F = {[z]r | x € B}
linsieme quoziente di B rispetto a ~p. Siano Ap e Vg le operazioni binarie su B/F defi-
nite ponendo (x| Ap [ylr = [z Aylp e [z]p VF [ylp = [x V y|p. Sia —p Uoperazione unaria
definita su B/F ponendo —p[z]p = [~x]p. Si definiscono 1g,p = [l]r e Og/p = [0]p. Si
ha che (B/F,Ar,Vr,=r,15/r,0/F) ¢ un'algebra di Boole. Inoltre si ha che [z]r <p [y|F
se e solo se x — y € F. In particolare, se F' é un filtro proprio su (B,A,V,—,1,0) allora
(B/F,Ap,VF,=r, 1/, 0p/p) € unalgebra di Boole non banale.

Dimostrazione. Siha che la relazione ~p € una relazione di equivalenza su B per la proposizione
5.2.8.

Si ha che le operazioni Ap, Vr e = sono ben definite per la proposizione 5.2.9.

Siccome (B, A,V,—,1,0) un’algebra di Boole e — l'implicazione su (B, A, V,—,1,0) si ha che
(B,A,V,—,1,0) & un’algebra di Heyting.

Sia (B/F,\p,VF,—F,1p/r,0p/r) l'algebra di Heyting quoziente di (B, A,V,—,1,0) rispetto
aF.

Si ha che [z]p <F [y]F se e solo se x — y € F per la proposizione 4.2.13.

Si vuole dimostrare che = & il complemento su (B/F,Ar,Vr,1g/p,0p/F)-

Per ogni [z]p € B/F si ha che [z]p VF —F[z]F = [7]p VF [-2]F = [V ~2]F = [1]F = 15/F € che
[]r Ap —plalp = [#]p Ap [Da]p = [z A -2l = [0]p = 0p/F.

Si ha quindi che = & il complemento su (B/F, Ar,VF,1g/p,0p/F).

Si ha quindi che (B/F,Ar,VE,=F,1p/r,0p/F) & un’algebra di Boole.

Se F' & un filtro proprio su (B, A,V,—,1,0) allora F' & un filtro proprio su (B, A,V,—,1,0),
quindi (B/F,Ap,VF,—F,1p/r,0p/r) & un’algebra di Heyting non banale per la proposizione
4.2.13, dunque 1g,p # Op/p, da cui (B/F,Ar,VF,~r,1p,r,0p/r) ¢ un’algebra di Boole non
banale. O

La proposizione 5.2.10 consente di definire la nozione di algebra di Boole quoziente di un’algebra
di Boole rispetto ad un filtro.

Definizione 5.2.11 (Algebra di Boole quoziente rispetto ad un filtro). Sia (B, A,V,—,1,0)
un’algebra di Boole e sia F un filtro su (B,A,V,—,1,0). L’algebra di Boole quoziente di
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(B, A\, V,=,1,0) rispetto a F' & l’algebra di Boole (B/F, Ap,VF,=r,1p/p,0p/p) in cui — & l'im-
plicazione su (B,\,V,—,1,0), ~p é la relazione di equivalenza definita su B ponendo x ~p y
se e solo se (x > y)N(y = x) € F, B/F ={[z]p | x € B} ¢é l'insieme quoziente di B rispetto
a ~p, Ap e Vp sono le operazioni binarie su B/F definite ponendo [x|r AF [ylr = [t AN y|F e
[z]r VF [ylr = [x V ylp, 2F € Uoperazione unaria definita su B/F ponendo —p[z|r = [~z]F,
lg/p=1]r e 0p/r =[0]p.

Dati un modello classico per ciascun sottoinsieme finito di un insieme di proposizioni I' di un
linguaggio proposizionale £, si puo quindi costruire un modello classico per I' basato sui modelli
classici per i suoi sottoinsiemi finiti.

Teorema 5.2.12. Sia I' un insieme di proposizioni di un linguaggio proposizionale L, sia I
Uinsieme dei sottoinsiemi finiti di T' e sia (((Bi, Niy Vi, 74y 13,0:), Vi))ier una famiglia di mo-
delli classici tale che per ogni i € I si ha che ((Bj, Ny, Vi, 74, 15,0;), Vi) € un modello clas-
sico per i. Allora esiste un modello classico per I' basato sui modelli classici della famiglia
(((Bs, Ny Vi, 73313, 04), Vi) )ier -

Dimostrazione. Sia I' un insieme di proposizioni di un linguaggio proposizionale L, sia I I'insie-
me dei sottoinsiemi finiti di I e sia (((Bj, A, Vi, i, 13, 05), V5))ier una famiglia di modelli classici
tale che per ogni i € I si ha che ((B;, Ai, Vi, 74, 15,0;), Vi) € un modello classico per ¢, allora per
ogni i € I si ha che (Bj, A, Vi, i, 1;,0;) € un’algebra di Boole non banale e V; ¢ una valutazione
delle proposizioni del linguaggio £ nell’algebra di Boole (B;, A, V4, i, 1;, 0;) tale che Vi(¢) = 1;
per ogni ¢ € I.

Sia (B, A, V,—,1,0) l'algebra di Boole prodotto della famiglia di algebre di Boole

((Bi, Niy Vi, 74,13, 04) )ier-

Siccome le algebre di Boole della famiglia ((B;, Ai, V4, 7, 1i,0;))ier sono non banali si ha che
l’algebra di Boole (B, A,V,—,1,0) & non banale per la proposizione 5.2.5.

Si definisce una funzione V' : Prop(£) — B ponendo V(¢) = (V;(¢))icr per ogni ¢ € Prop(L).
Si ha che V' & una valutazione delle proposizioni del linguaggio £ nell’algebra di Boole
(B,A,V,—,1,0) per la proposizione 5.2.7.

Si definisce 'insieme X = V(T") C B.

Si vuole dimostrare che I'insieme X gode della proprieta dell’intersezione finita.

SiaY C, X, allora Y = {V(¢1),...,V(én)} per qualche n € N con ¢1,...,¢, € I, siccome
{¢1,...,0n} Cu I' si ha che {¢1,...,¢,} = j per qualche j € I, quindi si ha che Vj(¢) = 1; per
ogni ¢ € j, dunque Vj(¢1) Aj ... Aj Vj(¢dn) = 1; # 04, da cui segue che

/\Y =V(@1) Ao AV(dn) = (Vi(d1))ier Ao A(Vi(dn))ier = (Vi(d1) Ai - .. A Vi(dn))ier #

# (0;)icr = 0.
Si ha quindi che I'insieme X gode della proprieta dell’intersezione finita.
Siccome l'insieme X gode della proprieta dell’intersezione finita, per la proposizione 4.2.7 si ha
che il filtrot X su (B, A, V,—,1,0) & un filtro proprio.
Sia FF =1X.
Sia (B/F, \r,VF,-F,1p/r,0p/r) I'algebra di Boole quoziente di (B, A, V, =, 1,0) rispetto a F.
Siccome il filtro F' su (B, A, V,—,1,0) & un filtro proprio si ha che I’algebra di Boole
(B/F,Nr,VF,=F,15/r,0p/F) € non banale per la proposizione 5.2.10.
Si definisce una funzione wp : B — B/F ponendo 7p(z) = [x]F per ogni x € B.
Si ha che mp & un omomorfismo dall’algebra di Boole (B, A,V,—,1,0) all’algebra di Boole
(B/F,Ap,VF,=F,1p/r,0p/F) per la proposizione 4.2.16.
Siccome V' & una valutazione delle proposizioni del linguaggio £ nell’algebra di Boole
(B,A,V,7,1,0) e mp € un omomorfismo dall’algebra di Boole (B, A,V,—,1,0) all’algebra di
Boole (B/F,\r,VF,~r,1p/r,0p/F), si ha che Vg = mpoV & una valutazione delle proposizioni
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del linguaggio £ nell’algebra di Boole (B/F, Ar,VF,=F,1p,r,0p/r) per la proposizione 3.3.9.
Si ha che VF(F) = (7TF 9] V)(F) = WF(V(F)) = 7TF<X)

Siccome X C 71X per la proposizione 4.2.3, si ha che 7p(X) C mp(1X).

Si ha quindi che Vi (T') = np(X) C np(1X) = np(F).

Si ha che 15,p = F per la proposizione 4.2.15, allora 7p(F) = {1/}

Si ha quindi che Vr(I') = 7p(F) = {1p/r}, allora per ogni ¢ € I si ha che Vp(¢) = 1p/F,
quindi ((B/F,Ar,VF,=Fr,15/r,0/F), VF) ¢ un modello intuizionista per T'. O
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Capitolo 6

Teorema di 2-compattezza per
modelli algebrici e linguaggi arbitrari

In questo capitolo si studia la dimostrabilita del teorema di 2-compattezza per modelli algebrici e
linguaggi arbitrari, che afferma che un insieme di proposizioni I' di un linguaggio proposizionale
L & 2-soddisfacibile se e solo se ogni sottoinsieme finito di I' & 2-soddisfacibile.

6.1 Non dimostrabilita in una metateoria classica

Si vuole mostrare che il teorema di 2-compattezza per modelli algebrici e linguaggi arbitrari non
¢ dimostrabile utilizzando una generica metateoria classica. In particolare, si vuole mostrare
che il teorema di 2-compattezza per modelli algebrici e linguaggi arbitrari non ¢ dimostrabile
utilizzando la teoria degli insiemi di Zermelo-Fraenkel.

Una relazione di ordine totale su un insieme € una relazione di ordine parziale sull’insieme tale
che ogni coppia di elementi dell’insieme & confrontabile mediante la relazione.

Definizione 6.1.1 (Relazione di ordine totale). Una relazione di ordine totale < su un insieme
S ¢ una relazione di ordine parziale su S che soddisfa la sequente proprieta:
(totale) x <y oy<xz perogniz,yecss

Definizione 6.1.2 (Insieme totalmente ordinato). Un insieme totalmente ordinato é una strut-
tura algebrica (S, <) tale che S & un insieme e < & una relazione di ordine totale su S.

Una relazione binaria estende un’altra relazione binaria se tutte le coppie che sono in relazione
rispetto alla seconda sono in relazione anche rispetto alla prima.

Definizione 6.1.3 (Estensione di una relazione binaria). Siano R e T due relazioni binarie su
un insieme S. La relazione binaria T estende la relazione binaria R se per ogni x,y € S si ha
che xRy implica xTy.

Data una relazione di ordine parziale su un insieme e dati due elementi dell’insieme non con-
frontabili mediante la relazione, ¢ possibile estendere la relazione di ordine parziale ad un’altra
relazione di ordine parziale mediante la quale i due elementi dell’insieme sono confrontabili.

Proposizione 6.1.4. Sia P un insieme, sia < una relazione di ordine parziale su P e siano
a,b € P due elementi tali che a £ b e b £ a. Allora esiste una relazione di ordine parziale <'
su P che estende la relazione di ordine parziale < e tale che a <’ b.
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Dimostrazione. Si definisce una relazione binaria T su P ponendo zTy se e solo se x < a e
b <uy.

Si definisce una relazione binaria <’ su P ponendo x <’ y se e solo se x <y o zTy.
Chiaramente la relazione binaria <’ estende la relazione binaria <.

Si ha che la relazione d’ordine parziale < & in particolare una relazione riflessiva, dunque si ha
che a < a e che b < b, quindi si ha che aTh, da cui si ha che a <" b.

Si vuole dimostrare che la relazione binaria <’ & una relazione di ordine parziale su P.

Si vuole dimostrare che la relazione binaria <’ & riflessiva.

La relaziona binaria < ¢ una relazione d’ordine parziale su P e quindi in particolare ¢ riflessiva,
siccome la relazione binaria <’ estende la relazione binaria < si ha quindi che la relazione binaria
<! & riflessiva.

Questo dimostra che la relazione binaria <’ ¢ riflessiva.

Si vuole dimostrare che la relazione binaria <’ & antisimmetrica.

Siano x,y € P due elementi tali che z <"y e y <’ z, si vuole dimostrare che z = y.

Ci sono quattro casi possibili: (x <yey <z), (r <yeyTx), (zTyey <zx)o (zTy e yTx).
Caso (r < yey < x): siccome < ¢ una relazione d’ordine parziale definita su P e quindi in
particolare ¢ una relazione riflessiva, si ha che x = y.

Caso (x <y e yTx): si avrebbe che z < y, che y < a e che b < z; siccome < ¢ una relazione di
ordine parziale su P e quindi in particolare & una relazione transitiva, si otterrebbe dunque che
b < a, contraddicendo 'ipotesi che b £ a. Quindi il caso (x <y e y < z) non si puo verificare.
Caso (zTy e y < x): si avrebbe che z < a, che b < y e che y < z; siccome < & una relazione di
ordine parziale su P e quindi in particolare e una relazione transitiva, si otterrebbe dunque che
b < a, contraddicendo 'ipotesi che b £ a. Quindi il caso (zT'y e y < x) non si puo verificare.
Caso (zTy e yTx): si avrebbe che x < a, che b < y, che y < a e che b < z; siccome < & una
relazione di ordine parziale su P e quindi in particolare € una relazione transitiva, si otterrebbe
dunque che b < a, contraddicendo l'ipotesi che b € a. Quindi il caso (xzTy e yT'z) non si pud
verificare.

Questo dimostra che la relazione binaria <’ ¢ antisimmetrica.

Si vuole dimostrare che la relazione binaria <’ ¢ transitiva.

Siano z,v, z € P tre elementi tali che z <"y e y <’ z, si vuole dimostrare che xz <’ z.

Ci sono quattro casi possibili: (r <yey<z), (x<yeylz), (zTyey<z)o (zTy e yTz).
Caso (z <y ey < z): siccome < & una relazione di ordine parziale su P e quindi in particolare
¢ transitiva, si ha che z < 2z, dunque z <’ z in quanto la relazione binaria <’ estende la relazione
binaria <.

Caso (x <y e yTz): si hache z <y, che y < aecheb< z; siccome < & una relazione di ordine
parziale definita su P e quindi in particolare ¢ una relazione transitiva, si ottiene dunque che
x < a e che b < z, quindi si ha che 2Tz, da cui z <’ z.

Caso (zTy e y < z): si ha che x < a, che b <y e che y < z; siccome < & una relazione di ordine
parziale su P e quindi in particolare ¢ una relazione transitiva, si ottiene dunque che z < a e
che b < z, quindi si ha che Tz, da cui z <’ 2.

Caso (xTy e yT'z): si ha che x < a, che b <y, che y < a e che b < z; allora si ha che 2Tz, da
cui z <’ z.

Questo dimostra che la relazione binaria <’ ¢ transitiva.

Questo dimostra che la relazione binaria <’ & una relazione di ordine parziale su P. ]

Utilizzando una metateoria classica ¢ possibile estendere una relazione di ordine parziale su un
insieme finito ad una relazione di ordine totale sullo stesso insieme.

Proposizione (LEM) 6.1.5. Sia P un insieme finito e sia < una relazione di ordine parziale
su P. Allora esiste una relazione di ordine totale <* su P che estende la relazione di ordine
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parziale <.

Dimostrazione. Se la relazione di ordine parziale < non € una relazione d’ordine totale allora
esistono due elementi a,b € P tali che a £ b e b £ a, quindi per la proposizione 6.1.4 & possibile
estendere la relazione di ordine parziale < ad una relazione di ordine parziale <’ su P tale che
a<'b.

Siccome ’insieme P ¢ finito, ¢ possibile ripetere 'argomento precedente fino ad estendere la
relazione di ordine parziale < ad una relazione di ordine totale <* su P. O

Utilizzando una metateoria classica con assioma della scelta si puo dimostrare che ogni relazione
di ordine parziale su un insieme qualsiasi puo essere estesa ad una relazione di ordine totale
sull’insieme, questo risultato € noto come teorema di estensione dell’ordine di Szpilrajn. La
dimostrazione originale del teorema si trova in [8] ed utilizza il lemma di Zorn, equivalente
all’assioma della scelta.

Il teorema di estensione dell’ordine di Szpilrajn si puo dimostrare anche in una metateoria
classica senza assumere ’assioma di scelta se si assume il teorema di compattezza per la logica
predicativa del primo ordine (si veda, ad esempio, [9, pagina 10]).

Utilizzando una metateoria classica ed assumendo anche solo il teorema di 2-compattezza per
modelli algebrici e linguaggi arbitrari per la logica proposizionale si puo dimostrare il teorema
di estensione dell’ordine di Szpilrajn.

Teorema (LEM) 6.1.6 (Estensione dell’ordine). Sia P un insieme e sia < una relazione
di ordine parziale su P. Se wvale il teorema di 2-compattezza per modelli algebrici e linguaggi
arbitrari allora esiste una relazione di ordine totale <* su P che estende la relazione <.

Dimostrazione. Si supponga che valga il teorema di 2-compattezza per modelli algebrici e lin-
guaggi arbitrari.

Si consideri un linguaggio proposizionale £ avente per ogni coppia ordinata (z,y) € P? una
variabile proposizionale p ,.

Sia T< = {py,y € Prop(L) | z,y € P e x < y}.

Sia Tyiflessiva = {Paz,x € Prop(£) | z € P}.

Sia Tantisimmetrica = {_‘(px,y A py,ac) € PI‘Op(ﬁ) ’ r,yePex# y}-

Sia Tiransitiva = {(px,y /\py,z) — Pz,z € Prop(ﬁ) | T,Y,z2 € P}

Sia Tiotale = {Pz,y V Pyz € Prop(L) | z,y € P}.

Sia T' = TS U Triﬂessiva U Tantisimmetrica U Ttransitiva U ﬂotale-

Si ha che T ¢ la teoria delle relazioni di ordine totale su P che estendono la relazione <.

Sia Ty C, T

La teoria Ty coinvolge soltanto un numero finito di proposizioni, ciascuna delle quali coinvolge
soltanto un numero finito di elementi di P. Sia Py l'insieme degli elementi di P coinvolti nelle
proposizioni di Ty, si ha quindi che Py ¢ finito.

Sia < la restrizione della relazione di ordine parziale < sull’insieme finito F;. Chiaramente si
ha che <g € una relazione di ordine parziale su Py.

Siccome P, ¢ un insieme finito, la relazione di ordine parziale < su Py puo essere estesa ad una
relazione di ordine totale <{j su P per la proposizione 6.1.5.

Si consideri l'algebra di Heyting di due elementi ({0,1}, A, V, —,1,0).

Si definisce una valutazione V7, delle proposizioni del linguaggio £ nell’algebra di Heyting
({0,1},A, Vv, —,1,0) ponendo Vr,(pzy) =1 se x <jy e Vg, (ps,y) = 0 altrimenti.

Siccome la relazione <{ € una relazione di ordine totale su P, si ha che Vp,(¢) = 1 per ogni
¢ € Tp, allora (({0,1},A,V,—,1,0), V) € un 2-modello per Tp, quindi Tj e 2-soddisfacibile.
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Si e dimostrato che se Ty C, T allora Ty e 2-soddisfacibile, quindi per il teorema di 2-

compattezza per modelli algebrici e linguaggi arbitrari si ha che I'insieme T' & 2-soddisfacibile,

cioe esiste una valutazione V* delle proposizioni del linguaggio £ nell’algebra di Heyting

({0,1}, A, V,—,1,0) tale che V*(¢) = 1 per ogni ¢ € T.

Si definisce una relazione binaria <* su P ponendo z <* y se e solo se V*(pg,) = 1.

Si vuole dimostrare che la relazione binaria <* & una relazione di ordine totale su P che estende

la relazione <. Si vuole dimostrare che la relazione binaria <* ¢ una relazione di ordine parziale

su P.

Si vuole dimostrare che la relazione binaria <* ¢ riflessiva.

Per ogni « € P si ha che p; » € Thifiessiva C T, allora V*(ps ) = 1, quindi z <* z.

Si ha quindi che la relazione binaria <* & riflessiva.

Si vuole dimostrare che la relazione binaria <* ¢ antisimmetrica.

Sia — il complemento su ({0, 1}, A, V,—,1,0).

Sex <*yey <" xallora V¥(pyy) =1e V*(pyo) =1, quindi

V*(_‘(pz,y /\py,m)) = _V*(px,y /\py,m) = _(V*(pm,y) N V*(py,z)) = _(1 N 1) = —1 =0, dunque

ﬁ(p:r;,y /\py,:c)) ¢ T, da cui ﬁ(pac,y /\py,:c)) ¢ Tantisimmetrica, PEIcio T = .

Si ha quindi che la relazione binaria <* ¢ antisimmetrica.

Si vuole dimostrare che la relazione binaria <* ¢ transitiva.

Sex <*yey<* zallora V*(pyy) =1e V*(py.) =1, quindi

V((pr,y ADpyz) = Drz) =V ((Poy APy2) = Vi (Prz) = (Vi (0ry) ANV (Dy2) = Vi(P12) =
=(1A1) >V (prz) =1—V*(ps2).

Si ha che (p:v,y A py,z) — Dzx,z € ﬂransitiva - T; allora V*((px,y /\py,z) — pa:,z) =1L

Dal fatto che V((px,y ADPyyz) = Doyz) =1 = V*(ps) e che V¥((poy A Py,2) = Dzz) = 1 segue

che 1 =1 — V*(pg.), allora 1 <1 — V*(pg.), cioe 1 A1 < V*(py.), ovvero 1 < V*(p, ), da

cui V*(pg,») = 1, percio  <* z.

Si ha quindi che la relazione binaria <* & transitiva.

Si ha quindi che la relazione binaria <* & una relazione di ordine parziale su P.

Si vuole dimostrare che la relazione di ordine parziale <* ¢ una relazione di ordine totale su P.

Per ogni z,y € P si ha che py V pya € Tiotale € T, allora V*(pyy V pya) = 1, cioe

V(px,y) VV*(pye) =1, da cui V(pLy) =10 V*(py.) =1 perche V* & una valutazione delle pro-

posizioni del linguaggio £ nell’algebra di Heyting di due elementi ({0,1}, A,V,—,1,0), quindi

r<*yoy<*u.

Si ha quindi che la relazione di ordine parziale <* & una relazione di ordine totale su P.

Si vuole dimostrare che la relazione di ordine totale <* estende la relazione <.

Se x <y allora p,, € T< C T, quindi V*(ps ) = 1, dunque z <* y.

Si ha quindi che la relazione di ordine totale <* estende la relazione <.

O]

Utilizzando una metateoria classica ed assumento il teorema di 2-compattezza per modelli al-
gebrici e linguaggi arbitrari si puo dimostrare che su qualsiasi insieme esiste una relazione di
ordine totale.

Teorema (LEM) 6.1.7. Sia S un insieme. Se vale il teorema di 2-compattezza per modelli
algebrici e linguaggi arbitrari allora esiste una relazione di ordine totale <* su S.

Dimostrazione. Si supponga che valga il teorema di 2-compattezza per modelli algebrici e lin-
guaggi arbitrari.

Si definisce una relazione binaria I su S ponendo zly se e solo se © = y.

Chiaramente la relazione binaria I e riflessiva, antisimmetrica e transitiva, quindi I € una rela-
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zione di ordine parziale su S.
Per il teorema 6.1.6 esiste una relazione di ordine totale <* su S che estende la relazione I. [

Uno strumento fondamentale per mostrare che il teorema di 2-compattezza per modelli algebrici
e linguaggi arbitrari non e dimostrabile utilizzando una generica metateoria classica € costituito
dagli insiemi amorfi.

Definizione 6.1.8 (Insieme amorfo). Un insieme amorfo é un insieme infinito che non é
l'unione disgiunta di due suoi sottoinsiems infiniti.

I1 modello base di Fraenkel (si veda [9, capitolo 4]) ¢ un modello della teoria degli insiemi di
Zermelo-Fraenkel con atomi, una variante della teoria degli insiemi di Zermelo-Fraenkel che
ammette oggetti che non sono insiemi, detti appunto atomi, i quali non contengono alcun
elemento. Si tratta di un modello di permutazione che non soddisfa ’assioma della scelta.
L’insieme degli atomi del modello base di Fraenkel ¢ un insieme amorfo.

Utilizzando il teorema di immersione di Jech-Sochor (si veda [9, capitolo 6]) si puo immergere
I'insieme amorfo del modello di permutazione base di Fraenkel in un modello simmetrico della
teoria degli insiemi di Zermelo-Fraenkel.

Si ha quindi che Pesistenza di un insieme amorfo ¢ relativamente consistente con la teoria degli
insiemi di Zermelo-Fraenkel.

Si utilizza la notazione A LI B per indicare I'unione disgiunta degli insiemi A e B.

La differenza insiemistica tra un insieme amorfo ed un suo sottoinsieme finito € un insieme
amorfo.

Proposizione 6.1.9. Sia A un insieme amorfo e sia B C, A. Allora A~ B ¢é un insieme
amorfo.

Dimostrazione. Siccome A ¢ un insieme infinito e B € un insieme finito si ha che A ~ B ¢ un
insieme infinito.

Se A ~\ B fosse 'unione disgiunta di due suoi sottoinsiemi infiniti Cy e C5 allora si avrebbe che
A=(ANB)UB = (C1UCy)UB = C;U(CsB), dunque A sarebbe 'unione disgiunta dei due
suoi sottoinsiemi infiniti C7 e Cy U B, in contraddizione con il fatto che A ¢ un insieme amorfo.
Si ha quindi che A \ B non ¢ 'unione disgiunta di due suoi sottoinsiemi infiniti.

Si ha quindi che A . B & un insieme amorfo. ]

Utilizzando una metateoria classica si puo dimostrare che non puo esistere una relazione di
ordine totale su un insieme amorfo.

Teorema (LEM) 6.1.10. Non esiste una relazione di ordine totale su un insieme amorfo.

Dimostrazione. Si supponga che esista una relazione di ordine totale < su un insieme amorfo
A.

Per ogni x € A si potrebbe definire gli insiemi A<, ={y € A|y<z}e As, = AN A<,.

Si avrebbe che A = A<, U A5, ed essendo A un insieme amorfo si avrebbe quindi che almeno
uno tra gli insiemi A<, e A, dovrebbe essere finito.

Se gli insiemi A<, e A, fossero entrambi finiti si avrebbe che A = A<, L A, sarebbe un
insieme finito, in contraddizione con il fatto che A & un insieme amorfo e quindi infinito.

Si avrebbe quindi che esattamente uno tra gli insiemi A<, e A-, dovrebbe essere finito.

Si potrebbe definire gli insiemi A< = {x € A | A<, ¢ finito} e As = {x € A| A>, ¢ finito}.
Siccome esattamente uno tra gli insiemi A<, e A-, dovrebbe essere finito, si avrebbe che
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A= A<U A ed essendo A un insieme amorfo si avrebbe quindi che almeno uno tra gli insiemi
A< e A5 dovrebbe essere finito.

Se gli insiemi A< e A fossero entrambi finiti si avrebbe che A = A< U A- sarebbe un insieme
finito, in contraddizione con il fatto che A & un insieme amorfo e quindi infinito.

Si avrebbe quindi che esattamente uno tra gli insiemi A< e A- dovrebbe essere finito.

Non sarebbe restrittivo supporre che ad essere finito fosse I'insieme A~ (il caso in cui ad essere
finito fosse I'insieme A< sarebbe analogo).

Per ogni x € A< l'insieme A<, sarebbe finito, si potrebbe quindi definire I'insieme
S={]A<z| eN|z e A<} CN.

Si potrebbe definire una funzione f : A< — S ponendo f(z) = |A<,]|.

Dati z,y € A< con = # y si avrebbe che z <y o y < z in quanto la relazione < sarebbe una
relazione di ordine totale su A.

Non sarebbe restrittivo supporre che x <y (il caso in cui y < x sarebbe analogo).

Si avrebbe che A<, C A<,: infatti se fosse che z € A<, allora si avrebbe che z < z, essendo
x < y si avrebbe che z < y in quanto la relazione di ordine totale < sarebbe in particolare una
relazione transitiva, quindi si avrebbe che z € A<,.

Si avrebbe che A<, # A<,: infatti si avrebbe che y <y in quanto la relazione di ordine totale
< ¢ in particolare una relazione riflessiva, da cui seguirebbe che y € A<y; inoltre si avrebbe che
y ¢ A<, in quanto non potrebbe essere che y < z, difatti se fosse che y < z si avrebbe che x =y
in quanto la relazione di ordine totale < sarebbe in particolare una relazione antisimmetrica,
contraddicendo il fatto che x # y.

Si avrebbe quindi che A<, C A<, da cui seguirebbe che [A<,| # |A<y]|.

La funzione f sarebbe quindi iniettiva, in quanto se fosse f(x) = f(y), ovvero |A<;| = |A<y],
allora dovrebbe essere che z = y.

La funzione f sarebbe inoltre suriettiva, in quanto per ogni n € S esisterebbe x € A< tale che
|A<;| = n, dunque per ogni n € S esisterebbe z € A< tale che f(x) =n.

La funzione f sarebbe quindi biiettiva, in quanto iniettiva e suriettiva.

Essendo A un insieme amorfo e A5 C,, A, l'insieme A< = A ~\ A, sarebbe amorfo per la
proposizione 6.1.9.

Essendo A< un insieme amorfo ed essendo f una funzione biiettiva da A< a S, I'insieme S
sarebbe amorfo.

Si potrebbe definire una funzione g : S — N ponendo g(n) = [{m € S | m < n}|.

Chiaramente si avrebbe che g & una funzione iniettiva.

Essendo l'insieme S C N amorfo e quindi in particolare infinito, per ogni & € N esisterebbe
n € S tale che g(n) = k, quindi si avrebbe che g € una funzione suriettiva.

La funzione g sarebbe quindi biiettiva, in quanto iniettiva e suriettiva.

Essendo S un insieme amorfo ed essendo g una funzione biiettiva da S a N, I'insieme N sarebbe
amorfo, contraddicendo il fatto che N & 'unione disgiunta di due suoi sottoinsiemi infiniti (ad
esempio, i numeri naturali pari ed i numeri naturali dispari).

Si ha quindi che non esiste una relazione di ordine totale su un insieme amorfo. O

Se si suppone che la teoria degli insiemi di Zermelo-Fraenkel sia consistente si ha che la teoria
degli insiemi di Zermelo-Fraenkel con 'esistenza di un insieme amorfo e consistente. Utilizzan-
do la teoria degli insiemi di Zermelo-Fraenkel ed assumendo il teorema di 2-compattezza per
modelli algebrici e linguaggi arbitrari si potrebbe dimostrare che esiste una relazione di ordine
totale su un insieme amorfo per il teorema 6.1.7, contraddicendo il fatto che non esiste una
relazione di ordine totale su un insieme amorfo per il teorema 6.1.10.

Questo mostra che utilizzando la teoria degli insiemi di Zermelo-Fraenkel non & possibile dimo-
strare il teorema di 2-compattezza per modelli algebrici e linguaggi arbitrari.
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L’assioma della scelta numerabile afferma che data una famiglia in biiezione con N di insiemi
non vuoti {Sy }nen esiste una funzione f: N — (J, .y Sn tale che f(n) € S, per ogni n € N.

Si vuole dimostrare che la teoria degli insiemi di Zermelo-Fraenkel con assioma della scelta nu-
merabile ed esistenza di un insieme amorfo non & consistente.

Sia S un insieme infinito.

Per ogni n € N si ha che I'insieme

Sp = {(z1,...,2,) € S" | (x; = x; implica i = j) per ognii,j € {1,...,n})} € non vuoto
perche l'insieme S ¢ infinito.

L’assioma della scelta numerabile garantisce I'esistenza di una funzione f : N — J, oy Sn tale
che per ogni n € N si ha che f(n) € S,.

Si definisce induttivamente una funzione g : N — S ponendo

9(0) = (F(1))(1) e g(n) = (f(n + 1))(ma) per ogni n € N, dove

my, =min{i € {1,...,n} | (f(n+1))(i) # g(j) per ogni j € {0,...,n—1}}.

La funzione g & ben definita in quanto f(1) & una lista contenente esattamente un elemento di S e
per ogni n € Nsi ha che 'insieme {i € {1,...,n} | (f(n+1))(i) # g(j) per ogni j € {0,...,n—1}}
¢ non vuoto in quanto f(n+ 1) € una lista contenente esattamente n + 1 elementi distinti di S.
La funzione g € iniettiva in quanto se ni,no € N con n; < no allora

9(n2) = (f(n2 +1))(mn,) # g(n1).

Si definisce I'insieme A = {g(2n) € S | n € N} C S, siccome la funzione ¢ ¢ iniettiva si ha che
I'insieme A ¢ infinito.

Si definisce l'insieme B = {g(2n + 1) € S | n € N} C S, siccome la funzione g ¢ iniettiva si ha
che l'insieme B ¢ infinito.

Siccome la funzione g ¢ iniettiva si ha che AN B = @, allora B C S\ A, quindi I'insieme S\ A
¢ infinito.

Si ha che S = (5~ A) U A, quindi I'insieme S ¢ 'unione disgiunta di due suoi sottoinsiemi
infiniti.

Si e quindi dimostrato, utilizzando la teoria degli insiemi di Zermelo-Fraenkel con assioma della
scelta numerabile, che non esistono insiemi amorfi, dunque la teoria degli insiemi di Zermelo-
Fraenkel con assioma della scelta numerabile ed esistenza di un insieme amorfo non & consistente.
Si ha quindi che la teoria degli insiemi di Zermelo-Fraenkel con assioma della scelta ed esistenza
di un insieme amorfo non & consistente, ’argomento utilizzato per provare la non dimostrabilita
del teorema di 2-compattezza per modelli algebrici e linguaggi arbitrari utilizzando la teoria
degli insiemi di Zermelo-Fraenkel (ovvero il fatto che tale teorema consentirebbe di definire una
relazione di ordine totale su un insieme amorfo, sul quale non puo essere definita una relazione
di ordine totale) non pud quindi essere ripetuto per provare la non dimostrabilita del teorema
di 2-compattezza per modelli algebrici e linguaggi arbitrari utilizzando una metateoria classica
con assioma della scelta.

Come si vedra nella sezione 6.2, il teorema di 2-compattezza per modelli algebrici e linguaggi
arbitrari puo essere dimostrato utilizzando una metateoria classica con assioma della scelta.

6.2 Dimostrazione in una metateoria classica con assioma della
scelta

Utilizzando una metateoria classica con assioma della scelta si pud dimostrare il teorema di
2-compattezza per modelli algebrici e linguaggi arbitrari, che afferma che un insieme di propo-
sizioni I' di un linguaggio proposizionale £ ¢ 2-soddisfacibile se e solo se ogni sottoinsieme finito
di I' ¢ 2-soddisfacibile.
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Una dimostrazione standard del teorema di 2-compattezza per modelli algebrici e linguaggi
arbitrari si basa sull’utilizzo del lemma di Zorn, equivalente all’assioma della scelta, per provare
I’esistenza di un opportuno ultrafiltro sull’algebra di Boole dei sottoinsiemi finiti di I, il quale
viene utilizzato per costruire 'ultraprodotto dei modelli dei sottoinsiemi finiti di I', che & a sua
volta un modello per I' (si veda [10, capitolo 5, sezione 4]).

Tuttavia, dopo aver dimostrato il teorema di compattezza per modelli algebrici e linguaggi
arbitrari e dopo aver studiato le relazioni tra soddisfacibilita e 2-soddisfacibilita, ¢ immediato
dimostrare il teorema di 2-compattezza per modelli algebrici e linguaggi arbitrari utilizzando
tali strumenti.

Chiaramente ogni 2-modello per un insieme di proposizioni I' di un linguaggio proposizionale £
¢ un 2-modello per qualsiasi sottoinsieme finito di I', quindi se I' & 2-soddisfacibile allora ogni
sottoinsieme finito di I' & 2-soddisfacibile.

Teorema 6.2.1. Se un insieme di proposizioni I' di un linguaggio proposizionale L é 2-soddisfacibile
allora ogni sottoinsieme finito di I' & 2-soddisfacibile.

Dimostrazione. Sia I' 2-soddisfacibile, allora esiste un 2-modello (({0,1},A,V,—,1,0),V) per
I, ovvero esiste una valutazione V delle proposizioni del linguaggio £ nell’algebra di Heyting di
due elementi ({0,1},A,V,—,1,0) tale che V(¢) =1 per ogni ¢ € I'.

SiaT'g C,, T, si ha che V(¢) = 1 per ogni ¢ € 'y, quindi (({0,1}, A, V,—,1,0), V) & un 2-modello
per I'g, dunque I'y ¢ 2-soddisfacibile. ]

Utilizzando una metateoria classica con assioma della scelta si puo dimostrare che se ogni
sottoinsieme finito di un insieme I' di proposizioni di un linguaggio proposizionale £ & 2-
soddisfacibile allora I' € 2-soddisfacibile.

Teorema (LEM+AC) 6.2.2. Se ogni sottoinsieme finito di un insieme di proposizioni I' di
un linguaggio proposizionale L € 2-soddisfacibile allora I' é 2-soddisfacibile.

Dimostrazione. Sia I 'insieme dei sottoinsiemi finiti di I' e si supponga che ogni ¢ € I sia
2-soddisfacibile, allora ogni ¢ € I ¢ N-soddisfacibile intuizionisticamente per il teorema 4.1.1,
quindi ogni ¢ € I & soddisfacibile intuizionisticamente per il teorema 4.1.2, dunque I' & soddi-
sfacibile intuizionisticamente per il teorema 5.1.11, da cui I' ¢ 2-soddisfacibile per il teorema
4.3.2. O

Utilizzando una metateoria classica con assioma della scelta, 'ipotesi del teorema 6.2.2, ovvero
che ogni sottoinsieme finito di I' sia 2-soddisfacibile, puo essere rimpiazzata dall’ipotesi che ogni
sottoinsieme finito di I sia soddisfacibile intuizionisticamente (rispettivamente classicamente).
Infatti, se ogni sottoinsieme finito di I' fosse soddisfacibile intuizionisticamente (rispettivamente
classicamente) allora I' sarebbe soddisfacibile intuizionisticamente (rispettivamente classica-
mente) per il teorema 5.1.11 (rispettivamente 5.1.14), quindi I' sarebbe 2-soddisfacibile per il
teorema 4.3.2 (rispettivamente 4.3.3).

I teoremi 6.2.1 e 6.2.2 rappresentano le due implicazioni del teorema di 2-compattezza per mo-
delli algebrici e linguaggi arbitrari, che afferma che un insieme di proposizioni I' di un linguaggio
proposizionale £ ¢ 2-soddisfacibile se e solo se ogni sottoinsieme finito di I' € 2-soddisfacibile.

Teorema (LEM+AC) 6.2.3 (2-compattezza per modelli algebrici e linguaggi arbitrari). Un
insieme di proposizioni I' di un linguaggio proposizionale L & 2-soddisfacibile se e solo se ogni
sottoinsieme finito di I' & 2-soddisfacibile.
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Dimostrazione. Se I' & 2-soddisfacibile allora ogni sottoinsieme finito di I' ¢ 2-soddisfacibile per

il teorema 6.2.1.
Se ogni sottoinsieme finito di I' e 2-soddisfacibile allora I' ¢ 2-soddisfacibile per il teorema

6.2.2. O
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Capitolo 7

Teorema di N-compattezza per
modelli algebrici e linguaggi arbitrari

In questo capitolo si studia la dimostrabilita del teorema di N-compattezza per modelli algebrici
e linguaggi arbitrari, che afferma che un insieme di proposizioni I' di un linguaggio proposizio-
nale £ ¢ N-soddisfacibile intuizionisticamente (rispettivamente classicamente) se e solo se ogni
sottoinsieme finito di I & N-soddisfacibile intuizionisticamente (rispettivamente classicamente).

7.1 Non dimostrabilita in una metateoria classica

Si vuole mostrare che il teorema di N-compattezza per modelli intuizionisti e linguaggi ar-
bitrari, che afferma che un insieme di proposizioni I' di un linguaggio proposizionale £ & N-
soddisfacibile intuizionisticamente se e solo se ogni sottoinsieme finito di I' &€ N-soddisfacibile
intuizionisticamente, non ¢ dimostrabile utilizzando una generica metateoria classica.

Si supponga che il teorema di N-compattezza per modelli intuizionisti e linguaggi arbitrari sia
dimostrabile utilizzando una generica metateoria classica.

Si potrebbe allora dimostrare il teorema di 2-compattezza per modelli algebrici e linguaggi
arbitrari utilizzando una generica metateoria classica.

Se un insieme di proposizioni I' di un linguaggio proposizionale £ fosse 2-soddisfacibile allora
ogni sottoinsieme finito di I' sarebbe 2-soddisfacibile per il teorema 6.2.1.

Viceversa, se ogni sottoinsieme finito di I" fosse 2-soddisfacibile allora ogni sottoinsieme finito
di I' sarebbe N-soddisfacibile intuizionisticamente per il teorema 4.1.1, quindi I" sarebbe N-
soddisfacibile intuizionisticamente per il teorema di N-compattezza per modelli intuizionisti e
linguaggi arbitrari, dunque I' sarebbe 2-soddisfacibile per il teorema 4.2.18.

Si sarebbe cosi dimostrato il teorema di 2-compattezza per modelli algebrici e linguaggi arbitrari
utilizzando una generica metateoria classica, tuttavia si € visto nella sezione 6.1 che questo
teorema non puo essere dimostrato utilizzando una generica metateoria classica.

Si ha quindi che il teorema di N-compattezza per modelli intuizionisti e linguaggi arbitrari non
¢ dimostrabile utilizzando una generica metateoria classica.

Si vuole mostrare che il teorema di N-compattezza per modelli classici e linguaggi arbitrari, che
afferma che un insieme di proposizioni I' di un linguaggio proposizionale £ & N-soddisfacibile
classicamente se e solo se ogni sottoinsieme finito di I' € N-soddisfacibile classicamente, non e
dimostrabile utilizzando una generica metateoria classica.
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Si supponga che il teorema di N-compattezza per modelli classici e linguaggi arbitrari sia dimo-
strabile utilizzando una generica metateoria classica.

Si potrebbe allora dimostrare il teorema di 2-compattezza per modelli algebrici e linguaggi ar-
bitrari utilizzando una generica metateoria classica.

Se un insieme di proposizioni I' di un linguaggio proposizionale £ fosse 2-soddisfacibile allora
ogni sottoinsieme finito di I' sarebbe 2-soddisfacibile per il teorema 6.2.1.

Viceversa, se ogni sottoinsieme finito di I" fosse 2-soddisfacibile allora ogni sottoinsieme finito di
I" sarebbe N-soddisfacibile classicamente per il teorema 4.1.3, quindi I' sarebbe N-soddisfacibile
classicamente per il teorema di N-compattezza per modelli classici e linguaggi arbitrari, dunque
I" sarebbe 2-soddisfacibile per il teorema 4.2.19.

Si sarebbe cosi dimostrato il teorema di 2-compattezza per modelli algebrici e linguaggi arbitra-
ri utilizzando una generica metateoria classica, tuttavia si ¢ visto nella sezione 6.1 che questo
teorema non puo essere dimostrato utilizzando una generica metateoria classica.

Si ha quindi che il teorema di N-compattezza per modelli classici e linguaggi arbitrari non &
dimostrabile utilizzando una generica metateoria classica.

7.2 Dimostrazione in una metateoria classica con assioma della
scelta

Utilizzando una metateoria classica con assioma della scelta si puo dimostrare il teorema di
N-compattezza per modelli intuizionisti e linguaggi arbitrari, che afferma che un insieme di
proposizioni I' di un linguaggio proposizionale £ & N-soddisfacibile intuizionisticamente se e
solo se ogni sottoinsieme finito di I' & N-soddisfacibile intuizionisticamente.

Chiaramente ogni N-modello intuizionista per un insieme di proposizioni I' di un linguaggio
proposizionale £ ¢ un N-modello intuizionista per qualsiasi sottoinsieme finito di I', quindi se
I" & N-soddisfacibile intuizionisticamente allora ogni sottoinsieme finito di I' € N-soddisfacibile
intuizionisticamente.

Teorema 7.2.1. Se un insieme di proposizioni I' di un linguaggio proposizionale L é N-
soddisfacibile intuizionisticamente allora ogni sottoinsieme finito di I' ¢ N-soddisfacibile intui-
ztonisticamente.

Dimostrazione. Sia I' N-soddisfacibile intuizionisticamente, allora esiste un N-modello intuizio-
nista ((H, A, V,—,1,0),V) per I', ovvero esistono un’algebra di Heyting non banale numerabile
(H,N,V,—,1,0) ed una valutazione V delle proposizioni del linguaggio £ nell’algebra di Hey-
ting (H, A, V,—,1,0) tale che V(¢) = 1 per ogni ¢ € T".

Sia 'y C, I, si ha che V(¢) = 1 per ogni ¢ € I'g, quindi ((H,A,V,—,1,0),V) & un N-modello
intuizionista per I'g, dunque I'g &€ N-soddisfacibile intuizionisticamente. O

Utilizzando una metateoria classica con assioma della scelta si puo dimostrare che se ogni
sottoinsieme finito di un insieme I' di proposizioni di un linguaggio proposizionale £ & N-
soddisfacibile intuizionisticamente allora I" & N-soddisfacibile intuizionisticamente.

Teorema (LEM+AC) 7.2.2. Se ogni sottoinsieme finito di un insieme di proposizioni I' di
un linguaggio proposizionale L é N-soddisfacibile intuizionisticamente allora I' é N-soddisfacibile
intuizionisticamente.

Dimostrazione. Sia I 'insieme dei sottoinsiemi finiti di I' e si supponga che ogni ¢ € [ sia
N-soddisfacibile intuizionisticamente, allora ogni ¢ € I e soddisfacibile intuizionisticamente per
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il teorema 4.1.2, quindi I' & soddisfacibile intuizionisticamente per il teorema 5.1.11, dunque I"
¢ 2-soddisfacibile per il teorema 4.3.2, da cui I' ¢ N-soddisfacibile intuizionisticamente per il
teorema 4.1.1. U

Utilizzando una metateoria classica con assioma della scelta, 'ipotesi del teorema 7.2.2, ovvero
che ogni sottoinsieme finito di I' sia N-soddisfacibile intuizionisticamente, puo essere rimpiazzata
dall’ipotesi che ogni sottoinsieme finito di I' sia soddisfacibile intuizionisticamente.

Infatti, se ogni sottoinsieme finito di I' fosse soddisfacibile intuizionisticamente allora I" sarebbe
soddisfacibile intuizionisticamente per il teorema 5.1.11, quindi I" sarebbe 2-soddisfacibile per
il teorema 4.3.2, dunque I' sarebbe N-soddisfacibile intuizionisticamente per il teorema 4.1.1.

I teoremi 7.2.1 e 7.2.2 rappresentano le due implicazioni del teorema di N-compattezza per
modelli intuizionisti e linguaggi arbitrari, che afferma che un insieme di proposizioni I' di un
linguaggio proposizionale £ ¢ N-soddisfacibile intuizionisticamente se e solo se ogni sottoinsieme
finito di I ¢ N-soddisfacibile intuizionisticamente.

Teorema (LEM+AC) 7.2.3 (N-compattezza per modelli intuizionisti e linguaggi arbitrari).
Un insieme di proposizioni I' di un linguaggio proposizionale L ¢ N-soddisfacibile intuizionisti-
camente se e solo se ogni sottoinsieme finito di I' é N-soddisfacibile intuizionisticamente.

Dimostrazione. Se I' € N-soddisfacibile intuizionisticamente allora ogni sottoinsieme finito di I"
¢ 2-soddisfacibile per il teorema 7.2.1.

Se ogni sottoinsieme finito di I' & 2-soddisfacibile allora I' & 2-soddisfacibile per il teorema
7.2.2. O

Utilizzando una metateoria classica con assioma della scelta si puo dimostrare il teorema di N-
compattezza per modelli classici e linguaggi arbitrari, che afferma che un insieme di proposizioni
I" di un linguaggio proposizionale £ & N-soddisfacibile classicamente se e solo se ogni sottoinsieme
finito di ' & N-soddisfacibile classicamente.

Chiaramente ogni N-modello classico per un insieme di proposizioni I" di un linguaggio pro-
posizionale £ ¢ un N-modello classico per qualsiasi sottoinsieme finito di I', quindi se I &
N-soddisfacibile classicamente allora ogni sottoinsieme finito di I' € N-soddisfacibile classica-
mente.

Teorema 7.2.4. Se un insieme di proposizioni I' di un linguaggio proposizionale L ¢ N-
soddisfacibile classicamente allora ogni sottoinsieme finito di I' & N-soddisfacibile classicamente.

Dimostrazione. Sia I' N-soddisfacibile classicamente, allora esiste un N-modello classico
((B,A,V,—,1,0),V) per I, ovvero esistono un’algebra di Boole non banale numerabile
(B,A,V,—,1,0) ed una valutazione V' delle proposizioni del linguaggio £ nell’algebra di Boole
(B,A,V,7,1,0) tale che V(¢) =1 per ogni ¢ € I

Sia I'g C, T, si ha che V(¢) = 1 per ogni ¢ € I'g, quindi ((B,A,V,—,1,0),V) ¢ un N-modello
classico per I'g, dunque I'g ¢ N-soddisfacibile classicamente. O

Utilizzando una metateoria classica con assioma della scelta si puo dimostrare che se ogni
sottoinsieme finito di un insieme I' di proposizioni di un linguaggio proposizionale £ & N-
soddisfacibile classicamente allora I' ¢ N-soddisfacibile classicamente.

Teorema (LEM+AC) 7.2.5. Se ogni sottoinsieme finito di un insieme di proposizioni T
di un linguaggio proposizionale L € N-soddisfacibile classicamente allora T' é N-soddisfacibile
classicamente.
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Dimostrazione. Sia I I'insieme dei sottoinsiemi finiti di I' e si supponga che ogni ¢ € I sia N-
soddisfacibile classicamente, allora ogni i € I & soddisfacibile classicamente per il teorema 4.1.4,
quindi I' & soddisfacibile classicamente per il teorema 5.1.14, dunque I' & 2-soddisfacibile per il
teorema 4.3.3, da cui I' € N-soddisfacibile classicamente per il teorema 4.1.3. ]

Utilizzando una metateoria classica con assioma della scelta, 'ipotesi del teorema 7.2.5, ovvero
che ogni sottoinsieme finito di I' sia N-soddisfacibile classicamente, puo essere rimpiazzata dal-
I'ipotesi che ogni sottoinsieme finito di I' sia soddisfacibile classicamente.

Infatti, se ogni sottoinsieme finito di I" fosse soddisfacibile classicamente allora I' sarebbe sod-
disfacibile classicamente per il teorema 5.1.14, quindi I sarebbe 2-soddisfacibile per il teorema
4.3.3, dunque I' sarebbe N-soddisfacibile classicamente per il teorema 4.1.3.

I teoremi 7.2.4 e 7.2.5 rappresentano le due implicazioni del teorema di N-compattezza per mo-
delli classici e linguaggi arbitrari, che afferma che un insieme di proposizioni I'' di un linguaggio
proposizionale £ ¢ N-soddisfacibile classicamente se e solo se ogni sottoinsieme finito di I' e
N-soddisfacibile classicamente.

Teorema (LEM+4AC) 7.2.6 (N-compattezza per modelli classici e linguaggi arbitrari). Un
insieme di proposizioni I' di un linguaggio proposizionale L & N-soddisfacibile classicamente se
e solo se ogni sottoinsieme finito di I' é N-soddisfacibile classicamente.

Dimostrazione. Se I' & N-soddisfacibile classicamente allora ogni sottoinsieme finito di I' € N-
soddisfacibile classicamente per il teorema 7.2.4.

Se ogni sottoinsieme finito di I" & N-soddisfacibile classicamente allora I' & N-soddisfacibile
classicamente per il teorema 7.2.5. 0
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Capitolo 8

Teorema di compattezza per modelli
algebrici e linguaggi numerabili

In questo capitolo si studia la dimostrabilita del teorema di compattezza per modelli algebrici
e linguaggi numerabili, che afferma che un insieme di proposizioni I' di un linguaggio pro-
posizionale numerabile £ & soddisfacibile intuizionisticamente (rispettivamente classicamente)
se e solo se ogni sottoinsieme finito di I" & soddisfacibile intuizionisticamente (rispettivamente
classicamente).

Si presenta inoltre un ulteriore risultato, ovvero il fatto che se tutti i sottoinsiemi di un in-
sieme di proposizioni I" di un linguaggio proposizionale numerabile £ sono soddisfacibili intui-
zionisticamente (rispettivamente classicamente) allora I' ¢ N-soddisfacibile intuizionisticamente
(rispettivamente classicamente).

8.1 Dimostrazione in una metateoria intuizionista

Si vuole dimostrare il teorema di compattezza per modelli intuizionisti e linguaggi numerabili,
che afferma che un insieme di proposizioni I' di un linguaggio proposizionale numerabile £
¢ soddisfacibile intuizionisticamente se e solo se ogni sottoinsieme finito di I' & soddisfacibile
intuizionisticamente.

Avendo dimostrato il teorema di compattezza per modelli intuizionisti e linguaggi arbitrari,
& chiaro che si puo dimostrare il teorema di compattezza per modelli intuizionisti e linguaggi
numerabili.

Teorema 8.1.1 (Compattezza per modelli intuizionisti e linguaggi numerabili). Un insieme di
proposiziont I' di un linguaggio proposizionale numerabile L é soddisfacibile intuizionisticamente
se e solo se ogni sottoinsieme finito di I' é soddisfacibile intuizionisticamente.

Dimostrazione. Si tratta del teorema 5.1.12 ristretto a linguaggi numerabili. O

Si vuole dimostrare il teorema di compattezza per modelli classici e linguaggi numerabili, che
afferma che un insieme di proposizioni I' di un linguaggio proposizionale numerabile £ & soddi-
sfacibile classicamente se e solo se ogni sottoinsieme finito di I' ¢ soddisfacibile classicamente.

Avendo dimostrato il teorema di compattezza per modelli classici e linguaggi arbitrari, & chiaro
che si puo dimostrare il teorema di compattezza per modelli classici e linguaggi numerabili.
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Teorema 8.1.2 (Compattezza per modelli classici e linguaggi numerabili). Un insieme di pro-
posizioni I' di un linguaggio proposizionale numerabile L é soddisfacibile classicamente se e solo
se ogni sottoinsieme finito di I' é soddisfacibile classicamente.

Dimostrazione. Si tratta del teorema 5.1.15 ristretto a linguaggi numerabili. O

8.2 Un risultato piu forte in una metateoria intuizionista

Si vuole dimostrare che se tutti i sottoinsiemi di un insieme di proposizioni I' di un linguaggio
proposizionale numerabile £ sono soddisfacibili intuizionisticamente allora I' & N-soddisfacibile
intuizionisticamente.

Si osservi che dalla definizione 1.1.1 di linguaggio proposizionale segue che un linguaggio pro-
posizionale € numerabile se e solo se 'insieme delle sue variabili proposizionali € numerabile.
Si vuole dimostrare che se un linguaggio proposizionale ¢ numerabile allora 'insieme delle sue
proposizioni € numerabile.

L’insieme N2 & numerabile.

Proposizione 8.2.1. Si puo definire una funzione iniettiva f : N> — N. In particolare, si ha
che Uinsieme N? ¢ numerabile.

Dimostrazione. Siano p,q € N due numeri primi distinti.

Si definisce una funzione f : N> — N ponendo f(n,m) = p"¢™ .

Si vuole dimostrare che la funzione f ¢ iniettiva.

Se f(n1,n2) = f(mi,me) allora p1¢"™ = p™ ¢™2, quindi p™* =™ = ¢™27"2 dunque nj—mj =0
e mg —ng = 0, cloe n; = my e ng = ma, da cui (ny,n2) = (Mmq, ma).

Si ha quindi che la funzione f & iniettiva.

In particolare, si ha che I'insieme N? & numerabile. O

Pit1 in generale, per ogni k € N I'insieme N¥ & numerabile.

Proposizione 8.2.2. Si puo definire per ogni k € N una funzione iniettiva fi, : N¥ — N. In
particolare, si ha che per ogni k € N Uinsieme NF ¢ numerabile.

Dimostrazione. Si definisce una funzione fo: N — N.

Chiaramente si ha che la funzione fy ¢ iniettiva perche N° = {&}.

Si definisce una funzione f; : N! — N ponendo fi(n;) = n;.

Chiaramente si ha che la funzione f; @ iniettiva perche ¢ I'identita su N,

Invocando la proposizione 8.2.1 si definisce una funzione iniettiva f : N> — N.

Si definisce induttivamente per ogni k > 2 una funzione f;, : N¥ — N ponendo

Te(na,.oosmg) = f(fk—1(n1, - ne—1), k).

Si vuole dimostrare per induzione su k che per ogni k > 2 la funzione fj & iniettiva.

Base dell'induzione: se fa(ni,n2) = fa(mi,ma) allora f(fi(n1),n2) = f(fi(m1), ma), quindi
(fi(n1),n2) = (fi(m1), ma) perche la funzione f & iniettiva, cioe fi(n1) = fi(m1) e na = ma,
dunque n; = my perche la funzione f; & iniettiva, cioe (ni,n2) = (m1,m2); si ha quindi che la
funzione fy € iniettiva.

Passo induttivo: si supponga che la funzione f sia iniettiva, si vuole dimostrare che la funzione

frr1 & iniettiva; se fry1(n1, ..., ngp1) = ferr(ma, ..., mey1) allora
f(fk(nla L 7nk))nk+1) = f(fk(m:l) ey mk)a mk—l—l)) quuldl
(fr(n1,...,ng), k1) = (fr(ma, ..., mg), mgy1) perche la funzione f & iniettiva, cioe
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fe(ni, ... ong) = fe(ma,...,mg) e ngrp = myyq1, dunque (nq,...,nE) = (mq,...,mg) e

ng+1 = Mgy perche la funzione fi € iniettiva, da cui (nq,...,ngr1) = (M1,...,mEs1); si ha
quindi che la funzione fj,; € iniettiva.

Si ha quindi che per ogni k£ > 2 la funzione fj € iniettiva.

Si ha quindi che per ogni k € N la funzione fj, & iniettiva.

In particolare, si ha che per ogni k € N I'insieme N* & numerabile. O

L’insieme delle liste di numeri naturali ¢ numerabile.

Proposizione 8.2.3. Sia N* = | |,y Nk, Si puo definire una funzione iniettiva g : N* — N,
In particolare, si ha che linsieme N* & numerabile.

Dimostrazione. Invocando la proposizione 8.2.2 si definsice per ogni k € N ~\ {0} una funzione
iniettiva f; : N¥ — N.

Si definisce una funzione [ : N* — N che associa ad ogni elemento x € N* I'unico numero
naturale I(z) € N tale che z € N/®),

0 se l(x) =0

Si definisce una funzione g : N* — N ponendo g(z) =
folfiw) (@), () + 1 sel(z) > 1.

Si vuole dimostrare che la funzione g ¢ iniettiva.
Si supponga che g(x) = g(y).

Se g(x) = g(y) = 0 allora I(z) =

Se g(a) = g(y) > 1 allora fo(ficy < )
fo(fi@) (), U(z)) = falfi)(y ) I(y)), dunque (fi(z)(7), ( )) = (fiw)(v), U(y)) perche la funzione
f2 & iniettiva, cioe fi)(z) = fiy)(y) e l(x) = l(y), da cui fi5)(z) = fi(2)(y), percido x = y perche
la funzione f,) ¢ iniettiva.

Si ha quindi che la funzione g & iniettiva.

In particolare, si ha che 'insieme N* & numerabile. O

el(y) =0, quindi x = @ e y = &, dunque z = y.
W(z)) + 1= falfiy) (%), 1(y)) + 1, quindi

L’insieme delle proposizioni di un linguaggio proposizionale numerabile ¢ numerabile.

Proposizione 8.2.4. Sia L un linguaggio proposizionale numerabile. Allora l'insieme Prop(L)
e numerabile.

Dimostrazione. Siccome il linguaggio proposizionale £ ¢ numerabile, esiste una funzione iniet-
tiva h: L — N.

Siano £* = | |,y £F e N* = | |, o N*.

Si definisce una funzione [ : £* — N che associa ad ogni elemento x € £* I'unico numero natu-
rale [(z) € N tale che z € £!(®),

Si definisce una funzione h* : £L* — N* ponendo h*(z1,...,7y)) = (h(21), ..., M)

Si vuole dimostrare che la funzione h* & iniettiva.

Se h*(z1,..., @) = P*(y1,- -, Yiy)) allora (h(z1), ..., h(2y2))) = (R(Y1), - -, h(Yy(y))), quindi
(71, ) = (Y1, -+, Yi(y)) Perche la funzione h & iniettiva.

Si ha quindi che la funzione h* € iniettiva.

Invocando la proposizione 8.2.3 si definisce una funzione iniettiva g : N* — N.

Si definisce una funzione i : £* — N ponendo i(z) = (goh*)(z), si ha che la funzione ¢ ¢ iniettiva
perche e la composizione delle funzioni iniettive g e h*.

Chiaramente si ha che Prop(£) C L*.

Si definisce una funzione i : Prop(£) — N ponendo i(x) = i(x), si ha che la funzione 7 & iniettiva
perche ¢ ottenuta dalla restrizione del dominio della funzione iniettiva .

Si ha quindi che I'insieme Prop(£) & numerabile. O
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L’insieme quoziente di un insieme numerabile rispetto ad una relazione di equivalenza € nume-
rabile.

Proposizione 8.2.5. Sia S un insieme numerabile e sia ~ una relazione di equivalenza su S.
Allora linsieme quoziente S/~ ¢ numerabile.

Dimostrazione. Siccome l'insieme S ¢ numerabile esiste una funzione iniettiva f : S — N.

Si definisce una funzione g : S/~ — N ponendo g([z]~) = min{f(y) € N |y € [z]-}.

Si ha che la funzione g ¢ ben definita, infatti se [z;]~ = [z2]~ allora

9([z1]~) = min{f(y) e N|y € [z1]~} = min{f(y) € N |y € [z2]~} = g([z2]~).

Si vuole dimostrare che la funzione g ¢ iniettiva.

Se g([z1]~) = g([z2]~) allora min{f(y) € N | y € [z1]o} = min{f(y) € N | y € [z]}, quindi
esistono y; € [x1]~ € y2 € [z2]~ tali che f(y1) = f(y2), dunque esistono y; € [z1]~ € y2 € [x2]~
tali che y; = y2 perche la funzione f ¢ iniettiva, cioe esiste y; € [z1]~ tale che y; € [x2]~, da
cui [z1]~ =[]~ = [22]~.

Si ha quindi che la funzione g & iniettiva.

Si ha quindi che I'insieme quoziente S/~ & numerabile. O

Si puo quindi dimostrare che se tutti i sottoinsiemi di un insieme di proposizioni I' di un
linguaggio proposizionale numerabile £ sono soddisfacibili intuizionisticamente allora I' € N-
soddisfacibile intuizionisticamente.

Teorema 8.2.6. Se ogni sottoinsieme finito di un insieme di proposizioni I' di un linguag-
gio proposizionale numerabile L é soddisfacibile intuizionisticamente allora I' é N-soddisfacibile
ntuizionisticamente.

Dimostrazione. Sia I 'insieme dei sottoinsiemi finiti di I' e si supponga che ogni ¢ € I sia

soddisfacibile intuizionisticamente.

Sia (Prop(L)/F, Ak, Vie, =&, Iprop(c) /=5 Oprop(c) /=) 1'algebra di Heyting delle proposizioni della

logica proposizionale intuizionista.

Si definisce una funzione Vi : Prop(£) — Prop(£)/F ponendo Vi(¢) = [¢]-.

Si ha che V& e una valutazione delle proposizioni del linguaggio proposizionale £ nell’algebra di

Heyting (Prop(L)/F, A=, Vie, =, Iprop(c) /ie> OProp(c) /=) Der la proposizione 5.1.6.

Si definisce X = V(I') C Prop(L)/E.

Per ogni ¢ € I si definisce X; = Vi(i) C Prop(L)/F.

Si vuole dimostrare che i sottoinsiemi finiti di X sono tutti e soli gli insiemi X; al variare di

1€ 1.

Siccome per ogni ¢ € I si ha che i C T, si ha che X; = V(i) C VE(I') = X, inoltre siccome ogni

i € I & finito si ha che I'insieme X; = V(i) ¢ finito per ogni i € I.

Si ha quindi che 'insieme X; ¢ un sottoinsieme finito di X per ogni i € I.

Sia Y un sottoinsieme finito di X.

Per ogni elemento y € Y si puo scegliere una proposizione ¢, € I' tale che V:(¢,) = y, allora

si ha che {¢, € T' | y € Y} & un sottoinsieme finito di I', quindi {¢, € I' | y € Y} € I, dunque

{¢y €T |y € Y} =i per qualche i € I, da cui

Xi=Ve(i) =Ve({¢py €T |y e Y}) = {Vi(¢y) € Prop(L)/F|ye Y} =
={yeProp(L)/F|yeY}=Y.

Si ha quindi che ogni sottoinsieme finito di X € un insieme X; per qualche 7 € I.

Si ha quindi che i sottoinsiemi finiti di X sono tutti e soli gli insiemi X; al variare di ¢ € I.

Si consideri il filtro generato da X su (Prop(£)/F, A, Vie, =&, Iprop(c) /=5 OProp(c) /= )» Ovvero l'in-

sieme 1X = {x € Prop(L)/F | esiste Y C,, X tale che A_Y < z}.
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Per la proposizione 5.1.7 si ha che X = UYCW ¢ 1Y, inoltre si ¢ dimostrato che i sottoinsiemi
finiti di X sono tutti e soli gli insiemi X; al variare di i € I e dunque si ha che + X = Uier X
Si vuole dimostrare che il filtro 1.X su (Prop(L)/F, Ar, Vi, =&, Iprop(z) /s Oprop(z) /=) € proprio.
Se fosse Opyop(z)/e € TX allora si avrebbe che Opopz)/e € User TXi, quindi si avrebbe che
Opmp(ﬁ)/p S TX] per qualche j € I.
Siccome j C,, I' si avrebbe che I'insieme j & soddisfacibile per ipotesi, allora esisterebbero un’al-
gebra di Heyting non banale (Hj, Aj, Vs, —;, 1g;,0p;) ed una valutazione V; delle proposizioni
del linguaggio £ nell’algebra di Heyting (Hj, Aj, Vj, —j, 1n;,0q;) tale che Vj(¢) = 1, per ogni
o € j.
Si potrebbe definire la funzione f; : Prop(£)/F — H; ponendo f;([¢]z) = V;(¢).
Si avrebbe che la funzione f; ¢ ben definita per la proposizione 5.1.8, inoltre la funzione f;
sarebbe un omomorfismo dall’algebra di Heyting (Prop(L£)/F, A=, Vie, =, Iprop () /ie> OProp(£) /=)
all’algebra di Heyting (Hj, Aj,Vj, =, 1u;,0m;) per la proposizione 5.1.9.
Si avrebbe che
fi(X5) = f;(Ve(9) = fi(Ve({¢ € Prop(L) | ¢ € j})) = fi({VE(¢) € Prop(L)/F | ¢ € j}) =

= fi({[¢l= € Prop(L)/F [ ¢ € j}) = {[;([¢)e) € Hj | ¢ € j} ={Vj(¢) € Hj | ¢ € j} =

= {1Hj }7
allora si avrebbe che X; C fjfl({lyj}).
Per la proposizione 5.1.10 si avrebbe che I'insieme fj_l({l H,}) € un filtro su
(Prop(L)/F, A=, Vi, =5, Iprop(z) /5 Oprop(c) /i), inoltre, siccome 'algebra di Heyting
(Hj, Nj; Vi, —j, 1h;,0p,) sarebbe non banale, si avrebbe che il filtro fj_l({lH].}) su
(Prop(L)/F, Ak, Vie, =, Iprop(£) /> OProp(z) /=) € Proprio.
Si avrebbe che 1.X; ¢ il pitt piccolo filtro su (Prop(£)/F, Ax, Vi, =k, Iprop(£) /s OProp(c) /) cOn-
tenente X; per la proposizione 4.2.5.
Siccome fjfl({lHj}) sarebbe un filtro su (Prop(L)/F, Ax, Vi, =k, Iprop(z) /=5 OProp(c) /) conte-
nente X; e 1X; sarebbe il piut piccolo filtro su (Prop(L)/F, Ae, Vie, =&, Iprop(£) /5 OProp(£) /k)
contenente X si avrebbe che 1X; C fj_l({lHj}).
Siccome 1.X; C fj_l({lHj }) eil filtro fj_l({lHj }) su (Prop(L£)/E, A=, Vi, =k, 1Prop(£)/):, Oprop(ﬁ)/':)
sarebbe proprio si avrebbe che il filtro 1X; su (Prop(L£)/F, A=, Vi, =&, Iprop(£) /=5 Oprop(z) /=) €
proprio, cioe che Opyop(r) /& ¢ 1X;, che contraddice il fatto che Oprop(c) /e € TX;-
Si ha quindi che il filtro 1X su (Prop(£)/F, A=, Vie, =, Iprop(c) /ies OProp(c) /=) € Proprio.
Sia F = 1X.
Sia ((Prop(L)/F)/F,Ar,VE, =, L(Prop(c) /=) F» OProp(c) /) /) V'algebra di Heyting quoziente di
(Prop(L)/F, Ae, Ve, =, Iprop(z) /> Oprop(c) /&) Tispetto a F.
Si definisce una funzione 7 : Prop(£)/E — (Prop(L£)/F)/F ponendo wp([¢]c) = [[¢]-]F-
Si ha che 7p € un omomorfismo dall’algebra di Heyting
(Prop(L)/F, A=, Ve, =, Iprop(z) /s OProp(c) /=) all’algebra di Heyting
((Prop(L)/F)/F,Ap,VF,—F, 1(Prop(£)/):)/Fv 0(prop(£)/;:)/p) per la proposizione 4.2.16.
Siccome V- ¢ una valutazione delle proposizioni del linguaggio proposizionale £ nell’algebra di
Heyting (Prop(L)/F, Ax, Vi, =&, Iprop(£) /=5 Oprop(c) /) € Tk € un omomorfismo dall’algebra di
Heyting (Prop(L£)/F, A=, Vi, =, Iprop(c) /s OProp(c) /=) all’algebra di Heyting
((Prop(L)/F)/F,ANp,VF,—F, 1(prop(£)/,:)/p, 0(prop(£)/,:)/p) si ha che V = 7 o V& € una valuta-
zione delle proposizioni del linguaggio £ nell’algebra di Heyting
((Prop(L)/F)/F, Ar, VE, = Fy Lprop(c) /) /F> O(Prop(L) )/ F)-
Si ha che V(I') = (mp o VE)(I') = wp(VE(T)) = np(X).
Siccome X C 1X per la proposizione 4.2.3, si ha che 7p(X) C 7p(1X).
Si ha quindi che V(I') = 7np(X) C np(1X) = 7p(F).
Si ha che 1(prop(z)/r)/r = F per la proposizione 4.2.15, allora 7p(F') = {1(prop(z)/k)/F )
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Si ha quindi che V(') = 7 (F) = {1(prop(c)/)/F }> allora per ogni ¢ € T si ha che

V(®) = L(prop(c)/r)/r» quindi ((Prop(L)/F)/EF,Ap, Vi, —F, LProp(c)/)/Fs OProp(c) k) k) V) &
un modello intuizionista per I', dunque I' & soddisfacibile intuizionisticamente.

Siccome il linguaggio proposizionale £ ¢ numerabile, si ha che I'insieme Prop(L£) ¢ numerabile
per la proposizione 8.2.4, allora l'insieme (Prop(£)/F)/F & numerabile per la proposizione 8.2.4,
quindi I'algebra di Heyting (Prop(L)/F, Ax, Vi, =&, Iprop(c) /=5 Oprop(c) /=) € numerabile.

Si ha quindi che (((Prop(£)/E)/F,Ap,VF,—F, 1(Pmp(£)/;:)/p, O(Prop(ﬁ)/p)/p), V) ¢ un N-modello
intuizionista per I'; dunque I' & N-soddisfacibile intuizionisticamente. O

Si puo dimostrare che se tutti i sottoinsiemi di un insieme di proposizioni I' di un linguag-
gio proposizionale numerabile £ sono soddisfacibili classicamente allora I' & N-soddisfacibile
classicamente.

Teorema 8.2.7. Se ogni sottoinsieme finito di un insieme di proposizioni I' di un linguaggio
proposizionale numerabile £ é soddisfacibile classicamente allora T' é N-soddisfacibile classica-
mente.

Dimostrazione. Sia I 'insieme dei sottoinsiemi finiti di I' e si supponga che ogni ¢ € [ sia
soddisfacibile classicamente, allora ogni ¢ € I & soddisfacibile intuizionisticamente per il teorema
3.3.1, quindi I' ¢ N-soddisfacibile intuizionisticamente per il teorema 8.2.6, dunque I' & N-
soddisfacibile classicamente per il teorema 3.3.11. ]
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Capitolo 9

Teorema di N-compattezza per
modelli algebrici e linguaggi
numerabili

In questo capitolo si studia la dimostrabilita del teorema di N-compattezza per modelli algebrici
e linguaggi numerabili, che afferma che un insieme di proposizioni I' di un linguaggio proposi-
zionale numerabile £ ¢ N-soddisfacibile intuizionisticamente (rispettivamente classicamente) se
e solo se ogni sottoinsieme finito di T' & N-soddisfacibile intuizionisticamente (rispettivamente
classicamente).

9.1 Dimostrazione in una metateoria intuizionista

Si vuole dimostrare il teorema di N-compattezza per modelli intuizionisti e linguaggi numerabili,
che afferma che un insieme di proposizioni I' di un linguaggio proposizionale numerabile £ &
N-soddisfacibile intuizionisticamente se e solo se ogni sottoinsieme finito di I' &€ N-soddisfacibile
intuizionisticamente.

Chiaramente ogni N-modello intuizionista per un insieme di proposizioni I' di un linguaggio
proposizionale £ ¢ un N-modello intuizionista per qualsiasi sottoinsieme finito di I', quindi se
I" & N-soddisfacibile intuizionisticamente allora ogni sottoinsieme finito di I' & N-soddisfacibile
intuizionisticamente.

Si puo dimostrare che se ogni sottoinsieme finito di un insieme I' di proposizioni di un linguaggio
proposizionale numerabile £ ¢ N-soddisfacibile intuizionisticamente allora I' ¢ N-soddisfacibile
intuizionisticamente.

Teorema 9.1.1. Se ogni sottoinsieme finito di un insieme di proposizioni I' di un linguaggio
proposizionale numerabile L é N-soddisfacibile intuizionisticamente allora I' é N-soddisfacibile
intuizionisticamente.

Dimostrazione. Sia I I'insieme dei sottoinsiemi finiti di I" e si supponga che ogni ¢ € I sia N-
soddisfacibile intuizionisticamente, allora ogni ¢ € I ¢ soddisfacibile intuizionisticamente per il
teorema 4.1.2, quindi I' € N-soddisfacibile intuizionisticamente per il teorema 8.2.6. ]
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I teoremi 7.2.1 e 9.1.1 rappresentano le due implicazioni del teorema di N-compattezza per
modelli intuizionisti e linguaggi numerabili, che afferma che un insieme di proposizioni I' di un
linguaggio proposizionale numerabile £ ¢ N-soddisfacibile intuizionisticamente se e solo se ogni
sottoinsieme finito di I' ¢ N-soddisfacibile intuizionisticamente.

Teorema 9.1.2 (N-compattezza per modelli intuizionisti e linguaggi numerabili). Un insieme
di proposizioni I' di un linguaggio proposizionale numerabile L & N-soddisfacibile intuizionisti-
camente se e solo se ogni sottoinsieme finito di I' é N-soddisfacibile intuizionisticamente.

Dimostrazione. Se I' € N-soddisfacibile intuizionisticamente allora ogni sottoinsieme finito di "
¢ N-soddisfacibile intuizionisticamente per il teorema 7.2.1.

Se ogni sottoinsieme finito di I" & N-soddisfacibile intuizionisticamente allora I" & N-soddisfacibile
intuizionisticamente per il teorema 9.1.1. U

Si vuole dimostrare il teorema di N-compattezza per modelli classici e linguaggi numerabili,
che afferma che un insieme di proposizioni I' di un linguaggio proposizionale numerabile £
¢ N-soddisfacibile classicamente se e solo se ogni sottoinsieme finito di I' & N-soddisfacibile
classicamente.

Chiaramente ogni N-modello classico per un insieme di proposizioni I' di un linguaggio pro-
posizionale £ ¢ un N-modello classico per qualsiasi sottoinsieme finito di I', quindi se I' ¢
N-soddisfacibile classicamente allora ogni sottoinsieme finito di I' ¢ N-soddisfacibile classica-
mente.

Si puo dimostrare che se ogni sottoinsieme finito di un insieme I' di proposizioni di un linguag-
gio proposizionale numerabile £ ¢ N-soddisfacibile classicamente allora I' & N-soddisfacibile
classicamente.

Teorema 9.1.3. Se ogni sottoinsieme finito di un insieme di proposizioni I' di un linguag-
gio proposizionale numerabile £ & N-soddisfacibile classicamente allora T' ¢ N-soddisfacibile
classicamente.

Dimostrazione. Sia I I'insieme dei sottoinsiemi finiti di I' e si supponga che ogni ¢ € I sia N-
soddisfacibile classicamente, allora ogni ¢ € I & soddisfacibile classicamente per il teorema 4.1.4,
quindi I & N-soddisfacibile classicamente per il teorema 8.2.7. O

I teoremi 7.2.4 e 9.1.3 rappresentano le due implicazioni del teorema di N-compattezza per mo-
delli classici e linguaggi numerabili, che afferma che un insieme di proposizioni I' di un linguaggio
proposizionale numerabile £ ¢ N-soddisfacibile classicamente se e solo se ogni sottoinsieme finito
di I' & N-soddisfacibile classicamente.

Teorema 9.1.4 (N-compattezza per modelli classici e linguaggi numerabili). Un insieme di
proposiziont I' di un linguaggio proposizionale numerabile £ é N-soddisfacibile classicamente se
e solo se ogni sottoinsieme finito di I' ¢ N-soddisfacibile classicamente.

Dimostrazione. Se I' ¢ N-soddisfacibile classicamente allora ogni sottoinsieme finito di I" ¢ N-
soddisfacibile classicamente per il teorema 7.2.4.

Se ogni sottoinsieme finito di I" & N-soddisfacibile classicamente allora I" & N-soddisfacibile
classicamente per il teorema 9.1.3. O
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Capitolo 10

Teorema di 2-compattezza per
modelli algebrici e linguaggi
numerabili

In questo capitolo si studia la dimostrabilita del teorema di 2-compattezza per modelli al-
gebrici e linguaggi numerabili, che afferma che un insieme di proposizioni I' di un linguag-
gio proposizionale numerabile £ ¢ 2-soddisfacibile se e solo se ogni sottoinsieme finito di I' e
2-soddisfacibile.

10.1 Non dimostrabilita in una metateoria intuizionista

Si vuole mostrare che il teorema di 2-compattezza per modelli algebrici e linguaggi numerabili
non e dimostrabile utilizzando una metateoria intuizionista.

Si supponga che il teorema di 2-compattezza per modelli algebrici e linguaggi numerabili sia
dimostrabile utilizzando una metateoria intuizionista.

Si potrebbero fissare un linguaggio numerabile £ avente una sola variabile proposizionale

p € Prop(£) ed una proposizione Q del metalinguaggio.

Si potrebbe definire I' = {¢ € Prop(L) | ¢ =p e Q} U{¢ € Prop(L) | ¢ = —p e =Q}.
Chiaramente si avrebbe che

I'={pecProp(L)|p=pe QU{p € Prop(L)|¢=-pe—-Q} C{p}U{-p}={p,—n}

Se fosse I'g C,, I allora si avrebbe che I'g = {¢1, ..., ¢,} per qualche n € N con ¢1,...,¢, € .
Se fosse n = 0 allora si avrebbe che I'g = @.

Se fosse n = 1 allora si avrebbe che I'g = {p} o che I'y = {-p}.

Se fosse n > 2 allora si potrebbero scegliere ¢;, ¢; € I'g. Si avrebbe che (¢; = p e Q) oppure che
(¢i = —p e =Q). Analogamente, si avrebbe che (¢; = p e Q) oppure che (¢; = =p e =Q). Se
fosse ¢; = p allora si avrebbe che @, quindi non potrebbe essere che =Q, dunque non potrebbe
essere ¢; = —p, da cui dovrebbe essere ¢; = p. Analogamente, se fosse ¢; = —p allora si avrebbe
che =@, quindi non potrebbe essere che Q, dunque non potrebbe essere ¢; = p, da cui dovrebbe
essere ¢; = —p.

I sottoinsiemi finiti di I" sarebbero quindi solamente &, {p} e {—p}.

Chiaramente tutti i sottoinsiemi finiti di I" sarebbero 2-soddisfacibili: 'insieme {p} sarebbe sod-
disfacibile grazie alla valutazione V delle proposizioni del linguaggio £ nell’algebra di Heyting di
due elementi ({0,1}, A, V, —, 1,0) definita ponendo V' (p) = 1, I'insieme {—p} sarebbe soddisfaci-
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bile grazie alla valutazione V' delle proposizioni del linguaggio £ nell’algebra di Heyting di due
elementi ({0,1}, A, V,—,1,0) definita ponendo V'(p) = 0 (da cui V/(-p) =-V'(p) =-0=1) e
I'insieme & sarebbe soddisfacibile grazie ad una qualsiasi delle valutazioni V e V.

Siccome tutti i sottoinsiemi finiti di I" sarebbero 2-soddisfacibili, per il teorema di 2-compattezza
per modelli algebrici e linguaggi numerabili si avrebbe che I' & 2-soddisfacibile, ovvero esistereb-
be una valutazione V delle proposizioni del linguaggio £ nell’algebra di Heyting di due elementi
({0,1},A,V,—,1,0) tale che V(¢) =1 per ogni ¢ € I'.

Si avrebbe che V(p) = 1 o che V(p) = 0.

Se fosse V(p) = 1 allora si avrebbe che V(—p) = =V (p) = -1 = 0, quindi si avrebbe che =p ¢ T
in quanto V' (¢) = 1 per ogni ¢ € I', dunque non potrebbe essere che =Q, da cui si avrebbe che
——0.

Se fosse V(p) = 0 allora si avrebbe che p ¢ T' in quanto V(¢) = 1 per ogni ¢ € I', quindi non
potrebbe essere che Q, dunque si avrebbe che —Q.

Si avrebbe quindi che =—Q o che = Q.

Considerata 'arbitrarieta della proposizione Q del metalinguaggio, si sarebbe cosi dimostrato
il principio del terzo escluso debole, si tratta di un taboo intuizionista, ovvero di un principio
che non puo valere in una metateoria intuizionista.

Si ha quindi che il teorema di 2-compattezza per modelli algebrici e linguaggi numerabili non &
dimostrabile utilizzando una metateoria intuizionista.

10.2 Dimostrazione in una metateoria classica

Utilizzando una metateoria classica si puo dimostrare il teorema di 2-compattezza per modelli
algebrici e linguaggi numerabili, che afferma che un insieme di proposizioni I' di un linguaggio
proposizionale numerabile £ & 2-soddisfacibile se e solo se ogni sottoinsieme finito di I" & 2-
soddisfacibile.

Chiaramente ogni 2-modello per un insieme di proposizioni I' di un linguaggio proposizionale
numerabile £ & un 2-modello per qualsiasi sottoinsieme finito di I', quindi se I' & 2-soddisfacibile
allora ogni sottoinsieme finito di I' & 2-soddisfacibile.

Teorema 10.2.1. Se un insieme di proposizioni I' di un linguaggio proposizionale numerabile
L ¢ 2-soddisfacibile allora ogni sottoinsieme finito di I' e 2-soddisfacibile.

Dimostrazione. Si tratta del teorema 6.2.1 ristretto a linguaggi numerabili. O

Utilizzando una metateoria classica si puo dimostrare che se ogni sottoinsieme finito di un
insieme I' di proposizioni di un linguaggio proposizionale numerabile £ & 2-soddisfacibile allora
I' € 2-soddisfacibile.

Teorema (LEM) 10.2.2. Se ogni sottoinsieme finito di un insieme di proposizioni I' di un
linguaggio proposizionale L & 2-soddisfacibile allora I' é 2-soddisfacibile.

Dimostrazione. Sia I 'insieme dei sottoinsiemi finiti di I' e si supponga che ogni ¢ € I sia
2-soddisfacibile, allora ogni ¢ € I ¢ N-soddisfacibile intuizionisticamente per il teorema 4.1.1,
quindi ogni ¢ € I & soddisfacibile intuizionisticamente per il teorema 4.1.2, dunque I' & N-
soddisfacibile intuizionisticamente per il teorema 8.2.6, da cui I' ¢ 2-soddisfacibile per il teorema
4.2.18. O

Utilizzando una metateoria classica, l'ipotesi del teorema 10.2.3, ovvero che ogni sottoinsieme
finito di I' sia 2-soddisfacibile, puo essere rimpiazzata dall’ipotesi che ogni sottoinsieme finito
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di I sia soddisfacibile intuizionisticamente (rispettivamente classicamente).

Infatti, se ogni sottoinsieme finito di I' fosse soddisfacibile intuizionisticamente (rispettivamente
classicamente) allora I' sarebbe N-soddisfacibile intuizionisticamente (rispettivamente classica-
mente) per il teorema 8.2.6 (rispettivamente 8.2.7), quindi I" sarebbe 2-soddisfacibile per il
teorema 4.2.18 (rispettivamente 4.2.19).

I teoremi 10.2.1 e 10.2.3 rappresentano le due implicazioni del teorema di 2-compattezza per
modelli algebrici e linguaggi numerabili, che afferma che un insieme di proposizioni I' di un
linguaggio proposizionale numerabile £ ¢ 2-soddisfacibile se e solo se ogni sottoinsieme finito di
I' ¢ 2-soddisfacibile.

Teorema (LEM) 10.2.3 (2-compattezza per modelli algebrici e linguaggi numerabili). Un
insieme di proposizioni I' di un linguaggio proposizionale numerabile L ¢ 2-soddisfacibile se e
solo se ogni sottoinsieme finito di I' é 2-soddisfacibile.

Dimostrazione. Se I' & 2-soddisfacibile allora ogni sottoinsieme finito di I' & 2-soddisfacibile per
il teorema 10.2.1.

Se ogni sottoinsieme finito di I' e 2-soddisfacibile allora I' ¢ 2-soddisfacibile per il teorema
10.2.3. O
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Capitolo 11

Soddisfacibilita vs 2-soddisfacibilita
vs N-soddisfacibilita (seconda parte)

Nel capitolo 4 si sono dimostrate le implicazioni che intercorrono tra soddisfacibilita intuizionista
(rispettivamente classica), 2-soddisfacibilita e N-soddisfacibilita intuizionista (rispettivamente
classica) utilizzando una metateoria intuizionista, una metateoria classica ed una metateoria
classica con assioma della scelta.

In questo capitolo si dimostra che tra queste tre nozioni di soddisfacibilita, utilizzando queste
tre metateorie, non possono valere altre implilcazioni.

11.1 Relazioni in una metateoria intuizionista

In una metateoria intuizionista, il fatto che un insieme di proposizioni I' di un linguaggio
proposizionale £ sia soddisfacibile intuizionisticamente non implica che I' sia N-soddisfacibile
intuizionisticamente.

Si supponga che, in una metateoria intuizionista, il fatto che un insieme di proposizioni I'
di un linguaggio proposizionale £ sia soddisfacibile intuizionisticamente implichi che I" sia N-
soddisfacibile intuizionisticamente.

Si potrebbe allora dimostrare il teorema di N-compattezza per modelli intuizionisti e linguaggi
arbitrari utilizzando una metateoria intuizionista.

Se un insieme di proposizioni I' di un linguaggio proposizionale £ fosse N-soddisfacibile intuizio-
nisticamente allora ogni sottoinsieme finito di I sarebbe N-soddisfacibile intuizionisticamente
per il teorema 7.2.1.

Viceversa, se ogni sottoinsieme finito di I' fosse N-soddisfacibile intuizionisticamente allora
ogni sottoinsieme finito di I' sarebbe soddisfacibile intuizionisticamente per il teorema 4.1.2,
quindi I' sarebbe soddisfacibile intuizionisticamente per il teorema 5.1.11, dunque I' sarebbe
N-soddisfacibile intuizionisticamente perche si € supposto che il fatto che I' sia soddisfacibile
intuizionisticamente implichi che I' sia N-soddisfacibile intuizionisticamente.

Si sarebbe cosi dimostrato il teorema di N-compattezza per modelli intuizionisti e linguaggi
arbitrari utilizzando una metateoria intuizionista, tuttavia si e visto nella sezione 7.1 che questo
teorema non puo essere dimostrato utilizzando una metateoria classica, quindi questo teorema
non puo essere dimostrato utilizzando una metateoria intuizionista.
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In una metateoria intuizionista, si ha quindi che:
(T" & soddisfacibile intuizionisticamente) # (I" & N-soddisfacibile intuizionisticamente)

In una metateoria intuizionista, il fatto che un insieme di proposizioni I' di un linguaggio propo-
sizionale L sia soddisfacibile classicamente non implica che I" sia N-soddisfacibile classicamente.

Si supponga che, in una metateoria intuizionista, il fatto che un insieme di proposizioni I' di un
linguaggio proposizionale L sia soddisfacibile classicamente implichi che I' sia N-soddisfacibile
classicamente.

Si potrebbe allora dimostrare il teorema di N-compattezza per modelli classici e linguaggi arbi-
trari utilizzando una metateoria intuizionista.

Se un insieme di proposizioni I' di un linguaggio proposizionale £ fosse N-soddisfacibile classica-
mente allora ogni sottoinsieme finito di I" sarebbe N-soddisfacibile classicamente per il teorema
7.2.4.

Viceversa, se ogni sottoinsieme finito di I' fosse N-soddisfacibile classicamente allora ogni sot-
toinsieme finito di I' sarebbe soddisfacibile classicamente per il teorema 4.1.4, quindi I' sarebbe
soddisfacibile classicamente per il teorema 5.1.14, dunque I' sarebbe N-soddisfacibile classica-
mente perche si € supposto che il fatto che I' sia soddisfacibile classicamente implichi che I' sia
N-soddisfacibile classicamente.

Si sarebbe cosi dimostrato il teorema di N-compattezza per modelli classici e linguaggi arbitrari
utilizzando una metateoria intuizionista, tuttavia si ¢ visto nella sezione 7.1 che questo teorema
non puo essere dimostrato utilizzando una metateoria classica, quindi questo teorema non puo
essere dimostrato utilizzando una metateoria intuizionista.

In una metateoria intuizionista, si ha quindi che:
(T & soddisfacibile classicamente) # (I' & N-soddisfacibile classicamente)

In una metateoria intuizionista, il fatto che un insieme di proposizioni I' di un linguaggio
proposizionale £ sia N-soddisfacibile intuizionisticamente non implica che I sia 2-soddisfacibile.

Si supponga che, in una metateoria intuizionista, il fatto che un insieme di proposizioni I' di
un linguaggio proposizionale £ sia N-soddisfacibile intuizionisticamente implichi che I' sia 2-
soddisfacibile.

Si potrebbe allora dimostrare il teorema di 2-compattezza per modelli algebrici e linguaggi nu-
merabili utilizzando una metateoria intuizionista.

Se un insieme di proposizioni I' di un linguaggio proposizionale numerabile £ fosse 2-soddisfacibile
allora ogni sottoinsieme finito di I' sarebbe 2-soddisfacibile per il teorema 10.2.1.

Viceversa, se ogni sottoinsieme finito di I" fosse 2-soddisfacibile allora ogni sottoinsieme fini-
to di I' sarebbe N-soddisfacibile intuizionisticamente per il teorema 4.1.1, quindi I' sarebbe
N-soddisfacibile intuizionisticamente per il teorema 9.1.2, dunque I' sarebbe 2-soddisfacibile
perche si e supposto che il fatto che I' sia N-soddisfacibile intuizionisticamente implichi che I’
sia 2-soddisfacibile.

Si sarebbe cosi dimostrato il teorema di 2-compattezza per modelli algebrici e linguaggi nume-
rabili utilizzando una metateoria intuizionista, tuttavia si e visto nella sezione 10.1 che questo
teorema non puo essere dimostrato utilizzando una metateoria intuizionista.

In una metateoria intuizionista, si ha quindi che:
(T" & N-soddisfacibile intuizionisticamente) 7% (I' ¢ 2-soddisfacibile)

In una metateoria intuizionista, il fatto che un insieme di proposizioni I' di un linguaggio
proposizionale £ sia N-soddisfacibile classicamente non implica che I' sia 2-soddisfacibile.
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Si supponga che, in una metateoria intuizionista, il fatto che un insieme di proposizioni I' di un
linguaggio proposizionale L sia N-soddisfacibile classicamente implichi che I' sia 2-soddisfacibile.
Si potrebbe allora dimostrare il teorema di 2-compattezza per modelli algebrici e linguaggi nu-
merabili utilizzando una metateoria intuizionista.

Se un insieme di proposizioni I' di un linguaggio proposizionale numerabile £ fosse 2-soddisfacibile
allora ogni sottoinsieme finito di I' sarebbe 2-soddisfacibile per il teorema 10.2.1.

Viceversa, se ogni sottoinsieme finito di I" fosse 2-soddisfacibile allora ogni sottoinsieme finito di
I" sarebbe N-soddisfacibile classicamente per il teorema 4.1.3, quindi I' sarebbe N-soddisfacibile
classicamente per il teorema 9.1.4, dunque I' sarebbe 2-soddisfacibile perche si & supposto che
il fatto che I' sia N-soddisfacibile classicamente implichi che I" sia 2-soddisfacibile.

Si sarebbe cosi dimostrato il teorema di 2-compattezza per modelli algebrici e linguaggi nume-
rabili utilizzando una metateoria intuizionista, tuttavia si e visto nella sezione 10.1 che questo
teorema non puo essere dimostrato utilizzando una metateoria intuizionista.

In una metateoria intuizionista, si ha quindi che:
(I" & N-soddisfacibile classicamente) # (I' & 2-soddisfacibile)

11.2 Relazioni in una metateoria classica

In una metateoria classica, il fatto che un insieme di proposizioni I' di un linguaggio pro-
posizionale L sia soddisfacibile intuizionisticamente non implica che I' sia N-soddisfacibile
intuizionisticamente.

Si supponga che, in una metateoria classica, il fatto che un insieme di proposizioni I' di
un linguaggio proposizionale £ sia soddisfacibile intuizionisticamente implichi che I' sia N-
soddisfacibile intuizionisticamente.

Si potrebbe allora dimostrare il teorema di N-compattezza per modelli intuizionisti e linguaggi
arbitrari utilizzando una metateoria classica.

Se un insieme di proposizioni I' di un linguaggio proposizionale £ fosse N-soddisfacibile intuizio-
nisticamente allora ogni sottoinsieme finito di I' sarebbe N-soddisfacibile intuizionisticamente
per il teorema 7.2.1.

Viceversa, se ogni sottoinsieme finito di I' fosse N-soddisfacibile intuizionisticamente allora
ogni sottoinsieme finito di I' sarebbe soddisfacibile intuizionisticamente per il teorema 4.1.2,
quindi I' sarebbe soddisfacibile intuizionisticamente per il teorema 5.1.11, dunque I' sarebbe
N-soddisfacibile intuizionisticamente perche si € supposto che il fatto che I' sia soddisfacibile
intuizionisticamente implichi che I' sia N-soddisfacibile intuizionisticamente.

Si sarebbe cosi dimostrato il teorema di N-compattezza per modelli intuizionisti e linguaggi
arbitrari utilizzando una metateoria classica, tuttavia si e visto nella sezione 7.1 che questo
teorema non puo essere dimostrato utilizzando una metateoria classica.

In una metateoria classica, si ha quindi che:
(T" & soddisfacibile intuizionisticamente) # (I" & N-soddisfacibile intuizionisticamente)

In una metateoria classica, il fatto che un insieme di proposizioni I' di un linguaggio proposi-
zionale L sia soddisfacibile classicamente non implica che I' sia N-soddisfacibile classicamente.

Si supponga che, in una metateoria classica, il fatto che un insieme di proposizioni I' di un
linguaggio proposizionale £ sia soddisfacibile classicamente implichi che I' sia N-soddisfacibile
classicamente.

Si potrebbe allora dimostrare il teorema di N-compattezza per modelli classici e linguaggi arbi-
trari utilizzando una metateoria classica.
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Se un insieme di proposizioni I' di un linguaggio proposizionale £ fosse N-soddisfacibile classica-
mente allora ogni sottoinsieme finito di I" sarebbe N-soddisfacibile classicamente per il teorema
7.2.4.

Viceversa, se ogni sottoinsieme finito di I' fosse N-soddisfacibile classicamente allora ogni sot-
toinsieme finito di I' sarebbe soddisfacibile classicamente per il teorema 4.1.4, quindi I' sarebbe
soddisfacibile classicamente per il teorema 5.1.14, dunque I' sarebbe N-soddisfacibile classica-
mente perche si e supposto che il fatto che I' sia soddisfacibile classicamente implichi che I' sia
N-soddisfacibile classicamente.

Si sarebbe cosi dimostrato il teorema di N-compattezza per modelli classici e linguaggi arbitrari
utilizzando una metateoria classica, tuttavia si e visto nella sezione 7.1 che questo teorema non
puo essere dimostrato utilizzando una metateoria classica.

In una metateoria classica, si ha quindi che:
(T" & soddisfacibile classicamente) # (I' & N-soddisfacibile classicamente)
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Conclusioni

Un primo risultato di questo lavoro di tesi consiste nell’aver dimostrato delle inaspettate equi-
valenze tra le nozioni di soddisfacibilita per un insieme I' di proposizioni di un linguaggio
proposizionale £ nel caso della logica proposizionale intuizionista e le corrispondenti nozioni di
soddisfacibilita nel caso della logica proposizionale classica:

(T" & soddisfacibile intuizionisticamente) < (I" ¢ soddisfacibile classicamente) (teorema 3.3.12)
(T' & N-soddisfacibile intuizionisticamente) < (I" & N-soddisfacibile classicamente) (teorema
3.4.4)

L’equivalenza tra le nozioni di soddisfacibilita intuizionista e classica non vale in generale nel
caso della logica predicativa (sezione 3.3).

Lo studio delle relazioni che intercorrono tra le varie nozioni di soddisfacibilita ha consentito di
dimostrare tutte le implicazioni valide tra le nozioni stesse, sia nel caso della logica proposizionale
intuizionista che nel caso della logica proposizionale classica, utilizzando ciascuna delle tipologie
di metateoria considerate in questa tesi.

Utilizzando una metateoria intuizionista si € dimostrato che per un insieme di proposizioni I' di
un linguaggio proposizionale £ valgono le seguenti implicazioni:

(T" & 2-soddisfacibile) = (I" ¢ N-soddisfacibile intuizionisticamente) = (I" ¢ soddisfacibile intui-
zionisticamente) (teoremi 4.1.1 e 4.1.2)

(" & soddisfacibile intuizionisticamente) # (I' & N-soddisfacibile intuizionisticamente) (sezione
11.1)

(I" & N-soddisfacibile intuizionisticamente) % (I" ¢ 2-soddisfacibile) (sezione 11.1)

(T" & 2-soddisfacibile) = (I" & N-soddisfacibile classicamente) = (I" & soddisfacibile classicamen-
te) (teoremi 4.1.3 e 4.1.4)

(T" & soddisfacibile classicamente) # (I' ¢ N-soddisfacibile classicamente) (sezione 11.1)

(I" & N-soddisfacibile classicamente) # (I' & 2-soddisfacibile) (sezione 11.1)

Utilizzando una metateoria classica si € dimostrato che per un insieme di proposizioni I' di un
linguaggio proposizionale £ valgono le seguenti implicazioni:

(T" & 2-soddisfacibile) < (I" & N-soddisfacibile intuizionisticamente) = (I" & soddisfacibile intui-
zionisticamente) (teoremi 4.1.1, 4.1.2 e 4.2.18)

(T" & soddisfacibile intuizionisticamente) % (I' & N-soddisfacibile intuizionisticamente) (sezione
11.2)

(T" & 2-soddisfacibile) < (I" & N-soddisfacibile classicamente) = (I" & soddisfacibile classicamen-
te) (4.1.3, 4.1.4 e 4.2.19)

(T" & soddisfacibile classicamente) # (I' & N-soddisfacibile classicamente) (sezione 11.2)

Utilizzando una metateoria classica con assioma della scelta si ¢ dimostrato che per un insieme
di proposizioni I' di un linguaggio proposizionale £ valgono le seguenti implicazioni:
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(T" & 2-soddisfacibile) < (I' ¢ N-soddisfacibile intuizionisticamente) < (I" ¢ soddisfacibile intui-
zionisticamente) (teoremi 4.1.1, 4.1.2 e 4.3.2)

(T" & 2-soddisfacibile) < (I" &€ N-soddisfacibile classicamente) < (I" & soddisfacibile classicamente)
(teoremi 4.1.3, 4.1.4 e 4.3.3)

I’indagine relativa alla dimostrabilita delle varie versioni del teorema di compattezza per mo-
delli algebrici della logica proposizionale ottenute in corrispondenza delle varie definizioni di
soddisfacibilita (soddisfacibilita intuizionista/classica, 2-soddisfacibilita, N-soddisfacibilita in-
tuizionista/classica) e delle due famiglie di linguaggi considerati (linguaggi proposizionali arbi-
trari e numerabili) ha portato ad ottenere per ciascuna versione una risposta affermativa (una
dimostrazione del teorema) o negativa (un controesempio che confuta il teorema).

I risultati riguardanti la dimostrabilita in una metateoria intuizionista sono:

v  Teorema di compattezza per modelli intuizionisti/classici e linguaggi arbitrari (teorema
5.1.12/5.1.15);

X Teorema di N-compattezza per modelli intuizionisti/classici e linguaggi arbitrari (sezione
7.1);

X Teorema di 2-compattezza per modelli algebrici e linguaggi arbitrari (sezione 6.1);

v Teorema di compattezza per modelli intuizionisti/classici e linguaggi numerabili (teorema
8.1.1/8.1.2);

v Teorema di N-compattezza per modelli intuizionisti/classici e linguaggi numerabili (teo-
rema 9.1.2/9.1.4);

X Teorema di 2-compattezza per modelli algebrici e linguaggi numerabili (sezione 10.1).

I risultati riguardanti la dimostrabilita in una metateoria classica sono:

v Teorema di compattezza per modelli intuizionisti/classici e linguaggi arbitrari (teorema
5.1.12/5.1.15);

X Teorema di N-compattezza per modelli intuizionisti/classici e linguaggi arbitrari (sezione
7.1);

X Teorema di 2-compattezza per modelli algebrici e linguaggi arbitrari (sezione 6.1);

v Teorema di compattezza per modelli intuizionisti/classici e linguaggi numerabili (teorema
8.1.1/8.1.2);

v Teorema di N-compattezza per modelli intuizionisti/classici e linguaggi numerabili (teo-
rema 9.1.2/9.1.4);

v Teorema di 2-compattezza per modelli algebrici e linguaggi numerabili (teorema 10.2.3).

Si puo osservare che, utilizzando una metateoria classica anziché una metateoria intuizionista,
si puo dimostrare il teorema di 2-compattezza per modelli algebrici e linguaggi numerabili.

I risultati riguardanti la dimostrabilita in una metateoria classica con assioma della scelta sono:

v Teorema di compattezza per modelli intuizionisti/classici e linguaggi arbitrari (teorema
5.1.12/5.1.15);

v Teorema di N-compattezza per modelli intuizionisti/classici e linguaggi arbitrari (teorema
7.2.3/7.2.6);

v Teorema di 2-compattezza per modelli algebrici e linguaggi arbitrari (teorema 6.2.3);

v Teorema di compattezza per modelli intuizionisti/classici e linguaggi numerabili (teorema
8.1.1/8.1.2);

v Teorema di N-compattezza per modelli intuizionisti/classici e linguaggi numerabili (teo-
rema 9.1.2/9.1.4);

v Teorema di 2-compattezza per modelli algebrici e linguaggi numerabili (teorema 10.2.3).
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Si puo osservare che, utilizzando una metateoria classica con assioma della scelta anziche una
metateoria classica, si possono dimostrare il teorema di N-compattezza per modelli intuizioni-
sti/classici e linguaggi arbitrari ed il teorema di 2-compattezza per modelli algebrici e linguaggi
arbitrari.

Uno sviluppo futuro di questo lavoro di tesi potrebbe consistere nell’investigare la possibilita di
estendere alla logica predicativa (del primo ordine) intuizionista e classica le versioni del teorema
di compattezza per modelli algebrici della logica proposizionale dimostrate nella presente tesi.
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