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Introduzione

In letteratura esistono molte strutture formali che, siqttdesi diverse, permet-
tono di rappresentare ed analizzare I'informazione cartgeim un insieme di dati
riguardanti un fenomeno in esame. Tra quesgtiwork bayesianiche rappresen-
tano la convergenza dellaetodologia statisticdche descrive il fenomeno sulla
base dell'informazione contenuta nelle osservazioni)léideelligenza artificiale
(che si pone I'obiettivo di automatizzare il trattamento digti per mezzo di cal-
colatori), risultano interessanti per la loro capacitaggiranere in modo semplice
insiemi di relazioni complesse.

Un network bayesiano descrive una distribuzione di prdibabinultivariata

definita su un insieme di variabili aleatorie attraverso co@ponenti:

e ungrafo orientato aciclicoin cui i nodirappresentano le variabili aleatorie

del dominio e gliarchi rappresentano relazioni di dipendenza condizionale.

e un insieme didistribuzioni localidi probabilita, ciascuna associata ad una
variabile e condizionata ad ogni configurazione dei geoiitori (ovvero dei
nodi con archi orientati in direzione del noéiglio associato alla variabile
in questione).

In particolare verranno trattati network bayesiani discn@ cui le variabi-
li aleatorie seguono una distribuzione multinomiale. lolgrarametri identifi-

cano le distribuzioni di probabilita locali, rappresentdia tabelle di probabili-

iX



ta condizionate dei nodi figlio rispetto ad ogni combinagiah valori dei suoi
genitori.

La selezione di un modello di questo tipo si traduce aplirendimento auto-
maticodella struttura del grafo (supposta non nota) e, condizesnante a que-
st'ultima, nella stima delle probabilita associate allgafaili aleatorie. In lettera-
tura questa operazione viene eseguita applicando ad wmadii dati osservati
due classi di metodi: uno basato sulla classificazione tleltaa complessiva del
modello tramite un punteggio (metositore-basey] I'altro sull’analisi locale dei
vincoli di indipendenza condizionale (metamtinstraint-baseqd

Gli obiettivi di questa tesi sono:

1. evidenziare la relazione che lega i criteri decisionbk caratterizzano i
metodiscore-basea constraint-basedn ambito discreto, e che porta alla
scelta dell'informazione reciproca come indicatore stetd su cui fondare

la selezione del modello.

2. confrontare tramite simulazione la stima parametridéirfermazione re-
ciproca, utilizzata comunemente in letteratura, con quadin parametrica

per evidenziare le migliori proprieta di quest’ultima.

La tesi e strutturata nel modo seguente.

Nel Capitolo 1 (Network bayesiafivengono caratterizzati i network bayesiani,
le ipotesi su cui si fondano e le loro proprieta.

Nel Capitolo 2 (Informazione ed entrop)asi definiscono alcune quantita del-
la teoria dell'informazione, con particolare attenziofigrdormazione reciproca
(mutual informatiof ed alle sue relazioni con i principali indicatori di indipe
denza statistica utilizzati nell’ambito discreto.

Nel Capitolo 3 (Statistica non parametrigavengono introdotte ldistribuzione
di permutaziones lacombinazione non parametricahe verranno utilizzate per

la stima dell’'informazione reciproca.
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Nel Capitolo 4 (Apprendimento di network bayesiamniengono esplorati gli
algoritmi per l'apprendimento della struttura dei netwdr&yesiani in ambito
discreto, raccolti nelle classcore-base@ constraint-based

Nel Capitolo 5 (Informazione reciproca e network bayesijaméngono svilup-
pati i due punti centrali di questa tesi, ovvero la relaziohe lega le due classi di
metodi esposte nel capitolo precedente sulla base delifimdzione reciproca, e
la stima di quest’ultima in ambito parametrico e non paraite(studiata tramite
simulazione).

Nelle Appendici (Implementazione Problemi apert) viene riportato I'am-
biente, il codice utilizzato nelle simulazioni ed i probleagerti incontrati nella

scrittura di questa tesi.






Simboli e notazioni

Variabili aleatorie e probabilita

U, X, Y, Z, W insiemi di variabili aleatorie

XY Z, Xq,...,X, variabili aleatorie

X1lY indipendenza stocastica

X 1Y|Z X LpY|Z indipendenza stocastica condizionale
XY<x.v uguaglianza in distribuzione

X, Y, Z dominio delle variabiliX, Y, Z

X[, Y], |Z| cardinalita dei domini

0 vettore dei parametri d¥'

10 x| numero dei parametri dt

Teoria dei grafi

Gg=(V,A) grafo con nodi ed archiA
U, v, w nodi di una connesione
A B, ..., nodi di un grafo

X 1lgY|Z separazione grafica

115 genitori di X

Teoria dell'informazione

I(x),ieX informazione di Shannon
H(X) entropia

Xiii



Xiv

MI (X,Y) informazione reciproca
D(P| Q) distanza di Kullback-Leibler

Statistica non parametrica

X=Az,...,z,} dati osservati

X* permutazione dei dati

X)x spazio delle permutazioni

Hy, Hy,i=1,...,k ipotesi (nulle ed alternative) parziali

A livello di significativita osservato

AL, ..., AB livelli di significativita delle permutazioni

Tabelle di contignenza

ni, 1 €X,je€Y numerosita delle celle
N+, N numerosita marginali
m, 1€X,jeyY probabilita delle celle
Tits T4j probabilitd marginali
fij,1eX,jeyY frequenze attese

n numerosita campionaria



Capitolo 1

Network bayesiani

| network bayesiani sono caratterizzati dall'interazidreeungrafo orientato
aciclico (directed acyclic graplo DAG) ed una distribuzione di probabilita su un
insieme di variabili aleatori®&) = {X},..., X, }; gli aspetti probabilistici sono
fondati sulle proprieta grafiche, che a loro volta sono legdla distribuzione

stocastica dei dati.

1.1 Aspetti grafici

Un grafo, indicato cong = (V, A), & una struttura composta da un insieme di
nodi o vertici V- = {vy,vs,...,v,} € da un insieme darchi A € V x V che
li collegano. Nel caso dei network bayesiani gli archi sonentati (v; — vs),
ovvero si ha chéuv,,v,) € A A (va,v1) ¢ A; si parla quindi digrafi orientati

La direzionalita di questa relazione permette di definire:

e genitoridi v tutti quei nodiu € V' : (u,v) € A, ovvero i nodiu da cui parte

un arco verse.

e figli di v tutti quei nodiu € V' : (v, u) € A, ovvero i nodiu in cui arriva un

arco dav.



e coniugidi v tutti quei nodiu € V' : (u,w) € AA (v,w) € A, ovvero tutti i
nodiu che condividono un figlio con.

e discendentdi v tutti quei nodiu € V' per cui esiste un cammino che porta

davau (v — ... — u).

e predecessordi v tutti quei nodiu € V per cui esiste un cammino che

viceversa portadaav (u — ... — v).

Anche se due nodi non soradiacenti(ovvero se non esiste un arco che li
collega) si dicon@onnessse esiste usammino(path) che li unisce, ovvero una

sequenza di nodiy, vy, . . ., v, a due a due adiacenti tale che:

(u,v1) € A
(Uivvi-‘rl) €AV (Ui-i-lavi) S Av 1= 1a27"'7k_1
(vg,v) € A

indipendentemente dalla direzione dei singoli archi. [¢onvincolo a questo
riguardo e che nessun cammino puo formareiato, un cammino in cui il punto
di partenza coincide con quello di arrivo e tutti gli archneaconcordi; in questo
caso il grafo é dettaciclico.

Sotto queste condizioni il comportamento complessivo daflogpud essere ri-
costruito sulla base di tre costrutti fondamentaér{sen2001), che descrivono i

possibili rapporti tra due nodi non adiacefti w):

e connessione seriale — v — w): u influenzav, che a sua volta influenza
w. Dato cheu non influenza direttamente, se lo stato dv € notou e w
sono tra loro indipendenti.

e connessione divergenfe < v — w): v influenzau e w, dato che sono
suoi figli. Anche in questo caso se lo statovd® notou e w sono tra loro

indipendenti, poiche non influenza direttamente,
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Figura 1.1: Grafo orientato aciclico.

e connessione converger({te — v <+ w): u e w influenzano contemporanea-
mentev; se il suo stato non € noto si possono considerare indipéndato

che la somma delle loro influenze non e vincolata dal valore di

1.2 Indipendenza stocastica e separazione grafica

Un grafo orientato aciclico e in grado di esprimere le ralaizche legano le va-
riabili aleatorie di un modello probabilistico tramitgpendenzedindipendenze
condizionalj e permette quindi di trattare in modo intercambiabile raedigrafo
e variabili aleatorie.

L'indipendenza condizionale tra tre insiemi disgiunti @iriabili X, Y, Z, &



caratterizzata in modo completo e generale da quattroras@Rear] 1989:

SIMMETRIA X1Y|ZeY LX|Z
DECOMPOSIZIONE XLYUW)|Z=XLY|ZANX LW|Z
UNIONE DEBOLE XLYUW)|Z=XLY|(ZUW)

CONTRAZIONE X LY |ZAX LWI|(ZUY)=XL1L(YUW)|Z
quindi per qualunque relazione li soddisfi vale:
P(X|Y,Z)=P(X|Z) <= X LY|Z

Nei grafi orientati questa corrispondenza si ha ped-eparaziongdirection
dependent separatipiche e definita nel modo seguente:

Definizione (d-separazione).SianoX, Y e Z tre insiemi disgiunti di
nodi in un grafo orientato aciclicoX e Y si diconod-separatida Z

(X Lg Y | Z) se non esiste un cammino fKae'Y tale che:

e ogni nodo con archi convergenti appartierié a ha un discendente
che appartiene 4.

e qualsiasi altro nodo non appartien&a

La sua applicazione e evidente nel caso delle tre connéstgtinite preceden-
temente: nelle connessioni seriali e divergenti i nedi w sono d-separati da
(a causa della seconda condizione), mentre nella conmessamvergenta e w
sono d-separati solo genon eistanziata(ovvero se il suo stato non € noto e non
e oggetto di condizionamento). In altre parole la preseada$senza, nel caso
delle connessioni convergenti)@videnzasullo stato div o di un condizionamen-
to esplicito rispetto ai suoi possibili valdsioccail flusso di informazione tra e
w, rendendole indipendenti.
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La d-separazione inoltre permette di stabilire una refszitva grafi orienta-
ti e modelli probabilistici, da cui discende la definiziorerhale deinetwork

bayesiani

Definizione (mappe).Un grafo orientatas € unamappa di dipendenza
(dependency map d-map di un modello probabilistica® se esiste una
corrispondenza biunivoca tra le variabili aleatdrielel modello ed i nodi
V del grafo, e se per ogni possibile teri¥, Y, Z) si ha

X 1pY|Z=X1sY|Z

ovvero che lindipendenza condizionale implica la separez grafica.
ViceversaGG € unamappa di indipendenz@ndependency mag i-map)
di P se

X1pY|Z—=X1cY|Z

Infine G € unanappa perfettgperfect mapdi P se
X1pY|Z<=X1sY|Z

ovvero se é sia uneamap che unad-map in questo casd@ si diceiso-

morforispetto aG o causale

Definizione (network bayesiani).Sia P una distribuzione di probabilita
su un insieme di variabiliJ; allora un grafo orientato aciclig®@ = (U, A)
e unnetwork bayesiangbayesian netwonkdi P se e solo s& e una

mappa di indipendenza minimale i

La d-separazione é anche alla base della definiziondagkov blanketper i
network bayesiani, che individua per ogni nodo I'intoia_ U che lo d-separa

dal resto del grafo e che sotto condizioni di regolaritatiedanente blande pud



essere ricondotto &flarkov boundary(che in quel caso € unico):

Definizione (Markov blanket). Si diceMarkov blankedi X (BI(X)) di

un elementaoX € U ogni sottoinsieme C U di elementi per cui:
X 1l (U=-S-X)|[S, X ¢S

Se S e minimale (ovvero nessun suo sottoinsieme & ancora un Marko
blanket) & dettdlarkov boundary B;(X)).

In ogni network bayesiano I'unione dei seguenti nodi costde un Mar-

kov blanket diX: i suoi genitori, i suoi figli ed i suoi coniugi.

Oooooa
Ooooooo

Figura 1.2:Markov blanketel nodoA dato il network bayesiang.
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1.3 Aspetti probabilistici

La distribuzione di probabilitd congiunta &= {X;, ..., X,,} in generale non
e nota o é difficilmente quantificabile per via delle intecezitra le variabili ed il

grande numero di parametri coinvolti.

Tuttavia i network bayesiani (grazie alla d-separaziome)ermettono una rap-
presentazione compatta, espressa in funzione delle singahbili X; e dei loro
genitorilly;:

P(U) = [] P(x:my,)
X;eU

Questa scomposizione (detthain rule e nota anche commondizione di mar-
kovianitd si basa sull'indipendenza di ogni variabile dai suoi niscendenti
condizionatamente ai suoi genitori, che permette di esmlericorsivamente le

singole componenti partendo da un qualsiasi nddenza figli Jensen2001):

P(U) =P (A|U - {4})P(U - {4})
— P (A[ILy) P (U - {4})

la cui esistenza é garantita dall’aciclicita del grafo.

In questo modo € possibile rappresentare e trattare labdigibne congiunta
delle variabili tramite un insieme diistribuzioni di probabilita localj riducendo
la dimensionalita del problema e facilitando la specifioaei del modello pro-
babilistico. Le interazioni tra le variabili sono rispecte dalla struttura delle
dipendenze condizionali, € non necessitano formaliznazite ne limiterebbero

la versatilita e la potenza (come accade nei modelli lineari

In particolare in un network bayesiano discreto, dove ogniabile segue una

distribuzione multinomiale, la distribuzione di probétdilcongiunta ha un numero



di parametri pari al prodotto del numero delle possibili comabkioni di modalita:

H |0XL

€U

mentre dopo la scomposizione il numero di parametri dipendigrga parte dal

numero di configurazioni dei genitori &y, ..., X,,:

> 11 lex

1€U jGHXi

Un altro aspetto che & importante sottolineare € come ogtritalizione con-
giunta possa essere ricondotta a numerose configuraziprl@bilita (e quindi

essere associata a diversi grafi orientati) grazie alla assatiita dellachain rule
P(A)P(B|A)=P(A,B)=P(B)P(A|B)

dando luogo a dellelassi di equivalenzg§Verma and Pearl199]) nello spazio

dei modelli causali, ovvero sotto ipotesi di isomorfismo:

Definizione (equivalenza markoviana).Due modelli causali definiti su
uno stesso insieme di variablli sonoequivalenti in senso markoviano
(Markov equivalentse contengono gli stessi archi, indipendentemente

dalla loro direzione, e le stesse connessioni convergenti.

All'interno di ognuna di queste classi i singoli network leaiani non sono
quindi statisticamente distinguibili, dato che corrisgono a parametrizzazioni

equivalenti della stessa funzione di verosimiglianZhi¢kering 1995.



Capitolo 2

Informazione ed entropia

2.1 Definizioni e proprieta

2.1.1 Entropia

La quantita informazione contenuta in una variabile aléattiscreta puo essere
quantificata in molti modi. Uno di questi éinformazione di Shanngrche é

definita come:
[(X)=—log, P (X =2)=—log,P(x), ze€X
Il suo valore atteso nel caso delle variabili discrete eodsttropia

1
H(X)=E(-log, X) ==Y P(z)log,P(z) => P(x log2P(>

rzeX zeX

e puo anche essere definito congiuntamente per due (o piapiVar

ZZPJJylogQ ZZnylogQP( 0

zeX yeY zeX yeY
In quest’ultimo caso I'entropia pud essere scomposta @pido lI'entropia

9
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condizionaleche esprime la relazione tra le variabili in funzione dgllantita di

informazione apportata dalla distribuzione condizionata

(H(X,V)=HX)+H(Y |X)=H(Y)+H(X|Y)
HY [ X)==> > P(x,y)log, P (y| )

rzeX yeY

H(X[Y) == P(z,y)log, P (z]y)

\ reX yeY

L'entropia gode delle seguenti proprieta:

e ¢ finita e positiva in casi non degeneri, ovvero ¢ofx) € (0,1),Vz € X

€ comungque non negativa.

e 'entropia condizionata € inferiore all’entropia non cazidnata, a meno

che le variabili in questione non siano stocasticamentpamtlenti:

H(Y | X) <H(Y)

e anche se formalmente andrebbe espressa in terminggdila base effetti-

vamente utilizzata per il logaritmo ¢ irrilevante dato che:

Hy(X) = (log, a) Hy(X)

2.1.2 Informazione reciproca

Un altro modo per misurare la forza della relazione tra duiakdi € I'informazione

reciproca(mutual informatiof), che e definita come:

XY

_ P(z,y)
—ZZP(%yNOgm

zeX yeY
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Figura 2.1: Rapporto tra entropia, entropia condizionata ed informazeai@oca.

e che non é altro che una distanza di Kullback-Leibler (datizheentropia re-
lativa) tra la distribuzione congiunta ed il prodotto delle dist@lmni marginali
(Cover and Thomag0086:

MI(X,Y) =D (P (X,Y) [[P (X) P (Y))

D(P Q)= Zzpw 1nglj

€X jeyY

Anche questa quantita puo essere espressa in forma carateio

XY |Z
MI(X,Y’Z)IE{)Qyjz} (log | )

X|Z-Y|Z

P(z,y|z)
=222 Pyl g

zeX yeY z€Z

B . o P(z,y|z)
=2 P(2 2 Pleyllos pr o

2EZ zeX yeY
= P(zx) MI(X,Y|2)
2€7

ed in questo caso e deftdéormazione reciproca condizionale
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L'informazione reciproca, sia nella sua forma originale am quella condizio-
nata, gode delle seguenti proprieta:

e finita e non negativa in casi non degeneri

e nulla se e solo se le variabili in questione sono stocas#ao#e indi-
pendenti, in virtu della concavita del logaritmo e dellaudigaglianza di
Jensen.

é invariante rispetto all'ordine delle variabiN({ (X,Y) = MI (Y, X)).

puo essere scritta in funzione dell’entropia:

2.2 Applicazioni statistiche

Le quantita derivate dall'informazione di Shannon, essdinthzioni della di-
stribuzione di probabilita sottostante ai dati, sono faeihte utilizzabili in appli-
cazioni statistiche, ed in particolare nelle verifiche ditgsi.

Ad esempio I'informazione reciproca & un buon indicatoreljpedipendenza
tra variabili aleatorie discrete:

d
Hy: XY £ XY H:XY4X.Y

e in particolare per I'indipendenza tra due variabili costidbuzione multinomia-
le, organizzate in una tabella di contingenza di probabjlit; } peri € X,j € Y
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e con probabilita marginafi{r, }, {m,}}:
HQ C Ty = T4 Ty Hl LTy 7é Tt T4

Il suo comportamento in quest'ultimo caso & assimilabileuallq del X2 di
Pearson, del log-rapporto di verosimiglianza e del tedt@s Fisher, che sono

alcuni test di indipendenza comunemente utilizzagrest, 2002.

2.2.1 X?diPearson

L'informazione reciproca & approssimativamente equivalel X2 di Pearson
sotto l'ipotesi nulla di indipendenz&((llback, 1959; questo risultato, ampia-
mente utilizzato in letteratura, permette di utilizzarey#l come distribuzione
asintotica peMI (X, Y).

Larelazione tra queste due quantita si puo ricavare sfrddtdapprossimazione

lineare del logaritmo in: = 1:
loger <z —1, x>0

che permette di costruire il seguente intervallo:

a—>b a a—>b

a élog(g>< b

dove l'uguaglianza vale se e solo ge= b. Sulla base di questo risultato il

logaritmo puo essere approssimato con la media dei suahinc

o <2>~1 a—bJra—b :a2—b2
8\p) "2\ 4 b 2ab

che porta alla seguente approssimazione sotto I'ipotesidifpendenza (ovvero
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nel caso in cuP (z,y) ~ P (z) P (v)):

zeX yeY y)
g >2—<P<x>P<y>>2
Zzpy 2P (2.4) P (1) P (y)
_ P@)PW)”
ZZ P(y) *

La precisione di questa approssimazione si riduce rapideena crescere della
differenza tra la probabilita congiunta ed il prodotto dgdrobabilita marginali;
tuttavia sotto I'ipotesi nulla permette di definire la distizione approssimata per

I'informazione reciproca:

MI(X,Y) ~ X(pq D(Y|-1)

2.2.2 Log-rapporto di verosimiglianza

La verifica dell'ipotesi di indipendenza puo essere effgdanche confrontan-
do l'aderenza del modello ipotizzato ai dati osservatiegtgpquello stimato par-
tendo dai dati stessi; si puo quindi far ricorsdag-rapporto di verosimiglianza

le cui proprieta sono ampiamente descritte in letterateadlini, 20071).

Le variabili aleatorie multinomiali in generale hanno dé&xs
F({nd: {m)) |H i i€ X

dove {n;} e {m;} sono rispettivamente le numerosita e le probabilitd aaseci

alle varie modalita edh € la numerosita campionaria. La log-verosimiglianza
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corrispondente nel caso di una tabella di contingenza é:
log L({m;;}) = logn! — Z Z log n;;! + Z Z n;;jlog m;;
7 J A J
quindi il log-rapporto di verosimiglianza e pari a:

G* = -2 [(log n! — Z Zlog ni;! 4 Z Znij log Wiﬂj)
J (]

i

— (logn! — Z Zlognij! + Z Znij 1og7rij>]
J i

= QZZnijlog :;i
i E

T4
= QnZij log 7Ti77]'j =2nMI (X,Y)

i

e risulta essere direttamente proporzionale all'inforioree reciproca. Pertanto
anche in questo caso si ha che quest’ultima, a meno di umdath@ non dipende

dalla distribuzione dei dati, ha distribuzione asintoti¢a
2nMI (X,Y) & X{ix_1y(v]-1)

coerentemente con il fatto che la differenza ¥4 e G? converge a zero in pro-
babilita (Agresti 2002. Questa uguaglianza si mantiene anche se si opera condi-

zionando rispetto ad una o piu variabili:
G(XY|2)=) G(XY|Z=2) =) 2n.MI(X,Y|Z=2z)

2€7 2€ZL

=2n) P(Z=2)MI(X,Y|Z=2z)=2nMI(X,Y|Z)

come accade, per esempio, nell’analisi di tabelle di cgetiza marginalizzate.
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2.2.3 Test esatto di Fisher

Il test esatto di Fishe’gresti 2002 é basato sulla distribuzione ipergeometrica
multidimensionale, che descrive la probabilita di una lialu contingenzgn,; }

condizionatamente alle sue numerosita margipali } e {n.,}:

[T e TL, !

F({n;}) =

Queste ultime sono anche statistiche sufficienti per legiviibé marginali{ 7, , }
e{r,}, e permettono di individuare la distribuzione esatta ssi@zio delle pos-
sibili tabelle sotto I'ipotesi nulla di indipendenza. L'andmento in probabilita
che ne consegue privilegia quindi le tabelle di contingaamafrequenze vicine a

guelle attese:
_ Mg Ny
flj n

rispetto a quelle in cui si evidenzia una maggiore dipendérazle variabili.

Attraverso I'approssimazione di Stirling
logn! =nlogn —n

derivata dal’'omonima espansione in serie della funzibqe), si ricava che il

logaritmo del test esatto di Fisher é:

log F'({n;}) ~ Z (ni+ logniy —nip) + Z (nyjlogny; —ny;)

2

J
— (nlogn —n) = > > (ni;logni; — nij)
(]
= Z n;+ logn; + Z n4;logng;

j
—nlogn — ZZTLZ] log 15
J

i
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Sviluppando ognuna delle sommatorie in modo da espliditam&opia si ottie-

ne:

Z n;+ logn;, = nz n:r log n:;Ln
:anlognm
:n(Zmlogn—i—Zmlogm)
:nlogn—i—anlogm
=nlogn —nH (X)

Z ny;logni; =nlogn —nH(Y)

J

ZZnijlognij:nlogn—nH(X,Y)
(O
e ]
—
® | |\
o \
§ © ‘\
SR
s \
c \
L < \
g S \
() ‘\
N \‘
o ] \\
o _| e
o

0.00 0.05 0.10 0.15 0.20

informazione reciproca

Figura 2.2: Approssimazione del test di Fisher. La linea continua & calamatana
numerosita campionaria parina= 500, quella tratteggiata conm = 50.
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Sostituendo le quantita cosi ottenute nella formula oalgirsi ottiene la rela-
zione che lega il test di Fisher e I'informazione reciproca.

log F({n;;}) ~ —n(H(X)+H(Y)-H(X,Y)) =—nMI(X,Y)

0 equivalentemente:
F({ny}) o 7D

La coerenza tra I'ordinamento in probabilita imposto ddalilstribuzione iper-
geometrica multidimensionale e 'approssimazione bagdtanformazione reci-
proca risulta evidente dal grafico alla pagina precedengd'awklisi del compor-
tamento al limite; quando le variabik e Y sono dipendenti infatti si ha:

lim 6771MI(X,Y) =0t
MI(X,Y)—+o00

mentre in caso di indipendenza si ha:

lim efnl\/H(X,Y) — 1
MI(X,Y)—0"+



Capitolo 3
Statistica non parametrica

La statistica non parametric& una branca della statistica che si occupa del-
l'inferenza (stima e verifica di ipotesi) nei casi in cui latlibuzione sottostante
ai dati non € nota (ad esempio in distribuzioni multivarieé& componenti tra
loro dipendenti) o non é trattabile con i metodi classici ésémpio a causa del
rapporto tra numerosita campionaria e numero di parameitrnddello).

In particolare ai fini di questa tesi risultano di interesse @spetti di questa
disciplina: ladistribuzione di permutazionéi un indicatore e lacombinazione
non parametricadi piu statistiche test, non necessariamente indipendesttila

verifica di un’ipotesi globale complessa.

3.1 Distribuzione di permutazione

Si supponga di voler verificare un’ipotesi di uguaglianzdistribuzione tra le

variabili aleatorie relative &' gruppi:
Hy: X1 2Xx, 2. L X,

applicando un indicator#(X), che si suppone significativo per valori alti senza

perdita di generalita, ad un insieme di dati osseMat: {x1, ..., z,}.

19
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Sotto I'ipotesi nulla questi ultimi provengono tutti da usi@ssa distribuzione
Xpn,, € possono essere quindi ricondotti indifferentementegadioo dei grup-
pi1,...,C. Questa assunzione, dettasdambiabilita discende naturalmente da
guella di uguaglianza in distribuzione, ed operando caoda&amente ai dati per-
mette di creare una insieme di permutazioni delle osseymaXi* statisticamente
equivalenti al campione original€. Lo spazio delle permutaziod, x che si vie-
ne cosi a creare consente di stimare I'indicatore necesalati verifica di ipotesi

e di ricavarne la significativita tramite la sualistribuzione di permutazione
A=P(T(X") > T(X)|X)

in modo analogo a quanto accadrebbe utilizzando una digtdbe parametrica.

La distribuzione di permutazione permette una stima edattanel caso in cui
essa sia valutata su tutto lo spazio delle permutazibri dato che l'insieme dei
dati osservati costituisce in ogni caso una statisticacseffie per la distribuzione
della popolazione di riferimento e quindi per la statistest7’. Qualora esso fos-
se troppo ampio per rendere praticabile questa operazor@mnunque possibile
ottenere una stima approssimata\dia cui precisione dipende solamente dalla
porzione diX,x che viene presa in considerazione, quantificabile nel normer
permutazioni (solitamente indicato c@?) utilizzate nell'inferenza.

Questa caratteristica rende preferibile 'uso della tisizione di permutazione
rispetto alle distribuzioni parametriche nei casi in cuesfie siano approssimate o

asintotiche, poiche la qualita della stima della signifidtit osservata:

e non ¢ influenzata dall’aderenza dei dati alle assunzioniodwerrerebbe
fare in ambito parametrico, come l'indipendenza o I'appaenza ad una

famiglia esponenziale regolare.

e non dipende dalla numerosita campionaria e dal tasso decgenza della

statistica alla distribuzione di riferimento.
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3.2 Combinazione non parametrica

La combinazione non parametri@una tecnica statistica che permette la veri-
fica di ipotesi complesse, anche nel caso in cui le loro cormpmon siano tra
loro indipendenti, tramite I'analisi sullo spazio dellerpeitazioni e la successiva
combinazione secondo funzioni opportune.

Si supponga di voler verificare upbtesi globalanultivariata di uguaglianza in
distribuzione:

Hy:X; 22X, 2. £X,

la cui ipotesi nulla possa essere scomposta nell'intevaeai pitipotesi parziali

k
HO:ﬂ{HOi} Zzl,,k’
i=1

e la cui ipotesi alternativa possa essere scritta in modiogmaome unione delle

relative ipotesi alternative parziali:
k
Hy | J{H.} i=1,...k

i=1

In questo caso & possibile utilizzare gli indicatbyiX) relativi alle ipotesi par-
ziali per costruire un unico indicatof&”(X) per I'ipotesi globale tramite una
funzione di combinaziong dei loro livelli di significativita osservata; (Pesarin

2001). Alcuni esempi di questo tipo di funzione sondilgzione di Fisher

k
T = — Zlog i
i=1

e lafunzione di Tippett

ed in generale pud essere utilizzata qualsiasi quantitdgoda delle seguenti
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caratteristiche:

e deve essere non-crescente in ognuno dei suoi argomenti:

A<M =00 )0 N =1,k

e deve raggiungere il suo estremo superiore quando almenalensuoi

argomenti tende a zero:

fim (A, ) =9
e perVa > 0, il valore critico div si assume finito e strettamente inferiore

del suo valore massimo:

T, <

Ulteriori proprieta di questa funzione derivano da quetgldindicatori utiliz-
zati nella verifica delle ipotesi parziali; se ad esempiostjudtimi sono dei test
esatti, sono non distorti, 0 se almeno uno di essi & congstené anche la loro
combinazione.

La distribuzione della funzione di combinazione puo essesvata sfruttando
la distribuzione di permutazione. Stimando congiuntamgritegli indicatori re-
lativi alle ipotesi parziali per ogni permutazione dei degservati, e combinandoli
tramite la funzione) scelta, si ottiene infatti la distribuzione di permutazat
T”(X), grazie alla quale & possibile verificare I'attendibilitpdtesi globale.

La valutazione simultanea di tutte le ipotesi parziali sngsli elementi dello
spazio delle permutazioni permette di mantenere i legaripdindenza presenti
all'interno dei dati e nelle ipotesi stesse, al contrariméiodi come Bonferroni e

Bonferroni-Holms, e consente un controllo esatto del lovil significativita.



Capitolo 4

Apprendimento di network

bayesiani

La selezione del modello nel contesto dei network bayesianaduce nell’in-
dividuazione della struttura del grafo orientato acicldee meglio descrive le
relazioni tra le variabili aleatorie presenti nel modellesso. Questa operazione,

nota comeapprendimentdlearning), € composta da due fasi:

¢ |'apprendimento della strutturdel grafo, ed in particolare dei suoi archi

e 'apprendimento dei parametche regolano il comportamento delle distri-

buzioni di probabilita
€ puo essere portata a termine in due modi:

e utilizzando degli esperti e conoscenze pregresse sul fenorm esame.
e tramite I'applicazione di opportuni algoritmi a dati 0S&s#r.

e combinando i due metodi precedenti.

Dato che la prima soluzione in molti casi non e applicabigrcheé troppo co-
stosa o poco affidabile, questa tesi si concentrera sui ét@bprendimento

automatico da un insieme di dati osservati.

23
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4.1 Ipotesidilavoro

L'individuazione della struttura di un network bayesianmpessere effettuata

applicando a dei dati osservati due classi di metodi:

¢ |a selezione del modello sulla base dipunteggio(score-based methods

che ne descriva in modo sintetico la bonta complessiva diadanto.

¢ l'individuazione delle relazioni tra le variabili utilizndo dei test locali (tra
sottoinsiemi diU = {X;,...,X,}), e laloro composizione attraverso gli

assiomi dell’indipendenza condizionakostraint-based methods

In entrambi i casi la definizione stessa di network bayesiammone alcune
ipotesi per garantire la validita del modello, che derivdatia sua condizione di

i-mapminimale e dal rispetto degli assiomi di indipendenza coiodiale:

e markovianita(markov assumptign ogni nodo deve essere indipendente-
mente da tutti i suoi non-discendenti condizionatamengeiai genitori, in

modo da poter applicare tain rule

e causalita(causal sufficiengy non devono esistere variabili latenti; in caso
contrario verrebbe meno la corrispondenza biunivoca taali del grafo le
variabili stesse. Per lo stesso motivo le variabili consitiedevono essere

tra loro distinte.

e accuratezzdfaithfulnesy: il grafo deve essere una mappa perfetta della di-
stribuzione di probabilita considerata; questipoteseeassaria nei metodi

constraint-basegde viene spesso assunta anche per i metoatie-based
Ai fini di questa tesi si fanno alcune ipotesi ulteriori:

e tutte le variabili devono avere distribuzione multinoreiain questo caso
esistono delle soluzioni in forma esplicita e la complesedzlla d-separazione

e formalmente dimostratdfeek 1995.
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e non vi devono essere dati mancanti; la loro imputazionetinfachia di
introdurre ulteriori dipendenze tra le variabili aleagimpedendo la fatto-

rizzazione in probabilita locali.

e non vi devono essere parametri nulli per costruzione, pamngiae la stabi-

lita numerica dei test statistici e le loro proprieta adicte.

4.2 Metodi Score-based

| metodi score-basedsono affini ai metodi di selezionetépwise regression
forward selectionbackward eliminatiohche si applicano usualmente ai modelli
lineari (McCullagh and Nelderl989 o ai network markovianigdwards 2000,
a meno delle differenze dovute alle caratteristiche sphafdei grafi orientati.

La caratteristica saliente di questa classe di metodi éalssificazione di ogni
network bayesiano rispetto alla propria bonta di adattamenlla base di un

punteggio come ad esempio lag-verosimiglianza
Scorey (G, D) =logL (D|G)

o le sue versioni penalizzate in base al numédy parametri, IAkaike Informa-

tion Criterion (AIC) ed il Bayesian Information Criterio(BIC):

Scorearc (G,D) =logL(D|G) —d

Scoreprc (G, D) =logL(D|G) — glogN

che privilegiano la semplicita del modello rispetto allafpeione della stima.
In alternativa e possibile utilizzare come punteggio labpiulita a posteriori,

che per il teorema di Bayes puo essere scritta come:

P (P[9P (9)

Scorepayes (6,D) =P (G|D) = P (D)

x P(D[G)P(9)
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Per la probabilita a priori sullo spazio dei possibili graéne spesso assunta una
distribuzione uniforme, permettendo di ridurre ancoraoihftonto tra i diversi

network a quello tra le loro verosimiglianze:
Scorepayes (G, D) x P(D|G) =L (D|G)

Nel caso multinomiale la probabilita a posteriori puo esseritta in forma espli-
cita (Cooper and Herskovit4992), utilizzando la coniugata DirichleDeGroot
2004 come distribuzione a priori sullo spazio parametrico esbasendo I'indi-
pendenza locale e globale dei paramétie¢kerman1999:

n [ Ml | X3

(o [(cvijr + naj
P(D|G):Hl HF<&i§+;ij>IH <F(a;> )

dove:

n € il numero delle variabili.

[IIx,| & il numero delle possibili configurazioni Hiy, .

| X;| & il numero di possibili stati dX;;.

gli ;1 sono i parametri della distribuzione Dirichlet relativiealariabile

7, al suo valoré: ed alla configuraziong dei suoi genitori.
e gli n;;, sono le numerosita osservate nelle stesse condizioni.

L'altro aspetto che caratterizza i metaiore-base@ I'algoritmo con cui vie-
ne effettuata la ricerca del modello ottimale (che massaikpunteggio scelto)
nello spazio dei grafi. Quest'ultimo & molto vasto e cresa@auo esponenziale
rispetto al numera: dei nodi; anche senza tenere conto dell’orientamento degl
archi ha cardinalitaz""-1. Per guesta ragione occorre utilizzare algoritmi basati

Su scelte euristiche, che sono computazionalmente me@opesun approccio
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Algoritmo HillClimbing

A=0

G =(U,A)
score = —00
do {

mazscore = score
foreach ((X,Y) : X,Y € U) {
foreach (A’ € {AU(X,Y), AU (Y, X),A—{(X,Y), (Y, X)}}) {
g =(UA)
newscore = Score (G', D)
if (newscore > score) {
Gg=¢
score = newscore
}//then
}// foreach
+// foreach

} while (score > maxscore)

return g

Tabella 4.1: Algoritmo dhill climbing per i grafi orientati.

brute forcema la cui convergenza puo0 essere rallentata dalla presénzasdi-
mi locali. Questa limitazione e stata superata in lettesamediante tecniche di
random restarb simulated annealingBouckaert1995.

Tra le molte scelte possibilbgst-first algoritmi genetici, soluzioni specifiche
per gli alberi), una molto popolare é costituita dall' climbing (Pear| 1984).
Questo tipo di procedura si muove nello spazio dei grafi meatifiio un arco alla
volta (se I'arco non e presente lo aggiunge, mentre in castwwario lo inverte o lo
elimina), e si arresta quando nessuno di questi cambiapr@atiice un incremen-
to significativo nel punteggio di riferimento. Un altro afgoo molto utilizzato
e il K2 (Cooper and Herskovitd992 e la sua variant&2SN (Callejon 2001),

che impongono un ordinamento alle variabili aleatorie pdurre il numero di



28

possibili strutture.

4.3 Metodi Constraint-based

| metodi constraint-basedondano la ricerca della struttura del network baye-
siano sulla combinazione di vincolcgnstrain) di indipendenza condizionale,
sfruttando i relativi assiomi ed opportuni indicatori sati.

Anche in questo caso la complessita computazionale risaloblema di pri-
maria importanza. La cardinalita dello spazio dei grafitihfaeclude una ricerca
esaustiva, esattamente come accade per i mstode-basede rende necessaria

la scelta di un criterio euristico che risponda ai segueaTiBr:

e minimizzi il numero di test di indipendenza condizionatemodo da ridur-
re I'incidenza degli errori di prima e seconda specie e daaraplificare

inutilmente la complessita computazionale dei test stessi

e contenga la dimensione dei condizionamenti, per avere umerw suffi-

ciente di osservazioni per ogni combinazione delle valiiabndizionanti.

e utilizzi un test che sia a sua volta semplice da calcolare; ath esem-
pio richieda una sola scansione dei dati o che non necessitantenere

contemporaneamente tutti i dati in memoria.

In letteratura sono presenti vari approcci di questo tipoltiMii essi prendono
spunto dall’algoritmdnductive CausatiorfVerma and Pearll991), che ne deli-

nea formalmente i punti chiave; tra questi I'algoritfA@ (Spirtes et a.2007), il

nodi | 12| 3 | 4 > 6 7 8 9 10
G| | 13|25 543 | 29281 | 378153 | ~ 10° | ~ 10" | ~ 10'° | ~ 108

Tabella 4.2: Cardinalita dello spazio dei grafi.
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Algoritmo Inductive Causation

1. Per ogni coppia di nodX e Y si cerchi un insieme di no® xy
che li renda condizionatamente indipendenti. Se non esiste
Sxy che soddisfi questa condizione, si colleghiXice Y con un
arco non orientato.

2. Per ogni coppia di nodX e Y non adiacenti si individuino i
nodi Z adiacenti ad entrambi, e si orientino gli archi in una
connessione convergent¥ (— Z «— Y)seZ ¢ Sxy.

3. Si orientino iterativamente gli archi rimanenti secoridodue
regole seguenti:

(a) seX eY non sono adiacenti ma esiste un arco orientato che
portadaX aZ (X — Z) ed uno non orientato tre e 7, si
orienti quest’ultimo in direzione di (Z — Y’) in modo da
formare una connessione seriale.

(b) se esiste un cammino costituito da soli archi orientaé c
porta daX aZ e questi nodi sono adiacenti, si orienti I'arco
che li congiunge in modo da non creare un ciclo & 7).

4. Se esiste un arco orientato tkae Y (X — Y), si orienti ogni
arco traY e Z in direzione di quest'ultimo — Z) seZ non &
adiacente & .

Tabella 4.3: Algoritmo IC \erma and PeariL991).

Grow-Shrink(Margaritis 2003, I'Incremental Association Markov Blanket

(Tsamardinos et gl2003 e le loro varianti.

4.3.1 Algoritmo I nductive Causation (IC)

Pur non essendo applicabile in forma diretta, dato che asshena struttura del

grafo sia nota a priori, I'algoritménductive CausatiorfVerma and PearL997)
definisce le linee guida che sono alla base dei metodstraint-based

Le quattro regole che lo compongono delineano una procealuiae fasi:
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e partendo da un grafo privo di archi, nella prima regola sivilodiano le
relazioni di indipendenza condizionale tra le variabiliigracciano degli

archi non orientati tra quelle che non risultano d-sepérabi

e si orientano gli archi presenti nel grafo ricavato precéeieente confron-
tando il comportamento delle possibili triplette di nédi, Y, Z) con quello
delle tre connessioni fondamentali (la seconda regolaiftenquelle con-
vergenti, la terza e la quarta quelle seriali e divergeatpremurandosi di

non introdurre dei cicli.

Sotto I'ipotesi di isomorfismo questo algoritmo permetténdividuare la clas-
se di equivalenza di network bayesiani sottostante ai clagiviene rappresentata
con un grafo parzialmente orientato. Gli archi di cui & spaissibile stabilire I'o-
rientamento sonmvarianti all'interno di questa classe e rappresentano le relazio-

ni causa-effetto comuni a tutti i modelyénuine cause | restanti, pur indicando

Algoritmo PC

1. Si consideri un grafo non orientato completamente cames
per ogni coppia di nodi sifisSyy = @ ek = [Sxy| =0.

2. Per ogni coppia di variabilk e Y si rimuova 'arco che le con-
giunge se e solo se per ogni sottoinsiegndi dimensione: dei
nodi adiacenti adk’ (eventualmente escludendq la correlazio-
ne parzialepxy |s non é significativa.

In questo caso si assediy = S.

3. Se e stato rimosso almeno un arco, si incremetisi ripeta la
regola precedente.

4. Si orientino gli archi rimanenti secondo le regole 2, 3 e 4
dell’algoritmoInductve Causation

Tabella 4.4: Algoritmo PCSpirtes et al.2007).
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una correlazione tra i nodi che congiungono, sono dellei@ia causa-effetto
solo in potenzagotential causg

La ricerca di un’applicazione efficiente della prima delleedasi é I'obiettivo
primario degli algoritmi che derivano ddiductive Causationdato che in essa
si concentra la maggior parte del carico computazionalaudstp metodo. Una
sua applicazione abbastanza letterale, presente neliiap PC (Spirtes et al.
2001, presenta vari problemi di stabilita (dato il numero etewdi test, un errore
nelle verifiche di ipotesi si perpetua e si amplifica nei tesicessivi) e richie-
de una numerosita campionaria molto elevata in rapportameno di variabili
(Korb and Nicholson2004).

4.3.2 Algoritmo Grow-Shrink (GS)

L'algoritmo Grow-Shrink (Margaritis 2003 sfrutta le proprieta deMarkov
blanket che per definizione d-separa ogni nodo dal resto del gra&forigurre
il numero di test richiesti dalla prima parte délductive Causation

L'individuazione delMarkov blanketdi ogni nodoX del grafo viene eseguita

Algoritmo Grow-Shrink Markov Blanket

S=0

/* Growing phase */

while(JY e U—-{X}:Y L X|S){
S=SuY

}/ /while

[* Shrinking phase */

while(IY € S: Y L X|S—{V}) {
S=S—-{Y}

}/ Jwhile

return S

Tabella 4.5: Algoritmo GS-MBNlargaritis 2003 per un generico nodq .
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Algoritmo Grow-Shrink

1. Siindividui il Markov BlanketB/(.X) di ogni nodoX € U.

2. All'interno di ogni Markov Blanketsi determinino i nodiy” €
BI(X) adiacenti adX, sfruttando il fatto che in quel caso eY’
sono dipendenti per ogni possibile sottoinsiem&HiX) — Y (o
equivalentemente dBi(Y) — X).

3. Si orientino gli archi i cui nodi individuano connessiaon-
vergenti, secondo il criterio indicato nella seconda regol
dell'algoritmoInductive Causation

4. Siindividuino ricorsivamente gli archi che violano liekicita del
grafo, rimuovendoli dal grafo in base al numero di cicli di cu
fanno parte.

5. Si reinseriscano in ordine inverso gli archi eliminatilmeegola
precedente, orientandoli in senso opposto

6. Se esiste un cammino tra due nddie Y connessi da un arco
non ancora orientato, si orienti I'arco che li congiunge indmo
da non creare un ciclo.

Tabella 4.6: Algoritmo GSNlargaritis 2003.

tramite I'algoritmoGrow-Shrink Markov Blankethe in una prima fase seleziona
ricorsivamente in un insientey tutti i nodi Y che in quell’iterazione non risultano
condizionatamente indipendenti (£ X | Sx) per poi rimuoverli d&Sx in base
al principio inverso. La complessita di questa operaziori@eare ¢(n)) nel
numero di test rispetto al numero di variabili, quindi risutomputazionalmente

accettabile anche per grandi numeri di variabili.

La determinazione degli archi a questo punto si riducenaiiiduazione dei
coniugi in ogni BI(X), che per definizione sono gli unici nodi al suo interno
non adiacenti adl’ stesso. Anche se si tratta di una ricerca esaustiva il numero

di test p(2/51X)1)) & limitato dalla dimensione déllarkov blanket che in grafi
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sufficientemente sparsi € molto contenuta.

Il successivo orientamento degli archi rilevati nella pripzate dell’algoritmo
Grow-Shrinke sostanzialmente equivalente a quello implementatolmetittive
Causation ed e piu preciso nell’assegnazione delle direzioni inrlcasi par-
ticolari (come ad esempio i nodi con genitori multipli e tead connessi) grazie

alla sua formulazione specifica.






Capitolo 5

Informazione reciproca e network

bayesiani

| metodi di selezionescoree constraint-based/iengono solitamente trattati in
letteratura come due classi differenti di algoritmi. Sfando I'informazione reci-
proca, i suoi rapporti con alcuni degli indicatori di indigkenza condizionale piu
diffusi, e la condizione di Markov che caratterizza i netbayesiani & possibile
mostrare che il criterio su cui si fondano queste due clasaietodi in realta € lo
stesso.

Una volta individuato questo criterio nella stessa infarimae reciproca, si mo-
strera come la stima del suo livello di significativita possaere allo stesso tempo
semplificata e resa piu accurata in presenza di numerosit@ionarie limitate

utilizzando le tecniche definite dalla statistica non paitaicee

5.1 Relazione tra metodiscore e contraint-based

Si supponga di avere due network bayesiani definiti sullsssténsieme di va-
riabili aleatorieU = {X;,..., X,,} i cui grafi differiscono per la presenza di un

solo arcoX;, — X, dando cosi luogo a due distribuzioni di probabilita distin
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P (U) e P’ (U), e si supponga di trovarsi sotto le ipotesi descritte neltckp
precedente.
In entrambi i casi le distribuzioni globali possono essaitéofizzate nelle di-

stribuzioni condizionate locali sfruttando la condiziahévarkov:

PU =[] P(XiI)  PU)= [T P (X1,
X;eU X;eU
e possono essere confrontate tramite il log-rapporto dismriglianza, dato che
rappresentano dei modelli annidati. Sfruttando le scomjms delle due densita
quest'ultimo puo essere riscritto evidenziando le comparrelative ai singoli

nodi:
HxieU P (Xi ’ ]'_‘[Xi)

0og 7
HXq;GU P (X’ ’ HX1)

e puo essere notevolmente semplificato, dato che I'uni¢ahdigione locale che

P (U)
2—_ = —
G = —2log 17y = 21

differisce nei due casi e quella relativaka

[Ix,coP (Xi|lx,) —9log P (X 1x,) ~2log P (X;|x,)

[TxcuP (Xi|TTy,) P (X;|TTy,) P (X; [1Ix, U Xy)

—2log

Il confronto globale tra due network bayesiani, i cui graffetiscono per la
presenza di un singolo arco, quindi e equivalente ad unéoczedi ipotesi locale

sullindipendenza condizionale di; e X,
HO3XZLXk|HXl HI:XI-/—XkH—[Xl

dato che I'indicatore utilizzato non dipende in alcun modtaistruttura del resto
del grafo.

Questo risultato puo essere dimostrato in modo analogttasfido I'additivita
del G2, su cui si basano proprieta analoghe dei modelli grafidwards 2000
e piu in generale delle tabelle di contingenza multidimemali (Bishop(1971) e

Goodmar(19712). Infatti interpretando it come la differenza tra le devianze re-
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lative aP (U) eP’ (U), ed applicando anche in questo caso la fattorizzazione nell
probalita locali, queste si semplificano dando luogo alltestle di indipendenza

condizionale definito in precedenza:

G* (P (U),P' (U)) = G*(P(U)) - G*(P'(U))
= Y e - Y 6 (P (X))
= G (P (X |TIy,)) — G* (P (X, | TIx, U X}))
= G? (P (X;|1Ix,), P (X;|TIx, U X}))

Questa relazione ¢ ulteriormente rafforzata nel caso isiautilizzi I'informa-
zione reciproca come indicatore, dato che quest’ultimaeitdimente proporzio-

nale al log-rapporto di verosimiglianza (utilizzato neitow score-baseqd
G2 (leXk ’ HXl) = 2nMI (leXk ’ HXI)

ed & approssimativamente equivalenté&faldi Pearson (utilizzato comunemente

in letteratura per i metodionstraint-baseqd
X2 ~ MI (Xl; Xk ’ HXZ)

In questo caso quindi non solo le due classi di metodi prateddi’individua-
zione della struttura del grafo tramite una successionerdfiche di ipotesi locali
equivalenti, ma utilizzano nella loro stima la stessa gteaetlo stesso criterio di
valutazione (la minimizzazione della distanza di Kullbdaekbler tra il modello
stimato e quello sottostante ai dati osservati).

Sulla base di questa considerazione € possibile stabili@alogia tra i me-
todi euristici utilizzati nei metodscore-basedche esplorano lo spazio dei grafi
proprio tramite il cambiamento di singoli archi, ed i metodnstraint-basedche

si basano su una successione di verifiche di ipotesi localiquantita utilizzate
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nella selezione del modello infatti sono le stesse; quiddigni sequenza di mo-
delli esaminati nei metodicore-basedorrisponde un’analoga sequenza di test di
indipendenza condizionale nei metadinstraint-based

La principale differenza risiede nell’interpretazione dsultati che esse forni-
scono. Rappresentando I'insieme dei possibili grafi comesp@aaio in cui ogni
arco e associato ad una dimensione (che puo esprimere swéatreevalori, cor-
rispondenti ai possibili stati dell’arco ad essa assoyid¢ostrategie di selezione

caratteristiche delle due classi di metodi possono esstgretate come segue:

e nei metodiscore-baseagni verifica di ipotesi si traduce in un movimento
parallelo ad uno degli assi dello spazio; la procedura @gizsehe quindi
si traduce in una sequenza di spostamenti ortogonali chartagpda un
modello iniziale, conducono ad un secondo modello il cuitpggio e piu

elevato.

e nei metodiconstraint-basedgni test viene effettuato senza alcun riferi-
mento ad un modello particolare, e le sue conclusioni sonugualide su
tutto lo spazio dei grafi. Pertanto I'accettazione delltgsy nulla corrispon-
dente al test comporta I'eliminazione di una delle dimemisttello spazio,

il cui valore si assume noto in forza dell'ipotesi di causglie la conse-
guente riduzione progressiva del numero di modelli validlisuccessivo
orientamento degli archi rimanenti contribuisce a regtne ulteriormente

lo spazio, individuando una specifica classe di equivalemadkoviana.

5.2 Stima dell’informazione reciproca

Alla luce del fatto che in tutti i metodi di selezione esantiime| capitolo pre-
cedente gli effetti degli errori nelle verifiche di ipotesin® cumulativi, la qua-
lita della stima dell'informazione reciproca riveste umportanza fondamentale

nell’apprendimento della struttura dei network bayesiani
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Figura 5.1: Rappresentazione grafica dei criteri di selezione dei mstoce-basec
constraint-based
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L'assunzione della distribuzione asintotiga per i test di indipendenza condi-
zionale in generale richiede I'assunzione di ipotesi iigtive abbastanza forti
e la disponibilita di una elevata numerosita campionariaespultimo requisi-
to in particolare risulta difficile da soddisfare, soprttita causa dalla presenza
di un insieme di variabili condizionanti potenzialmentéess. In queste condi-
zioni infatti garantire la presenza di almeno cinque ossgoni per ogni cella
(Agresti 2002 di tutte le tabelle di contingenza marginali (corrispomntilelle
possibili configurazioni delle variabili condizionanti)dividuate dalle ipotesi in

esame rende difficile I'utilizzo di questi metodi in moltéusizioni.

Per queste ragioni risulta conveniente stimare la signifita osservata dell’'in-
formazione reciproca tramite la sua distribuzione di paanione. Quest’ultima
infatti non richiede alcuna assunzione distributiva, eseado definita condizio-
natamente ai dati osservati non ha alcuna componente tasntbe ne distorca

la valutazione.

L'approccio non parametrico inoltre non richiede il catcelsplicito della sta-
tistica test condizionata, il cui livello di significatigitpuo essere ricavato dalla
combinazione dei test associati alle singole tabelle matgi Infatti I'ipotesi di

indipendenza condizionale trattata precedentemente:
HOZXZJ—Xk’HXl Hl:Xl,KXk\HXZ

puo essere scomposta in un insieme di ipotesi parziali, mgaelle quali corri-
sponde proprio ad una verifica di indipendenza non condatérelativa ad una

particolare configurazione dei genitori &j:

x| x|

Ho: () {X, L X5} H | (X, £ X5}

i=1 =1

Queste ipotesi, essendo equivalenti ad altrettante ipditeguaglianza in distri-
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n | distribuzione di permutazionedistribuzione asintotica

25 0.03995 (—0.01005) 0.13250 (4-0.08250)

50 0.04250 (—0.00750) 0.09000 (+0.04000)
100 0.04600 (—0.00400) 0.07105 (+0.02105)
200 0.05157 (+0.00157) 0.06216 (+0.01216)
500 0.05052 (4-0.00052) 0.05940 (4+0.00940)

Tabella 5.1: Livelli osservati di significativita dell’informazione recipgoo tabelle di
contingenza 4x4. | numeri tra parentesi sono gli scarti rispetto al litetidco, assunto

al 5%.
n | distribuzione di permutazionedistribuzione asintotica
200 0.04435 (—0.00565) 0.26036 (+0.21036)
500 0.04866 (—0.00134) 0.14845 (40.09845)
1000 0.04840 (—0.00160) 0.07201 (+0.02201)
2000 0.05143 (4+0.00143) 0.05715 (+0.00715)
5000 0.05057 (+0.00057) 0.05473 (+0.00473)

Tabella 5.2: Livelli osservati di significativita dell’informazione recipaoo tabelle di
contingenza 10x10. | numeri tra parentesi sono gli scarti rispettoedlditeorico, assunto
al 5%.

buzione, garantiscono la scambiabilita delle osservasiatito I'ipotesi nulla:

|HXZ| |HXl‘

Hy: () {XliX,% <X, Xk} H: {Xliin 4 X, Xk}

i=1 i=1

e possono quindi essere studiate tramite la distribuzioperdhutazione.

Uno studio comparativo dei due tipi di distribuzione, cottdsimulando delle
tabelle di contingenza da varie distribuzioni multinomsa& sotto I'ipotesi nulla
che sotto quella alternativa, conferma quanto detto inquexza sulla base delle
proprieta teoriche dei due approcci.

Il livello di significativita osservato rispetto alla distribioney? risulta distorto
per numerosita campionarie anche abbastanza elevateitediGo quello osserva-

to rispetto alla distribuzione di permutazione rimane adgx al livello teorico del
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5% in tutte le configurazioni esaminate, dimostrandosi leggerte conservativo
in presenza di un basso numero di osservazioni.

La potenza della statistica test, calcolata rispetto advetid di significativita
osservato (e non teorico) d&l per garantire un confronto equilibrato, non diffe-
risce in maniera sostanziale nei due casi. La distribuzibpermutazione sembra
essere leggermente piu potente dell'’equivalente paramoespecialmente in pre-
senza di tabelle di contingenza con un numero elevato di,cat dato I'ordine di
grandezza dello scarto che li separa ed il numero di simaiaeifettuate questo
potrebbe essere dovuto alla variabilita della stima.

Quiesti risultati, anche se ottenuti studiando il compoetato dell'informazione

reciproca semplice, possono essere estesi anche a quali@iooata, che costi-

. distribuzione di| distribuzione| distribuzione asintotica livello
permutazione| asintotica corretta corretto

25 0.0820 0.2160 0.0715 0.018
50 0.1969 0.3063 0.2023 0.020
100 0.4865 0.5365 0.4216 0.027
200 0.7533 0.7966 0.7530 0.045
500 0.9834 0.9849 0.9841 0.050

Tabella 5.3: Livelli osservati di potenza dell'informazione reciproca lreli@ di contin-
genza 4x4. La distribuzione asintotica corretta é tarata in modo da avereello di
significativita osservato vicino a quello teorico sotto I'ipotesi nulla.

. distribuzione di| distribuzione| distribuzione asintotica livello
permutazione | asintotica corretta corretto

200 0.104 0.431 0.082 0.014
500 0.3556 0.4825 0.3346 0.015
1000 0.7185 0.7742 0.6783 0.025
2000 0.9831 0.9842 0.9835 0.048
5000 0.9996 0.9992 0.9995 0.050

Tabella 5.4: Livelli osservati di potenza dell'informazione reciproca belie di contin-
genza 10x10. La distribuzione asintotica corretta € tarata in modo da avéivello di
significativita osservato vicino a quello teorico sotto 'ipotesi nulla.
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Figura 5.2: Livelli osservati di significativita dell’informazione recipaoin tabelle di

contingenza 4x4 (tabella di sinistra) e 10x10 (tabella di destra). La linedeg-

giata si riferisce alla distribuzione asintotig&, quella continua alla distribuzione di
permutazione.
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Figura 5.3: Livelli osservati di potenza dell'informazione reciproca betke di contin-
genza 4x4 (tabella di sinistra) e 10x10 (tabella di destra). La linea pgiatagsi riferisce
alla distribuzione asintoticg?, quella continua alla distribuzione di permutazione.

tuisce la quantita d’interesse nei metodi di apprendimdetmetwork bayesiani.
La combinazione non parametrica infatti € non distorta seolw le statistiche
test utilizzate nella verifica delle ipotesi parzidfigsarin2001), come accade per

la distribuzione di permutazione.
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Inoltre dato che queste ultime sono analizzate tutte cafofmazione recipro-
ca, che essendo equivalente a meno di una costante al Ipgrtajgli verosimi-

glianza e consistente, anche la loro combinazione risolaistente.



Appendice A

Implementazione

A.1 Ambiente di lavoro

Tutte le simulazioni effettuate in questa tesi sono statdta\sulla seguente

macchina:
Processore: Dual Athlon MP 1200
RAM: 768 Mb
Sistema Operativo; Debian GNU/Linux, kernel 2.6.17.8
Compilatore: gcc version 4.1.2 20061115 (Debian 4.1.1-21)
Libreria C: 2.3.6.ds1-12
R: 2.4.1

| tempi richiesti dalle routine di simulazione in queste dizioni sono di circa
uno o due secondi per ogni tabella generata, a seconda detodnpermutazioni
utilizzate per calcolare la significativita del test, e lanogia utilizzata € inferiore
a25 Mbyte.
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A.2 Calcolo dell'informazione reciproca

m = function(table, gsquare=TRUE) {

n = sun(table)
px rowsuns(table)/n
py col Suns(table)/n

if (gsquare) {
2xsun(table = (log(table/n) - log(outer(px, py))), na.rnmTRUE)

} #THEN
el se {

sunm(table/n = (log(table/n) - log(outer(px, py))), na.rnmTRUE)
}#ELSE

}#M

A.3 Simulazione del livello di significativita

# CONTI NGENCY. SI M sinmul azi one condi zi onata alle marginali di

# tabelle di contingenza a 2 entrate di dinensione arbitraria.

#

# nrow, ncol: nurmero di righe e di col onne

# num nunmerosita’ canpionaria

# ntab: nunero di tabelle da estrarre per ogni distribuzione
# ndist: nunero di distribuzioni da sinulare

# B: nunmero di el enenti della distribuzione di pernutazione
# FUN: statistica test

contingency.sim= function(nrow, ncol, num ntab, ndist, B, FUN {

Ires = vector("list", ndist)

for (i in 1l:ndist) {

repeat {

nx = runif(nrow, 1, 10)
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ny = runif(ncol, 1, 10)
px = nx/sun(nx)
py = ny/sun(ny)
if (identical (sun{px*nun), sun(py*num)) break
} #REPEAT
res = natrix(rep(0, 2+xntab), ntab, 2)
for (j in l:ntab) {
m = nmatrix(rmultinom'1, num outer(px, py)), nrow, ncol)
s = FUN(mM
| = sappl y(uni que(r2dtabl e(B, px * num py * num), FUN)
res[j,1] = length(which(l > s))/B

res[j,2] = pchisq(s, (nrow1)=*(ncol-1), |ower.tail=FALSE)

}#FOR

Ires[[i]] =res

}#FOR

Ires

} #CONTI NGENCY. SI M

# CONTI NGENCY. ALPHA: cal colo del livello nedio osservato.

#
# result: risultato di contingency. {si mdep}
# al pha: livello di significativit\‘a

contingency. al pha = function(result, alpha) {

tab = t(sapply(res,
function(x) {
c(l ength(which(x[,1] < alpha))/length(x[,1]),
I engt h(whi ch(x[,2] < alpha))/length(x[,2]))
P
list(table = tab, observed = col Means(tab, na.rm=TRUE),
summary = sunmary(tab))

} #CONTI NGECNY. ALPHA



48

A.4 Simulazione del livello di potenza

# CONTI NGENCY. DEP: sinul azi one di tabelle di contingenza a due

# entrate con variabili dipendenti.

#

# (per i paranetri si veda contingency.sin

contingency.dep = function(nrow, ncol, num ntab, ndist, offset, B, FUN {
Ires = vector("list", ndist)

for (i in 1:ndist) {

repeat {

p matri x(runif(nrowncol,1,2), nrow, ncol)

u = upper Triangl e(p)
upper Triangl e(p) = runif(length(u), 0,1) + offset
p = p/sun(p)
if (identical (sun{rowSuns(p * num)), sun(col Suns(p * num)))) break;
} #REPEAT
res = matrix(rep(0, 2+ntab), ntab, 2)
for (j in 1:ntab) {
m = matrix(rmultinom'1l, num p), nrow, ncol)
s = FUN(m
| = sappl y(uni que(r2dtabl e(B, rowSums(p * num), col Suns(p * nun))), FUN)
res[j,1] = length(which(l > s))/B
res[j,2] = pchisqg(s*(2«num, (nrow1)=(ncol-1), |ower.tail=FALSE)
}#FOR
Ires[[i]] =res
}#FOR

Ires

} #CONTI NGENCY. DEP
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Problemi aperti

B.1 Trattamento di dati continui

| metodi di apprendimento della struttura dei network bayes specialmen-
te quelli constraint-basedin genere sono sviluppati nelllambito multinomiale
per motivi sia teorici che computazionali. Le variabili tomme devono quindi
essere discretizzate per poter essere utilizzate, con amseguente perdita di
informazione.

Una possibile soluzione é I'estensione di questi algorahtdaso continuo, ad
esempio utilizzando la definizione generale di famigliaoegmziale (di cui la
multinomiale fa parte). Come indicatore per le verifiche ditgsi € possibile
sfruttare lentropia differenzial¢ Cover and Thoma2006

H(X) = - [ f(o)log flz) da
e I'informazione reciproca&orrispondente:

|t 10e LEY)
MICEY) = [ fe)log 7757 dod

mantenendo come criterio di ottimizzazione la minimizeaei della distanza di
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Kullback-Leibler tra il modello stimato e quello sottostaii dati.

In alternativa risulta di interesse lo studio dei criterdldicretizzazioneNlargaritis
2005, per valutare quali tra di essi producano delle categarizmi piu fedeli in

termini di entropia, riducendo cosi al minimo la distorgatei dati originali.

B.2 Orientamento degli archi

| metodiscore-basegrevedono, tra i possibili criteri di esplorazione dellasp
zio dei grafi, I'inversione dell’'orientamento di uno degichi. La verifica di

un’ipotesi di questo tipo, che ha la forma:
H()I(X,Y)GA Hll(Y,X)EA

non puo essere portata a termine tramite gli usuali indigatato che i due mo-
delli a confronto non sono tra loro annidati. Anche se é fissstabilire una
preferenza tra le due ipotesi effettuando due verificheragga

e stabilendo la direzione dell’arco in questione sulla lkddivello di significa-
tivita osservata di queste ultime, risulta comunque diggse I'individuazione di

un test statistico unico per le ipotesi originali.

Un ulteriore problema é l'inquadramento di un simile tedfan@lazione tra me-
todi scoree constraint-base@sposta in questa tesi, dato che questi ultimi stabili-
scono l'orientamento degli archi in modo completamentemio ed in funzione

delle classi di equivalenza markoviane.
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B.3 Proprieta della combinazione non parametrica

Molte delle proprieta della combinazione parametrica ditpst discendono di-
rettamente da quelle dei test stessi. Altre vanno inveaiagiin modo specifico;
ad esempio I'utilizzo di indicatori uniformemente piu patienon implica che la
loro combinazione sia anch’essa uniformemente piu patente

Per questo motivo puo essere utile condurre uno studiofggesulla combina-
zione non parametrica dell'informazione reciproca, sanite la simulazione di
tabelle di contingenza marginali che tramite I'analisiniade delle sue caratteri-
stiche.
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