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Corso di Laurea in Ingegneria … 2

INTRODUZIONE

Per analizzare al meglio l’articolo oggetto di studio, si introdurranno 

concetti matematici riguardanti i modelli matematici per il traffico.

Si parlerà quindi di:

1. Onde d’urto e ventaglio di rarefazione.

2. Soluzioni integrali e condizioni di entropia.

3. Soluzioni fisiche e non.

Successivamente, si analizzeranno i dati contenuti 

nell’articolo e la fattibilità del modello.

Nella trattazione si useranno equazioni del tipo: 𝑢𝑡 + 𝑞(𝑢)𝑥 = 0
Con 𝑥 ∈ ℝ, 𝑡 > 0.



w
w

w
.d

ii.
u

n
ip

d
.it

Corso di Laurea in Ingegneria … 3

VENTAGLIO DI RAREFAZIONE E ONDA D’URTO

Onda di rarefazione:

𝜌 𝑥, 𝑡 =

𝜌𝑚 𝑥 ≤ −𝑣𝑚𝑡

𝜌𝑚
2

1 −
𝑥

𝑣𝑚𝑡
− 𝑣𝑚𝑡 < 𝑥 < 𝑣𝑚𝑡

0 𝑥 ≥ 𝑣𝑚𝑡

La linea d’urto: ሶ𝑠 =
𝑞 𝜌+ −𝑞(𝜌−)

𝜌+−𝜌−

Onda d’urto: 𝑥 = ሶ𝑠 𝑡 𝑡 + 𝑠(0).
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Corso di Laurea in Ingegneria … 4

SOLUZIONI INTEGRALI E CONDIZIONI DI ENTROPIA

Soluzione integrale: una funzione u limitata si dice soluzione 

integrale del problema se 0
∞
ℝ 𝑢𝑣𝑡 + 𝑞(𝑢)𝑣𝑥 𝑑𝑥 𝑑𝑡 +

ℝ𝑔 𝑥 𝑣 𝑥, 0 𝑑𝑥 = 0 vale per ogni funzione test v a supporto 

compatto. .

Condizione d’entropia: esiste 𝐸 > 0 tale che, per ogni 

𝑥, 𝑧 ∈ ℝ, 𝑧 > 0, 𝑡 > 0: 𝑢 𝑥 + 𝑧, 𝑡 − 𝑢 𝑥, 𝑡 ≤
𝐸

𝑡
𝑧
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Corso di Laurea in Ingegneria … 5

SOLUZIONE FISICA E NON

Problema di Riemann: sia q strettamente convessa e di classe 𝐶2 ℝ , con 𝑞′′ ≥ ℎ > 0:

a) Se 𝑢+ < 𝑢−, l’unica soluzione integrale entropica è l’onda d’urto: 𝑢 𝑥, 𝑡 = ቊ
𝑢+ 𝑥 > 𝑠(𝑡)
𝑢− 𝑥 < 𝑠(𝑡)

b) Se 𝑢+ > 𝑢−, la soluzione integrale che soddisfa la condizione di entropia è l’onda di rarefazione:       

𝑢 𝑡 =

𝑢−
𝑥

𝑡
< 𝑞′(𝑢−)

𝑟
𝑥

𝑡
𝑞′ 𝑢− <

𝑥

𝑡
< 𝑞′(𝑢+)

𝑢+
𝑥

𝑡
> 𝑞′(𝑢+)
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Corso di Laurea in Ingegneria … 6

ANALISI ARTICOLO

Modello euleriano invece di un modello lagrangiano.

• Scala bene con l’aumentare del numero di velivoli.

• Adattabile a specifiche classi di controllo. 

• Può essere implementato al traffico autostradale
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Corso di Laurea in Ingegneria … 7

SCELTA DELLA DENSITÀ

𝑛 𝑥, 𝑡 = න
0

𝑥

𝜌 𝑢, 𝑡 𝑑𝑢

𝑟 𝑥, 𝑡 =
[𝑛 𝐾−1 𝐾 𝑥 +𝑡𝑟𝑒𝑓 ,𝑡 −𝑛 𝐾−1 𝐾 𝑥 −𝑡𝑟𝑒𝑓 ,𝑡 ]

2𝑡𝑟𝑒𝑓𝑣(𝑥)
, 

La PDE: 

𝜕𝜌(𝑥,𝑡)

𝜕𝑡
+

𝜕

𝜕𝑥
𝜌 𝑥, 𝑡 ∙ 𝑣 𝑥 = 0

𝜌 0, 𝑡 𝑣 0 = 𝑞𝑖𝑛 𝑡

𝜌 𝑥, 0 = 𝜌0 𝑥
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Corso di Laurea in Ingegneria … 8

ETMS E CONDIZIONI INIZIALI

Si utilizza lo schema Jameson-Schmidt-Turkel per il suo termine antidiffusivo: comprende gli shock e, quando 

la PDE ha una soluzione entropica, vi converge. Inoltre può essere usato sia per il problema diretto che 

aggiunto.

Sfruttando i dati ETMS, si avranno 

informazioni di volo ogni tre minuti.

• La densità iniziale di aerei  𝜌𝑖
0 𝑥𝑖 = σ𝑎 𝑖𝑛 𝑙𝑖𝑛𝑘 𝑖

𝜒
[𝑥𝑖
𝑎−𝐿𝑟𝑒𝑓,𝑥𝑖

𝑎+𝐿𝑟𝑒𝑓]
(𝑥𝑖)

2𝐿𝑟𝑒𝑓
e 

𝑟𝑖
0 𝑥𝑖 = σ𝑎 𝑖𝑛 𝑙𝑖𝑛𝑘 𝑖

𝜒
𝑥𝑖
𝑎−𝑡𝑟𝑒𝑓𝑣𝑖 𝑥𝑖

𝑎 ,𝑥𝑖
𝑎+𝑡𝑟𝑒𝑓𝑣𝑖 𝑥𝑖

𝑎 (𝑥𝑖)

2𝑡𝑟𝑒𝑓𝑣𝑖(𝑥𝑖
𝑎)

.

• Il flusso in entrata 𝑞𝑖𝑛 𝑡 .
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Corso di Laurea in Ingegneria … 9

CONFRONTO ED ACCURATEZZA

Le regioni in basso a sinistra e in alto a destra sono 

da evitare per i loro valori irrealistici.

• errore relativo di densità: 
σ𝑖=1,4,5 0

𝐿𝑖 𝜌𝑖 𝑥𝑖,𝑡0+∆𝑇 −𝜌𝑖(𝑥𝑖,𝑡0+∆𝑇) 𝑑𝑥𝑖

σ𝑖=1,4,5 0
𝐿𝑖 𝜌𝑖 𝑥𝑖,𝑡0+∆𝑇 𝑑𝑥𝑖

• errore assoluto nel conteggio degli aerei:



𝑖=1,4,5



𝑠𝑜𝑡𝑡𝑜𝑙𝑖𝑛𝑘 𝑑𝑖 𝑖

න
0

𝐿𝑖

𝜌𝑖 𝑥𝑖 , 𝑡0 + ∆𝑇 𝑑𝑥𝑖 − #(𝑎|𝑎 ∈ 𝑙𝑖𝑛𝑘 𝑖)
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Corso di Laurea in Ingegneria … 10

FUNZIONE COSTO

La funzione col costo aumentato: 𝐻 𝑣, 𝛽, 𝜌 ≔

− σ𝑖:𝑖∈𝐹 0
𝑇
𝜌𝑖 𝐿𝑖 , 𝑡 𝑣𝑖 𝐿𝑖 , 𝑡 𝑑𝑡 −

1

𝑀
σ𝑖=1
𝑁 0

𝑇
0
𝐿𝑖 log(൫

൯

𝜌𝑚𝑎𝑥 −

𝜌𝑖 𝑥𝑖 , 𝑡 𝑣𝑚𝑎𝑥,𝑖 − 𝑣𝑖 𝑥𝑖 , 𝑡 𝑣𝑖 𝑥𝑖 , 𝑡 − 𝑣𝑚𝑖𝑛,𝑖 𝑑𝑥𝑖𝑑𝑡 −
1

𝑀
σ𝑖∈𝐷0

𝑇
log 𝛽𝑖 𝑡 1 − 𝛽𝑖 𝑡 𝑑𝑡

𝐽: 𝑣, 𝛽 → 𝐽 𝑣, 𝛽 = 𝐻(𝑣, 𝛽, 𝜌).

𝐽′= σ𝑖=1
𝑁 < ҧ𝜌𝑖

𝜕𝜌𝑖
∗

𝜕𝑥𝑖
+

1

𝑀

1

𝑣𝑚𝑎𝑥,𝑖−ത𝑣𝑖
−

1

ത𝑣𝑖−𝑣𝑚𝑖𝑛,𝑖
|𝑣𝑖

′ >𝑖 +

σ𝑖∈𝐷 < 𝜌𝑖(𝐿𝑖)𝑣𝑖(𝐿𝑖)(𝜌𝑖𝑙
∗ 0 − 𝜌𝑖𝑟

∗ 0 +
1

𝑀
(

1

1−ഥ𝛽𝑖
−

1
ഥ𝛽𝑖
)|𝛽𝑖

′ >[0,𝑇]
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Corso di Laurea in Ingegneria … 11

SIMULAZIONI

Tre diversi tipi di scenari:

• Traffico normale.

• Traffico intenso.

• Rete congestionata.

Situazioni con  il link 6 disponibile.
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Corso di Laurea in Ingegneria … 12

CONCLUSIONI

La simulazione sul modello reale dimostra 

l’efficienza del metodo.

Metodi obsoleti in uso oggi.

Fornire dati in tempo reale. 
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