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Introduzione

Il problema dei dati mancanti ¢ abbastanza comune nella ricerca empirica,
specialmente nelle scienze economico-sociali in cui la somministrazione di
questionari € una delle tecniche piu diffuse per la raccolta di dati e informazioni. Uno
dei primi problemi che un ricercatore si trova ad affrontare, in fase di analisi dei
risultati, ¢ quello di un dataset incompleto e con errori. Questo accade generalmente
perché chi compila il questionario non ne interpreta correttamente la struttura,
commette accidentalmente qualche errore nel fornire le risposte, non vuole
deliberatamente rispondere ad alcune domande, oppure a causa di un errore dello
strumento di codifica, che dal supporto cartaceo deve trasferire i dati su supporto
informatico, o di chi invece si occupa del data entry.

Non esiste in letteratura un’unica tecnica o una metodologia di approccio al
problema di come tenere sotto controllo 1’effetto dei dati mancanti. Tuttavia prima di
parlare dei metodi di trattamento dei dati mancanti, ed in particolare dei metodi per la
generazione delle imputazioni € opportuno soffermarsi sul concetto di non risposta.

Con il termine non-risposta (non response) si intendono una moltitudine di
situazioni in cui il dato non viene osservato. In effetti si parla di non risposta ogni
qualvolta non si riesce ad ottenere il dato su una o piu variabili di interesse per una o
piu unita campionarie. La non risposta causa sia un incremento nella variabilita degli
stimatori, dovuta ad una riduzione della base campionaria di analisi e/o
all’applicazioni di metodi per il trattamento della stessa, sia stimatori distorti, se 1
rispondenti differiscono sistematicamente dai non rispondenti rispetto alle
caratteristiche di interesse. Principalmente si distinguono due tipi di non risposta la
non risposta totale (Unit Non-Response) e la non risposta parziale (/tem Non-
Response).

Non Risposta Totale: si riferisce al tipo di non risposta in cui non si ha nessuna
informazione disponibile per unita campionarie eligibili. Le ragioni possono essere
varie e dipendono ovviamente dalle modalita di raccolta dei dati, alcune possono
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essere: 1mpossibilita di contatto, non reperibilita, inabilita a rispondere, rifiuto,
questionario non restituito.

Non Risposta Parziale: si riferisce al caso in cui le informazioni rilevate dal
rispondente sono tali da essere ritenute accettabili per il data base, ma alcune
informazioni risultano mancanti. I motivi possono essere diversi: |’intervistato
considera 1l quesito non comprensibile, troppo personale oppure rifiuta
categoricamente quesiti simili.

L’obiettivo di questo lavoro, ¢ fare una rassegna delle tecniche utilizzate per
gestire in modo efficace ed efficiente il problema delle non risposte. In particolare, si
¢ deciso di esaminare la letteratura relativa ai metodi di stima della media di una
popolazione del periodo 2005-2012, volendo dare un compendio dei piu recenti
sviluppi in materia.

Analizzando gli articoli pubblicati nel periodo scelto, si € notato che non esiste una
simbologia univoca e universalmente utilizzata; si ¢ ritenuto, quindi, opportuno
uniformare il linguaggio per tutti 1 metodi di stima descritti, precisando il significato
dei termini usati.

Il materiale raccolto ¢ stato organizzato secondo due criteri fondamentali: il tipo di
meccanismo generatore dei dati mancanti (‘missing completely at random’, o MCAR
e ‘missing at random’, o MAR) e il metodo d’imputazione dei valori mancanti. Nel
primo capitolo, diviso per meccanismo generatore dei dati mancanti, presentiamo
cinque paragrafi riguardanti stimatori della media Y: i primi due paragrafi ipotizzano
I’utilizzo del meccanismo MCAR, mentre gli ultimi tre ipotizzano un meccanismo
MAR. Nel paragrafo 1.2.1, le metodologie di stima vengono presentate in riferimento
alla tipologia del dataset di dati mancanti. Nel paragrafo 1.2.2, presentiamo stimatori
per rapporto, prodotto e regressione nel campionamento a due fasi; questi vengono
analizzati su scenari diversi a seconda delle informazioni disponibili. Gli stimatori
per rapporto e prodotto, sebbene siano meno efficienti dello stimatore per
regressione, vengono comunque considerati per avere un quadro completo degli
stimatori proposti in letteratura. Dal paragrafo 1.3.1, consideriamo 1 dati mancanti
provenienti da un meccanismo di tipo MAR; il primo gruppo di stimatori presentato ¢
quello degli stimatori doppiamente robusti. Questi implicano la modellazione sia
della regressione della variabile di studio sulle variabili ausiliarie che della
probabilita di risposta; sono stimatori consistenti di ¥ anche quando uno dei due
modelli non ¢ correttamente specificato. Nel paragrafo 1.3.2, consideriamo stimatori
che si basano su un approccio semiparametrico; essi conciliano il metodo di
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regressione non parametrica con gli approcci parametrici, condensando
I’informazione contenuta nelle variabili ausiliarie attraverso una funzione
parametrica, cosi da ridurre la dimensione per la regressione non parametrica
successiva. Questo tipo di stima semiparametrica viene usata soprattutto negli studi
con un elevato numero di variabili ausiliarie. Nell’ultimo paragrafo del capitolo uno,
proponiamo stimatori che utilizzano metodi di aggiustamento per ponderazione. Essi
consistono nell’aumentare 1 pesi delle unita rispondenti, in modo da compensare le
mancate risposte delle altre unita. Nel paragrafo vengono considerati tre metodi: il
metodo ‘NWA diretto’, la tecnica non parametrica di lisciamento di tipo Kernel e il
metodo non parametrico di regressione polinomiale locale.

Nel secondo capitolo, diviso anch’esso per meccanismo generatore dei dati
mancanti, presentiamo sei paragrafi riguardanti stimatori di Y che utilizzano metodi
d’imputazione: 1 primi due paragrafi ipotizzano I’utilizzo del meccanismo MCAR,
mentre gli ultimi quattro ipotizzano un meccanismo MAR. Nel primo paragrafo
(2.2.1), presentiamo diversi stimatori che utilizzano metodi di imputazione per media,
rapporto e regressione, confrontandone 1 relativi MSE. Tali stimatori vengono definiti
ipotizzando diversi scenari, in relazione alla tipologia del dataset dei dati mancanti.
Nel paragrafo 2.2.2, presentiamo alcune metodologie di imputazione nel
campionamento stratificato e per cluster. Sotto campionamento stratificato, si ¢ visto
lo stimatore basato sull’imputazione multipla; quest’ultimo consiste nel creare un
certo numero di valori imputati per ogni valore mancante e nel combinare 1 diversi
dataset, completati separatamente, per ciascuno strato. Abbiamo, infine, descritto
alcuni metodi per trattare le non risposte nel caso di campionamento per cluster. Si
sono presentati modelli sia per il caso in cui si abbia a disposizione la variabile di
studio e le informazioni sull’effetto dei cluster, sia se si dispone della variabile
ausiliaria osservata per tutto il campione: in questo caso, si sfrutta 1’informazione
aggiuntiva per stimare Y.

Se, invece, 1 dati mancanti seguono un meccanismo di tipo MAR, sono stati
presentati quattro gruppi di stimatori che utilizzano le seguenti tecniche
d’imputazione: 1’imputazione ‘nearest neighbor’, I’imputazione tramite pseudo-
verosimiglianza empirica, metodi di imputazione doppiamente robusti e
I’imputazione ponderata. Il paragrafo 2.3.1 ¢ dedicato al metodo NNI, il quale puo
essere piu efficiente di altri metodi, come 1’'imputazione tramite media, quando la
variabile ausiliaria fornisce informazione utile allo studio di y; inoltre, non

assumendo un modello di regressione parametrica tra y e X, il metodo risulta essere
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piu robusto rispetto alle imputazioni per rapporto o regressione che sottintendono un
modello di regressione lineare. Il paragrafo 2.3.2 ¢ dedicato allo studio dei metodi
d’imputazione basati sulla pseudo-verosimiglianza empirica; tra questi, abbiamo
preso in considerazione la tecnica che utilizza la media di pseudo-verosimiglianza e
la tecnica che utilizza I’imputazione casuale di pseudo verosimiglianza. Nel paragrafo
2.3.3, oggetti di studio sono 1 metodi d’imputazione doppiamente robusti, tra 1 quali
ricordiamo: il metodo d’imputazione multipla, che utilizza per la selezione dei dataset
imputati la tecnica NNI, e il metodo di regressione non parametrico. I metodi
d’imputazione doppiamente robusti permettono agli stimatori di Y di essere
asintoticamente non distorti ed efficienti quando almeno uno tra il modello di
regressione ¢ il modello per la probabilita di risposta ¢ correttamente specificato.
Infine, nell’ultimo paragrafo del secondo capitolo (2.3.4), si esamina |’approccio
d’imputazione ponderata, basata sulle probabilita di risposta stimate; in questo caso, i
valori imputati dipendono dai valori di una funzione Kernel.



Notazioni e assunzioni

Si definisca un campione s, di dimensione fissa n dalla popolazione finita U di N
individui (n < N), come un sottoinsieme di # etichette che identificano gli elementi
della popolazione. Una procedura di campionamento equivale a definire una regola
per selezionare elementi di U; questa regola ¢ descritta dal disegno campionario
d = (S4, P4) con probabilita di inclusione di primo e secondo ordine pari a 7; e m;j,
rispettivamente (i = 1,...,N;j = 1,...,N;i # j). Quando le probabilita di inclusione
di primo ordine sono tutte costanti, il campione s proviene da una campionamento
casuale semplice senza reintroduzione (in inglese SRSWOR, da simple random
sample without replacement). La procedura di selezione SRSWOR ¢ di gran lunga la
piu importante nella pratica, in quanto viene utilizzata anche in processi di selezione
intermedi di disegni piu complessi (campionamento a due o piu stadi).

Sia y € R*, la variabile oggetto di studio, di media ignota: si dispone di un
campione di n risposte, cosi indicato yy, ..., ¥,. Per ciascuno degli N individui della
popolazione, si puo disporre, inoltre, di un'altra variabile ausiliaria correlata alla y.
Siano, quindi, Xy, ..., X;, 1 valori della variabile ausiliaria.

All’interno del campione s, un sottogruppo di unita omette informazioni riguardo
la caratteristica di interesse y, provocando una mancata risposta parziale. Per derivare
tale fenomeno, si definisca una variabile indicatrice z; per i = 1, ...,n che assume
valori:

Z =

1

1 sey; éosservata
O sey; non ¢ osservata

Il campione osservato puo essere indicato con:
((V1:%0:2,): (V20 X202, ), oo (Vs X0 Z,))

Cid non esclude il fatto che le metodologie di stima di Y presentate, utilizzino piu
variabili ausiliarie correlate alla variabile di studio.
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Nel seguito, faremo uso di due meccanismi di generazione dei dati mancati:
MCAR e MAR. Questa distinzione ¢ dovuta al fatto che la probabilita di riposta puo
dipendere o meno dalle variabili ausiliarie correlate a y. Assumendo che gli indicatori

di risposta siano variabili casuali indipendenti definiamo:

e ‘missing completely at random’ (MCAR), il meccanismo in cui la probabilita
di risposta ¢ indipendente sia dalla variabile di studio che dalla variabile
ausiliaria associata; ossia, Pr(z; = 1|y;,x;) =p con 0<p <1, per i =
1,..,n.

e ‘missing at random’ (MAR), il meccanismo in cui la probabilita di risposta
dipende dalla variabile ausiliaria osservata per I’i-esima unita, ma non dalla
variabile y; ossia, Pr(z; = 1|y;,x;) = Pr(z; = 1|x;) = p(x;) = p; con
0<p,<1l,peri=1,..,n

Di seguito, presentiamo alcune quantita che caratterizzano la popolazione oggetto
di studio, con lettere maiuscole, e le corrispondenti quantita campionarie, con lettere
minuscole.

La media, varianza e varianza corretta di y sono indicate con:

P A B S )
N Yi o _Ni:1 Yi y_N_1i:1 Yi

i=1

La covarianza, il coefficiente di correlazione, il coefficiente di regressione e il
rapporto tra le medie delle variabili y e x della popolazione sono indicati

rispettivamente con:

1 - = S S Y
S =—— =Y )x -X =— g R=—=
Xy N -1 = (.y/ )( i ) P SXSy ﬂ Sf X
Le rispettive quantita campionarie sono indicate con:
— 1 4 2 1 4 —\2 A2
y n;yl y n—1,':1(yl y) y
1 & _ _ A . S ~ S -y
S e L — X —X)= S s Xy e Xy R ==
v =2V Y -X)=8, p=m f=g e
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Capitolo 1

Stimatori1 della media senza
metodi di imputazione

1.1 Introduzione

L’obiettivo di questo capitolo, ¢ presentare diverse metodologie di stima della media
di una variabile di studio y in presenza di dati mancanti. Le metodologie di stima, qui
esposte, non utilizzano metodi di imputazione e questo comporta 1’eliminazione delle
unita che non presentano risposta dai dati a disposizione. Gli stimatori proposti sono
stati, inoltre, suddivisi a seconda del meccanismo di generazione dei dati mancanti:
MCAR e MAR. Il paragrafo 1.2 ¢ dedicato al caso in cui i dati mancanti siano del
tipo MCAR: si contraddistinguono due filoni principali di stimatori, il primo
riguardante gli stimatori che utilizzano tutta, o parte, dell’informazione disponibile; il
secondo riguardante gli stimatori che usano un campione proveniente da un disegno
in due fasi. Nel paragrafo 1.3 sono esposti tre gruppi di stimatori, ipotizzando un
meccanismo di generazione di dati mancanti di tipo MAR. Il primo gruppo
comprende stimatori doppiamente robusti; il secondo, stimatori che utilizzano un
approccio semiparametrico e [’ultimo gruppo comprende stimatori basati su metodi di

aggiustamento per ponderazione.



2 ‘

Stimatori della media senza metodi di imputazione
Dati mancanti MCAR

1.2 Dati mancanti MCAR

Se assumiamo che il meccanismo di generazione dei dati mancanti ¢ di tipo MCAR,
la probabilita che una data osservazione sia mancante, non dipende né dai valori della
variabile di studio, né dai valori delle variabili ausiliarie. In questo caso, il campione
incompleto, pud essere considerato un sottocampione casuale del campione

originario.

1.2.1 Stimatori che utilizzano tutta, o parte, dell’informazione disponibile

Consideriamo una classe generale g,, di stimatori della media Y della caratteristica di
studio y sulla base di un campione s, di dimensione 7, ottenuto a partire da un
qualsiasi disegno di campionamento. Supponiamo che si possano presentare dati
mancanti sia per la variabile di studio che per la variabile ausiliaria associata; sotto
queste ipotesi, si pud definire una classe di stimatori di Horvitz-Thompson che
considera tutti 1 dati disponibili, ¢ come tale preferibile agli stimatori usuali che
rimuovono le osservazioni incomplete.

Si assuma di possedere un insieme (n — p — g) di osservazioni complete all’interno
del campione s e di avere a disposizione p osservazioni della caratteristica ausiliaria x
ma non le corrispondenti osservazioni della caratteristica di studio y. Allo stesso
modo, abbiamo una serie di g osservazioni della caratteristica y nel campione, ma 1
valori associati della caratteristica x sono mancanti. Inoltre p e g sono numeri (interi)
che verificano le seguenti condizioni: p >0e g <n/2,.

Per comodita, separiamo le unita del campione s in tre insiemi disgiunti:
S1 S2 S3
Vi ..o Yn—p—q | Missing ... Missing | y,_g41 ... Vn
Xt .. Xppg | Xn—p_gt1 --- Xn_g Missing ... Missing

Si consideri un disegno campionario generico d = (Sq, Pg) con probabilita di
inclusione del primo ordine m, e del secondo ordine m, strettamente positive e

definiamo 1 seguenti stimatori di Horvitz-Thompson, relativi ai tre insiemi s, s;, S3.

o v, ® y, O MG X
yHT:ZN—;Z_i yHT:ZNI XHT:ZNI XHT:ZN—;Z, (1.1)

iesy iesy 7T; ies; 7T; ies,
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A questo punto & possibile definire (nota X) uno stimatore alle differenze, in
funzione degli stimatori di H-T definiti precedentemente, appartenente ad una classe
superiore g,

(1.3) M (2)

)_/gd yHT+C(X XHT)+d(X XHT ) (1.2)

_(1,3 : : I o
dove yIST ) rappresenta lo stimatore di H-T calcolato sull’insieme s; U 53 I valori det
parametri ¢ € d che provvedono a minimizzare la varianza di stima si possono

calcolare nel seguente modo: (Copt Jdopt), =X"loe Varmin(:)_/gd) = Var (YIslrg))

0’2 g, dove
KU Mm (2

B V(XHT) COV(XHT , XHT) (1.3)
Z_ (@) ()
COV(XHT , XHT ) V(XHT)
_(3) () _(13) (@)
0 =| COV(Y,r  XrT)  COV(Yr ,XiT) (1.4)

I valori ottimi di ¢ e d dipendono dalle caratteristiche della popolazione e per
questo motivo lo stimatore differenza ottimale non puo essere calcolato se non
utilizzando 1 valori campionari. Sostituendoli in (1.2) si ha:

X _(13) ™ (2)
}790, yHT +C(X XHT)+d(X xHT) (1.5)

Possiamo calcolare, quindi, le stime delle varianze e covarianze degli stimatori di
Horvitz-Thompson e successivamente % ¢ 6. Risulta quindi: ((? ) d) =31

Se il disegno di campionamento considerato ¢ di tipo SRSWOR, gli stimatori di H-
T sono rappresentati da semplici medie e lo stimatore alle differenze diventa:

) N O @
Yo=Y +C(X-x

+d(X-x ) (1.6)

_(13) 1 _(1) 1 _@
dove y =rpzies1uszy,’; X = —p- 21531 ir X :_ZIESZXi

In questo caso, possiamo esplicitare ’espressione per la varianze e covarianze

degli stimatori esaminati. Se consideriamo p € q costanti le espressioni sono:

3
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Dati mancanti MCAR
Var(y'")=S? N (1.7)
y n_p_q N ) .
Var(y"®)= 8?2 L (1.8)
\n-p N)
1 ) 1 1 1.9
Var(x")=8?| —— ——|, (1.9)
n-p-q N
Var(x®?y=s2[1_1 (1.10)
X p N ’
Sf( 1 _lj sen—-p—q=p
Cov(xM,x®) = n-p-q N (1.11)
32 1_1 sen—-p—q=<p
X p N
Cov(y™,x") = 1 _l_s (1.12)
’ n-qg N| ™
—13) — 1 1 (1.13)
Cov(y" x?y=| —-—|S
v ) {n—q N} N

Le varianze e covarianze possono essere facilmente stimate dal campione, cosi da
ottenere le stime della matrice £ e del vettore 6. Se consideriamo p e q variabili
11

casuali, le corrispondenti espressioni sono ottenute sostituendo a it R loro

valori attesi.

Analizzando le proprieta degli stimatori proposti ¢ possibile verificare che, quando
N — o e il campionamento ¢ di tipo SRSWOR, gli stimatori sono, sotto condizioni
di regolarita, asintoticamente normali e non distorti.

Un particolare stimatore all’interno della classe g,, equivalente al precedente in
quanto ad efficienza, ¢ quello di tipo rapporto:

_ [ XY X )® (1.14)
_ (13)
7.-7°(5%) (5%)

Seguendo una procedura equivalente a quella usata per lo stimatore alle differenze,

otteniamo i valori di o, € o, che minimizzano la varianza, (a;, @) ope = C ~1C,, dove
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o V(Xx")R? Cov(Xx",X?)R? (1.15)
Cov(x", xR>  V(X?)R?

C, =(Cov(y",x")R Cov()7“'3),)_<‘2))R)’ (1.16)

7(1.3)
, y
dove, in questo caso, R vale i

Generalmente le espressioni di questi valori ottimali, dipendono da quantita di
popolazione, ma, applicando la stessa procedura usata per lo stimatore alle differenze

si ottiene il seguente stimatore ottimale:

e XY XY (1.17)
Ye=YV 50| | 5@

dove i valori di &, e @, possono essere ottenuti su base campionaria.

Si propone, ora, uno stimatore basato sulla pseudo verosimiglianza empirica che
lavora sotto le medesime ipotesi e con la stessa struttura del campione precedente:

S1 S2 S3

Vi - Yn-p—q | Missing ... Missing | y,—g+1 ... Yn
X\ oo Xppeg | Xn—p—gyl - Xpyg Missing ... Missing

Iniziamo col definire lo stimatore basato sull’intero campione s per poi ricondurci
al nostro caso di studio. Lo stimatore ¢ strutturato nel seguente modo:

Y pe :Ziesﬁiyi (1.18)

Per trovare p; si massimizza la funzione di pseudo log-verosimiglianza empirica
l(p) = Yies dilogp; , vincolata dalle seguenti condizioni:

> p=1 (0<p, <), (1.19)
2. pu; =0, (1.20)

_ o -1 yN _
dove d; = 1/m; e u; sono quantita note, con N~ " ;_, u; = 0.
Si possono proporre diverse espressioni per u;, ma qui si considera la piu comune:
u; = x; — X, che pud essere giustificata considerando una relazione lineare tra y € X.

Usando 1 moltiplicatori di Lagrange si puo vedere che

5
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. d.
=—1"—, peries, (1.21)
P PE

dove d; = d;/ X jes dj, e il moltiplicatore di Lagrange, A, ¢ soluzione di

du
- —L1 =0 Vu,
Z/es1+ﬂvui ! (122)

Torniamo ora a considerare 1 tre insiemi S;, S;, S3 da cui eravamo partiti.
Consideriamo, quindi, 1 seguenti stimatori per rapporto.

:Zdi*1yi; yv?/zzdi*syi; _13_ Z d y,, (1.23)
ies; ies; ies;uss
1y - o2 2., . —12
:Zdi Xi’ XW = Zdl Xi’ Z d X (1.24)
ies; ies, ies;us2
dove
S R
S SR i SR B SR EE (1.25)
jes1 J jes2 7] jes3 i :
. d’? . dr
a2 = J d"° = —"—— (1.26)
! 12 i 13 .
Zjes1u32 dj Zjes1us3 dj

d,.1 =‘|/7z,.1, d,.2 =‘|/7r,.2, d,.?’ =‘|/7r,3, d,.12 =1/ z'?

120 d® =117, (1.27)
Le quantita nl-l, niz, ni3 , nl-lz, nils, sono rispettivamente le probabilita di inclusione di
primo ordine dei campioni S;, S,, S3, S; U Sy, §; U s3. Notiamo che quando u; = 0, si
ha p; = d; e lo stimatore di massima pseudo verosimiglianza empirica ¢ uguale allo
stimatore per rapporto definito precedentemente, il quale non utilizza I’informazione
della variabile ausiliaria x.
Consideriamo lo stimatore di massima pseudo verosimiglianza empirica di Y

Yee =P, (1.28)

iest
dove P} massimizza [(p?!) = Dlies, d}log p}. Considerando il metodo dei

moltiplicatori di Lagrange, p; ¢ dato da (1.21) e (1.22) dopo aver sostituito d; con d}
in (1.21) e (1.22). Si evidenzia che tutte queste nuove espressioni sono valide per
L€S;.
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Lo stimatore y35 non utilizza I’informazione fornita dai campioni s, e s; ed & per
questo motivo che ¢ utile definire un nuovo stimatore che consideri anche queste
informazioni. Dal fatto che, per la variabile di interesse, si abbiano n — p — q valori, il
nuovo vettore dei pesi p;* deve essere definito con dimensione n — p — q. Quindi, il
nuovo stimatore ¢ dato da

v =Y By, (129
iest
dove i pi? sono ottenuti come i p; (che ha dimensione n — p — q); usiamo inoltre il
moltiplicatore di Lagrange A'? basato sul campione s; € s, in (1.21). La quantita A% ¢
ottenuta da (1.22) dopo aver sostituito d; con d;'* in (1.22).

Sfortunatamente, lo stimatore proposto ¥Z non usa ’informazione per la variabile
di studio y fornita dal campione s;. Per risolvere questo problema consideriamo una
classe di stimatori, che usa tutta I’informazione della variabile y inclusa in s; € ss.

Yeea = aYpe +(1-a)y,, (1.30)

dove o ¢ una costante che assume valori nell’intervallo (0,1). Lo stimatore 5 ¢&
definito in (1.23).
Lo stimatore ottimo nella classe proposta ¢ lo stimatore definito da (1.30) con un

valore a,, che minimizza la varianza asintotica, la quale puo essere scritta come

V(Vpey ) = QoM + (1=t PN + 201, (1= 02, ) (1.31)
dove
M =V(y,)+B*V(X,)-2BCov(y,.X,), (1.32)
* =3
N =V(y,) (1.33)
L =Cov(y,,y.)—-BCov(X,.¥.)- (1.34)
(¥
N —L (1.35)

o .. =—= " "
POM N =21

Una caratteristica interessante dello stimatore basato sulla pseudo verosimiglianza
empirica ¢ che 1 pesi risultanti sono sempre positivi e per questo la tecnica ¢
generalmente applicabile anche alla stima di parametri diversi dalla media di

popolazione come per esempio i quantili.

7
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Un’altra situazione considerata in letteratura ¢ relativa al caso in cui 1 dati mancano
separatamente € non simultaneamente per tutte le caratteristiche. Assumiamo la
presenza di due variabili quantitative ausiliarie x e z di cui conosciamo le medie X, Z.
In pratica, 1 dati mancanti possono essere presenti in entrambe le variabili sopracitate
e per questo motivo si utilizza una struttura per i dati non disponibili come la
seguente:

S| S» S3 S4

Yi.. -,\'n—p—q—k ,Vn—p—q—k+l . -."n—q—k ,"n—q—k-Z—l v oo Yn—k Missing...Missing
X1 .. --“n—p—q—k -“n—p—q—k+l e -xn—q—k Missing Missing Xn—k+1---Xn
i1 -++Zn—p—q-k | Missing .... Missing In—q—k+1-+-Tn—k | <n—k+1---3n

Le informazioni ausiliarie disponibili possono essere utilizzate la costruzione dello
stimatore:

(1.36)

dove Va;, Xar,Zy;, sono stimatori di Horvitz-Thompson calcolati per le rispettive
variabili e rappresentati come:

_ : — X _ Z.
Ya = z L’ Xar = Z —, Zpy = Z — . (1.37)

iestus2uUs3 7Z-,' iestus2us4 72-,' iestus3us4 77,'

Minimizzando la varianza dello stimatore (1.36) rispetto a B si consegue che il
valore ottimo B,,; = £~ 0 con

V(xar) Cov(xar,za) Cov(y ,,Xar)

D= e o= . (1.38)

Cov(xa,Zar) V(zar) Cov(y ,,Zar)

Si noti che D’espressione approssimata dello stimatore dipende dai valori della
varianza e covarianza tra le medie degli stimatori, calcolate in sy, s;, s3 € s4. Usando,
quindi, 1 valori campionari di X e ¢ e sostituendoli in (1.36) si ottiene lo stimatore
ottimo di Y:

Y,

DAlopt (1 '39)

=y, +27'6

NI X
|
Rel

I
ENl
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Nel caso in cui il disegno di campionamento sia un SRSWOR, le espressioni di
3 e & sono le stime delle seguenti varianze e covarianze: (1.40), (1.41), (1.42), (1.43).

Viw)= > (1—”Nq), V(za) = Sﬁp@—”‘pj,

n-—q n-— N
Covixazn) = TP coyz 7 )+ PP coyx 7 )
(n—=q)(n-p) e (n=q)(n-p) S
4 9N=P=9) copx oy PY coux z)
(n=q)(n-p) T (n=q)(n-p) 2
(n—q—k) _ k(n—q-k) _
COV(yAI’XA/) (n k)(n q) Ov(ys1usz’xs1usz)+(n_k)(n_q)cov(ys1usz’xs4)
q(n—q—k) I gk _
+ n _k)(n _q)COV(ys3 Xsus, )+ (k)" _q)COV(ys3 Xs, )
_ (n-p—k)’ k(n—p—k) _
COV(yAI’ZA’) ( —k)( )CO (ys1us3’ s1u33)+(n_k)(n_p)cov(ys1us3’zs4)
p(n—p—k) - pk -
+ (n—K)n _p)COV(ysz Zgs, )t TR p)COV(ysz Zs,)

Il metodo proposto puo essere esteso facilmente al caso di piu di due variabili
ausiliarie; inoltre, si dimostra che Y, aropt € piu efficiente rispetto al tradizionale

stimatore della media.

1.2.2 Campionamento a due fasi

Supponiamo di estrarre un campione s contenente dati mancanti. In situazioni
semplici, possiamo vedere il campione appena estratto come un campione
proveniente da un disegno a due fasi. Nella prima fase, i1l campione contiene tutte le
unita estratte col meccanismo casuale semplice. Verra, quindi, eseguito in seconda
fase un esperimento Bernoulliano per selezionare un sottocampione che rappresentera
1 soggetti rispondenti.

Siano y;, i €s 1 valori della variabile di interesse delle unitd rispondenti nel
campione; sia z; la variabile indicatrice che prende valori 1 o 0 a seconda che 1’unita

abbia risposto o meno. Allora, la media campionaria dei rispondenti ¢ data:

_ s ZiYi
Y :%—z. (1.44)
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Assumiamo che gli z; siano indipendenti tra loro e che il meccanismo di risposta
sia bernoulliano (P(z; = 1) = p con 0 < p < 1). Effettuando analisi asintotiche ¢
possibile concludere che la quantita j, — Y ¢& asintoticamente normale con media 0 e
varianza n~!(p~! = f)oy, dove f =% rappresenta la frazione di campionamento.

Notiamo inoltre che 532, converge in probabilita a 633 e che uno stimatore consistente

1

della varianza asintotica ¢ dato da n™'(r~* — N~1)s3,, dove r ¢ il numero di

rispondenti all’interno del campione e szzy ¢ la varianza campionaria dei rispondenti.

In molte situazioni di importanza pratica il problema di stimare la media di una
popolazione assume maggiore rilevanza quando la media della popolazione della
variabile ausiliaria x ¢ sconosciuta e si ¢ in presenza di dati mancanti. In una
situazione di questo tipo, riprendendo il campione precedente si definisce il
campionamento a due fasi come segue:

(i)  Si seleziona un campione di grandi dimensioni di dimensione n’ usando il
meccanismo SRSWOR e si osserva la variabile x per queste unita;

(il) Dalle unita selezionate in prima fase (n'), si considera un campione di
seconda fase di dimensione n usando sempre lo  stesso disegno
campionario. Le unita rispondenti sono n; e le non rispondenti le rimanenti
n, (n; + ny = n).

(i11) Dalle n, unita non rispondenti si seleziona un sottocampione di dimensione
r(r=n,/k, k> 1) usando il meccanismo SRSWOR e si osserva la variabile
y per queste unita.

Hansen e Hurwitz definirono lo stimatore di Y come:

v =(n,/n)y,+(n, | )y, (14
dove y; = Z?zllz—i ey, = ?:1% sono le medie di y della porzione dei rispondenti
del campione e del sottocampione. Lo stimatore ¢ non distorto con varianza data da

V(y')=1S? +6S? (1.46)
dove (1.47)
W, =N, IN,2=(1-f)/n, 6=W,(k=1)/n,Y, :ZLI}\’I—; ,S2 :Zﬁ(&_—ﬁ;

Questo stimatore pud essere migliorato con I’utilizzo di informazioni ausiliarie
sulla popolazione. Quando si conosce X e le informazioni sulle variabili y e x per le n
unita selezionate sono incomplete, ¢ possibile definire uno stimatore rapporto come il

seguente:
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(X
T =Y | = (1.48)
X
dove x* = (%) X, + (%) Xy, Xy = Z?:H% Xy =20y %, e Y* ¢ definito come X*.
1

Uno stimatore per rapporto alternativo, usando X, avendo informazioni complete

per la variabile ausiliaria x ed incomplete sulla variabile di studio y, ¢ dato da:

X (1.49)

Si definiscono, ora, due stimatori prodotto della media della popolazione in
presenza di non risposte.

—* Y* —* Y
T = r— e T == —
p1 =Y (X) p2 =Y (X] (1.50)

Tuttavia, non € rara una situazione in cui non siano note informazioni sulla media
dalla variabile ausiliaria x; in questo caso gli stimatori presentati non possono essere
utilizzati e il parametro ignoto X ¢ sostituito da un suo stimatore non distorto
costruito su un campione preliminare di grande dimensione n'.

Considerando 1 campioni definiti precedentemente per il disegno a due fasi si
esaminano le seguenti quantita: n’ osservazioni di x per il campione di prima fase, n;
osservazioni di y per le unita rispondenti prese dal campione di seconda fase e r
osservazioni di y selezionate dalle n, unita non rispondenti. Sia X' la media
campionaria della variabile ausiliaria x basata sul campione di prima fase. Usando
queste informazioni, nel seguito si propongono due classi di stimatori della media di
popolazione considerando due differenti scenari.

Scenario 1. La media di popolazione X ¢ ignota e le informazioni della variabile di
studio y e della variabile ausiliaria x sono incomplete.

In questa situazione, per stimare X usiamo (n; + r) unita rispondenti per y, x e X'.
Con queste premesse, si puo definire una versione generalizzata dello stimatore per
rapporto di Y:

(X' =X

A 1.51
(X +X) (420

1 —_—
th, =Y exp|a

11
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dove a ¢ uno scalare opportunamente scelto. La varianza dello stimatore
generalizzato approssimata al primo ordine ¢ data da: (1.52)

Var(t{),)=2"[ S2 +(aR?S? 1 4)(@+4C) |+ 2'S? + 0[ S, +(aR*SZ / 4)(a+4C,,)) |

dove

A'=(=f)In', f'=n"IN, ,1*:[(1/n)—(1/n')], ,8(2):(Sxy(2)/852)
N, - _ N, _ (1.53)
Sy = 2 = X ¥, = Vo) (N, =1), S2 =" (x, = X,)/ (N, 1)

i=1 i=1

C=(B/R), C(z) :(ﬁ(z) /R)

Lo stimatore rapporto proposto ¢ piu efficiente dello stimatore y*. Da (1.46), ¢

possibile verificare che la differenza [Var(j_/*) —Var (t((;g d)], ¢ positiva se:

0 -4C<a<0 e -4C, <a<0

o 0<a<-4C e 0<a<-4C, (1.54)

Scenario 2. La media di popolazione X ¢& ignota, la variabile di studio y presenta
informazioni incomplete a differenza della variabile ausiliaria x. In questo caso, la
versione generalizzata dello stimatore per rapporto ¢ cosi definita:

toy =Y exp{b{g " ;;H (1.55)

dove b ¢ uno scalare opportunamente scelto. La varianza dello stimatore

approssimato al primo ordine ¢ dato da:

Var(t?),)= 2S? + 6S? + ' (bR*S? | 4)(b + 4C) (1.56)

Anche in questo caso, lo stimatore proposto ¢ piu efficiente dello stimatore usuale

y*. Da (1.46) & possibile verificare che la differenza [Var(j_/*) — Var (t((;))d)], ¢

positiva se:
o0 —-4C<b<0 o O0<b<-4C (1.57)
Minimizzando ’espressione della varianza (1.52) rispetto al parametro a troviamo
che 1l valore ottimo del parametro ¢ dato da

a=—(2D"ID)=a, (1.58)

dove D' =[A'S? +0S. | e D" =[ A'CS? +6C,S%. |
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1)
(a)a>

o (X =X') (1.59)
laa =Y exp{ao{(x - )H

Inserendo, quindi, (1.58) in (1.52), si ottiene che la minima varianza di t(( § q €

Sostituendo a con ap in t lo stimatore ottimo della media di popolazione

diventa

min Var(tl,,,) =Var(t, ,)=| S +6S. —~R*(D™*/D")|. (1.60)

Il valore ottimo di a, ¢ pero ignoto. Tuttavia, per ottenere lo stimatore sostituiamo

ao con una sua stima consistente d, = —(2D**/D*) dove D* = [1'S§2 + 6SZ | e
D™ =285, + 65}, |/R.

La varianza di t((b; 4 vViene minimizzata se b = - 2C. Sostituendo questo risultato a

(1.56), si ottiene che la minima varianza dello stimatore risulta essere
. 1.61
min Var(t},,)=| A'S;(1- p*)+6S] + 1'S] | (161
Come nel caso precedente, il valore di by € ignoto ed ¢ possibile sostituirlo con una
sua stima consistente costruita sui dati campionari, definendo lo stimatore

2 (X -X')
t(b )d—y exp{ {(x+x)H (1.62)

dove b, =-2C, C=(B/R)

Sotto lo stesso disegno di campionamento a due fasi ¢ stato proposto, in letteratura,
un altro tipo di stimatore di tipo rapporto e uno stimatore per regressione: si considera
la situazione in cui I’informazione sulla variabile ausiliaria x ¢ completamente
disponibile per tutto il campione di n unita di seconda fase; mentre mancano

informazioni sulla variabile di studio y. Definiamo, quindi, i seguenti stimatori di Y:

—\al ,—\a2
v (X)X 1.63
aor@E
X X
t, =y +d,(X—X )+d, (X —X), (1.64)

dove o; e d; (i = 1, 2) sono costanti opportunamente scelte. La varianza esatta dello
stimatore (1.64) e la varianza approssimata al primo ordine per lo stimatore (1.63),
sono rispettivamente date da:

13
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Var(t,)= K% —~ l,J{Sf +d,S%(d, - 2,3)}

n (1.65)
(N, / N)(k -1) 1 1
S - {332 +d1sz(d1—2@2))}+(F—Nj85},
Var(t(‘;‘%’)=Kl—l,j{S§+RaZSf(Ra2—2,B)}
non (1.66)

RS
n

1 1
S? +RS? a,(Ra, —2@2))}+(F—st§}.

Siamo in grado di minimizzare la (1.65) e (1.66) rispetto a (d;, d,) e (ay, 0,) con

di =y = d10} (1.67)
d, = =0,
e
a, ::B(z) IR =ay,
(1.68)
=P IR=a,,
Quindi, sostituendo (1.67) in (1.64) e (1.68) in (1.63), si possono ottenere gli
stimatori ottimali delle classi t; e t((;xz)) :
(d20)
td10 y +ﬁ(2 (X X )+ﬂ(X X) (1.69)
— \B/R ;, —\BIR
t(a20 e x Y i’ (1.70)
0510) _ y Y* Y

E facile verificare che lo stimatore ottimo (1.69) ¢ non distorto mentre lo stimatore
(1.70) presenta distorsione; proprio per questo motivo lo stimatore per regressione ¢
preferibile agli stimatori per rapporto fin qui esaminati. La varianza esatta di (1.69) ¢
data da:

(d20) l__ 2 1 2
Var (1) ) = Kn st (n n)S( p°) W
D s 1 )|

dove P, =(S,/S,S,,) ¢&il coefficiente di correlazione tra la variabile y e x nel

gruppo delle non risposte.
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Usando (1.68) in (1.66) si ha che la varianza di (1.70) approssimata al primo
ordine ¢ la stessa dello stimatore (1.69).

Si osserva da (1.69) e (1.70) che gli stimatori ottimali possono essere utilizzati solo
quando 1 valori esatti di B, B, € R sono noti. Tuttavia, se cid0 non accade, ¢

consigliabile sostituire tali parametri con delle stime consistenti basate sui dati

campionari.
Siano ,BA S, ,é Sy 17
T a2 (2 a2 .
Sx sz
p_Yy (1.73)

stimatori consistenti di B, B, € R; sostituendoli in (1.69) e (1.70) si ottengono due

stimatori consistenti e ottimi di Y.

~ —_—

by =Y +:B(2)()_(_X )+ﬂA()_('_)_() (1.74)

) _*(yj@ﬂ”i’(y')ﬁ”i’ (1.75)
t,=y | = -
X X

1.3 Dati mancantt MAR

Se assumiamo che il meccanismo di generazione dei dati mancanti ¢ di tipo MAR, la
probabilita che una data osservazione sia mancante, non dipende dai valori della
variabile di studio, ma ¢ dipendente dai valori delle variabili ausiliarie. Questo tipo di
meccanismo coinvolge sia la modellazione della regressione di y sulle variabili
ausiliarie associate, che la modellazione della probabilita di risposta. Per questo
motivo, possiamo dire che 1 dati mancanti provenienti da un meccanismo MAR
rispecchiano molto piu la realta rispetto ai dati mancanti di tipo MCAR.

1.3.1 Stimatori doppiamente robusti

Allo scopo di stimare Y, ¢ stata introdotta in letteratura una classe di stimatori basata
sull’inverso della probabilita che coinvolge sia la modellazione della regressione di y
sulle variabili ausiliarie associate, che la modellazione della probabilita di risposta.

15
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Gli stimatori di questa classe sono doppiamente robusti in quanto sono consistenti per
la vera media di popolazione persino se uno dei due modelli illustrati non ¢
specificato (ma non entrambi).

Supponiamo, ora, che Y; non sia disponibile per tutti i soggetti; i dati attuali
osservati sono strutturati nel seguente modo: (z;Y;, z , X;) 1= 1,...,n),dovez;=10
0 a seconda se Y; viene osservata o meno. Infine, si assume che 1 dati mancanti siano
di tipo MAR in quanto Y; e z; sono indipendenti tra loro.

La probabilita di risposta data da Pr(z; = 1 | X) viene indicata con py(X;);
solitamente risulta sconosciuta ed ¢ per questo motivo che si ricorre ad un modello
parametrico come rappresentato nella seguente scrittura: p(X, y). A questo punto
possiamo considerare una classe di stimatori doppiamente robusti di Y:

A N -p(X; , 7) 5
Hor =11 Z{ -,7) p(X,-,y) mx ’ﬁ)} (1.70)

dove m(X i) 3) stima 1l modello di regressione della variabile risposta sulle variabili

ausiliarie m(X; , ) e 7 ¢ lo stimatore di massima verosimiglianza di vy.

Supponiamo che la probabilita di risposta sia correttamente specificata dal modello
p(X) = po(X), a differenza di m(X , B) che pud non esserlo. Esaminiamo in seguito le
metodologie per stimare il parametro B per ottenere uno stimatore di ¥ che sia (i)
doppiamente robusto e (i1), se la probabilita di risposta ¢ specificata, abbia la piu
piccola varianza asintotica tra tutti gli stimatori nella forma (1.76).

Consideriamo lo stimatore
N ZY, z - . 1.77
ni{ o) o x, ,ﬁ)} (177
Z1p(X) py(X)

dove B° ¢ il limite in probabilita di 3. L’obiettivo identificare il valore B, e quello

della stima corrispondente 3, tale per cui la varianza di (1.77) sia minimizzata. Sia
mg(X,B) = 0/9{m(X,p)}, notiamo che la varianza minima si ottiene scegliendo

. * . . .
un valore di B che sia soluzione di

E ;—{mo(X)—m(X,ﬁ* )}mﬁ(X,ﬂ)} =0 (1.78)

. . *
indicandolo con f;,;.
Consideriamo [’ordinario stimatore dei minimi quadrati per B, f;, ad esempio,

risolvendo
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n
-1
n'y z{Y-m(X,,B)} my(X,, B)=0 (1.79)

i=1
Se la probabilita di risposta ¢ specificata, mentre il modello m(X , B) # my(X) per
ogni B, allora la parte sinistra dell’equazione (1.78) converge in probabilita a

E| po(X){my(X)—m(X, B)ym, (X, ) ].

Quindi £, converge in probabilita a B; in modo tale che (1.80) risulti pari a zero;
cio non esclude il fatto che confrontando (1.80) con (1.78) risulti f; # Bope. Se,

(1.80)

invece, la probabilita di risposta non ¢ specificata, mentre il modello di regressione ¢
corretto, la parte sinistra dell’equazione (1.79) converge ancora in probabilita a
(1.80); B1 = Py, in modo tale che B, converga in probabilita a B. Gli stimatori (1.77),
usando f;, sono doppiamente robusti ma non raggiungono la minima varianza
quando il modello di regressione non ¢ specificato completamente. Nel caso in cui
volessimo stimare 3 minimizzando la varianza empirica di (1.77), ci accorgeremo che
lo stimatore non sara piu doppiamente robusto.

Per soddisfare (i) e (ii) simultaneamente, prendiamo in considerazione la soluzione
a 1—p(X))
z, 1-p(X,
—1 z : i

/1po ) p(XI)

chiamata S5, che puo essere vista come stima ai minimi quadrati ponderati con pesi

{Y,=m(X; , B)} my(X; , B)=0 (1.81)

pari a {1 — p(X;)}/p?(X;). Adottando lo stesso procedimento visto in precedenza, si
pud verificare che lo stimatore (1.77) per 8 = 35 risulta doppiamente robusto e
rispetta la proprieta di minima varianza asintotica persino se il modello di regressione
non ¢ specificato.

Nella pratica, si potrebbe supporre parametrico il modello della probabilita di
risposta, p(X , v). In questo caso possiamo utilizzare 1 risultati precedenti direttamente
per trovare uno stimatore della media di y nella forma (1.76), dove ¥ ¢ la stima di
massima verosimiglianza per la regressione binaria, che soddisfa le condizioni (i) e
(i1). In analogia a (1.81), si propone una stima di [ risolvendo congiuntamente
I’equazione seguente in (3, c): (1.82)

Z _ 1-p(X; ’A77) (X, ’ﬂ)p( X, 7) {Y,—m( B)-c' (X/ ’72} 0
p(X; ,7) p(X;,7) 1-p(X; , 7) -p(X; . 7)

Con un argomento del tutto analogo a quello riportato seguendo (1.81), quando la

n

2

i=1

probabilita di risposta ¢ corretta, ma m(X, ) non lo ¢, si nota che la soluzione di

17



18 | Stimatori della media senza metodi di imputazione
Dati mancanti MAR

(1.82) B,, converge in probabilita a Bopt- Viceversa, la quantita alla sinistra di (1.82)

converge in probabilita a zero quando (B, ¢) = (B, 0). Prendendo 8 = f3, in (1.76), lo
stimatore rispetta entrambe le proprieta (1) e (ii).

Indichiamo altri tre stimatori doppiamente robusti con la caratteristica di essere
legati al campione; questo significa che vengono escluse le stime che stanno fuori dal
range del campione.

Il primo stimatore proposto ¢

n zY.
~ -1 it
My =N Z—T 1.83
Zp(X, ,7) (1.83)
il quale, oltre a rispettare le due caratteristiche sopracitate, ¢ localmente ed
intrinsecamente efficiente. Lo stimatore proposto ¢ doppiamente robusto perché

= z . =
E{p(x,y)m(x)} E{m(X)| (1.84)
e quindi fi;;x ¢ del tipo f{p(-,¥), M}, ossia nella tipica forma degli stimatori
doppiamente robusti. Consideriamo, infine, ¥ come una trasformazione della stima di
massima verosimiglianza fatta sul modello lineare della probabilita di risposta. Cio
non implica il fatto che non permangano problemi circa I’esistenza e il calcolo di 7.
In primo luogo, ¢ difficile caratterizzare condizioni in cui esiste una soluzione
sottoposta al vincolo p(X; v) > 0. In secondo luogo, si puo presentare il problema che
non esistano soluzioni o ci siano soluzioni multiple; la difficolta sta nel fatto di
selezionare ¥ tra tutte le possibili soluzioni.

Il secondo stimatore proposto tenta di risolvere 1 problemi appena elencati
utilizzando una robustificazione della stima basata sulla verosimiglianza, che consiste
nel calibrare 1 coefficienti del modello lineare esteso alla probabilita di risposta. Lo
stimatore risulta conveniente nel calcolo ed ¢ basato sulla massimizzazione a due step
di funzioni concave. Inoltre, lo stimatore ¢ localmente ed intrinsecamente efficiente, €
legato al campione, e migliora ulteriormente in termini di efficienza nel caso in cui la
funzione di regressione ¢ opportunamente stimata. Non esistono altri stimatori
doppiamente robusti che rispettano queste quattro proprieta simultaneamente. Lo
stimatore descritto ¢ nella forma:

1 Z.Y,
~ | it
Mo =N Z -

i=1 p(X/ ) ystepZ) (1.85)
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Diverse scelte del modello di regressione m = (x;,f), portano a specifiche
versioni di  fijjxp: si oindicano con i k2 ors  fLikz2wis € BLike gy 1€ versioni
corrispondenti a m = (xl- ,[?OLS), m= (xl- ,BWLS), m= (xl- ,,[?RV). Le stime per B,
sono rispettivamente ai minimi quadrati, ai minimi quadrati ponderati con pesi
p1(x;, ) e ai minimi quadrati ponderati con pesi diversi
p o, V@ (X, ) - D).

Il terzo ed ultimo stimatore si ottiene robustificando lo stimatore proposto da Tan
(2006), aggiungendo il seguente termine:

n1i[{z, [p(x; . 7)=1pm(x;)] (1.86)

Gli stimatori proposti sono intrinsecamente efficienti perché se la probabilita di
risposta ¢ specificata, ogni stimatore ¢ asintoticamente efficiente nella classe degli
stimatori che utilizzano lo stesso modello di regressione m(X , ). Sono, inoltre,
localmente efficienti perché 1’efficienza, almeno asintoticamente, ¢ uguale a quella
degli stimatori che usano la vera probabilita di risposta.

1.3.2 L’approccio semiparametrico

In letteratura, si utilizza un approccio semiparametrico per stimare la media della
popolazione Y quando si vuole riconciliare 1’approccio regressivo non parametrico
con gli approcci model-based. Si adotta una regressione non parametrica per
diminuire la dipendenza dal modello specificato mentre si utilizza 1’informazione
data a priori dal modello su E(Y | X) per migliorare I’efficienza. Siccome la covariata
contiene informazioni riguardanti la variabile di studio y, si utilizza una funzione
parametrica S = S(X) per riassumere tale informazione.

Indichiamo con S una funzione continua da R%a R , tale che S = S(X) sia
univariata; la media condizionata di Y dato S viene indicata con m(S) = E(Y | S).
Poiché E(Y) = E{E(Y | S)}, per una arbitraria S, n~* ¥,I*, m(S;) risulta non distorto
per il parametro 0 = E(Y), dove m(S) ¢ stimata con una regressione non parametrica
univariata di Y verso S. Assunto ci0, possiamo definire lo stimatore

é:n—1iﬁ;’(si) (187)
i=1

Rispetto all’approccio basato sulla regressione non parametrica, 1’utilizzo di una

funzione indicizzata riduce la dimensione nella regressione da d a 1. Rispetto, invece,
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agli approcci model-based, lo stimatore semiparametrico di dimensione ridotta risulta
essere piu robusto nel caso in cui il modello non sia completamente specificato.

La stima non parametrica di m(S) non puo essere semplicemente eseguita sui dati
completi, ma deve tenere conto anche dei dati mancanti generati con un meccanismo
MAR. Un modo per affrontare quest’ultimo problema ¢ utilizzare una regressione
non parametrica pesata con l’inverso delle probabilita di risposta. Per ogni s, si
inserisce la media ponderata di regressione lineare centrata in s con a = (0, ;)
minimizzando 2

S Gt ms) e —a(s ) (159

dove a = a(s) varia con s, Ky(u) = h'K(uh), K ¢ la funzione Kernel ed &
generalmente una funzione di densita simmetrica e h = h, ¢ la larghezza di banda
lisciata. La stima di m(s) ¢ M(s) = &, e per ogni s, o0 pud essere stimato da (1.88)
attraverso la regressione ai minimi quadrati pesati. Dimostrazione del fatto ¢ data da:

m(s)=2 wy, I3 weon  w, ={z,/p(X)}K,(S, —s){An,2 ~A,. (S —s)} e
—n‘1z {z ! p(X, } (SJ —s)(Sj —s)l per/=1,2

Se ci restringiamo alla condizione a; = 0 in (1.88), si ottiene la stima Nadaraya-
Watson basata sull’inverso della probabilita di m(s):

IR S _ 1.89
m(s) 2 X ) K, ( / p(X K, (S, -s). (1.89)

Si puo dimostrare che conoscendo la probabilita di risposta p(X), la varianza

asintotica dello stimatore (1.87) ¢ data da:
n {Var(v) +E[(p(X)" ~1)Var (Y| s)]}

In conclusione possiamo dire che quando si conosce o ¢ possibile specificare

(1.90)

correttamente la probabilita di risposta p(X), c’¢ poco interesse per quello che
concerne la scelta di S, poiché (1.88) ¢ consistente per qualunque S. Quando, invece,
I’informazione non permette di definire correttamente p(X), la formulazione di S non
¢ unica: 0 ¢ consistente a patto che E(Y | X) = m(s).



Stimatori della media senza metodi di imputazione
Dati mancanti MAR

1.3.3 Metodi di aggiustamento per ponderazione

Il problema dei dati mancanti, puo essere risolto utilizzando una metodologia di
aggiustamento basata sulla ponderazione delle risposte. Questi adeguamenti hanno lo
scopo di aumentare 1 pesi delle unita che rispondono al sondaggio in modo da
compensare le unita che causano una non risposta. Nel seguito analizzeremo quattro
tecniche di aggiustamento.

La prima tecnica consiste nel classificare le unita rispondenti € non in celle di
aggiustamento secondo le informazioni della variabile ausiliaria note per tutte le unita
del campione. Il peso dei dati mancanti viene calcolato proporzionalmente all’inverso
del tasso di risposta presente all’interno della cella.

Assumiamo che le unita rispondenti e le unita non rispondenti possano essere
classificate in C celle di aggiustamento basate sulla covariata X. Sia 1, il numero di
individui campionati dove, zi = 0,1; X = ¢ = 1,...,C; n+c = noc + nic identifica il
numero di individui campionati presenti all’interno delle celle ¢; ng = Y.5_; o €
n, = 2.¢_; n,. individuano il numero totale dei non rispondenti e dei rispondenti;
infine, ¢c = n+c / n e ¢1c = nic / no rappresentano le proporzioni degli elementi
campionati e dei rispondenti nella cella ¢. Consideriamo, quindi, come stimatore di Y,
la media pesata:

C C
-VW :Z¢c}71c :ZWC¢10V1C (1'91)
c=1 c=1

che pesa 1 rispondenti nella cella ¢ con I’inverso del tasso di risposta w, = ¢./p1..
La varianza dello stimatore (1.91) verra calcolata prendendo in considerazione il
seguente modello. Si supponga, condizionatamente alla numerosita campionaria n,
che le unita campionate abbiano distribuzione multinomiale sulla tabella di
contingenza di grandezza (C x 2) basata sulla classificazione di z; ¢ X, con le
probabilita di cella pari aPr(z; = 1,X = ¢) = pmy; Pr(z; =0, X =¢) = (1 — p)my,
dove p =Pr(z; =1) ¢ la probabilita marginale di risposta. La distribuzione
condizionata di X, dato zi = 1 e ny, ¢ multinomiale con probabilita di cella pari a
Pr(X=c|z; =1)=m;, ; mentre la distribuzione marginale di X dato n ¢&
multinomiale con indice n e  probabilita di cella pari a
Pr(X =c¢) = pny. + (1 — p)my, = m, Assumiamo che la distribuzione condizionata
di Y dato z; = z, X = c abbia media u,. e varianza costante 2. La media di Y per i

rispondenti e dei non rispondenti € rispettivamente:
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c c

Hy = Zﬂwﬂw v Ho = ZﬂOCﬂOC (1.92)
c= c=

elamediatotalediY e u =pu, + (1 —p)uo .

Con questo modello, la media condizionata di Y e la varianza di (1.91) dato ¢,
sono rispettivamente Y.¢_; Pty € 02 Y5, 2 /n,. . Quindi la distorsione di (1.91) &
b(p,) =X m.(uy — po) dove T, e p. sono la proporzione di popolazione e la
media di Y nella cella c.

La varianza di (1.91), indicando con fi; = Y._, m.u;. la media corretta dei

rispondenti, ¢ approssimativamente data da:

c
-~ \2
B (1 + 2&)62 Zﬂ-c (ILLIC _/Ll'l) (1 93)
Var(y,, )= i '
n,
dove A = 25:1 Tyl (Te /e — 1)2] .
Nel caso in cui 1 risultati della variabile di studio y non sono correlati alle celle di

n

aggiustamento, si ha che le variabili ausiliarie riferite alle celle peggiorano la
predizione di y, in quanto si verifica un aumento della varianza dei pesi senza esserci
alcuna riduzione della distorsione. Se, invece, la variabile di aggiustamento X non ¢
correlata ai dati mancanti, 1 pesi tendono a non avere alcun impatto sulla distorsione,
ma riducono la varianza nella misura in cui X ¢ un buon predittore dei risultati.

Una seconda tecnica riguardante 1’aggiustamento per ponderazione consiste nel
moltiplicare per l’inverso delle probabilita di risposta 1 pesi dei rispondenti
campionati. Siccome la vera probabilita di risposta ¢ solitamente sconosciuta, puo
essere usata una sua stima per correggere la distorsione dei dati mancanti. Quando
siamo in questa situazione, il metodo viene chiamato “NWA diretto”. Si dimostra che
utilizzare una stima della probabilita di risposta risulta essere piu efficiente che
impiegare la vera probabilita di risposta quando 1 parametri vengono stimati con il
metodo della massima verosimiglianza.

Sia p;|s = Pr(z; = 1| ies) la probabilita di risposta per le unitd campionate. Se si
conosce tale probabilita, la media della popolazione pud essere stimata senza
distorsione nel seguente modo:

_ 1 1 z

deNies 7 pilsyi (1.94)
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Quando p;|s non ¢ disponibile, si utilizza una stima p; | ottenuta dal modello

specificato per la probabilita di risposta. Sia

1.95
ies 72- pl |s ( )
lo stimatore NWA diretto che utilizza una stima della probabilita di risposta e non

usufruisce di variabili ausiliarie. La probabilita di risposta ¢ modellata
parametricamente come p; s = p(v;; ag), dove p(v;; +) ¢ una funzione continua con

parametro a = a e vi & un vettore di variabili ausiliarie osservate sia per i
rispondenti che per i non rispondenti . Il valore a? viene stimato da &, la quale &
I’'unica soluzione dell’equazione ;—aZiES ki{zIn(p; | s)+ (1 —z)in(1-p; | s)}=0
dove k; ¢ 1l peso delle unita campionate. Quando k; = 1, la soluzione dell’equazione
¢ la stima di massima verosimiglianza per a?.

Assumendo che la probabilita di risposta non dipende dalle osservazioni
campionate, p;|s = p;. La varianza stimata di (1.95) puo essere divisa in due

componenti:  Var(y,) = Var,, + Var,,. La prima componente, supposto
s, = {i € s:z; = 1}, viene rappresentata dall’espressione
(1.96)

Vare: = Xies Zjes Qijﬁiﬁf

dove

> k.(1-p,)hh/ Zn (B -Dhy,

ies, ies,

e h; = d/0af{logit(p(v;; @))}. La seconda componente ¢ data da:

~ 2
Vare, = — Yies, 1 B0 21— ) (vi — kmpehiay)”  (197)
Finora, abbiamo ipotizzato la probabilita di riposta essere in funzione alla variabile
ausiliaria v;. Supponiamo ora che, oltre a v;, vi € un’altra variabile x; correlata a y. Se
la variabile x viene osservata in tutto il campione, possiamo definire uno stimatore
per regressione NWA, costruito come:
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_ _ _ _ (1.98)
Ye =VYe +(Xn _Xe)

= A 1
X, =N"> 7 'x

ies

1
-15-1 ! -1 A1
:(Zﬂi P, ZiXiXi] Z”i P Z; Xy,

ies ies
= _ N 12
X, =N"> 7.'p,"zx,
ies

Lo stimatore proposto risulta piu efficiente dello stimatore diretto NWA se la

dove

variabile di studio y ¢ approssimata da una combinazione lineare di x;. La varianza
stimata di (1.98) viene rappresentata come segue:

E[ZQ,-,-y? LYY Q,.,.y,-y,}

ies i#j i,jes

NZE(ZLZFPI'( —x'B, —kzph a )2]

(1.99)

ies 7[,' pi

dove

_1N

= {Zki”ipi(1_pi )hiohi,o} 2(1_pi )hio(yi _Xi,ﬂN)

N 1N
:[Z1XIXI’J gxiyi
i= j=

e h; ¢ il valore assunto da h; calcolato in a = a?.

Lo stimatore NWA diretto ¢ meno interessante ai fini pratici in quanto la somma
dei pesi puo essere diversa da 1. Per risolvere tale problema, Hajek propose uno
stimatore alternativo a (1.95) definito come:

1A
Z”/ P ZY;
—  es (1.100)
ye2 - 27[_1A
ies

La varianza asintotica di (1.100) puo essere derivata con la metodologia usata per lo
stimatore per regressione NWA.
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La terza tecnica da noi analizzata consiste nello stimare la probabilita di risposta
con metodi non parametrici. Questi metodi richiedono che le probabilita di risposta
siano collegate alle variabili ausiliarie da una funzione regolare, ma non specificata.
Nel seguito prenderemo in considerazione la tecnica di lisciamento basata su funzioni
kernel.

Consideriamo, quindi, due tipi di stimatori della media ¥ nel caso in cui non si

conoscano le vere probabilita di risposta:

_ 1 a_dq (1.101)
Yo = NZWIPI Yi
. . ies,
€ una versione aggiustata per rapporto
~—1
> w5y,
1= 1
}7 _es, (1.102)
rat,p ~_q
2 Wb,
ies,

dove s, = {ies : z; = 1} ew; = m; .

Prenderemo, ora, in considerazione la stima di p; utilizzando la regressione kernel.
Questo metodo presenta il vantaggio di differenziare le probabilita di risposta per
tutte le osservazioni, ¢ non richiede la specificazione della funzione p(:). Per il
processo di stima, ci sono diverse scelte della funzione kernel; in particolare studiamo
la funzione definita come segue:

. ;WJK" x -xJ (1.103)

p; =
2 WK, (X = x)

jes

dove K,(-) = h 1K(-/h), con K(:) funzione Kernel continua e positiva e h
parametro di lisciamento.

E possibile ottenere una stima della varianza dello stimatore (1.101) solamente se
si utilizzano le seguenti ipotesi. Partiamo dal presupposto che la popolazione U possa
essere incorporata in una successione crescente di popolazioni finite {U,};~; dove la
v-esima popolazione ha dimensione N,. Definiamo y, = (yl, ...,va)’, vettore di
osservazioni della caratteristica di interesse e x, = (xl, ...,xNv)’, il corrispondente
vettore per la variabile ausiliaria. Per ogni v, viene selezionato un campione s, di
numerosita n,. Si consideri, quindi, una procedura di replicazione che produca L,

repliche, per ogni elemento della successione di popolazioni, delle seguente quantita:
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M) = (M), my) ) =ﬁZW§')K(%](Zw1)' (1.104)

vi'v JES,

S5 (D) () Y
miv _(m1iv’m2iv)

(1)

dove m; ,(N,h,)716 } ¢ 0 ¢ una costante fissata. La varianza stimata

= max r’ﬁ(l)
1liv

di replicazione ¢ definita come:

. 2
Var (Fupy) = Ytor e (79 = Fup) (1.105)

dove
W) _ 1 O, ™5
Vb =N ZiEsv W; " YiZ; O
1liv
e r’r\ligj) e r’r\lgli)v sono definiti in (1.104).

Utilizzando le ipotesi precedentemente fatte sulla popolazione U, possiamo
definire un ultimo metodo di aggiustamento per stimare la probabilita di risposta p(x;)
basato sulla regressione polinomiale locale; questo metodo, comparato al lisciamento
della funzione kernel, migliora 1I’approssimazione locale.

Sia K(-) una funzione kernel continua ¢ positiva e h, il suo parametro di

lisciamento. Definiamo la matrice basata sul campione di dimensioni n,, X (k + 1)
I Ga—x) o (xg—x)"
X, =|: . )

i ' : ’

K
1 (xnv —x;) e (Xp—xp)
la matrice di dimensioni n,, X n,,

W, = diag|— K(xj_xi>-'e
si T ag T[jhv hv ] €Sy

e il vettore di variabili indicatrici di risposta Z; = (Zj 1] € sv)’. A questo punto, un
possibile stimatore basato sulla regressione polinomiale locale di grado k di p; =
p(x;) ¢ dato da

b = eiTg'ty (1.106)
dove e; denota la j-esima colonna della matrice identita di ordine k+1 e

(Tsi:isi) = (X,SiWSiXSi 'X,SiWSiRS )

assumendo che T; sia invertibile. In particolare, quando T; ¢ singolare, si puo
definire una procedura per assicurare che p; sia ben definito, garantendo che la scelta
della larghezza di banda sia sufficiente a contenere almeno k+/ valori di z
nell’intervallo [x; — h,,, x; + h,], per ogni i € s,,. Se questa finestra non contiene
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abbastanza indicatori risposta, si adotta un approccio che definisce lo stimatore per
regressione polinomiale locale, basato sul campione, di grado &k di p; = p(x;)
-1

p(x, . k,h)=e/|T, +diag 3—1 t.,ies (1.107)

SI 4
4

dove &; ¢ una piccola costante positiva. I termini di ordine &;/N, aggiunti alla
diagonale principale di T; sono sufficienti a rendere la matrice risultante invertibile
per ogni A,. Tuttavia, anche utilizzando (1.107), non si esclude la possibilita che lo
stimatore assuma valori vicini a zero; per ovviare a questo problema consideriamo lo

stimatore

p; =max{/6(x,. k,h), 5, (thv)‘1} (1.108)

con §, costante maggiore di zero.

Il calcolo della stima della varianza per gli stimatori (1.101) e (1.102) viene
eseguito con metodi analoghi a quelli utilizzati nella tecnica di lisciamento basata su
funzione kernel.

1.4 Nota bibliografica

In questo capitolo, si sono analizzati vari metodi per stimare la media di una variabile
in presenza di dati mancanti non utilizzando metodi di imputazione. Per quanto
riguarda 1 dati mancanti di tipo MCAR, in letteratura si puo fare riferimento ad un
gruppo di articoli che trattano stimatori che utilizzano tutta, o parte dell’informazione
disponibile: 1’articolo di Rueda, Gonzalez e Arcos (2006); I’articolo di Rueda,
Muioz, Berger, Arcos e Martinez (2007) se lo stimatore ¢ basato sulla pseudo-
verosimiglianza empirica; la pubblicazione di Gonzalez, Rueda e Arcos (2008)
quando si hanno a disposizione due variabili quantitative ausiliarie. Sempre nel
contesto di dati mancanti MCAR, si sono presentati stimatori costruiti a partire da un
campionamento a due fasi, trattati nelle pubblicazioni: Chen e Rao (2007); Singh e
Kumar (2008); Singh, Kumar e Kozak (2010).
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Per quanto riguarda i dati di tipo MAR, in letteratura si possono consultare due
articoli che fanno riferimento agli stimatori doppiamente robusti: Cao, Tsiatis e
Davidian (2009) e Tan (2010). Se si segue, invece, un approccio semiparametrico alla
stima, si pud considerare I’articolo di Hu, Follmann e Qin (2010). Sempre nel
contesto di dati mancanti di tipo MAR, si sono presentati stimatori che utilizzano
metodi di aggiustamento per ponderazione: se la probabilita di risposta viene stimata
in modo parametrico si consideri 1’articolo di Kim e Kim (2007), se si utilizza un
metodo di stima della probabilita di risposta non parametrico, un utile
approfondimento ¢ reperibile nelle pubblicazioni di Silva e Opsomer (2006) e (2009).
Infine, il metodo di aggiustamento per ponderazione che utilizza ‘celle di
aggiustamento’ ¢ reperibile nell’articolo di Little e Vartivarian (2006).



Capitolo 2

Stimatori1 della media utilizzando
metodi di imputazione

2.1 Introduzione

Nel seguente capitolo, si presentano alcune metodologie di stima della media di una
variabile di studio y utilizzando tecniche di imputazione. Per quanto riguarda le
mancate risposte parziali la procedura di compensazione comunemente usata ¢
I’imputazione, che consiste nell’assegnazione di un valore sostitutivo del dato
mancante, al fine di ripristinare la “completezza” dei dati. Alcuni metodi per il
trattamento dei dati mancanti sono molto semplici e, possono essere utilizzati se la
proporzione dei dati mancanti € molto ridotta, altri metodi sono piuttosto complessi e
richiedono competenze specifiche sul problema. Numerosi sono i metodi di
imputazione proposti in letteratura per predire valori sostitutivi per le mancate
risposte parziali. In questo capitolo 1 metodi sono stati suddivisi a seconda che il
meccanismo di generazione dei dati mancanti sia di tipo MCAR o MAR. Il paragrafo
2.2 ¢ dedicato al caso in cui i1 dati mancanti siano del tipo MCAR: si
contraddistinguono due filoni principali di procedure di imputazione, il primo
riguardante I’imputazione per media, rapporto, differenza e regressione; il secondo
riguardante 1’imputazione nel campionamento stratificato e per cluster. Nel paragrafo
2.3 sono esposte, invece, quattro classi di metodi di imputazione, ipotizzando un
meccanismo MAR. La prima classe relativa all’imputazione ‘nearest neighbor’; la
seconda, relativa all’imputazione tramite pseudo-verosimiglianza empirica; la terza,
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riguardante metodi di imputazione doppiamente robusti e 1’ultima classe relativa

all’imputazione ponderata.

2.2 Dati mancanti MCAR

Ricordiamo che, in questo caso, la probabilita di risposta per ogni unita ¢
indipendente oltre che dal valore della variabile di studio anche dal valore delle

variabili ausiliarie.

2.2.1 Imputazione per media, rapporto, differenza e regressione

Da alcuni recenti studi in letteratura sul problema riguardante la presenza di non
risposte in indagini campionarie, emergono stimatori efficienti per la media della
popolazione che utilizzano tecniche di imputazione dei dati mancanti per media e
rapporto.

E noto che adoperando I’imputazione per media, la media campionaria e la sua
varianza possono essere definite rispettivamente come:

_ 1
Ys 27;}// 2.1)
_ 1 1

Dove, r ¢ il numero di unita rispondenti tra le » unitd campionate con meccanismo
SRSWOR. Si osservi che la media campionaria ¢ uno stimatore non distorto per Y in
modo che Var(y,) = MSE (y;).

Nel caso in cui utilizzassimo I’imputazione per rapporto, potremmo definire lo

stimatore rapporto di Y e I’errore quadratico medio (MSE) rispettivamente come:

- (2.3)
y, =%

MSE(y,)= [1—1)32 +(1—%J(R285 -2RS,, | (24)
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dove ¥ =Y x;/n ¢ la media campionaria della variabile ausiliaria (di cui
conosciamo tutte le osservazioni) e X; = ).i_; Xx; /r ¢ la media campionaria delle r
unita della variabile ausiliaria.
Confrontando (2.2) con (2.4), si puo facilmente vedere che I’imputazione per
rapporto ¢ piu efficiente dell’imputazione per media quando:
R <23, perR>0 (2.5)
R > 2B, perR<O0
Enunceremo ora una serie di stimatori di ¥, con il relativo errore quadratico medio
e confrontandoli tra loro. Si parta col definire uno stimatore per un campione
completo:
Y+ B()_( —X ) _
Yie = - X (2.6)

X
A questo punto, se si vuole tenere conto dei metodi di imputazione

precedentemente osservati, ¢ possibile modificare lo stimatore (2.6) come segue:
Y B(X-X)
Yor1 = = X 2.7)

con MSE pari a
_ (1 1\ a2 1 1\ e2/p2 2
MSE (Fpri) = (3= 1) 53 + (= — ) SZ(R? - B?)
Un secondo stimatore della media ¢ il seguente:
_ .Vs + ﬂ(X o )_(s ) v’
Yoo = = X (2.8)

S

MSE (Fprz) = (= — =) (53 = BSxy + R2SE)

Se la media di popolazione della variabile ausiliaria, X, ¢ sconosciuta, si puo

con MSE pari a

proporre un terzo stimatore definito come:

Vo B(X-X)_ (2.9)
Yora = X X

S

con MSE pari a
_ 1 1 1 1
MSE(Fyrs) = (3 - 1) 2+ (3= ) [(R + B)?SZ — 2(R + ISy, ]
Confrontando ’errore quadratico medio degli stimatori fin qui proposti possiamo
affermare che quelli definiti in (2.7), (2.8) e (2.9) sono piu efficienti dello stimatore
che utilizza I’'imputazione per media se vale la relazione

R2<B2
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Siamo in grado di definire ulteriori condizioni di efficienza comparando 1 vari
stimatori; per esempio, (2.7) € piu efficiente di (2.3) quando
1 1 11
(=) S2(R? - %) — (= — =) (R®SZ — 2RS,,) < O,
mentre lo stimatore (2.8) ¢ piu efficiente dello stimatore (2.3) se
1 1 1 1
(5-3)S2(R? — %) — (3 — =) (R?SZ — 2RS,,) < 0

r N r
Infine, il terzo stimatore (2.9) ¢ piu efficiente dello stimatore (2.3) se
Sxy(2R—-pB) <0

In questa sezione, verra esaminato piu nello specifico il metodo di imputazione per
rapporto.

Supponiamo esistano » osservazioni complete (yy,x;), (¥, X3), ..., (U, X) €
(n — r) osservazioni incomplete x;, x5, ..., X,_,. Il campione verra quindi diviso in
due gruppi, uno avente dimensione » chiamato s; e 1’altro di dimensione (n — r)
chiamato s,.

Nel momento in cui le osservazioni incomplete non vengono scartate, il data set
completo viene definito da

h :{):, seies1 (2.10)
Y Seles,
e la media della popolazione viene stimata da
1L 1 ~
t=—>h==>y,+>.7 (2.11)
n-i= N\ ics, ics,

dove J; indica il valore imputato della variabile di studio corrispondente
all’osservazione x;. Se utilizziamo 1’imputazione per rapporto, esistono due scelte di

Vi

. (X (2.12)
Yi=Y| =
X
7=y =X
: X+(n-r)x (2.13)
dovex = YI_,x; /rex* =Y~ x} /(n—71). Se non si conosce il vero valore di X, i

valori imputato possono essere definiti come:

- _[x
Vi = y{r} (2.14)
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Sulla stessa linea, si propone un altro insieme di valori imputati

. nx;
Vi = y[ } (2.15)

(n—r)>_(+r)_(*

Utilizzando le espressioni (2.12) — (2.15) in (2.11), si derivano 1 seguenti quattro
stimatori di Y
rX+(n—-r)X

L=y nx ’ (2.16)

. __r2)7+n(n—r))_(+(n—r)r)_(*

2 —y_ mx +n(n-r)Xx’ ’ (2.17)

- r)_(+(n_—r))_( | (2.18)
nx

__rz)_(+(n +r)(n —r))?*
t, =y — — : (2.19)
rnx +n(n —r)x

Per analizzare la distorsione dei quattro stimatori proposti e per confrontare la loro

efficienza dobbiamo innanzitutto definire tre quantita:
% k

-2 =n (D), asan ()

)?Sy' r n n n

dove E, indica il valore atteso rispetto alla variabile casuale r (considerando valori

positivi) e k ¢ un intero fissato maggiore di zero. Si ipotizza, inoltre, che il
coefficiente di correlazione p sia positivo, come si richiede per I’applicazione del
metodo per rapporto. E semplice ora dimostrare che gli stimatori (2.16) — (2.19) sono
generalmente distorti tranne nel caso in cui p = @.

Nel seguito, confronteremo I'MSE dei quattro stimatori. Quando X & noto,
abbiamo a disposizione i due stimatori t; e t,, di cui il primo ignora le coppie
incomplete di osservazioni, mentre il secondo le incorpora nella formulazione dello
stimatore. Ora ¢ facile vedere che (2.17) non ha solo minor distorsione, ma anche un
piu piccolo errore quadratico medio rispetto a (2.16) purché

v < (=)
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Quando, invece, X non ¢ noto, abbiamo a disposizione 1 due stimatori t3 € t,.
Entrambi si basano sulle intere osservazioni disponibili ma t; possiede un minor

—g +
20> (f1 91 92)(p
fi— 91
Ricordando che il requisito per I’utilizzo della tecnica d’imputazione per rapporto ¢

errore quadratico medio se

2p > ¢ e osservando che la quantita (f; —g; + 92)/(fi —g1) non puod essere
inferiore a uno, si verifica che (2.19) ha prestazioni migliori di (2.18) quando
— g, +
0 <2p< (fl 91 gz)
fi— 91
Infine, si puo constatare che (2.18) e (2.19) si derivano facilmente da (2.16) e

(2.17) sostituendo X*a X, rispettivamente. Quindi, confrontando t; con t3, si osserva
che entrambi gli stimatori hanno stessa distorsione ma il primo presenta un minore
MSE. Allo stesso modo, se si confronta t, con t;, entrambi gli stimatori presentano
medesima distorsione, ma t, presenta un minore MSE_a condizione che g; > 2g,.

Un ulteriore metodo proposto in letteratura per I’imputazione dei dati mancanti si
basa sull’utilizzo di stimatori indiretti che fanno uso delle informazioni disponibili di
osservazioni incomplete. Questo metodo ¢ in grado di migliorare la precisione degli
stimatori.

Partendo da una situazione analoga presentata nella parte iniziale del primo
capitolo, si assuma di possedere un insieme (n — p — g) completo di osservazioni
selezionate all’interno del campione e di avere a disposizione p osservazioni della
caratteristica ausiliaria x ma non le corrispondenti della caratteristica di studio y. Allo
stesso modo, abbiamo una serie di g osservazioni della caratteristica y nel campione,
ma 1 valori associati della caratteristica x sono mancanti. Inoltre p e g sono numeri
interi che verificano le seguenti condizioni: p >0 e g < n/2.

Per comodita, separiamo le unita del campione s in tre insiemi disgiunti:

sy ={i € 5/ x;,y; sono disponibili},
s, = {i € 5/ x; sono disponibili, y; non sono disponibili},
s3 = {i € 5/ y,; sono disponibili, x; non sono disponibili}.

S1 S2 S3
Vi - Yn-p—q | Missing ... Missing | y,—g+1 ... Yn
X\ oo Xppeg | Xn—p—gyl - Xpyg Missing ... Missing
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Quando viene applicato un metodo di imputazione, 1’insieme completo dei dati
viene definito come:
" _{y, seies, Us,
P = ~ .
y, seies,

dove ¥; sono i valori imputati. Lo stimatore di ¥ che utilizza questo data-set &:

1< h
yimp - NZIES;

I metodi di imputazione comunemente usati includono I’imputazione per media,

(2.20)

come precedentemente visionato. Impiegando metodi di stima indiretti, ¢ possibile
utilizzare gli stimatori tradizionali per rapporto, alle differenze e per regressione della
media. Tuttavia, se una grande proporzione di dati ¢ mancante, gli stimatori usuali
saranno basati su un campione relativamente piccolo e la loro precisione verra ridotta
di conseguenza.

Gli stimatori di Horvitz-Thompson basati sugli insiemi s, S, € S3 SOno: (2.21)
y‘l _1 yi —3 _ yl —1 _1 Xi iZ _1 Xi

HT — E: , - El, g - E: v AHT T El,
N 1€S, T iesy 72. N 1€84 ﬂ.i N 1€S, 72-/

i
Di seguito, si propongono tre classi di stimatori, rispettivamente, per rapporto, alle

differenze e per regressione, che considerano le informazioni disponibili provenienti

da osservazioni incomplete.

yf2 ) l//r )_(,EIT +l//r)_(l1-lT | (222)
Vo2 = ady;—IT + (1 —a, )VZT + |:>_( - (‘//d)_(:/T + (1 —Vy ))_(I?IT )} ; (2.23)

S =1 =3 v Vi -2
yRegZ = arengT + (1 o areg )yHT + ﬂ|:X - (l//regXHT + (1 - l//reg )XHT ):| ' (224)
Nel caso in cui nello stimatore per regressione non si conosce 3, ¢ possibile

stimarlo in due modi:
B _ Covjes, (x,y) . B _ Covies, (x,y)
1= 2 =
Varl'ESl VaTiESlUSZ(x)

generando due diversi stimatori a seconda della stima di B utilizzata chiamati yg, 421

e}_lRegZZ-
Per ottenere gli stimatori con minimo MSE, si devono conoscere 1 coefficienti
ottimali g 1/Jropt, Ay gbdopt, Aregope gbregopt. Sfortunatamente, 1 valori

ottimali dipendono dalle varianze e covarianze teoriche tra gli stimatori di Horvitz-
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Thompson, che risultano generalmente sconosciuti. Tuttavia, 1 valori possono essere
stimati mediante metodi replicativi ottenendo valori approssimati, &@,, V¥, @4, Pg,
Areg € 1p~reg, 1 quali ci permettono di enunciare gli stimatori corrispondenti ¥, ,
)7 daz € 57 Reg?2 -

A questo punto, analizziamo 1 seguenti metodi di imputazione:

e procedura basata su uno stimatore per rapporto: in questa situazione, si
specifica il data set completo usando lo stimatore (2.22) per il valore imputato;

e procedura basata su uno stimatore alle differenze: in questa circostanza, si
specifica il data set completo facendo uso di (2.23) per il valore imputato;

e procedura basata su uno stimatore per regressione con 3 ignoto: in questo caso,
si propongono due stimatori per regressione usando due possibili stime del
coefficiente di regressione. Quindi deriviamo due procedure di imputazione,
facendo uso di Yreg21 € Yreg22 pPer 1 valori imputati.

2.2.2 Utilizzo di imputazione multipla nel campionamento stratificato e
metodi di imputazione nel campionamento per cluster.

I1 piu popolare approccio in letteratura per affrontare il problema dell’impatto della
mancata risposta sulla precisione delle stime nelle indagini statistiche ¢
probabilmente quello dell’imputazione multipla, introdotta da Rubin (1978, 1987).
Esso consiste essenzialmente nella ripetizione del processo di imputazione 7 volte e,
conseguentemente, nella generazione di un insieme di 1 data-set completi.

Nel contesto del campionamento stratificato, consideriamo una popolazione finita
di N unita, suddivisa in H strati di numerosita Ny, h=1,...,H. Assumiamo,

all’interno di ogni strato un meccanismo di non risposta di tipo MCAR, ossia, gli
indicatori di riposta nello strato %, zp4,...,2Zpy,, sono indipendenti con pp, =

P(zp; =1).

Sia Yy ops = (¥; : I € sp,) la parte osservata dal campione di rispondenti sp,, di
numerosita ny, dallo strato 4. Proprio da yp s, viene prelevato casualmente un
valore imputato y;". Lo stimatore che fa uso dei dati campionati completi ¢ 1’usuale
media pesata delle medie di strato:

- N, 2.25
strat ZW h ( )

h=1
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dove y, = X, ¥i /Ny » Sp ¢ il campione di strato 4 di numerosita n,. La varianza
dello stimatore appena esposto ¢ definita come
- AN Y o 1 1 (2.26)
Var|Y. = S ——— '
( strat) ;(Nj h[nh Nhj
con S? = Z?’z"l(yi —Y,)? /(N,, — 1) la varianza della popolazione nello strato 4.

Sia ¥, la media campionaria dello strato 4 e S2, = ﬁZiEShz(yi — V) la
hz™

varianza campionaria; allora, lo stimatore basato sull’imputazione ¢ definito da:

_. EN . (2.27)
- _h
dove ystrat _; Nyh
nthhz + Z y/*
—* ie(sp—Spz) 2.28
7 - . (2.28)
h

Uk

Infine, considerando le  repliche dello stimatore (2.27) e indicandole con Yg,. 4 ; s

peri =, ..., 1, possiamo definire lo stimatore combinato

*

(2.29)

7* . ZV/ \/strat,i
strat i=1
/4

La stima della varianza di (2.29) definita dalla formula di combinazione ¢ data da
— =, - 1 1\ 5+
Var (Virar) = Shiza Va + Shies (2 + 7) Bi (2.30)
dove f, = (ny, —npg)/ny, e Vi & la media di ¢ valori della varianza stimata basata
,. . sx _ (NW\% a2 (1 1 a1 s
sull’imputazione V), = (T) St (n_h — N_h) dove Sj, = —) (Z iesn, Vi — V)2 +
Die(sn-sp) Vi ~ )7;;)2). La componente intra-imputazione ¢ definita come

* — % = 2 =x — %
By, = S (Fhi — 1) /@ — 1) dove 3 = S, i /.
I1 tasso di risposta 1 — f;, presenta una peso elevato se il tasso di non risposta ¢

grande e/o la stima della varianza di (2.27) ¢ elevata.

Si propongono nel seguito metodologie e tecniche per stimare Y nel caso in cui ci
troviamo di fronte ad un campionamento per cluster assumendo che il meccanismo di
non risposta sia del tipo MCAR. Nel campionamento per cluster, il campione si
forma in due stadi: le unita campionate del primo stadio sono cluster contenenti unita
campionate in seconda fase.

Sia s un campione di cluster di dimensione n. All’interno dell’i-esimo gruppo

campionato, sia s; il campione di seconda fase di dimensione m; > 2. Per unita
campionata j € s;, il peso di campionamento w;; € costruito in modo tale che quando
si presentano dati mancanti, ¥ = ¥;c¢ ¥ jes, Wij¥i; sia uno stimatore non distorto di Y.
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Assumiamo che ogni y;;, a livello di popolazione, sia una varabile casuale con
Y; =4 +b +e; (2.31)
dove p; ¢ la media ignota di y, b; ¢ un effetto casuale non osservato a livello di
clusters con media 0 e varianza finita (tutte le unita nello stesso cluster presentano
stesso b;) ed e;; € Ieffetto casuale non osservato all’interno dei cluster con media 0 €
varianza finita. Si assuma inoltre che i due effetti siano indipendenti tra loro.

Infine, indichiamo con z;; le variabili indicatrici di risposta per y;; (z;; = 1 quando
Yij € un rispondente e z;; = 0 se y;; non lo ¢) supponendole definite per ogni unita
della popolazione. Ipotizziamo, a questo punto, il seguente meccanismo di risposta
basato su effetti casuali non ignorabili:

Pn(zi|by, yi) = Bn(zi|by), ies (2.32)
dove P, ¢ la probabilita di risposta rispetto al modello (2.31), z; ¢ il vettore
contenente gli z;; e y; il vettore contenente gli y;;. Eseguendo, per ogni cluster,
un’imputazione degli y;; non rispondenti con la media di cluster
Yjes; ZijWijYijl X jes; ZijWij» € possibile specificare uno stimatore non distorto di Y:

. _ (2.33)
Y, =2 2.7y,
ies jes,
con
W, =w, ZWU/ZZ,I.W,]. (2.34)
_/681 j€S1

Dal momento che I’imputazione avviene all’interno di ogni gruppo, lo stimatore
definito da (2.33) sembra inefficiente quando la dimensione di alcuni cluster ¢
piccola. Questa preoccupazione, tuttavia, non sussiste nel caso in cui w;; = w; per
ogni j (ad esempio, quando il campione di secondo stadio presenta uguale probabilita
di inclusione). In questo caso, I’imputazione che porta all’utilizzo di (2.33) viene
calcolata su un insieme molto piu grande G; definito come:

G ={iessm=m,z =kim}, I=(k,m)k<m (2.35)

dove z; =m;'y jes, Zij rappresenta il tasso di risposta intra-cluster. Da notare che
I’insieme G; ¢ formato dal gruppo di cluster campionati aventi stessa dimensione e
Z; = k. Sotto queste ultime ipotesi, possiamo definire il valore imputato con la media
campionaria dei rispondenti in G;, come:

PORALNT

~  icG jes, (2.36)

Yo =
° PR

ieG, jes,
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Per il calcolo della varianza stimata di (2.33) possiamo applicare il metodo jacknife
corretto solamente quando: la dimensione del campione di prima fase ¢ grande,
m; < m per ogni i con m fissato e il rapporto n/N ¢& piccolo.

Il metodo appena proposto risulta applicabile se esiste almeno un rispondente in
ogni cluster; in caso contrario lo stimatore (2.33) non puo essere calcolato.

Un’estensione del metodo di imputazione appena presentato € possibile nel caso in
cui si abbia a disposizione una variabile ausiliaria X con tutti 1 relativi valori osservati.
I risultati precedenti possono essere estesi al metodo di imputazione per regressione
modificando il modello (2.31) in

y; =o+px;,+b +e (2.37)

Quando la probabilita di risposta dipende dall’effetto casuale specifico di cluster
b;, 1l meccanismo generatore di dati mancanti ¢ di tipo MCAR, poiché gli effetti
casuali che caratterizzano 1 cluster non sono osservati. Di conseguenza, la definizione
del modello (2.37) porta alla formulazione di stimatori distorti. Per correggere la
distorsione, si propone un approccio informale che consiste nel modificare il modello
(2.37) permettendo alla media di cluster di dipendere da una stima del tasso di

risposta di cluster z;. Assumendo, per semplicita, una relazione lineare e definendo la
funzione g, (xl- j) = a + Bx;j, si ottiene il modello approssimato:

(Vi 1%, b, 6, @, B, ey, o® |=N(b +6Z +g,(x;)+e,

lj 7

02) (2.38)

che considera il tasso di risposta Z;, una variabile ausiliaria aggiuntiva e dove N(+)
rappresenta una distribuzione normale. La funzione g, (xl- j) determina il grado di

dipendenza della media di y dalla covariata x.
Un approccio piu rigoroso per correggere la distorsione consiste nel considerare il

seguente modello parametrico:
[y,j | x;, by, S, 1, @, Br ey, az]zN(b, + 3y, +g1(x,.j)+e,j , 02)

I:aij |X[/" Xir Yor V1 eij:lzN(Zi +9, (X/]')+e/]' ’ 1)

1 se a,.j>0

(2.39)

Z. =
10 se a; <0

dove z;; € I'indicatore di risposta e a;; € una variabile latente che determina lo stato
della risposta del soggetto j nel cluster i (se a;; > 0 il soggetto risponde, altrimenti il

39



Stimatori della media utilizzando metodi di imputazione
Dati mancanti MCAR

soggetto non risponde); gli effetti casuali b; e y; modellano la correlazione intra-
cluster. La funzione g, (xij) = Yo + y1x;j determina in che modo la media della
variabile latente a;; e, quindi, la probabilita di risposta, dipende dalla covariata x. Per
questo motivo, se vogliamo mantenerci in un contesto di dati mancanti MCAR, la
funzione g, (xl- j) deve essere costante (e.g., y; = 0).

Con i modelli definiti in (2.38) e (2.39), possiamo ottenere uno stimatore di Y
utilizzando i1l metodo di imputazione multipla. Innanzitutto, formiamo 7 datasets
imputati, completando 1 valori mancanti di y tramite 7 estrazioni indipendenti dalle
distribuzioni dei modelli (2.38) o (2.39). Per il k-esimo dataset imputato, lo stimatore
di Y ¢ dato da:

5

ZZ

/1/

- (2.40)
Y, =

m

S
a_\\\a

i=1 j=1

~.

dove yi(jk) ¢ il valore osservato o imputato di y;;. Quindi, uno stimatore consistente di
Y ¢ definito da:

|>

v (2.41)

=
L

x| =
M=
=

avente varianza

Var() ZV _1 (Y Y)2 (2.42)

dove V,, ¢ la varianza di ?k calcolata per il k-esimo dataset imputato.
I modelli (2.37), (2.38) e (2.39) possono essere applicati anche se la variabile di

!

studio y dipende da un vettore di variabili ausiliarie x = (x4, ..., x4)".
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2.3 Dati mancanti MAR

Ricordiamo che il meccanismo generante dati mancanti del tipo MAR, prevede che la
probabilita di risposta delle unita sia indipendente dalla variabile di studio y, ma
dipendente dalle variabili ausiliarie associate.

2.3.1 Imputazione ‘nearest neighbor’

Consideriamo un campione bivariato (xy,y;), ..., (X, ) strutturato nel seguente

modo:

Vi Yoo v oo ey Yy Missing, ... ... ... ,Missing
x]_: xz: TEn omEE wEE EEw waw .rx’r' x?"+11x‘r+2} TEn odEE wEnw omaw ---:xﬂ

I metodo di imputazione nearest neighbor (NNI), attribuisce ad un valore
mancante y;, un valore osservato y; (1 < i <) tale che la distanza della variabile x

tra 1 due indici sia minima; ossia { soddisfa la  condizione
|xl- — xj| = min1515r|xz — xj|. La tecnica NNI viene spesso utilizzata dividendo, in
primo luogo, il campione in diverse ‘classi di imputazione’ e, infine, trovando 1 valori
da imputare all’interno di queste classi.

I1 metodo NNI presenta due caratteristiche interessanti: innanzitutto NNI risulta
piu efficiente dei comuni metodi di imputazione, come per esempio 1’imputazione per
media e hot-deck, quando la variabile x fornisce informazioni ausiliarie utili per lo
studio di y. Infine, NNI non assumendo un modello di regressione parametrico tra y
ed x, ¢ piu robusto dei metodi di imputazione per rapporto e per regressione basati su
un modello di regressione lineare.

Prima di definire gli stimatori di Y, ¢ utile fare alcune assunzioni di base. Sia w; il
peso dell’unita i appartenente al campione. La popolazione U viene divisa in K
‘classi di imputazione’: all’interno di una classe k, le osservazioni (x;,y;,z;) sono
indipendenti ed identicamente distribuite con P(z; = 1|x;,y;, k) = P(z; = 1|x;, k).
Sebbene le osservazioni all’interno di una classe siano assunte i.i.d., il meccanismo di
generazione dei dati mancanti ¢ di tipo MAR in quanto P(z; = 1|x) dipende dalla

covariata x.
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Nella classe di imputazione k, sia z; 1’insieme degli indici delle unita rispondenti a
y € Z; I'insieme degli indici delle unita non rispondenti, tale che s, = z;, U Z;. La
dimensione del campione s, nella classe k-esima ¢ n;, mentre la dimensione di U ¢
Nj.

Con queste assunzioni, possiamo definire uno stimatore di ¥ come: (2.43)
Yy = Z 2+ D WY, :Z 2 WY+ 2 WY,
=1\iez, iez, k=1 iez, iez,

dove J; ¢ il valore imputato per il dato mancante y;, i € Zy, € Wy,; = w; /N, quando
i € s,. Se N ¢ ignota, una sua stima consistente ¢ data da N = Y;e,w;; in questo
caso, possiamo definire il seguente stimatore per rapporto di Y:

_ y
Yz = N ; Z w,y, + Z w,y; | = N/’\XI/U) (2.44)
N

Le proprieta asintotiche dello stimatore (2.44) possono essere derivate dallo stimatore
(2.43); per questo motivo, nel seguito, ci limiteremo a considerare lo stimatore
YNNI(1)-

Assumendo valide le condizioni precedenti si puo dimostrare che

J"(y’“’;’“) ) & N0, (2.45)

d
per ogni ¢ > 0, dove — rappresenta la convergenza in distribuzione.
Una versione semplificata della stima della varianza di (2.43) ottenuta col metodo

jackknife corretto, ¢:

— r_ 1 - — \2
Var(Funicn) = Tkt 5o —pwz Liesi (Mewi¥j = Fx)™ - @40)
dove

_ K
K = Diez, (1 + di( )) wiYi
a®

= Zjezk(wj/wi)dij ,cond;; = 1sei¢’unita piu vicina a j, d;; = 0 altrimenti;
- k) (k . - : :
yi=yj+ d} )g](- )(y]- — (yjkl + yjkz)/Z) se j € zx e J; = valore imputato di y; se
j € Z,.

k) _ *))? (k) ) () _ ) _
Infine, g* = [\/6(611. ) +6d! +4—2]/3dj g® =0sed™ =0)e

jk1 e jkl sono le due unita piu vicine aj in zj.
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2.3.2 Imputazione tramite pseudo-verosimiglianza empirica

Lo scopo di questo paragrafo ¢ presentare metodi di stima e di imputazione basati
sulla pseudo-verosimiglianza empirica, ipotizzando un meccanismo di generazione
dei dati mancanti MAR.

La popolazione U viene suddivisa in H strati con N unita presenti nell’h-esimo
strato. Si supponga di selezionare n;, = 2 unita dallo strato 4 attraverso un qualunque
disegno di campionamento. A seconda del piano di campionamento scelto, si
identificano i pesi wy; = (Nmp;) ™1, dove mp; rappresenta la probabilita di inclusione
nel campione dell’unita i dello strato 4. Consideriamo, inoltre, le seguenti ipotesi
asintotiche: n, — o e ny, /N, — 0 per ogni A.

Sia Y la variabile di studio e A una variabile categoriale ausiliaria che assume
valori in {ay, ..., a;} (T costante fissata). Assumendo che Y abbia una distribuzione
marginale non parametrica ignota Fj, possiamo scrivere la funzione di probabilita
parametrica come:

F(A=alY=y)=f(y.zp) (247)
dove B ¢ un vettore di parametri ignoti e f;, € una funzione nota. Senza perdita di
generalita, ipotizziamo che in uno strato h, le prime 75, unita campionate siano
rispondenti e il resto delle n, — 15, unita siano non rispondenti. Quindi, il dataset
osservato ¢:

{(yhi’Ahi)’ i=1,.., rh}U{Ah,-, i=r,.+1,.., nh}, h=1,., H (2.48)

Utilizzando gli stimatori di massima verosimiglianza, consideriamo le seguenti

procedure di imputazione:
1. Imputazione tramite media basata sulla pseudo-verosimiglianza. Per ogni unita
non rispondente nello strato h, con A = a;, il valore imputato di y ¢ lo

stimatore delrla media )
?hj - Z:léhifh (yhi’aj’ﬁ)yh,-/;,ﬁh,fh (yh,.,aj,ﬁ) (2.49)

2. Imputazione casuale basata sulla pseudo-verosimiglianza. Ogni unita non
rispondente nello strato h, con A = a;, viene imputata utilizzando un campione

casuale con reinserimento estratto dall’insieme dei rispondenti dello strato h; la
probabilita che un y,; venga selezionato ¢ pari a fj (yhi, a;, ﬁ’)ﬁhi /

PN fh(Yhi:aj:,é)ﬁhi, i=1..,m.
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Sia py; = d Fp(ypy) tale che pp; =0, X% ppi = 1, T2 pnifu(ne 4, B) = s
utilizzando la tecnica dei moltiplicatori di Lagrange, € possibile derivare che
w

_ hi
Py = c (2.50)
h T J]
izt Whi _Z,-:17Tff (yh,,aj,ﬂ)
hi

dove cp; = r

h N\ . . . . 9
imry+1 wy;l {Ani=a;} © 1, ¢ la funzione indicatrice dell’evento A.

La stima di py; presente in (2.49) viene calcolata utilizzando una stima consistente
di 7ty (nhj = Ph(Z = zj)), definita come:

Ny Ny
.= w..l E wW,.
i1 Zn=2)] i1

e usando una stima di 8, ottenuta massimizzando la seguente funzione di pseudo

(2.51)

verosimiglianza empirica (2.52)

H I w f ,a 5 T R
1(B7)=>] > w,,log (Vo8- ) +>¢, Iog(zhj)
- =1

: C,.
h=1| i=1 Ny, T hj
iz Wi _Zj:% I (va-a,. 8)
rispetto a 3.

hj

Dopo aver effettuato le eventuali imputazioni dei dati mancanti, la ¥ pud essere

R (2.53)
y = Z th/ Y hi '
h=1 i=1
dove ¥ = Yni s€ yYp; € un’unita rispondente, altrimenti y,; rappresenta il valore

stimata come:

imputato dell’unita non rispondente yy,;.

Si pud dimostrare che lo stimatore (2.53), basato sulle due procedure di
imputazione descritte precedentemente, ¢ consistente ed asintoticamente normale.
Non viene presentata la varianza asintotica dello stimatore, in quanto, essendo di

difficile derivazione, puo essere calcolata solamente applicando il metodo bootstrap.
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2.3.3 Metodi di imputazione doppiamente robusti.

Un metodo in grado di ridurre il problema della dimensionalita, che limita 1’utilizzo
delle attuali tecniche di imputazione, ¢ il metodo non parametrico di imputazione
multipla. Questa procedura ¢ doppiamente robusta e differisce dagli stimatori per
calibrazione, in quanto evita la ponderazione per probabilita inversa, basandosi
unicamente sull’imputazione utilizzando due modelli di lavoro.

Nella prima parte del paragrafo, si introducono i modelli di lavoro; quindi,
vengono descritte in dettaglio le procedure doppiamente robuste di imputazione.

Per poter utilizzare pienamente 1’informazione apportata dalla variabile ausiliaria x
allo scopo di definire un set imputato per ogni osservazione di y mancante,
consideriamo due modelli. Il primo riguarda la regressione sulla variabile risposta y,

E(Y|X,)=m(X, , p) (2.54)
dove m(:,-) ¢ una specifica funzione a valori reali lisciata; X, ¢ un set di p,
osservazioni delle variabili ausiliarie e f = (,[)’1, e Bp 1)’ ¢ il vettore dei coefficienti
di regressione. Se il modello (2.54) ¢ correttamente specificato e il meccanismo di
generazione dei dati mancanti ¢ di tipo MAR, si puo ottenere una riduzione della
distorsione. Il secondo modello ¢ costruito per predire i1 valori della variabile
indicatrice di risposta z;, ed ¢ rappresentato come:

E(z|X,)=p(X, , @) (2.55)
dove p(:,-) ¢ una specifica funzione a valori reali lisciata; X,, ¢ un set di p,
osservazioni delle variabili ausiliarie € a = (al, ...,apz)' ¢ 1l vettore dei coefficienti
di regressione.

Siano G; = m(X,,B) e G, = p(X,,,, @). Dopo aver stimato i parametri dei modelli
(2.54) e (2.55) con il metodo della massima verosimiglianza, le stime dei predittori
possono essere indicate come: (@1, @2) = {m(XO,ﬁ),p(Xm, &)}. Le stime @ e f
convergono in probabilitd rispettivamente ai valori dei veri parametri a® e f°. La
strategia proposta ¢ in grado di ridurre la multi-dimensionalita di X, rendendo bi-
dimensionale il predittore G = (G4, G-).

Per stabilizzare I’imputazione, il predittore G viene standardizzato con la sua
media e la sua deviazione standard; il risultato viene indicato con S = (S, S,). Dato
S, per ogni osservazione con y mancante, si crea un set imputato di risposte osservate
simili tra loro. In particolare, S viene utilizzato per selezionare il set imputato
calcolando le distanze tra le osservazioni come:
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1/2

d(i,) = [S()-S.()] +en[S.()-S. ()| @50

dove w, e w,, rappresentano i pesi non negativi per 1 predittori (2.54) e (2.55),
rispettivamente, con wy+w,, = 1. Per ogni osservazione i con y mancante, la
distanza (2.56) viene usata per definire un set di K soggetti (RK (i)) che presentano
minor distanza (d) dall’osservazione i.

Definiti, quindi, 1 datasets imputati, proponiamo uno stimatore di imputazione
multipla per il parametro di interesse Y. Nell’l-esimo dataset, definito R (i) per ogni
osservazione i con dato mancante, si estrac casualmente un y; da Rg(i) per
sostituirlo all’i-esimo dato mancante. Ripetiamo questa procedura per tutte le
osservazioni che presentano mancata risposta e definiamo
GO =23+ A—2)y;(D) (=1...,m} e 9O =L, 5D rispettivamente,
I’l-esimo dataset imputato e 1’associato stimatore per media. Lo stimatore finale di
imputazione multipla per Y ¢

n 1< -
_ 2.57
Ywm = n Z y (/ ) 57)
1=1
Consideriamo, ora, lo stimatore (2.57) calcolato utilizzando

G° = {m(Xy, B%), p(X,,a®)},  chiamato ;. Presi  u(G°) = E(Y|G?),
pg(G®) = Pr(z; =1|G°) e 0*(G°) =Var(Y|G®), se (2.54) e (2.55) sono
correttamente specificati, allora vVn(9Y; — Y) ha distribuzione asintotica normale con
media 0 e varianza

oty =0, + 0% + 05 +20%, (2.58)

dove

ot =Var[u(G)], of =E|Var(z {v-u(c)}16)|

o2 = Var[z, {Y—,u(GO)}IGOJ :

Utilizzando @ e 5, e argomenti simili a quelli del teorema appena enunciato, ¢
semplice dimostrare che 9, ha la stessa distribuzione asintotica di $3;. Si pud
scrivere, quindi, la varianza asintotica di Yur come
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n~t(Var(Y) + E[{py,(G®)* — 1}062(G°)]). Quando entrambi i modelli sono
correttamente  specificati, la varianza asintotica di y,; si riduce a
n~1(Var(Y) + E[{p,(X)~! — 1}a%(X)]).

Nell’ultima parte del paragrafo, analizziamo una procedura di imputazione
doppiamente robusta che fa uso del metodo di regressione non parametrico.

Consideriamo un campione casuale (y;,x;,2;),i =1,..,n con dati mancanti
relativi solamente alla variabile di studio y. Un classico stimatore di Y ¢ dato da:

_ 1< R (2.59)
y—n;[ziy,-+(1 z,)y, |

dove y; ¢ il valore imputato per y;.

Quando X; ¢ univariata, E(y;| x;) puo essere effettivamente stimata usando un
qualsiasi metodo di regressione non parametrico. Quando, invece, X; ¢
multidimensionale, gli stimatori non parametrici non sono efficienti a causa della
dimensionalita. Se imponiamo un modello parametrico E(y;| x;) = m(x;, ), dove
m(-,-) ¢ una funzione nota e 3 € un vettore di parametri ignoti, ¢ possibile imputare
un valore mancante di y con m(xi, G), dove B ¢ una stima di B utilizzando
(yi,x;,z; = 1), i = 1,...,n. Questo approccio non ¢ robusto se siamo in presenza di
errata specificazione del modello di regressione.

Un altro approccio per imputare i valori mancanti di y, consiste nell’utilizzare una
stima di E(y|z; = 0), indicata da 9, —,. Notiamo che:

(2.60)
[ yPr(zi = 0|x)dF (y,x)
E(ylz; =0) = T
p

dove F(y,x) ¢ la distribuzione congiunta di (y,x) e p = Pr(z; =1). Quindi

E(y|z; = 0) puo essere stimata da:
(2.61)

— -~ n
. _JJyPr(zi=0|x)dF(y,x) _ .
zi=0 — 1 — /ﬁ - Ziqiyl'
i=1

dove §; ¢ la probabilita condizionata di (y;,x;) dato z; = 0 e viene stimata, come
pure Pr(z; = 0|x), F,p, attraverso un approccio di pseudo-verosimiglianza empirica.
A differenza della precedente metodologia di imputazione, non occorre specificare un
modello per E(y|x); questo rende 1’approccio robusto se si ¢ in presenza di errata

specificazione del modello di regressione. Un aspetto negativo nell’utilizzare (2.61) ¢
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che 1 valori mancanti di y con differenti valori della variabile ausiliaria sono tutti
imputati con lo stesso valore, rendendo la tecnica non efficiente.
Per derivare una procedura di imputazione che sia doppiamente robusta, si possono

unire 1 due metodi descritti precedentemente, imputando gli y mancanti con:

Y =m(X,-,,3)+i:z,6/, [yl. _m(xi,g)} (2.62)

Lo stimatore risultante di Y é:

yER = % in1 |:Zi.yi +(1_Zi)m(xiné):|
n \on i (2.63)
+£1_Frj 2 zq, [y, —m(x,,ﬂ)}
_ % 2 [z,.y,. +(1—z,))72’_0]+ 2 [(1—zi)m(x,,ﬁ)}
_(1 _%jii:z,é,m(xi, A) (2.64)
dove n, = X",z ¢ il numero delle y; osservate. Per quel che riguarda la doppia

robustezza di (2.63), notiamo che se il modello di regressione m(x;, 8) € corretto e il
secondo termine dello stimatore (2.63) converge a 0, allora yzr converge a Y,
indipendentemente dal fatto che Pr(z; = 0|x) sia corretta. Se il modello associato a
Pr(z; = 0|x) ¢ specificato correttamente e la somma degli ultimi due termini di
(2.64) convergono a 0, I’espressione (2.64) converge a Y indipendentemente dal fatto
che m(x;, B) sia corretto.

Si puo dimostrare, inoltre, che se il modello associato a Pr(z; = 0|x) ¢&

correttamente specificato, allora
- V; 2.65
Jn(9er —Y)—2->N(0,6?) (2.65)

per 0 > 0. La stima della varianza asintotica di (2.63) viene calcolata tramite il
metodo bootstrap.
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2.3.4 Imputazione ponderata

In questa ultima sezione, viene presentato un metodo di imputazione ponderata
basato sul rapporto di log-verosimiglianza empirica aggiustato con fattori correttivi.

Sia x = (xq,...,x4)" un vettore di variabili ausiliarie osservate per tutto il
campione. Il campione osservato ¢ (y;,x;,2;), i = 1,...,n ed ¢ caratterizzato da dati
mancanti solo per la variabile di studio y.

Per costruire la funzione rapporto di verosimiglianza empirica per Y, si pud
applicare un’imputazione per regressione basata su funzioni kernel per introdurre le
variabili ausiliarie:

Vi=zy,+(1-z)m,(x,), i=1,.,n (2.66)

dove i, (x) € una versione troncata dello stimatore di m(x) = E(Y|X) ed ¢ definito
come:

(nhd )_1 Z7Z1ZiyiKh (Xi B X)
max{b : (nhd )_1 > zK, (X, —X)}

Nell’espressione (2.67), h = h,, e b = b, sono sequenze di costanti positive

tendenti a zero, mentre K;(-) = K(:/h) e K(-) € una funzione kernel. Usando (2.66)
¢ possibile costruire uno stimatore del rapporto di log-verosimiglianza empirica,

(2.67)

m, (X) =

chiamato [(Y). Si puod dimostrare che la distribuzione asintotica di [(¥) non & un chi-
quadrato standard ma un chi-quadrato non centrale con un grado di liberta. Per questo
motivo, dobbiamo aggiustare [(Y) con fattori correttivi oppure calcolando
direttamente il rapporto di log-verosimiglianza empirica ponderato, [(¥).

Se scegliamo di adottare il secondo metodo di correzione, per ridurre la distorsione
my (X;) — m(X;) apportata da y;, utilizziamo un approccio di imputazione ponderata
che introduce una nuova variabile ausiliaria y; dipendente dalla stima della
probabilita di risposta p(X;) e definita come:

. ZYy, z A
Y, = [ 1= i, (X, 2.68
dove n

zL, (X, —x)

__ 2ah(X
(%)= max {1, 37 L, (X, - x)}

(2.69)
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Nell’espressione (2.69), a = a,, ¢ una sequenza positiva di costanti tendente a
zero, mentre L,(+) = L(:/a) e L(-) ¢ una funzione kernel. Possiamo, quindi, definire

[(Y) come: o n
[(Y)=-2max} log(np,) (2.70)

i=1
dove il massimo ¢ preso da tutte le serie non negative di numeri py, ...,p, che

sommano a uno e tali che Y™, p;y; = Y. Applicando il metodo dei moltiplicatori di
Lagrange, quando mingc;c,(¥7) <Y <max,<ic,(y7), 1(Y) pud essere

rappresentata come: a/— n -
I(Y)=2;Iog(1+ﬂ,(y, _y)) @2.71)
dove 1 = A(Y) ¢ la soluzione dell’ecllﬁazione
n y* . V
' —=0
;2:1:1+/1(y; -Y) (2.72)

Dopo aver imputato i valori dei dati mancanti, proponiamo due stimatori di Y: il
primo ¢ definito come

. 1.
Ywr :_Zyi (2.73)
n-i=
mentre il secondo, utilizzante I’imputazione ponderata, ¢ definito come
LA I 2.74
Ywi = _Zy i (2.74)
n-i=
Si puo provare che 1’espressione seguente, posto 8 = P,z 0 Py, ha distribuzione
asintotica
Vn(6 —Y) a
A( A) - N(0,1)
Var1/2(9)
dove Var'/? (@) ¢ lo stimatore consistente della varianza asintotica di 8 che vale:
7= 1/2(A) — 1 N
Vart/?(9) = - (3 -0) (2.75)

N — *
cony;, =y;0Yy;.
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2.4 Nota bibliografica

Nel secondo capitolo, si sono analizzati alcuni metodi per stimare la media di una
variabile in presenza di dati mancanti utilizzando metodi d’imputazione.

Per quanto riguarda i dati mancanti di tipo MCAR, informazioni utili riguardanti
I’imputazione tramite media e rapporto, vengono fornite nell’articolo di Kadilar e
Cingi (2008), oppure ¢ possibile approfondire la sola imputazione per rapporto nella
pubblicazione di Toutenburg, Srivastava e Shalabh (2008). Un articolo da prendere in
considerazione se si utilizzano le tecniche d’imputazione basate sugli stimatori
indiretti, ¢ quello di Rueda, Gonzalez e Arcos (2005). Sempre sotto assunzione
MCAR, si ¢ presentata 1’imputazione multipla nel contesto del campionamento
stratificato esaminando D’articolo di Bjernstad (2007); se il campionamento € per
cluster, si rimanda agli articoli di Shao (2007) e Yuan e Little (2008).

Per il meccanismo di non risposta MAR, ¢ stato presentato uno stimatore che
utilizza D’imputazione ‘nearest neighbor’ esaminando [’articolo di Shao e Wang
(2008); per quanto riguarda le tecniche d’imputazione che usano la pseudo-
verosimiglianza empirica, ¢ possibile riferirsi alla pubblicazione di Fang, Hong e
Shao (2009). Sotto assunzione MAR, si sono presentati, inoltre, metodi
d’imputazione doppiamente robusti analizzando: 1’articolo Long, Hsu e Yisheng
(2012) e, se si utilizza 1l metodo di regressione non parametrico, I’articolo Qin, Shao
e Zhang (2008). In merito all’imputazione ponderata basata su una funzione Kernel,
un utile approfondimento si puo trovare nell’articolo di Xue (2009).
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