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Abstract

In questa tesi vengono inizialmente analizzate le caratteristiche fenomenologiche della superconduttivita.
Esse sono dovute alla formazione di coppie di Cooper, stati legati di due elettroni, che si comportano
come bosoni e possono quindi occupare lo stesso stato di singola particella, formando un condensato di
Bose-Einstein. Una delle caratteristiche pitt peculiari dei superconduttori, nota come "effetto Meissner",
consiste nell’espellere dal loro interno il campo magnetico quando vengono immersi in una regione in
cui esso ¢ non nullo. Per i superconduttori di tipo II, tuttavia, non viene completamente espulso e si
verifica il fenomeno della quantizzazione del flusso. Nella seconda parte della tesi vengono percio trattati
i vortici quantizzati e la quantizzazione del flusso per superconduttori di tipo II immersi in un campo
magnetico, sulla base della teoria di Ginzburg-Landau. In particolare si analizza come questo fenomeno
sia intrinsecamente legato al gradiente della fase della funzione d’onda che descrive le coppie bosoniche.
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1 Introduzione

La superconduttivita & stata scoperta nel 1911 dal fisico olandese Heike Kamerlingh-Onnes. Studiando
la dipendenza della resistivita elettrica del mercurio in funzione della temperatura, trova che attorno ai
4K, detta temperatura critica, la resistivita del materiale si annullava improvvisamente. Cio che stava
avvenendo era una transizione di fase verso uno stato caratterizzato da una resistenza elettrica nulla, che
viene percio chiamato "superconduttivo". Successivamente il fenomeno della superconduttivita é stato
osservato in numerosi altri metalli come stagno, piombo, alluminio e altri. Oltre alla perdita totale della
resistivita (paragrafo 3.1), laltro aspetto fenomenologico che caratterizza un materiale superconduttore
& leffetto Meissner-Ochsenfeld, osservato per la prima volta nel 1933 da Walther Meissner e Robert
Ochsenfeld che consiste nell’espulsione del campo magnetico dall’interno dei superconduttori (paragrafo
3.2). In questa tesi si vogliono motivare i risultati sperimentali che caratterizzano la superconduttivita
utilizzando i metodi della fisica teorica. Inizialmente, nel capitolo 2, si studia il modello di Drude del
1900 per descrivere le equazioni che regolano il comportamento degli elettroni di conduzione quando i
metalli vengono immersi in un campo elettrico esterno. Successivamente, nel capitolo 4, con la teoria
dei fratelli London del 1935, a partire dal modello di Drude, si propone una teoria fenomenologica
che descriva le proprieta elettrodinamiche di un superconduttore. Tra i maggiori risultati ottenuti dai
fratelli London vi & la spiegazione teorica dell’effetto Meissner, mostrata nel paragrafo 4.1 attraverso la
derivazione della cosiddetta "lunghezza di penetrazione di London", la scala di distanza dalla superficie
del superconduttore oltre la quale il campo magnetico si annulla. La teoria dei London non risulta pero
pienamente soddisfacente perché si basa su ipotesi restrittive riguardo alla densita della componente di
superfluido; in particolare essa & assunta costante, uniforme e indipendente da fattori esterni, quali, ad
esempio, la temperatura. La teoria di Ginzburg e Landau del 1950, riportata nel capitolo 5, supera questi
ostacoli. Essa studia la transizione di fase cui va incontro un sistema superconduttivo attraverso il metodo
variazionale. Si scrive il funzionale che descrive il potenziale termodinamico del sistema in funzione del
cosiddetto "parametro d’ordine", un qualche parametro fisico che assume valore nullo in uno dei due
stati fisici che caratterizzano il sistema e non nullo nell’altro (nel caso in esame i due stati sono quello
normale e quello superconduttivo, rispettivamente). Ponendo nulla la variazione dell’azione si ricavano
le equazioni che permettono di descrivere il sistema. Nel caso della transizione tra lo stato normale
e quello superconduttivo non si sapeva bene inizialmente cosa rappresentasse il parametro d’ordine,
chiamato ¥. Fu solo nel 1957, con la teoria di Bardeen, Cooper e Schrieffer che si ¢ compreso che esso
rappresentava la funzione d’onda dello stato superconduttivo, il cui modulo quadro ¢é intrinsecamente
legato alla densita delle coppie di elettroni che caratterizzano la parte superconduttiva. La teoria di
Ginzburg-Landau permette di distinguere i superconduttori in base al loro comportamento in presenza
di un campo magnetico: i superconduttori di tipo I e di tipo II (paragrafo 5.2). L’effetto Meissner
viene osservato solo nei superconduttori di tipo I: essi espellono completamente il campo magnetico
dal loro interno, che quindi risulta essere nullo. Per i superconduttori di tipo II, aumentando a mano
a mano il campo magnetico esterno, inizialmente anch’essi mostrano 'effetto Meissner, poi si registra
all’interno del superconduttore un valore del campo magnetico finito non nullo. Quando viene raggiunto
all’interno del materiale lo stesso valore del campo esterno allora il sistema passa allo stato normale. Per
i superconduttori di tipo II si calcola il flusso del campo magnetico che li attraversa, e si mostra che esso
é discreto. In particolare si discute come il quanto del flusso del campo magnetico sia intrinsecamente
legato al gradiente della fase della funzione d’onda che rappresenta lo stato superconduttivo del sistema
(paragrafo 5.3).



2 La conduttivitd dei metalli e il modello di Drude

Si vuole studiare la risposta di un sistema conduttore, un cristallo periodico, soggetto ad una perturba-
zione esterna rappresentata da un campo elettrico. Le funzioni d’onda degli elettroni del solido cristallino
hanno la forma!

Ynic(r) = i (r)e’™ (1)

dove u,k(r) & una funzione periodica tale per cui upk(r)=u,k(r + R) con R vettore traslazione del
reticolo diretto, k ¢ il vettore d’onda appartenente al reticolo reciproco e n ¢ il numero quantico che
conta le bande elettroniche.

Dal momento che gli elettroni sono fermioni rispettano la statistica di Fermi-Dirac e la probabilita di
occupazione di uno stato ad energia e,y alla temperatura T ¢

1
folenk) = T (2)
e *T +1

dove kp ¢ la costante di Boltzmann e y € il potenziale chimico determinato dalla condizione che il numero
di elettroni deve essere pari a:

1
N=2) > o=y )
e kB

n k

dove il 2 é un fattore dovuto alla molteplicita di spin, ovvero al fatto che ciascun elettrone all’interno
delle bande di conduzione pud avere spin s = i%. La sommatoria viene eseguita sulle bande elettroniche
n occupate e sui vettori d’onda k appartenenti alla cella primitiva del reticolo reciproco che si suppone
essere un quadrato di lato a. Il vettore d’onda ¢é tale per cui k = %’ri con i € Z3. L’intervallo

2 a o0
Ak:kiﬂ—ki:%%dk—w (4)

diventa una variazione infinitesima se considero un conduttore perfetto, e quindi infinitamente esteso.
Percio, si estende la sommatoria su k ad integrale:

_ s,V 3
%:_Z:%/de o o

essendo V = a3 il volume del cristallo. La densita di elettroni deve percio essere pari a:

N 2 1
—— = —— %k
TV T g zn: /RS ik ©

e k5T

Si suppone di essere nella condizione tale per cui kgT«pu, dove la funzione di Fermi-Dirac (2) diventa

Folenk) =2 0(ense — 1) = (7)

1 se e <ep=pu(T—0)
0 se e >ep=p(T—0)

dove con f(enx — p) si ¢ indicata la funzione di Heaviside. Quando il sistema viene eccitato alla tem-
peratura T, la conduzione metallica ¢ dovuta alle bande con energia ep — kpT<e,xk<ep + kpT; gli
elettroni vengono promossi ai livelli energetici con energia €,x > ep lasciando lacune negli stati con
energia e,k < €p.

Si vuole calcolare la corrente dovuta agli elettroni promossi in banda di conduzione quando viene applicato
al sistema un campo elettrico esterno.

171 teorema di Bloch afferma che, se ’hamiltoniana che descrive il sistema cristallino ha un termine potenziale periodico,
cioe V(r) = V(r + R) con R vettore di traslazione appartenente al reticolo diretto, allora esiste una funzione periodica
u(r) | u(r) = u(r + R) in modo tale che la funzione d’onda che descrive gli elettroni abbia la forma ¥(r) = u(r)e’**, con
k vettore d’onda del singolo elettrone, appartenente al reticolo reciproco.
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Nello spazio delle fasi (r,p), con p = hk momento del cristallo, si considera la funzione densita di stati
f = f(r,k,t). Per il teorema di Liouville? la derivata temporale totale di tale densita deve essere nulla:

df(rkt) _0f  Of,  Of;

= —k=0 8
dt ot " or' ok ®
Per le equazioni di Hamilton, se ’hamiltoniana di singolo elettrone ¢ H = % + V(r), si ha:
f_0H _ P _ Ik
P Ton 1 F ©)
k=F=—5% ="sVV=5%
essendo F = —cE la forza elettrica sentita dall’elettrone.

Sostituendo le equazioni di Hamilton (9) in (8) si ottiene

0 hko FO

una cui soluzione & f(r,k,t) = ¢<k + egt) con ¢ funzione differenziabile. Dal momento che questa

soluzione non dipende dal vettore posizione r (‘2,{ = 0 ¢ uniforme nello spazio. Tuttavia, questo

modello risulta essere incompatibile con la realtd: se, a partire dall’espressione della forza elettrica
subita dal singolo elettrone si calcola I’evoluzione temporale del vettore d’onda k si ottiene una legge
lineare nel tempo:

F=—-cE= h% — k(t) = k(0) — eEt (11)

dt h
Di conseguenza si ha una crescita indefinita nel tempo del momento p = fik che descrive 'accelerazione
libera degli elettroni che portano ad avere una conducibilita non finita. Chiaramente questa descrizione
non & accettabile. Fisicamente accade che l'interazione degli elettroni di conduzione con altri elettroni,
con i fononi e con le impurezze e i difetti del cristallo, limita la crescita indefinita nel tempo di k(¢).
Questo fenomeno viene descritto matematicamente aggiungendo all’equazione (10) il funzionale S[f], che

rappresenza il termine di scattering:
0 hko F O
(30 aw k) =S (12

Supponendo che, in assenza di forze esterne, la funzione densita f(r,k,t) raggiunga l'equilibrio fy(k)
che, come dimostrato, é uniforme nello spazio, in un tempo 7, il funzionale S[f] assume la forma:

f(raka t) — fO(k>

S|f] = 13

) ) (13)

Si vuole perciod trovare una soluzione f = f(k) che sia uniforme nello spazio e stazionaria (cioé tale per
: 0F _ ).

cui Z; = 0):

eEdf(k) _ fok) — f(k) cET 0f(k)
= - k) = fo(k) + — 24\
Inserendo nell’ultimo termine, al posto di f(k), D’espressione (14) e troncandola al primo ordine, si

ottiene:

(14)

£ = foli) + S O

Ma il termine a destra non ¢é altro che I’espansione di Taylor, per campi elettrici di piccola entita, di

fo (k + 6%7> troncata al primo ordine in E:

(15)

f(k) = fo <k + eE{) (16)

2Teorema, di Liouville:
Si consideri un sistema meccanico e lo spazio delle fasi (r, p) ad esso associato, in modo tale che ogni punto di questo spazio
2-dimensionale corrisponda ad un definito stato del sistema. Allora ’elemento di volume dp = drj - ... - dry - dki... - dky, in
questo spazio con n gradi di liberta, risulta essere costante lungo ogni traiettoria nello spazio delle fasi.
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La funzione densita f(k) & dunque la funzione densita all’equilibrio

1
Jok) = — = (17)
e *sT +1

con il vettore d’onda k traslato della quantita —EETT.

Si puo quindi procedere al calcolo della densita di corrente elettrica j, supponendo di trovarsi nella
condizione per cui kgT << p (si veda (7)) e, per semplicita, con una sola banda di conduzione (percid
si omette la sommatoria sull’indice n):

[ e B (B
j= e/ﬂ@d (271)3\7/n/f0<k+ h) (18)

Ve

essendo v, la velocita dell’elettrone. Espandendo poi in serie di Taylor fj (k + 6%7> si ottiene:

. 2 hk 2 iik eET 0fo(k)
j=—e g d3k:(27r)3af0(k)—e 3k @ m R ok (19)
=0

dove il primo integrale si annulla perché si sta integrando una funzione dispari sullo spazio R?. Questo
¢ vero perché fy(k) dipende da k solo attraverso ey che, utilizzando V’espressione dell’energia per una
particella libera, é

2m 2m
Integrando per parti, passando alla scrittura in componenti dei vettori si ha:
2
. e TEg 3 2
= d’k 21
~—
=58
dove il primo termine dell’integrazione per parti € nullo perché, quando k — oo si ha che
2 2
€k = ‘ ® - o0 e percio fo(k) ~ O(ex — 1) = 0. Ritornando alla scrittura vettoriale
2 2
e’TE 2 ne-t
j = &Pk~ fo=—E=0E 22
n
Da cui si ritrova la formula di Drude per la conduttivita
2
nest
o= 23
- (23
il cui inverso € la resistivita totale )
m
p o ne’r (24)
La formula generale per la conduttivita, che verra in seguito ricavata nel capitolo 4, é
2
ne-T 1
o(w) = (25)

m 1 —iwT

di cui (23) ne ¢ l'espressione in presenza di campi elettrici costanti e correnti elettriche continue, cioé
con frequenza w = 0.
L’intervallo temporale 7 ha una dipendenza dalla temperatura che varia al variare del fenomeno di
scattering cui vanno incontro gli elettroni. Lo scattering degli elettroni con le impurezze del cristallo di
fatto non dlandC dalla temperatura, I'interazione con i fononi da un contributo 7_,~ ph o T?, quella, tra
;X T2,

elettroni Tel .
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La resistivita totale (24) é data dalla somma dei singoli contributi:

m 4 m _1 1 1
p= @T = @(Timzv tTapn t To—el) (26)

Percio a basse temperature si ha
p~ po+al” (27)

dove pg & la resistivita residua del cristallo che dipende dalla concentrazione delle sue impurita.

Nel 1911 Kammerling Omnes, nel corso di esperimenti che miravano a validare la teoria di Drude misu-
rando la resistivita di diversi materiali a bassa temperatura, scopre lo stato superconduttivo. Mentre i
campioni di oro o platino mostravano una resistivita che ben rispettava la legge (27), alcune sostanze,
come il mercurio, che essendo costituito da poche impurita ci si aspettava che seguisse ottimamente il
modello teorico di Drude, mostrano invece una resistivita nulla al di sotto di una certa temperatura
critica T, che per il mercurio é di 4K. La linea verticale in rosso nella figura 1 mostra una vera e propria
transizione di fase, in cui il campione passa dall’essere un conduttore all’essere un superconduttore.

conduttore normale

<—— superconduttore

»
>

Te T

Figura 1. Resistivita p in funzione della temperatura T

11



3 Fenomenologia della superconduttivita

3.1 La resistivita nulla dei superconduttori

Sperimentalmente si dimostra che la resistivitd dei superconduttori é esattamente pari a zero, e che
quindi hanno una conducibilitd infinitamente grande, mostrando la presenza di correnti persistenti al
loro interno.

Per mostrare come queste correnti persistenti possono essere indotte, si consideri un anello supercondut-
tore e lo si faccia attraversare da una corrente I. Essa da origine ad un campo magnetico B, il cui flusso
¢ attraverso il centro dell’anello &

@:/SB-ds (28)

dove dS ¢é ’elemento d’area infinitesimo ortogonale al piano dell’anello.
Derivando rispetto al tempo si ha

do 0B
= [ Z= .48 29
dt — Jg ot (29)
Inserendo 'equazione di Maxwell V x E = —%—]?
dd
——z/(VxE)-dS:% E-dr (30)
dt s 08

dove nell’'ultimo passaggio si & utilizzato il teorema di Stokes, passando all’integrale circolare sul bordo
0S della superficie.

Dal momento che per un superconduttore la conducibilita ¢ ¢ infinita, affinché I’espressione (22) abbia
senso fisico, ovvero affinché la corrente che scorra sia finita, & necessario che il campo elettrico sia nullo
in ogni punto all’interno dell’anello. Di conseguenza

do
E=0 - T 0 (31)
cioé il flusso del campo magnetico é una funzione costante del tempo.

Sperimentalmente si utilizza questo risultato per ottenere le correnti persistenti: si parte con un anello
superconduttore nel suo stato normale, cioé ad una temperatura T>T,, si applica un campo magnetico
esterno B.g; e poi si raffredda il sistema fino ad avere T<T,, cio¢ I’anello passa allo stato superconduttivo.
E necessario partire dal superconduttore nel suo stato normale in modo tale che il campo magnetico possa
attraversarlo senza venire da esso espulso (si veda il paragrafo 3.2). Il flusso attraverso l’anello &

B, — / B.., - dS (32)
S

ed ¢ una funzione costante del tempo, in particolare lo ¢ anche se il campo esterno viene spento, cioé¢ se
B.s;=0. L’unico modo che ha I’anello superconduttore per mantenere costante il flusso nel tempo é quello
di generare un campo magnetico B all’interno dell’anello attraverso una corrente elettrica I che vi circoli
attorno. Questa corrente deve essere tale da dare un flusso ® = ®.,. Dal momento che questo € costante
nel tempo, anche la corrente lo é e per questo viene detta "persistente". Esperimenti della durata di
anni, hanno mostrato la costanza delle correnti persistenti, che hanno portato alla conclusione che, non
essendoci dissipazione, nello stato superconduttivo la resistivita di questi materiali ¢ esattamente nulla.
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3.2 L’effetto Meissner-Ochsenfeld

La presenza di queste correnti persistenti spiega l'effetto Meissner-Ochsenfeld, che consiste nell’espul-
sione, da parte di un materiale superconduttore, di un debole campo magnetico esterno dal proprio
interno. Questo fenomeno viene utilizzato sperimentalmente per provare che un materiale € nel suo stato
superconduttivo perché ¢ molto piu facile verificare che espella un campo magnetico esterno rispetto al
mostrare che ha resistivita nulla: non é infatti necessario collegare apparati elettrici al campione per
misurare le correnti che scorrono al suo interno.

B
Si consideri quindi un campione superconduttore, che si trova ad una tem-
peratura superiore a quella critica (T>7,) immerso in un campo magnetico \
esterno By, il quale penetra all’interno del materiale che si trova nel suo
stato conduttivo normale. Se si raffredda il sistema portandolo ad una tem-
peratura T<T, il campo magnetico viene espulso dall’interno del campione,
mostrando quindi effetto Meissner. Il campo magnetico si mantiene nullo \
all’interno del superconduttore a causa delle correnti persistenti che produ-
cono un campo uguale e opposto a quello applicato esternamente.
L’effetto Meissner-Ochsenfeld trova un riscontro teorico nella teoria dei
fratelli London (capitolo 4). Figura 2. Effetto
Meissner;
immagine

da [1]
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4 La teoria dei London

Nel 1935 Fritz e Heinz London propongono una teoria che spieghi gli effetti fenomenologici della supercon-
duttivita, quali la resistivita nulla e 'effetto Meissner-Ochsenfeld. Essi assumono che la concentrazione
totale n degli elettroni di conduzione all’interno del materiale superconduttivo sia data da

n=ns+n, (33)

dove ng rappresenta la densita della frazione di elettroni che diventano superfluidi, mentre n,, la densita
degli elettroni che restano nello stato normale.
Questi ultimi generano una corrente

i, =0, E (34)
con la conducibilita data dalla legge di Drude

npe3t

(35)

Op =
m

dove 7 ¢ il tempo di smorzamento che intercorre tra due eventi di scattering. Gli elettroni della fase
superconduttiva si muovono invece senza dissipazione, cioé con 7 = co.
L’ipotesi della teoria dei London trova un riscontro analitico a partire dal modello di Drude:

i (@e ™ = o, (W)E(w)e™ ! (36)

La legge di Drude ¢ stata scritta in notazione complessa usando una corrente elettrica alternata j,,(t) =
Relj, (w)e”™?*] con w che rappresenta la sua frequenza finita, indotta nel metallo a causa dal campo
elettronico dipendente dal tempo E(t) = Re[E(w)e™ "], con

. p(w

Jn(w) = —npev(w) = —npe m) (37)
essendo p(t) = Re[p(w)e~*?] il momento dell’elettrone.

Se all’istante t il momento medio del singolo elettrone ¢ p(t), l'espressione del momento ad un istante
infinitesimo successivo p(t 4+ dt) avra un’espressione diversa a seconda del fatto che esso sia o meno
andato incontro ad una collisione. Se 7 €& il tempo medio che intercorre tra due eventi di scattering,

allora, considerato un elettrone all’istante t, esso collidera prima dell’istante t+dt con una probabilita

dt
Pcoll - (38)
T

mentre non collidera con una probabilita

Pno coll =1 — @ (39)
T

Gli elettroni che non subiscono collisioni nel tempo dt acquisiscono un momento aggiuntivo dovuto
unicamente alla forza elettrica F(t) = (—e)E(t), pari a F(¢)dt. Dal punto di vista degli elettroni che
collidono nel tempo dt, invece, la loro velocita, e quindi il loro momento, subito dopo la collisione ha una
direzione casuale, e quindi il loro contributo a p(t + dt) ¢ dovuto solamente alla forza elettrica. Percio,
sapendo che la frazione di elettroni che vanno incontro ad una collisione tra l'istante t e 'istante d+dt é
data da (38), il momento medio del singolo elettrone all’istante t+dt é:

P(t+ dt) = Py con[p(t) + F(t)dt] + Peoy [F (t)dt] = (40)
_ ( ) F(t)dt] + (i’f) F(t)dt] = (41)
= p(t ——pU F(t)dt + O(dt)® (42)
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Da cui

dt

p(t+dt) —p(t) = ——p(t) + F(t)dt (43)

dove sono state trascurate le correzioni di ordine maggiore a dt, tra cui quella dovuta agli elettroni che

collidono, che portano un contributo pari a @(dt)z. Dividendo (43) per dt e prendendone il limite
dt —0:

p(t+dt) —p(t) _dp(t) _ p(t)

. p(t)
1 = — F(t) = - —~
dt1£>n0 dt dt T +F@) T

— eE(t) (44)
Inserendo in (44) le espressioni complesse del momento e del campo elettrico si ha
, it PW) -
—iwp(w)yem " = L=t R (w)e=" (45)
T
1
p(w) <iw - ) = cE(w) (46)

T

Da cui 'espressione del momento

eE(w
p(w) = ) (47)
e quella della corrente, usando (37):
. nn%
3u(6) = T B(w) = 00 (w)B() (48)

T

Per un sistema conduttore la conduttivita é quindi il numero complesso

2
Npe°T 1
on(w) = 49
n() m 1 —iwr (49)
Supponendo che lo scattering degli elettroni non avvenga (7 — 00), si ottiene l’espressione
2 2 L2
Npe 1 Npe npe
lim o,(w) = lim — —— = = (50)
T—00 Tl0 M T —ww wm wm

Cioé per 7 — oo la conduttivita ¢ un numero puramente immaginario e cioé la sua parte reale ¢ nulla:

Re[op(w)]=0 VweR, 7— 00 (51)

Tuttavia, l'integrale su tutto il dominio delle frequenze della parte reale restituisce un valore finito non
nullo, indipendente dal tempo di smorzamento 7:

oo T p e 1 n,e?f larctan (wr)|TX n,e? 1 wn,e?

Relo()ldo = [P = WIS _ nayr o (s

— 00 — 00

I fratelli London assumono che la conducibilita della componente di superfluido si comporti come una
delta di Dirac centrata in w = 0, mentre al di fuori di essa sia caratterizzata solamente da una parte
immaginaria, ovvero con resistivita nulla:

Tnge> inge?

(53)

o(w) +

m wm
Una scelta per Re[os(w)] che ben rappresenta la parte resistiva di un superconduttore ¢ cioé la funzione
nulla quasi ovunque data dalla delta di Dirac

os(w) =

s = ] 4
Refoy(@)] = 7225 5(w) (54
che al contempo rispetta
+oo +o00 2 2
Refo(w)]dw = / T ) = T2 (55)



In questo modo ¢ rispettata la regola di somma secondo cui:

+oo +oo m(n ng)e2  mne?
/ Relo(w)]dw = / (Re[on(@)] + Refos(w)])dw = T0nFs)e” (56)

— 50 —00 m m

e si giustifica quindi I'ipotesi teorica dei fratelli London sull’espressione della conduttivita della compo-
nente di superfluido.

4.1 La formulazione teorica dell’effetto Maissner e la lunghezza di
penetrazione di London

Si consideri I’equazione (36) e si applichi il rotore ad ambo i membri:

(V x jle™™ = g(w)(V x BE)e” ! (57)
Inserendo 'equazione di Maxwell V x E = —% si ha
d(Be—wt .
—O'(U.})i( ™) = iwo(w)Be ! =
dt
2 2
_ iw( _ 77/36 )Be—iwt — _%Be—iwt (58)
iwm m

dove ¢é stata utilizzata ’espressione per la conduttivita nel caso di un conduttore perfetto (50). Prendendo
il limite per la frequenza w che tende a zero l'espressione precedente, per una corrente j continua e un
campo magnetico esterno B statico, diventa:

2

Vxj=-2°8g (59)
m
Utilizzando ’equazione di Maxwell per campi statici (cioé con CﬁgO) V x B = pugj, da cui
Vxj= W, Pequazione (59) diventa
nge? 1
Vx(VxB)=— B=-—-B 60
(V5 B) = o B = (60)

essendo

m
N = )] —— 61
N honge? (61

la lunghezza di penetrazione di London caratteristica del superconduttore che dipende dalla densita n
degli elettroni nello stato di superfluido. Ha le dimensioni di una lunghezza e fisicamente rappresenta la
scala di distanza all’interno della superficie del campione al di la della quale il campo magnetico é nullo
perché é stato completamente schermato dal superconduttore per effetto Maissner.

Riprendendo espressione (60), utilizzando 'uguaglianza

Vx(VxB)=V(V-B)-V?B

insieme all’equazione di Maxwell

V-B=0
si ottiene I'’equazione differenziale
9 1
VB = )\—QB (62)
L
una cui soluzione é data da
B(z) = Bype *c, >0 (63)

dove si & supposto che ad un sistema superconduttore che occupi il piano delle ascisse positive sia applicato
un campo magnetico esterno nella direzione delle ordinate (Byp = Bopi¥)-
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. B
Si rappresenta graficamente I’andamen- 1

to esponenziale in funzione della distan- Bopi

za x dalla superficie del supercondut-

tore del campo magnetico per questo all’interno del

sistema superconduttivo. La decresci- alffasternaidel superconduttore
superconduttore

ta esponenziale dipende dalla lunghezza
di penetrazione caratteristica del super-
conduttore e spiega perché nell’effetto
Meissner, al di 1a di una certa distan- 0
za dalla superficie superconduttiva, il

campo magnetico si annulla.

>
xV

Figura 3. Andamento del campo magnetico in funzione della
distanza x dalla superficie del superconduttore

4.2 La quantizzazione del flusso del campo magnetico

Si vuole calcolare il flusso del campo magnetico esterno che penetra all’interno di un cilindro cavo
superconduttore. A tal proposito si considerino due cilindri superconduttori concentrici che siano spessi
in confronto alla lunghezza di penetrazione di London Ay, il pit interno dei quali funge da schermo, per
fare in modo che nessuna linea del campo passi attraverso quello esterno. Lo scopo é quindi calcolare i
possibili valori del flusso

o= / B-dS (64)
s
essendo il campo magnetico diretto nella direzione ortogonale al piano x-y: B = (0,0, B).

y

Figura 4. Vista dall’alto dei due cilindri concentrici superconduttori; immagine da [1]

Il flusso penetra nel buco centrale al cilindro interno e all’interno del cilindro stesso per una profondita
dell’ordine di A\y. Per il teorema del rotore si ha

A-ds:/(VxA)«dS:d) (65)
a8 S

essendo V x A = B e dove la superficie S é ortogonale all’asse del cilindro.
Per cui, risolvendo il primo integrale, si ottiene ’espressione del potenziale vettore:

o
A(p27T’/‘ =0 — A(p = ﬁ (66)
YIS
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La corrente di schermo j, che annulla il campo magnetico al di 1a di una profonditd ~ Az, nel cilindro
interno & legata al potenziale vettore, a partire da (59), dall’espressione

nee? nee?

ijs:_m(VXA) - js:_

A (67)

Utilizzando ’equazione di continuita della corrente nel caso statico (cioé con % =0, dove p ¢ la densita
di carica elettrica volumetrica)

V-j;=0 (68)
si ottiene
. nse?
0=V-j,=-——(V-A) (69)

da cui troviamo una condizione per il potenziale vettore

V-A=0 (70)

detta gauge di London.
Per la simmetria del sistema si sceglie il potenziale vettore A = (A,, Ap, A,) = (0, Ay (r),0), che quindi
rispetta, per (66), la gauge di London

10 104, O0A.
0=V A= g A+ 5 T2

Mentre il campo magnetico al di fuori del cilindro interno é nullo, dato che é stato da esso schermato
grazie alle correnti superconduttive che scorrono al suo interno, il potenziale vettore é non nullo e, scritto

in coordinate cilindriche, é dato da
P P
A(bV((p) (72)

(71)

- 27r 2T

dato che il gradiente di una funzione f in coordinate cilindriche si scrive come

Vfi=—"F"+-"0+ "% (73)
r r z

E quindi possibile passare da un potenziale vettore nullo al potenziale (72) attraverso una trasformazione
di gauge

Qo
2

che, in meccanica quantistica, induce una trasformazione anche sulla funzione d’onda che descrive il
sistema, superconduttivo:

A —- A+Vx con x= (74)

00—l = ereey @
J

E%/wg — 67}%2€<I>(Zj q’j)wg (75)

dove in (a) la carica q & stata sostituita con il doppio della carica dell’elettrone (q=-2e) consistentemente
con la teoria BCS, presentata nel 1957. Essa lega le caratteristiche fenomenologiche della supercondutti-
vita alla formazione delle cosiddette "coppie di Cooper", stati legati di due elettroni che si comportano
come bosoni e, di conseguenza, non dovendo piu sottostare al principio di esclusione di Pauli, possono
occupare lo stesso stato quantico di particella singola, formando un condensato di Bose-Einstein, ovvero
lo stato superconduttivo.

12 & la funzione d’onda che descrive il sistema quando il flusso del campo magnetico & nullo e ¢ ; € 'angolo
polare della coppia di Cooper j-esima. Si é supposto inoltre che la funzione d’onda che descrive il sistema
superconduttivo si possa fattorizzare nel prodotto delle funzioni d’onda che descrivono le singole coppie
di elettroni che vanno a costituire la corrente elettrica superconduttiva.
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Ora, il termine esponenziale non deve cambiare valore se si sostituisce ¢; con ¢@; 4+ 27, ma cio & vero
solo se il termine che lo moltiplica ¢ un numero intero, cioé¢

i X 2e h
“h2ele;2m) TREL «— P=n -, neL (76)
e
Da cio si deduce che il flusso del campo magnetico attraverso un cilindro cavo superconduttivo risulta

essere quantizzato in unita di 4t = ®o.

—%26<I><pj

€ =€
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5 La teoria di Ginzburg-Landau

La teoria di Ginzburg-Landau ¢é stata introdotta nel 1950 come una generalizzazione della teoria dei
London che non tiene conto del fatto che:

e la densita di superfluido ns possa dipendere da fattori esterni, quali la temperatura o 'applicazione
di un campo magnetico

e in prossimita della superficie del superconduttore non & piu possibile assumere che la densita di
superfluido ny sia costante e uniforme nello spazio.

La teoria di Ginzburg-Landau pone le sue basi sulla teoria delle transizioni di fase di Landau, risalente
agli anni 30 del '900. Per descrivere le transizioni di fase, Landau introduce il cosiddetto "parametro
d’ordine", che é una qualche quantita fisica che assume il valore zero da una parte della transizione e un
valore non nullo dall’altra. Chiamato A il parametro d’ordine, il potenziale che descrive il sistema é una
funzione differenziabile F' = F(A,T) il cui minimo, ad una data temperatura T, rappresenta lo stato
d’equilibrio del sistema. A partire dall’analogia con il condensato di Bose-Einstein, Ginzburg e Landau
assumono che la parte di superfluido sia descritta da una funzione d’onda di singola particella ¥(r), la
quale deve rispettare

/d3r\\IJS(r)|2 =N, =n,V (77)

dove Ny rappresenta il numero di particelle che si trovano nello stato superconduttivo. Come parametro
d’ordine scelgono la sua ampiezza complessa, che chiamano ¥ e, essendo |¥|? o ng, si ottiene
0 T>T
= : (78)
UV(T)#0 T<T.

Nello stato superconduttivo il parametro d’ordine diventa cioé¢ non nullo. Quando la teoria di Ginzburg-
Landau é stata formulata, inizialmente non era del tutto chiaro cosa rappresentasse fisicamente ’ampiezza
complessa della funzione d’onda di superfluido, ma fu chiaro solo con l'introduzione della teoria micro-
scopica di Bardeen, Cooper e Schrieffer (teoria BCS) del 1957. 1l fisico sovietico Lev P. Gor’kov deriva
la teoria di Ginzburg-Landau a partire dalla teoria BCS, mostrando che il modulo quadro dell’ampiezza
della funzione d’onda superconduttiva rappresenta fisicamente la densita delle coppie di Cooper presenti
nel campione. Dal momento che non si conosce 'espressione esplicita del potenziale F(A = ¥, T), Lan-
dau la scrive come un’espansione di Taylor in termini del parametro d’ordine. Essendo ’ampiezza della
funzione d’onda un numero complesso e ’energia libera un numero reale, essa pud dipendere solamente
da |¥|. Inoltre, affinché sia differenziabile in ¥ = 0 puo dipende solo da sue potenze pari:

F(0) = /d37~f(\11) (79)
F) = af ¥ + LU+ O ) (50)

detta densita di energia libera. a e b sono parametri fenomenologici che, in generale, dipendono dalla
temperatura. Espandendoli attorno a T' = T, si ottiene:

(81)

a~a(lT-T,) a>0
b ~ cost

dove si suppone che « e b siano costanti attorno a T’ = T,. E’ necessario che b > 0, altrimenti ’energia
libera, avendo la forma di una parabola rovesciata, non avrebbe un minimo e quindi non sarebbe definito
lo stato d’equilibrio del sistema. Per a invece possiamo avere due casi:

e a > 0; allora f(¥) ha un solo minimo in ¥ = 0 e perciod lo stato d’equilibrio ¢ quello in cui ngy =0
e cioé¢ il sistema si comporta come un metallo normale, per il quale n = n,,.
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o a < (;
of 3
—— = 2a|V| 4 20|T|° = 2
51 = 201+ 201 =0 (52)

da due soluzioni: |¥|=0 che corrisponde ad un massimo relativo dell’energia libera e
a

v =/~ (33)

che corrisponde ad una serie di minimi.

Re[y]

Figura 5. f(¥) con a>0 Figura 6. f(¥) con a<0

Ginzburg e Landau assumono che alla temperatura T>T, a(T') sia positivo e che quindi si abbia un unico
minimo dell’energia libera in |¥|=0 corrispondente allo stato normale. Viceversa, mano a mano che la
temperatura viene ridotta diminuisce anche a(7') fino a quando (T = T.) = 0. A T = T, avviene la
transizione di fase e il sistema passa allo stato superconduttivo.

Al di sotto della temperatura critica T, il modulo del parametro d’ordine assume la forma

v =y 2= ey (8

Per poter andare oltre la teoria dei London, e quindi descrive anche sistemi non necessariamente uniformi
nello spazio, Ginzburg e Landau introducono nell’espressione dell’energia libera anche un termine che
dipende dal gradiente del parametro d’ordine, e che quindi ne considera anche le variazioni spaziali:

FIY) = [ &rlaleP + Jupt+ vep (35)

dove ¢>0, in modo tale che quando il sistema evolve verso uno stato non uniforme (cioé con V¥ = 0)
Ienergia del sistema aumenti.

Il termine tra parentesi quadre in (85) rappresenta la densita di energia libera; a,b e ¢ sono parametri
fenomenologici.

Nel caso dei superconduttori, in cui ¥ rappresenta I’ampiezza complessa della funzione d’onda dello
stato superconduttivo, il termine che dipende dal modulo quadro del gradiente di ¥ é legato all’energia
cinetica delle particelle che formano lo stato superconduttivo:

1
c|VU|? = %| — ihVY|? (86)
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dove m* ¢ la massa effettiva delle particelle che formano il condensato superconduttivo. A partire dal
funzionale (85), vogliamo applicare il principio di minima azione per trovare quale equazione differenziale
deve rispettare il parametro d’ordine W. A tal proposito si considera una variazione infinitesima del
parametro d’ordine:

U(r) = U(r) + 6U(r) (87)

e si calcola la variazione dell’azione (85) rispetto ad esso:

oF h2 K2 (a)
- = — (VU (VT) + — (V™ U U*(qW + bW |W|? U* 4+ b0 | U260 | d3r =
> /[Qm*(va (V) 4 o (VU)(VOW) + 50 (¥ + DUIE) + (0¥ + 00 |¥[)5 }dr

2 2
@ /5\1/*(— hv2\11+a\1/+b\1/|x1/|2)d3r+/<— f V2\11*+a\11*+b\11*|\11|2>6\11d3r:
2m* 2m*

2 2 *
:/5\11*(—;*VQ\I/—ka\I/—kb\Il\IlF)d?’r—k/<—2h*V2\Il+a\Il+b\Il|\If|2> SUdr (88)
m m

dove in (a) sono stati integrati per parti i primi due termini. La variazione dell’azione si annulla (g—g =0)
VoW, U™ se e solo se
h2
2m*
che é ’equazione di Schrodinger con un termine non lineare.

VAU + a¥ + 00| ¥ = 0 (89)

Si consideri un sistema superconduttivo che occupa lo spazio tridimensionale caratterizzato da x>0
separato tramite un’interfaccia in x=0 da un metallo normale nello spazio delle x negative. Assumendo
che il parametro d’ordine debba essere una funzione continua dipendente solo da x (¥ = ¥(x)), si vuole
risolvere

— 2 (2) + a¥(z) + b (2)| U (2)]2 = 0 (90)
U(z=0)=0
Si richiede inoltre che, lontano dall’interfaccia, la soluzione abbia la forma
lim W(z) = /-5 91
Jim V@) =73 oD

supponendo quindi di trovarsi ad un minimo dell’energia libera per il sistema superconduttivo, caratte-
rizzato da a<0. Come visto in (83) il minimo dell’energia si trova in corrispondenza di |¥| = \/—7% e,
scegliendo una soluzione reale, si trova (91).
Scrivendo quindi il parametro d’ordine come

() = |~ f(@) (92)

con f(x) funzione reale e continua, il sistema (90) diventa

— o [ (x) + af(x) + b( - g)f%) =0

(93)
fle=0)=0

— i (@) + f(z) = f2 (@) =0

e o8
Una soluzione che soddisfa (94) &
f(z) = tanh W(T) (95)
B2

&) = “omra(T) (96)

&(T) é un parametro fisico che caratterizza i superconduttori, detto lunghezza di coerenza.
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Ha le dimensioni di una lunghezza e indi-
ca la scala di distanza dalla superficie del
superconduttore, rappresentata dall’interfac-
cia x=0, al di 1a& della quale il parametro
d’ordine torna ad assumere il valore costante
U = \/—7% . La lunghezza di coerenza entra
in gioco ogni volta che si ha a che fare con su-
perconduttori non omogenei, ad esempio se si
é in presenza di interfacce che dividono ma-
teriali diversi o di vortici (si veda paragrafo , R

5.2). 0 3 X

Figura 7. andamento del parametro d’ordine in fun-
zione della distanza x dalla superficie del
superconduttore

5.1 La teoria di Ginzburg-Landau in presenza di un campo magnetico

Nel caso di un sistema superconduttivo la trattazione del problema deve tenere conto del fatto che
le particelle cariche che costituiscono le correnti superconduttive interagiscono con il campo magnetico.
Interpretando, come dimostrato da Gor’kov, il parametro d’ordine ¥ come la funzione d’onda che descrive
il moto del centro di massa delle coppie di Cooper di elettroni, si applica la trasformazione minimale
della meccanica quantistica

?V—> %V—qA: ?V—FQ@A (97)

dove si é posto g = —2e che ¢ la carica trasportata da una coppia di Cooper. Nell’espressione della densita

di energia libera € poi necessario includere un termine che tenga conto dell’energia immagazzinata nel
2
campo magnetico in ogni punto dello spazio: (%(Trg)- L’energia libera totale dovuta al superconduttore

e al campo magnetico é dunque:

2 2
B
+a|q/|2+g\qf|4+ﬂ d>r (98)

Fs(T)ZFn(T)+/ [%’(?VjLQ@A)\I’ 2410

dove F,(T) rappresenta 'energia libera della fase normale. Calcolando la variazione di (98) rispetto al
parametro d’ordine ¥ si ottiene la corrispondente equazione di Schrodinger non lineare, analoga a (89),
cui € associata una nuova lunghezza di coerenza:

S (V—i—;QeA) W(r) + (a -+ BIU2)W(r) = 0 (99)

Per calcolare la supercorrente che scorre all’interno del superconduttore in presenza del campo magnetico
B(r) si calcola la variazione del funzionale di energia libera (98) rispetto al potenziale vettore:

* 2
oF _ d3r< 2 ([hv\p] A [h.v\lfDMH(;e)* TTA - SA+
(3 1 m

oA om
+ i(v X A) - (V x 6A)> @ (100)
“"/df‘ ( ‘ ([ v\p} w+w*{?va&A+( SRV
+M[5A~(V><V><A)—V-((V><A)><6A)}>2 (101)
(b)/d3 (m (VU0 \D*(V\IJ))&A+( ) gpa . 5A+(V><B)6A> (102)
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essendo B = (V x A). In (a) si & usata l'espressione della divergenza di un rotore:
C-(VxD)=D-(VxC)—V-(CxD)

e in (b) il fatto che, per il teorema di Stokes,

/ d*rV - ((V x A) x §A) = / d¥ - ((Vx A) x 6A) =0 (103)
\%4 ov=x

perché si impone la condizione al contorno per cui i campi, all’infinito, si annullano:

lim A(r) =0 (104)

r—00

La variazione dell’azione si annulla (gi = 0) VoA se e solo se

ieh (2¢)? 1
— (VI — (VU UI“A + — B) = 105
VY (V) + S EPA (VX B) =0 (105)
Dalla legge di Ampere-Maxwell
V x B = poj (106)

si ottiene I’espressione della supercorrente che scorre nel superconduttore:

i = i(v «B) = (107)
_ _%((vw*)m — (V) — (fnef A (108)

Se il parametro d’ordine ¢ uniforme nello spazio, cio¢ se V¥ = VU* = 0, I'espressione della densita di
supercorrente deve coincidere con quella ricavata con la teoria dei London (67):

2 2
(20)° g2 = s (109)
m

m*
La massa m™ ¢ la massa di una coppia di Cooper, percid corrisponde al doppio della massa effettiva
dell’elettrone: m* = 2m. Infine, la densita di superfluido ¢

m (2¢)* 2 2
ns =55 ||* = 2|P| (110)
ed é intrinsecamente legata al modulo quadro del parametro d’ordine, ovvero al modulo quadro della
funzione d’onda che descrive lo stato superconduttivo, e percio le proprieta specifiche di quel particolare
sistema fisico dipendono da essa.
A partire dall’espressione della lunghezza di penetrazione di London (61) si ricava la lunghezza di
penetrazione del campo magnetico

m m (a) m
= = = 111
/14071562 \//1,02|\I/2€2 < a> 2 ( )
o2\ — 3 Je

dove in (a) si & supposto di trovarsi all’interno del campione superconduttivo, a grande distanza dalle
sue pareti, dove || = —¢.

11 sistema di equazioni dato da (99) e (105) permette di descrivere completamente il comportamento del
sistema superconduttivo quando immerso in un campo magnetico esterno. Esso non ha una soluzione
analitica, ma é possibile ottenerla solo a livello computazionale. Percio, di seguito, si usa come appros-
simazione della lunghezza di coerenza che caratterizza il sistema quella ricavata in assenza di campo

magnetico in (96).

24



5.2 Classificazione dei superconduttori

Le due scale di lunghezza caratteristiche dei superconduttori sono percio:
e la lunghezza di coerenza

h2 | w2
&1 = \/ ama(l —T)| “\ 4ma(T. = T) (112)

e la lunghezza di penetrazione del campo magnetico

A0 = \ st 1

Entrambe percio divergono quando T" — T7. La divergenza della lunghezza di coerenza indica che il
parametro d’ordine non raggiunge mai il valore costante ¥ = H , mentre la divergenza della lunghezza
di penetrazione indica che il campo magnetico penetra completamente e non si annulla mai. Si sta cioé
descrivendo il caso in cui il metallo si trova nel suo stato normale.

Il parametro adimensionale
T 2
M) _m [2b (114)
§(T)  hel po

¢ indipendente dalla temperatura ed ¢é utilizzato per classificare i superconduttori, sulla base del loro com-
portamento quando immersi in un campo magnetico esterno, in due grandi categorie: i superconduttori
di tipo I e quelli di tipo II.

Per descrivere il potenziale di un superconduttore immerso in un campo magnetico si utilizza I’energia

libera di Gibbs:

K

G:F—/d3rH-B (115)

dove H indica il campo magnetico in assenza di materia mentre B é il campo magnetico in presenza di
materia. I due solo legati dalla relazione

B = 11o(H + M) (116)

essendo M il momento di dipolo magnetico per unita di volume posseduto dal materiale.
Per la legge di Maxwell V x B = pgj si ha che

v x H :jesta v x M :jint (117)

dove j.,; € la corrente indotta dal campo magnetico applicato esternamente H, mentre j;,,, € la corrente
interna di schermo presente per mantenere il campo B nullo all’interno del campione superconduttivo,
come richiesto dall’effetto Meissner (si veda il paragrafo 3.2). La corrente interna produce cioé un campo
magnetico uguale ed opposto a quello prodotto esternamente (H = —M).

Si consideri un sistema fisico costituito da un muro di dominio in x=0 che separa uno stato conduttivo
normale nello spazio x<0 da uno superconduttivo nello spazio x>0. Nello stato normale il parametro
d’ordine é tale per cui |¥|=0 e il campo magnetico ¢ libero di penetrare nel campione, ovvero B = poH;
la densita di energia libera di Gibbs risulta percio:

1 1
gn = fn — poH? = ~poH? — poH? = — =g H* (118)
o 2 2

Nello stato superconduttivo, invece, il parametro d’ordine ¢é tale per cui |¥| = /—2% e il campo magnetico
¢ nullo per effetto Maissner (si veda il paragrafo 3.2); la corrispondente densita di energia libera di Gibbs

e:
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b, 4 a B a? a?

6| = fomauP syt =a-D+ 25 = -5 (119)
lpo ° 2 b’ 2t 20

Il sistema diventa superconduttivo se, passando dallo stato normale a quello superconduttivo la sua

energia diminuisce, e cioé se

a2 poH? a2
s — On = —— <0— H*>< — 120
LT ob (120)
Se H > H,. campo critico
a(T))?
(1) = /D) (121)

allora non avviene la transizione di fase allo stato superconduttivo.

Si analizza la differenza tra i superconduttori di tipo I e II a partire dal calcolo dell’energia per unita
d’area del muro di dominio. Si impone che il parametro d’ordine dipenda solo da x e che siano rispettate
le condizioni al contorno

_a —
U(z) = { b T Ao (122)
0 T — —00
Per il campo magnetico si ha invece
0 —
B(z) = { T oo (123)
H. z— —

Si nota che la densita di energia libera all’interno del superconduttore, lontano dal muro di dominio,
eguaglia quella all’interno del conduttore:

a? _ foHZ
2 2

La densita di energia libera dovuta alla presenza del muro si ottiene percio togliendo questo contributo:

gs(x = +o0) = = gn(z — —0) (124)

o) = .0) - (- 1205 (125)

Integrando quest’espressione lungo x si ottiene I'energia per unita d’area del muro di dominio ~:

v= [ oo + 28] < [ aal ) - By 2] 2

oo 2 —o0

400 2 “+oo 2 2
(a) / { 9 b 1 h o B(z) o H?Z
= dx |alP|* + - |T|* + —— 4 2eA(x) |¥| | + dx — B(x)H. + —=
o 2 2m* |\ i Ox oo 240 2
O oz dng e = (ol R e

dove in (a) si ¢ usata per f, l'espressione riportata in (98) operando le sostituzioni
a

Inoltre moltiplicando 'espressione (99) per ¥* e integrandola lungo x

/ :° dz [27}” (” " QeA(x))\Il

i Oz
si spiega 'uguaglianza (b).

2
+alU2 +0)T*| =0 (126)
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Percio, ’energia libera per unita d’area é :

oo oo (&

+o0 2 2 ptoo 2
_ b u, (woHe — B(z)) _HOHC/ 2 b 4 B(z) _
7_/_ dx[ QI+ 2110 = ) e\ Ty )W) |
——

— 2b
=

<t [ ol (- ) ]2 () - ]
7 - p (W( )

I

— 00

Superconduttori di tipo I

I superconduttori di tipo I sono caratterizzati da K < %’ si ha cioé che £ > A. In prossimita del muro
di dominio ¢’¢ una regione larga £ — X in cui B(x)~0 e ¥(z) # ¥(x — +00). L’integrale nell’espressione
dell’energia libera per unita d’area risulta percio positivo (y>0): in presenza di muri di dominio il sistema
aumenta cioé la sua energia. Di conseguenza, per mantenersi in una situazione di equilibrio, ovvero in
una situazione di minima energia, il sistema tende a minimizzare I’area dei muri di dominio.

Bo) o =h . ~E-A N
_______ E L B | »
o)
\
%
\
\
\
A
\
N
\
- )
< #
~E

Figura 8. Andamento del campo magnetico e del parametro d’ordine in funzione della
distanza x dal muro di dominio per un superconduttore di tipo I;
figura modificata da [1]

Superconduttori di tipo II

I'superconduttori di tipo II sono viceversa caratterizzati da IC > %, ovvero A > £. In prossimita del muro
di dominio ¢’¢ una regione di larghezza A\—¢ in cui ¥(z) ~ ¥(z — +00) e in cui il campo magnetico non &
stato completamente espulso (B(z) # 0). L’integrale nell’espressione dell’energia libera per unita d’area
¢ negativo (y < 0): in presenza di muri di dominio il sistema diminuisce la sua energia. Di conseguenza
il sistema tende a massimizzare I’area dei muri di dominio e questo effetto viene controbilanciato da un
secondo, la quantizzazione del flusso del campo magnetico.
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Figura 9. Andamento del campo magnetico e del parametro d’ordine in funzione della

distanza x dal muro di dominio per un superconduttore di tipo II;
figura modificata da [1]

5.3 Il quanto del flusso del campo magnetico

11 flusso del campo magnetico attraverso un anello di area S e bordo 95 all’interno di un superconduttore

&

@:/dS-B:/dS-(VxA)@f ds- A
S S oS

dove in (a) si ¢ usato il teorema di Stokes.

E’ possibile ricavare I’espressione per il potenziale vettore A da (108):
B m* w*  ieh (

T RoZP T e v

VU — U (V)]

e inserendola in (127) si ha

m . ih . .
v ]gs o < " et T aeup VY Y (Wﬂ)

Ponendo m* = 2m, |¥|? = % (da (110)) e scrivendo esplicitamente la funzione d’onda come

U = |P[ei® e U* = |¥le~i? si ottiene

b f o (- (T T
- a8 (26)2%‘13 4e U -

PN
—iVé iV
:j{ ds- [ — 2 _@(_in@ (@
95 e2ng"®  de
a h
WM E dsv,— L ¢ ds-Vo
e Jos 2e Jos

dove in (a) si é utilizzata la definizione di velocita di superfluido

Js
eng

Ve = —

(127)

(128)

(129)

(130)

(131)

(132)

(133)

Integrando lungo un percorso chiuso il gradiente della fase della funzione d’onda, affinché essa sia una

funzione continua, deve restituirmi un multiplo intero di 27:

j{ ds-V¢=—-2mn, neZ
a8
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dove il segno meno ¢ una mera convenzione.
Si definisce il flussoide

h h
O =0-""¢ ds-v,= 21 = —n = nd, (135)
e Jas 2e 2e

che risulta essere quantizzato. All’interno di un superconduttore, per effetto Meissner, il campo magnetico
si annulla, cosi come la corrente superconduttiva (essendo j, = ﬁ(v x B) per la legge di Ampere-

Maxwell); il flussoide va quindi a coincidere con il flusso @ del campo magnetico, che risulta essere un
multiplo intero di ®g, come ricavato con la teoria London (4.2).

h

Py = —
07 2

(136)

é il quanto del flusso del campo magnetico, cioé la pitl piccola quantita di flussoide che pud penetrare
all’interno di un campione superconduttivo.
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6 Conclusione: i vortici quantizzati

In 5.3 é stato dimostrato che la pit piccola quantita di flussoide che puo attraversare un superconduttore
di tipo II & &y = 2—he e cid avviene sotto forma di un vortice. Un vortice quantizzato rappresenta una
regione del materiale superconduttivo in cui il flusso del campo magnetico che attraversa la superficie
di un percorso circolare chiuso attorno al core, attraverso il quale il campo magnetico riesce a penetrare
completamente, é quantizzato.

Si supponga di avere un campo magnetico B=BZ diretto lungo ’asse z. Nelle coordinate cilindriche

(p, @, z), imponendo le condizioni al contorno

T(p—0)=0
W(p = o0)[ = /=5 (137)
B(p— ) =0

si vuole risolvere il sistema dato dall’equazione di Schordinger non lineare (99) e dalla legge di Ampere-
Maxwell (108):

2
—2'}:* (V + ,22@A> U+ (a+b¥?)¥ =0
jo = —EL((VE)E - U (V) - B [UPA

m*

(138)

con m*=2m. Al centro del vortice, detto core, la fase della funzione d’onda superconduttiva ¢ indefi-
nita: affinché ¥ sia una funzione continua, essa deve assumere valore nullo, come imposto dalla prima
condizione al contorno.

Il sistema (138) non puo essere risolto analiticamente a causa del termine non lineare b|¥|*V.

Si rappresenta la soluzione sotto forma grafica riportata in [1]:

j ~A R |y@®)|
/// \\\
B(I‘)/// \\\
I - e .
~&

Figura 10. Andamento del modulo del parametro d’ordine e del campo magnetico al
variare della distanza x dal core del vortice; figura modificata da [1]

Come si puod notare in Figura 10, nel core del vortice, in x=0, il campo magnetico riesce a penetrare
il superconduttore ed infatti il parametro d’ordine si annulla: il core rappresenta lo stato normale del
sistema.

I vortici quantizzati rappresentano dei difetti nella materia ordinaria; sono infatti osservati solamente
nei superconduttori di tipo II, i quali tendono ad aumentare le aree dei muri di dominio tra lo stato
normale e quello superconduttivo, e quindi a formare difetti nel materiale. Si ha quindi una coesistenza,
all’interno dello stesso materiale, delle sue fasi normale e superconduttiva. I vortici quantizzati sono
stati osservati sperimentalmente nei superconduttori di tipo II immersi in un campo magnetico esterno.
Il primo vortice riesce ad entrare nel campione quando ’energia libera del superconduttore senza vortici
eguaglia quella in presenza di un singolo vortice ed avviene al cosiddetto "campo critico inferiore".
All’aumentare dell’intensitd del campo aumenta anche la densita dei vortici quantizzati, fino a quando
la fase superconduttiva svanisce e il materiale si comporta come un normale conduttore. Cid avviene al
cosiddetto "campo critico superiore".
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Si riporta in figura 11 la struttura a vortici riscontrata in un cristallo di diboruro di magnesio MgBs, grazie
alla "Bitter decoration", una tecnica che permette di osservare i singoli vortici quantizzati. Essa richiede
che il cristallo sia puro e consiste nello spargere della polvere di ferro sulla superficie del superconduttore
che, essendo un materiale ferromagnetico, si deposita nei punti dove il flusso del campo magnetico ¢é
maggiore, cioé dove si trovano i vortici. Come riportato in [8], per questo esperimento, il diametro di un
singolo vortice @ risultato essere pari a d = (0.77 £ 0.2)um.

Figura 11. Struttura a vortici in un cristallo di MgBs;
immagine da [8]
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