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Ció che si suppone di un uomo di scienza é che egli possieda una cono-
scenza completa e approfondita, di prima mano, di alcuni argomenti; ci si
aspetta quindi che egli non scriva di argomenti in cui non é maestro. Se
ne fa una questione di noblesse oblige. (...) [Peró] Noi abbiamo ereditato
dai nostri antenati l'acuto desiderio di una conoscenza uni�cata, che com-
prenda tutto lo scibile.(...) Fin dall'antichitá, e per molti secoli, l'aspetto di
universalitá é stato il solo a cui si é dato pieno credito. Ma il progredire,
sia in larghezza che in profonditá, dei molteplici rami della conoscenza (...)
ci ha messi di fronte ad uno strano dilemma. Noi percepiamo chiaramente
che soltanto ora incominciamo a raccogliere materiale attendibile per salda-
re insieme, in un unico complesso, la somma di tutte le nostre conoscenze;
ma, d'altro lato, é diventato quasi impossibile per una sola mente il domi-
nare piú di un piccolo settore specializzato di tutto ció. Io non so vedere
altra via di uscita da questo dilemma (a meno di non rinunciare per sem-
pre al nostro scopo) all'infuori di quella che qualcuno di noi si avventuri a
tentare una sintesi di fatti e teorie, pur con una conoscenza di seconda ma-
no e incompleta di alcune di esse, e correre il rischio di farsi rider dietro.

Erwin Schrödinger, �Che cos'é la Vita?�.
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Introduzione

L'interesse nella �sica del laureando é costituito da due componenti: una di
pura curiositá ed una di utilitá verso la collettivitá . Come si puó intendere
é estremamente di�cile conciliare questi due aspetti. Nel settore denominato,
indicativamente, dei sistemi complessi queste due caratteristiche possono es-
sere unite. Il tentativo di studiare fenomeni mai prima ritenuti �sici come le
comunit á ecologiche, il metabolismo animale, la formazione di pattern naturali
o le geometrie degli stormi di uccelli é uno dei piú grandi esempi del con�ne a
cui si spinge la curiositá dello scienziato. Lo studio �sico della vita macrosco-
pica é un campo in cui é viva l'eccitazione di potersi porre delle domande mai
pensate prima, la cui risposta spesso non é propria di un singolo individuo ma
�glia di una compenetrazione di ambiti e di persone. Accanto a questa dimen-
sione di domande fondamentali si trova una utilitá in potenza di questi studi.
Comprendere come si formano le comunitá ecologiche é fondamentale per sal-
vagaurdare esse e l'ambiente. La radice di questo approccio �sico alla biologia
nasce in diverse �gure come Schördinger,Per Bak, e Prigogine([19], [18]). Dei
molti aspetti della biologia e dell'ecologia indagati dalla �sica si é scelto la
modellizzazione degli alberi, in particolare del loro sistema cardiovascolare e
xilematico. L'interesse nella modellizzazione di questo ambito nasce nell'arti-
colo del'99 di West, Brown ed Enquist(WBE)[5] in cui si propone un modello
del sistema cardiovascolare vegetale basato sui frattali e la rami�cazione gerar-
chica. Seppure dimostratosi errato questo modello ha dato il via all'indagine
�sico matematica di questo argomento. Al contrario di WBE che pongono la
dimensione frattale come principio cardine del modello noi dimostreremo in-
vece la conseguenza delle nostre leggi dal principio di ottimizzazione. Ovvero
un organismo, o un insieme di organismi, tende all'ottimizzazione dell'utilizzo
delle risorse energetiche o di un particolare processo. Questo inoltre rappre-
senta un principio evolutivo: un individuo sopravvive se minimizza lo spreco di
energie. Si esporranno al lettore i modelli �sici di un albero dal macroscopico al
microscopico, illustrando le caratteristiche di questo approccio con strumenti
della �sica teorica.

Il primo capitolo illustra la dimostrazione universale della legge di Kleiber
che regola il metabolismo dell'albero proposta da Banavar, Maritan et al [1].
Il secondo capitolo presenta il modello di foresta proposto da Simini, Maritan
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et al [4]. Al terzo capitolo é dedicata gran parte della tesi e costituisce il picco-
lo contributo personale del laureando.In questa parte la lente d'ingrandimento
scenderá ad esplorare una parte microscopica dell'albero,i dotti xilematici. Co-
me nei precedenti capitoli si utilizzerá un principio di ottimizzazione, ovvero il
principio variazionale lagrangiano , per ricavare una legge universale che spie-
ghi la forma universale dei dotti xilematici. Si procederá, in�ne, ad una breve
veri�ca della teoria attraverso l'analisi numerica. Quest'ultima parte é stata
seguita dal dott. Alberto Lovison del Dipartimento di Matematica.
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Capitolo 1

Legge di Kleiber e Metabolismo

L'evoluzione e la selezione naturale determinano la sopravvivenza in natura
degli esemplari capaci di sfruttare in maniera ottimale le proprie risorse. E'
possibile considerare, dal punto di vista energetico, un animale od una pianta
come un motore che utilizza energia in entrata per a�ettuare una lavoro disper-
dendo calore di scarto. Possiamo assumere che evolutivamente un individuo
ha maggiori probabilitá di sopravvivenza se minimizza lo scarto di energia tra
quella assorbita e quella spesa. Il meccanismo che trasporta energia entrante
in un corpo é detto metabolismo .

La legge fondamentale ed universale che regola il metabolismo vegetale ed
animale, dai batteri �no ai grandi cetacei, é detta legge di Kleiber. Negli anni
'30 il biologo svizzero Max Kleiber indagó il meccanismo regolatore del me-
tabolismo animale e vegetale, e propose, ricavandola sperimentalmente questa
semplice legge di potenza:

B ∼ m3/4

dove B é il fattore metabolicocioé l'energia consumata dall'organismo, ed m
la massa del corpo animale o vegetale. Nella precendente equazione mancano
i fattori che rendono l'equazione dimensionalmente corretta (questo é il signi-
�cato del simbolo ∼ in quanto segue). Questi fattori dipendono dalla specie e
non ci si aspetta che siano universali. La legge é stata ampliamente veri�cata
a livello sperimentale, ma una giusti�cazione �sica e matematica universale é
stata formulata solo recentemente .Il metabolismo B é proporzionale alla su-
per�cie del corpo attraverso cui viene dissipato il calore S. Considerando un
corpo di lunghezza h si ha:

B ∼ S, S ∼ h2 ∼ V 2/3 ∼ m2/3 ⇒ B ∼ m2/3

Dunque le caratteristiche del metabolismo devono comprendere altre relazioni
oltre al rapporto con la super�cie. Nel '99 il �sico West insieme a biologi En-
quist e Brown proposeun modello matematico del sistema vascolare vegetale
ed animale in grado di dimostrare la legge di Kleiber. Secondo gli autori il
meccanismo fondamentale che determina la legge di Kleiber é la presenza nel-
l'organismo di network di trasporto di nutrienti frattali e gerarchici. Queste
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assunzione, insieme ad errori puramente matematici, risultarono errati. Infatti
sperimentalmente e teoricamente é chiaro che la maggior parte dei mammiferi
seguono la legge di Kleiber pur non avendo network frattali[3] Ispirati da questo
articolo Banavar, Maritan et al. Proposero un modello alternativo. La legge
di Kleiber é dimostrabile attraverso un semplice teorema di ottimizzazione del
trasporto, prescindendo dalla geometria del modello. Dunque non é necces-
sario che il network sia frattale ma semplicemente ottimale. La spiegazione
completa del fenomeno, includendo la di�erenziazzione tra animali e vegetali
e ragioni evoutive, é contenuta nell'articolo Form, Function and evolution of
Living organisms di Banavar, Maritan et al.[1]. Questa �loso�a del principio
di massimizzazione dell'e�cienza dei processi biologici é un modus operandi
che seguono tutti i modelli presentati in questa tesi, e che riesce ad esplicitare
ragioni profonde di fenomeni macroscopici nella biologia e nell'ecologia.

Passiamo ora ad una derivazione euristica della legge di Kleiber per un or-
ganismo generico, pianta o animale. Consideriamo un organismo di dimensioni
lineari h, massa M , e tasso metabolico B. Il volume é quindi V ∝ h3. Sia
ε l'energia caratteristica di un metabolite, τ un intervallo di tempo �ssato e
` la dimensione lineare della regione dove il metabolite viene consumato du-
rante l'intervallo di tempo τ . Il numero di metaboliti utilizzati dall'organismo
nell'intervallo di tempo τ é

N = Bτ/ε . (1.1)

Questo numero é anche dato da

N = V/`3 . (1.2)

da cui ricaviamo che
` = (εV/(Bτ))1/3 . (1.3)

La dissipazione di energia da parte di un organismo avviene attraverso la su-
per�cie, cioé B = JS dove S é la super�cie dell'organismo e J il �usso di
energia che é dato da J = ρεv dove ρε é la densitá di energia (indipenden-
te dalla massa dell'organismo come indicano le osservazioni) e v é la velocitá
(media) dei metaboliti. La velocitá a cui si muovono i metaboliti puó essere
stimata come `/τ cioé un metabolite si muove di una distanza `, la dimensione
lineare della regione dove viene consumato, nel tempo τ . Otteniamo cosí

B = JS = ρεvS = ρε/τ(εV/(Bτ))1/3S ∼ S(V/B)1/3 , (1.4)

che implica
B ∼ V 1/4S3/4 . (1.5)

Veniamo ora ai due casi noti, piante e animali. Nel caso delle piante la dissi-
pazione avviene attraverso le foglie che evaporano l'acqua. La densitá di foglie
risulta costante nella chioma che a sua volta ha un volume proporzionale a
V ∝ h3. Quindi la super�cie fogliare é proporzionale al �numero delle foglie�
volte la super�cie di una foglia. Se quest'ultima non dipende dalle dimen-
sione della pianta abbiamo che S ∝ numero di foglie ∝ V che inserito nella
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precedente equazione ci dá

B ∼ V per le piante . (1.6)

Dobbiamo ora determinare la massa di una pianta dalle quantitá precedenti.
Quello che determineremo é la massa d'acqua contenuta in una pianta. Se
S é la super�cie fogliare e ogni foglia é servita da un fascio di tubicini, gli
xilemi (si veda piú avanti per la de�nizione di xilema) e la super�cie di base
dei tubicini é s allora il volume d'acqua contenuta in un tubicino é hs dove
abbiamo considerato che la lunghezza caratteristica é h. Se sommiamo su tutti
i tubicini otteniamo che il volume d'acqua totale é hs volte il totale numero
di tubicini. Questo numero volte s da la super�cie di base di tutti i tubicini
che é proprio la super�cie fogliare da cui evapora l'acqua. Il volume d'acqua,
e quindi anche la massa d'acqua é cosí proporzionale a Sh, cioé

M ∼ h4 ∼ V 4/3 ∼ B4/3 per le piante , (1.7)

da cui la legge di Kleiber.

Figura 1.1: Da [1].La �gura mostra l'andamento teorico dell tasso metabolico
in funzione della massa sovrapposto ai dati sperimentali per vari organismi
vegetali.

L'argomento prevede che la velocitá caratteristica dei metaboliti

v = `/τ ∼ costante per le piante . (1.8)

Se r é il raggio della base del tronco della pianta il �usso d'aqua totale attra-
verso il tronco é proporzionale (la velocitá dell'acqua essendo costante) a r2.
Quindi B ∼ r2 che implica

r ∼ B1/2 ∼M3/8 ∼ h3/2 per le piante . (1.9)
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Notiamo che lo scaling dato dall'eq.(1.7) sembra assurdo. Infatti in un volume
h3 la massa é data da M = ρh3 dove ρ é la densitá media di massa della
pianta. Perció prevediamo che la densitá media aumenta come l'altezza, h,
della pianta. In altre parole al crescere della pianta i rami riempiono sempre
piú il volume occupato dalla pianta �nché per la pianta non é piú conveniente
crescere perché il volume a disposizione per le foglie deve essere ceduto in per-
centuale crescente al legno dei rami. Questo pone un limite alla crescita. Tale
limite é di�cile da valutare e probabilmente é superiore al limite imposto ad
altri vincoli �siologici che fermano la crescita molto prima.
Per gli animali invece la densitá é uniforme quindi M ∝ V e vale la proporzio-
nalitá geometrica

S ∝ h2 ∝ V 2/3 per gli animali , (1.10)

che inserita in (1.5) porge:
B ∼M3/4. (1.11)

Figura 1.2: Da [6].La �gura mostra il gra�co dell tasso metabolico in funzio-
ne della massa. Si nota come gli animali rispettino a diverse scale la legge
di Kleiber: dagli organismi unicellulari agli elefanti. Le rette rosse, blu e
verdi rappresentano l'andamento della legge di Kleiber. La line tratteggiata
rappresenta un'estensione lineare della legge per animali di massa inferiore al
toporagno ed interseca la retta rossa nei dati riguardanti cellule in vitro
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Capitolo 2

Modello di una foresta: un

esempio di �nite size scaling

Consideriamo le seguenti ipotesi per costruire il modello matematico di una
foresta:

1§ La foresta é in uno stato di equilibrio stazionario
2§ La di�erenza tra specie di alberi é trascurabile
3§ Si postula la legge di scala tra l'altezza dell'albero e il raggio della corona
di fogliame rcro ∼ hHconH ∈ [0; 1].Con H = 1 si ha un albero di forma iso-
metrica, altrimenti risulta che un albero alto sia piú esteso di uno con altezza
minore.
4§ Ogni albero massimizza il suo parametro metabolico B. Esso é proporzio-
nale al volume della corona di foglie, B ∼ h1+2H

5§ La foresta massimizza l'energia utilizzata: le foglie riempiono tutto il volu-
me della foresta, dove esso é proporzionale all'area della foresta A e all'altezza
massima hc.
6§Scaling: si postula che la legge di probabilitá per alberi con altezza tra h e
h+ dh:

ph (h|hc) dh = h−αfh(h/hc)dh (2.1)

Dove α ∈ <, fh(h/hc) é dettafunzione di scaling e si postula tendere ad una
costante quando h <<< hc e tenda a 0 per h ≥ hc. Questa ultima ipotesi
permette al modello di comprendere la limitatezza delle risorse ecologiche a
disposizione: infatti hc é determinata proprio da questo fattore e la funzione di
scaling annulla la probabilitá che esistano alberi con altezza maggiore di questa.
Assumiamo inoltre che ph(h) sia diversa da zero per h ∈ [h0;hc]conh0 <<< hc.
Per ottenere i parametri di scala del modello si utilizziamo due principi di
massimizzazione del metabolismo: uno per il singolo albero, ed uno per l'intera
foresta. Dall'ipotesi 4 si deduce cheH = 1. Dunque possiamo applicare tutte le
relazioni ricavate nel capitolo precedente. Consideriamo ora lo stesso principio
per l'intera foresta. Usando l'ipotesi 5§ e 6§ possiamo scrivere l'energia totale
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utilizzata �no ad altezza h con entrambi i membri della seguente equazione:

Ahc = A

∫
h0

hcdhph(h)h1+2H (2.2)

Dove l'integrando rappresenta sia il tasso metabolico degli alberi nel range di
altezza che il loro volume. Se ph(h) é una funzione continua l'eq. (2.2) implica
che:

ph(h)
H=1∝ h−3Θ(1− h/hc), h > h0 (2.3)

Ricordando la relazione (1.9) possiamo dedurre la distribuzione di r con un
cambio di variabile ph(h)dh = pr(r)dr:

pr(r) ∝ r−7/3Θ(1− r/rc) (2.4)

Usando l'hp §6 possiamo poi sostituire alle funzioni Θ(1−x/xc) la piú generale
funzione di scaling fx(x/xc).
Da osservazioni la distribuzione di probabilitá per le h e r della foresta assume
la forma di una legge di potenza in un range limitato. Per stimare questo
range é necessario introdurre una nuova variabile , il range di in�uenza ri. Esso
rappresenta la distanza tra un albero e il piú vicino con diametro maggiore.
Gli alberi competono tra di loro per aver maggiore esposizione alla luce, quindi
rappresenta anche la distanza dal competitore piú vicino.La PDF del range
data l'altezza critica é prevista essere:

pri(ri|hc) = ri
−3fri(ri/hc

H) (2.5)

ottenuta da (2.3) cambiando variabile grazie alla relazione ri ∼ rcro ∼ h dovuta
alla competizione per lo spazio disponibile. Per veri�care che avvengono i
collassi di curve tipici dei fenomeni critici in meccanica statistica introduciamo
la probabilitá condizionata, P (ri|r), che data una pianta di diametro r, il
competitore piú vicino sia a distanza ri. Assumeremo che valga lo scaling

P (ri|r) =
1

ri
F
( ri

r2/3

)
. (2.6)

Se si gra�ca riP (ri|r) versus ri/r2/3 invece di trovare una curva distinta per
ogni valore di r si trova un'unica curva, cioé le diverse curve collassano l'una
sull'altra. Si nota che il collasso é ottimo per gli alberi con diametri tra i
2.4− 31.8cm che quindi l'ipotesi di scaling é compatibile con i dati. Cf. [4]).
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Figura 2.1: Da [4]Nel riquadro A il plot di tutti dati Pri(ri|r)vsri. Si notano
le varie curve corrispondenti ai vari alberi. Nel riquadro grande si nota che
riscalando ri dividendolo per r2/3 i plots, come prevIsto, collassano su di una
unica curva.Si sono divisi i dati dei diametri in bins di1cm, e su ognuno é stata
calcolata da probabilitá cumulativa.I Dati dell'articolo sono stati forniti dal
Center for Tropical Forest Science e riguardano la Barro Colorado Forest.
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Capitolo 3

Il modello tree architecture

3.1 Il sistema xilematico degli alberi

In termodinamica statistica si de�nisce potenziale chimico

µ =
∂A

∂n
.

Esso rappresenta la variazione di Energia libera di Helmotz su variazione di
numero di moli, a T e P costanti, se al sistema �sico omogeneo viene aggiunta
una quantitá in�nitesima di sostanza δn mantenendolo nelle stesse condizio-
ni.Se consideriamo una soluzione acquosa l'aggiunta di soluti abbassa il po-
tenziale chimico. Da questo concetto si de�nisce il potenziale idrico come la
variazione di pot. chimico dell'acqua rispetto ad un valore di riferimento su
unitá di volume

Ψ =
µW − µ0

V
.

Considerando il sistema suolo-pianta-atmosfera l'acqua si muove lungo un gra-
diente di potenziale idrico negativo dal terreno alla pianta e da essa all'at-
mosfera. Il principio �sico fondamentale che permette la risalita dell'acqua é
detto meccanismo di adesione-coesione-tensione[13]. La coesione é la proprietá
�sica di attrazione elettrostatica tra particelle della stessa sostanza pura; essa
si oppone alle forze che tendono a separarle. L'acqua grazie allo coesione puó
formare le gocce. L'adesione é l'insieme delle proprietá chimico -�siche che si
producono nell'attrazione di mlecole di materiale diverso poste a contatto.
L'acqua passa dal suolo alle radici, e dalle radici attraverso i condotti xilema-
tici viene portata alla foglie. I condotti xilematici sono collocati nella parte
periferica e chiara del tronco detta alburno. Essi sono prodotti da elementi di
cellule morte, prive di citoplasma, ligni�cate che si giustappongono l'uno l'al-
tro formando dei tubicini a sezione cilindrica con il raggio decrescente rispetto
alla distanza dal suolo. Alla base della pianta il loro raggio é massimo, mentre
all'apice minimo (questo fenomeno é detto tapering). Il diametro puó variare
tra i 20 e 500µm a seconda della specie, la lunghezza da pochi cm ai m di al-
tezza dell'intero fusto. I vasi non si dispongono parallelamente l'un l'altro , ma
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incorrono in deviazioni dall'asse principale, formando reti vascolari complesse
ma e�cienti. Ad ogni foglia corrsipondono uno o piú condotti. L'acqua passa
dalle radici ai dotti xilematici poiché questi iniettando soluti nell'acqua ne ab-
bassano il potenziale.Grazie al meccanismo adesione-coesione-tensione quando
l'acqua evapora nelle foglie per la traspirazione si forma una tensione, e l'acqua
nei condotti viene risucchiata verso l'alto. Evolutivamente le piante vascolari
hanno dovuto bilanciare l'esigenza di espandersi verso l'alto, per avere maggior
esposizione luminosa possibile, a quella di mantenere al minimo i costi di pro-
duzione e mantenimento della struttura di sostegno. In particolare le piante
hanno sviluppato un sistema vascolare e�ciente per il trasporto delle sostanze
sotto vincoli meccanici e idraulici. Recenti studi[14] hanno eveidenziato che
la forma dei condotti xilematici é universale per la maggior parte delle specie.
Ipotizziamo dunque che essa non sia altro che la conseguenza evolutiva della
minimizzazione del costo di mantenimento e costruzione dei tubicini. Il costo
di costruzione consiste nella quantitá di carbonio utilizzata dall'albero, mentre
quello di mantenimento é dovuto alla resistenza che le pareti esercitano sull'ac-
qua. Nelle prossime sezioni si cercherá di modellizzare questi due contributi.

Figura 3.1: Schema riassuntivo dei fenomeni durante la risalita dell'acqua

.

13



3.2 Formulazione Variazionale

Il problema di identi�care la forma ottima dello xilema e le ragioni di tale
trova una degna risposta all'interno della �sica matematica. Consideriamo un
generico sistema �sico, si dice Lagrangiana L del sistema la funzione che con-
tiene tutte le informazioni del sistema e da cui discende il suo comportamento
computando le equazioni di Lagrange. In un sistema meccanico L = T − V ,
di�erenza tra energia cinetica e potenziale del sistema. In altri casi, come il
nostro, la lagrangiana contiene dei contributi �sici del sistema e il comporta-
mento di esso, cioé le eq.di lagrange, si possono ottenere minimizzando questi
contributi.Un esempio é il principio di Fermat in ottica: il percorso seguito
dalla luce é quello che minimizza il tempo di percorrenza. Quest approccio é
detto Formulazione Variazionale ed é quello che seguiremo. Consideriamo il
raggio dello xilema in funzione della distanza dalla foglia h ∈ [0, H] R(h), e la
sua derivata R′. Costruiremo la funzione lagrangiana del sistema L(R,R′, h)
comprendente i due contributi di costo descritti precedentemente. De�nendo
poi

I[R(·)] =

∫ H

0
L(R,R′, h)dh (3.1)

funzionale d'azioneI : A ⊂ < 7→ I[R(·)]
A := {R : [0, H] ⊂ < 7→ <+continua e differenziabile : R(0) = RMin >
0, R(H) = RMax ≥ RMin}
Seguentemente si utilizzerá ilprincipio di Hamilton, cardine del calcolo varia-
zionale ([10]):
Sia L : < × < × < 7→ < una funzione di�erenziabile. Allora una curva R ∈ A
rende stazionario il funzionale I : A → < se solo se é soluzione dell'equazione

d

dh

∂L

∂R′
− ∂L

∂R
= 0

che sono chiamate equazioni di Euler-Lagrange
Dunque minimizzando il funzionale otteremo dell'equazioni di Euler-Lagrange

in funzione della funzione R(h). e delle sue derivate. Le caratteristiche di
questa funzione deriveranno solo dalla minimizazione dei due contributi del
funzionale. Studiandola qualitativamente e numericamente cercheremo di ca-
pire se modellizza in buona maniera i dati sperimentali. Questo potrá essere
una prova essenziale per la dimostrazione dell'ipotesi evolutiva alla base del
modello stesso.

Si nota dunque che il formalismo variazionale é uno strumento potente
poiché porta nel modello �sico non solo una tecnica risolutiva ma anche una
sorta di formulazione matematica del processo evolutivo della pianta.

3.2.1 Ragioni Fisiche

Per cotruire il modello consideriamo i principi �sica alla base del dotto. L'ac-
qua per salire deve contrastare la forza di gravitá e la resistenza delle pareti.
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Consideriamo l'acqua all'interno dello xilema come un �uido ideale, appros-
simando il suo moto come laminare. Questo primo contributo é descritto in
�uidodinamica dalla legge di Poiuselle. Per far muovere l'acqua all'interno del
condotto é necessaria una di�erenza di pressione, inoltre la velocitá del �uido
all'interno del condotto non é uniforme ma di pro�lo parabolico: massima al
centro, minima a latii.Considerando le pressioni P1 e P2 agli estremi del nostro
dotto si ha che

∆P = P1 − P2 = QR

dove Q = vA é la portata, v velocitá del �uido,A area nel dottoc,ρ = 1kg/m3

e R la costante di resistenza viscosa. Si dimostra che in un condotto circolare
di raggio R, lunghezza L e coe�ciente di viscositá dinamica η si ha:

R =
8ηL

πR4
(3.2)

detta, appunto legge di Poiseuille([20]). Nel nostro caso R dipende da h dunque
possiamo computare il primo contributo del funzionale come:∫ H

0

8η

πR(h)4
dh =

∫ H

0

c

R(h)4
dh (3.3)

Il secondo contributo é dovuto alla minimizzazione del costo in carbonio
che l'albero deve pagare durante la crescita. E'necessario calcolare il volume
di un tubicino con il raggio in funzione dell'altezza. Consideriamo un generico
vettore

→
r (h;ϕ). Dobbiamo tener conto di una super�cie Σ dovuta al mapping

→
r : [0; 2π]× [0;H] −→ <3

→
r=

 x
y
z

 =

 ah
bR(h) cosϕ
bR(h) sinϕ


dove a, b ∈ < ϕ ∈ [0, 2π]. Calcoliamo ora l'elemento in�nitesimo di lunghezza:

→
dr

2

=

(
∂
→
r

∂h
dh+

∂
→
r

∂ϕ
dϕ

)2

= g11dh
2 + g12dhdϕ+ g22dϕ

2

Con g11 =

(
∂
→
r

∂h

)2

= a2 + b2R′2, g12 = 2
∂
→
r

∂h

∂
→
r

∂ϕ
= 0

g22 = b2R2

Quindi l'elemento d'area é

dΣ =
√
gdhdϕ con g = g11g22
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Da cui si ottiene:

dΣ = b2R
√
ρ2 +R′2dhdϕ definendo ρ =

a

b

Integrando:

Σ =

∫ 2π

0
dϕ

∫ H

0
b2R

√
ρ2 +R′2dh = 2π

∫ H

0
b2R

√
ρ2 +R′2dh

É neccessario considerare ora il fatto che lo xilema ha anche una parete di
spessore non trascurabile δ. Esaminiamo per inserire questo contributo la geo-
metria di una singola parete compresa fra R, raggio interno, ed R+ esterno(vedi
�g 3.2).

Figura 3.2: Elemento in�nitesimo della parete xilematica

Con semplici ragionamenti geometrici si ottiene che:

R+(h) = R(h) + δ
cosα

tanα = sinα
cosα = R′(h) 1

cosα =
√

1 + tanα2 =
√

1 +R′2

Inoltre il volume é calcolato da

∆V = π

∫ H

0

[
R+(h)2 −R(h)2

]
dh = π

∫ H

0

[
2δR

√
1 +R′2 + δ2 + δ2R′(h)2

]
dh

Ma come si é visto Σ = 2π
∫ H
0 b2R

√
ρ2 +R′2dh
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Dunque per comprendere entrambi i fattori di spessore e sviluppo lungo dire-
zione preferenziale computiamo il contributo di volume al funzionale d'azione
come:

π

∫ H

0

[
2δR

√
ρ2 +R′2 + δ2R′(h)2

]
dh+ δ2H (3.4)

Ora sommiamo i due contributi ed inseriamo il parametro α ∈ [0; 1] in
maniera che per α = 1 si ottimizzi solo il primo contributo e per α = 0 solo
il secondo. Questa procedura proviene dal �Principio di Pareto� ed é tipica
nella materia del �Controllo ottimo�. Essa ci consente di ottimizzare entrambi
i contributi e di avere una stima del peso di ciascuno dei due.
Quindi, eliminando il fattore costante c della (3.3), otteniamo la Lagrangiana:

L(R,R′) = α
1

R4
+ (1− α)π

(
2δR

√
ρ2 +R′2 + δ2R′(h)2

)
Dividendo per α e de�nendo λ := 1−α

α π

L(R,R′) =
1

R4
+ λ

(
2δR

√
ρ2 +R′2 + δ2R′(h)2

)
con λ, ρ, δ ∈ <+ (3.5)
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3.3 Analisi del modello

Ottenuta la Lagrangiana possiamo ora scrivere il funzionale d'azione (3.1)

I[R(·)] =

∫ H

0

[
1

R4(h)
+ λ(2δR(h)

√
ρ2 +R′(h)2 + δ2R′(h)2)

]
dh (3.6)

con λ, ρ, δ ∈ <+.
Per prima cosa vogliamo dimostrare che é possibile, e dimensionalmente ne-
cessario, condensare i tre parametri in uno solo.

3.3.1 Analisi dimensionale e riscalamento

Espicitiamo la dipendenza dai parametri:

I[R(·);λ, ρ, δ,H] = IPoiseuille[R(·)] + λIcosto[R(·); ρ, δ]

Analiziamo la dimensione dei due contributi:
[IPoiseuille] = l−4, [Icosto] = l2 → [λ] = l−6

In�ne ρ deve essere adimensionale. Riscriviamo ora il funzionale in un solo
parametro adimensionale.
Possiamo ipotizzare δ << H , condizione che rispecchia esattamente la situa-
zione reale poiché lo spessore della parete cellulare é dell'ordine dei µm, mentre
H dei metri.Grazie a questa disparitá di scala possiamo considerare l'altezza
adimensionale h

δ = x, il raggio adimensionale F = R
δ e riscrivere la soluzione

come

R(h;λ, δ, ρ,H) = δF

(
h

δ
;λδ6, ρ,

H

δ

)
(3.7)

Di conseguenza , sostituendo le grandezze de�nite ora, possiamo riscrivere il
funzionale

I[F ] = δ−3
∫ ∞
0

[
1

F 4
+ δ6λ

(
2F
√
ρ2 + F ′2 + F ′2

)]
dx

con F ′ = ∂F
∂x .

Ora se F := ρf, F ′ := ρf ′ otteniamo

I[f ] = δ−3ρ−4
∫ ∞
0

[
1

f4
+ (ρδ)6λ

(
2f
√

1 + f ′2 + f ′2
)]
dx

Ride�niamo il funzionale a meno di costanti moltiplicative ed il nuovo para-
metro unico adimensionale

J [f ] := δ3ρ4I[f ] τ := (ρδ)6λ (3.8)

J [f(·), τ ] =

∫ ∞
0

[
1

f4
+ τ

(
2f
√

1 + f ′2 + f ′2
)]
dx (3.9)
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3.3.2 Esistenza delle soluzioni

Si dimostra [7] che esiste una soluzione
∼
f per cui il funzionale (3.9) ha un punto

estremale di minimo. Grazie al principio di Hamilton per
∼
f valgono anche le

equazioni di Euler-Lagrange.

3.3.3 Proprietá delle soluzioni

Torniamo a considerare la Lagrangiana, ora si presenta come:

L(f, f ′) =
1

f4
+ τ

(
2f
√

1 + f ′2 + f ′2
)

(3.10)

poiché non dipende dalla variabile primaria x, che in meccanica corrisponderb-
be al tempo,essa possiede l'integrale primo detto integrale primo di Jacobi([10]),
de�nito, nel nostro caso, come:

E(f, f ′) =
∂L

∂f ′
f ′ − L (3.11)

E(f, f ′) = 2τf ′

[
ff ′√
1 + f ′2

+ f ′

]
− 1

f4
− τ

(
2f
√

1 + f ′2 + f ′2
)

=

=
2τff ′ − 2τf(1 + f ′2)√

1 + f ′2
+ τf ′2 − 1

f4
=

= τf ′2 − 2τf√
1 + f ′2

− 1

f4
= e (3.12)

La quantitá e, detta energia é costante lungo la curva x 7→ f(x).

Dall'esistenza delle soluzione sappiamo, grazie al Principio di Hamilton,
che per le medesime curve valgono anche leequazioni di Euler-Lagrange:

d

dx

∂L

∂f ′
− ∂L

∂f
= 0 (3.13)

Attraverso di esse sará possibile veri�care se f(x) ha una particolare forma.
Sviluppando i calcoli si ottiene:

d

dx

(
2τff ′√
1 + f ′2

+ 2τf ′2

)
+

4

f5
− 2τ

√
1 + f ′2 = 0

2τf ′′ +
2τ
(
f ′2 + ff ′′

)√
1 + f ′2

− 2τff ′2f ′′

(1 + f ′2)3/2
+

4

f5
− 2τ

√
1 + f ′2 = 0

m
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2τ
(
ff ′′ − f ′2 − 1

)
(1 + f ′2)3/2

+ 2τf ′′ +
4

f5
= 0 (3.14)

Abbiamo dunque ridotto il problema alla risoluzione di una equazione di�e-
renziale del 2◦ordine. La soluzione analitica non é disponibile, cerchiamo di
trovare delle buone approssimazioni in casi particolari.

Se x → ∞ cechiamo un asintoto ponendo f ′ = f ′′ = 0. L'eq. si riduce
a:

−2τ +
4

f∞
5 = 0

m

f∞ =

(
2

τ

)1/5

(3.15)

Come previsto ad in�nto la funzione tende ad un valore �nito determinato
univocamente da τ . Rincosideriamo l'integrale di Jacobi, costante lungo la
curva per de�nizione, anch'esso valutato ad in�nito:

e = −2τf∞ −
1

f∞
4

= −(τ)4/5(26/5 + 2−4/5)

Confermando la sua dipendenza unica da τ .

Se x → 0 possimo considerare l'espansione a grandi gradienti. Imponiamo
nell'eq che |f ′| >> 1 riducendola a

+2τf ′′ +
4

f5
= 0

dove abbiamo trascuarto ff ′′

f ′3 .
Da cui

f ′′ = − 2

τf5

Ora veri�chiamo se in queste condizioni la soluzione é approssimabile ad una
power-law f = Axγ . Otteniamo:

2τAγ (γ − 1)xγ−2 = − 4

A5x5γ
(3.16)

m{
2τA6γ (γ − 1) = −4

γ − 2 = −5γ
⇒

{
A =

(
9
τ

)1/6
γ = 1

3
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3.4 Introduzione all'analisi numerica

In questa sezione si vuole introdurre la risoluzione numerica del modello presen-
tato, ovvero veri�care se la teoria riproduce indicativamente i dati sperimentali.
Per perseguire questo obiettivo si sono utilizzati i dati raccolti dal gruppo del
prof.Anfodillo del dipartimento di Scienze forestali dell'Universitá di Padova.
I dati si riferiscono alla misurazione del diametro xilematico a varie altezze, e
si riferiscono in totale a 22 alberi diversi, sia conifere che latifoglie. La nostra
analisi non include una trattazione coerente degli errori associati alle misure,
che non considereremo. Utilizzeremo per l'analisi numerica il programma Wol-
fram Mathematica. Considerando il funzionale J si ¢ercato un codice in grado
di approssimare, dato un parametro, la curva ottima, per poi confrontarla con
i dati sperimentali. Per seguire questa procedura si sono �ssati a priori i pa-
rametri fmin ed xmax. Si é poi considerato l'intervallo [0;xmax] dividendolo in
55 sotto intervalli non equivalenti, ma riscalati, in maniera da avere piú punti
vicino all'origine, dove il comportamento della curva é critico.La curva ottima
é allora approssimata da 55 valori di f(x) in corrispondenza dei 55 bins. Per
ottenere questi é necessario discretizzare il funzionale in 55 sottointervalli.

J [f(·), τ ] =

∫ xmax

0

[
1

f4
+ τ

(
2f
√

1 + f ′2 + f ′2
)]
dx (3.17)

Ricordando che f = R
δρ , x = h

δ , xmax = H
δ . Associamo ad ogni intervallo

i-esimo un valore di f edf ′ attraverso le sostituzioni:

f → fi + fi+1

2

f ′ → fi+1 − fi
xi+1 − xi

con i = 1........54 Otteremo il funzionale discretizzato

∧
J [f (·) , τ ] =

54∑
i=0

xi+1 − xi
2

[
1

f4i
+

1

f4i+1

+ (3.18)

τ

2
fi+1 + fi

2

√
1 +

(
fi+1 − fi
xi+1 − xi

)2

+

(
fi+1 − fi
xi+1 − xi

)2

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Vediamo i passi principali dell'algoritmo:

Algoritmo: da τ alla curva ottima

1. Siano dati i parametri fmin, xmax e τ

2. Siano dati i punti equidistanti l0......l55 ottenuti da lk = k
55 , con kda 0 a

55. De�niamo la funzione di riscalamento

f(x) =
e5x−5 − e−5

1− e−5

de�namo poi xk = f(lk). f(x) é strettamenta crescente e produce una
successione di punti {xk}k=0...55 in cui x0 = 0 xmax = x55 che divide
l'intervallo[0;xmax] in maniera piú �tta attorno all'origine.

3. Sia f0 = (f00......f
0
55) dove f

0
0 = fmin e f0k = fmin +

finfty−fmin

55 k con
k = 0...55

4. Applichiamo ora un algoritmo di tipo Newton per minimizzare la funzione

(f0, .....f55)→
∧
J [(f0, ....f55), τ ]

con punto iniziale f0. Dunque l'algoritmo trova un punto di minimo

((f0, .....f55),
∧
J [(f0, ....f55), τ ]) ∈ <55 ×<

5. La curva ottima é data data per le 55 coppie (xk; fk).

6. con una interpolazione polinomiale a tratti delle coppie si ottiene la forma

funzionale x 7→
∧
f .

Utilizzando dunque il precedente algoritmo si é risolto il funzionale, sovrappo-
nendo la curva ottenuta ai dati sperimentali. Si sono cosí ver�cati i valori del
parametro τ , confrontandoli con quelli [7] che meglio approssimano qualitati-
vamente i dati sperimentali. Riportiamo a titolo di esempio i gra�ci per due
alberi, in cui sono gra�cati si f su x.Nei gra�ci la curva continua nera rappre-
senta la soluzione numerica mentre i punti rossi i dati sperimentali riscalati.
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Figura 3.3: Conifera. τ = 82.57

Figura 3.4: Latifoglia τ = 0.0217
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Conclusioni

L'obiettivo di questa tesi era quello di riunire alcuni modelli per gli alberi a
varia scale sottolineando la comune presenza del principio di ottimizzazione.
Nel primo capitolo abbiamo esposto la legge di Kleiber ovvero la relazione
universale del metabolismo vegetale ed animale. Il cardine della dimostrazione
di questa legge é proprio il principio di ottimizzazione applicato al sistema
cardiovascolare animale e vegetale. Nel secondo capitolo abbiamo ricavato
grazie alla legge di Kleiber delle relazioni di scala per il singolo albero e per
una foresta.

Successivamente ci si é indagata l'esistenza di una simile legge anche nel
sistema xilematico. Si é dunque proposto un modello variazionale per il sistema
xilematico degli alberi usando come cardine, ancora una volta, il principio di
ottimizzazione. In particolare si é ipotizzato che la forma degli xilemi, che
risulta universale, sia il risultato evolutivo della minimizzazione di due costi
per l'albero:

• il costo di mantenimento dovuto alla resistenza dell'acqua all'interno dei
condotti

• il costo di costruzione dovuto al carbonio usato per formare gli xilemi
durante la crescita della pianta.

Si é costruito un funzionale che comprendesse questi dui contributi. Con il
Principio di Hamilton si sono messi in relazione il funzionale,dimostrando la
presenza di un minimo, e le equazioni di di Eulero-Lagrange. Il modello é
risolubile analiticamente solo in maniera qualitativa. Dunque é estremamen-
te neccessaria un'analisi numerica attenta e completa, che noi, per ragioni di
tempo, abbiamo solo accennato.Inoltre per confrontare accuratamente la teo-
ria con i dati sperimentali é necessaria una quantitá maggiore e pi ccurata
di misure, complete di un'analisi statistica. La modellizzazione del sistema
xilematico potrá in futuro essere arrichita considerando il fatto che ad ogni
foglia corrisponde un intero fascio di n xilemi. Infatti osservazioni sperimen-
tali sottolineano che piú é alta la foglia da raggiungere minore é il numero di
condotti xilematice nel fascio e maggiore é il diametro all'apice di questi. In
sintesi questo non é che un primissimo passo nel lungo cammino della �sica
all'interno della selva della biologia.
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