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Introduzione

Una teoria che tenti di spiegare la Dinamica dei sistemi fisici non puo sottrarsi dal caratterizzare cosa sia
e da dove origini I'inerzia. Se si assume come definizione di massa la "quantita di materia presente in un
corpo", bisogna capire se quella dell’inerzia sia una proprieta assoluta, cioé posseduta dal corpo di per
sé, oppure se dipenda da cio rispetto a cui il corpo si muove: in altre parole, se il moto dei corpi si possa
descrivere rispetto allo spazio vuoto, o se € lo spostamento relativo dell’uno rispetto agli altri che debba
essere considerato. La questione rientra all’interno della formulazione del principio di Mach. Ne seguira
una esposizione della Teoria di Brans-Dicke, la quale introduce un campo scalare per rendere conto di
una supposta variabilita della Costante di Gravitazione Universale G. Questa verra, poi, riconsiderata
nel quadro della Teoria Tenso-Scalare di Horndeski, che fa dipendere la Lagrangiana dalle derivate
della metrica e del campo scalare fino al secondo ordine. Verra introdotto il campo scalare del cosi
detto Galileone, un’estensione della Relativitd Generale di cui verra discussa 1'unicita, secondo quanto
prescritto dal teorema di Lovelock e secondo i limiti imposti dall’osservazione dell’evento GW170817
(un segnale di onda gravitazionale misurato dai due interferometri LIGO e Virgo il 17 agosto 2017). 11
problema della teoria di Brans-Dicke-Horndeski sorge quando si considera la stabilita delle soluzioni che,
come vederemo, pud venire a mancare nell’ipotesi di non degenerazione dell’Hessiana della Lagrangiana.
Sara questo il contesto in cui verra introdotta l'instabilita di Ostrogradsky (Ostrogradsky ghost), al
fine di discutere la realizzabilita fisica delle dette soluzioni e di chiarire perché si imponga di avere
equazioni del moto in cui le variabili compaiano derivate fino al secondo ordine. Sara, poi, considerata
la modellizzazione fenomenologica del fondo statistico di onde gravitazionali (SGWB) che questa teoria
permette di costruire. Partendo, infine, dai limiti imposti dal teorema di Weinberg sulla risolvibilita
del problema della costante cosmologica, verra mostrato come la Teoria di Horndeski fornisca una
scappatoia a tali limitazioni.






Capitolo 1

Mach, Einstein, Brans e Dicke

Nel 1961, Brans e Dicke proposero, alla luce degli allora piti recenti sviluppi della fisica, una teoria della
gravita pit attinente al principio di Mach, il quale sancisce che "le proprieta geometriche e inerziali
dello spazio sono prive di significato per uno spazio vuoto, che le proprieta fisiche dello spazio hanno la
loro origine nella materia in esso contenuta e che 'unico moto significativo di una particella & il moto
relativo ad altra materia nell’Universo"[1]. Secondo le idee di Mach, le forze inerziali osservate local-
mente in un laboratorio accelerato possono essere interpretate come effetti gravitazionali che hanno
origine nella materia distante, accelerata rispetto al laboratorio. Sebbene il principio di Mach abbia
ispirato anche la Relativita di Einstein, essa non pud essere considerata una teoria Machiana in senso
stretto: nella Relativitd Generale, le geometrie spaziali sono influenzate dalla distribuzione di massa,
ma la geometria non é da questa univocamente determinata. Brans e Dicke proposero un esperimento
mentale per evidenziare come, nell’ambito della Relativita Generale, non venga ricompreso del tutto il
principio di Mach. Si consideri il caso di uno spazio vuoto, occupato esclusivamente da uno sperimen-
tatore nel suo laboratorio, dotato di un giroscopio. Utilizzando il sistema di coordinate tradizionale,
asintoticamente Minkowskiano, fissato rispetto al laboratorio, e assumendo un laboratorio di massa
piccola, il suo effetto sulla metrica é di entita ridotta e pud essere considerato nell’approssimazione
del campo debole. L’osservatore, secondo il principio di equivalenza, misura il comportamento del suo
apparato in conformita con le leggi della fisica. Sempre secondo la Relativita Generale, tuttavia, lo
sperimentatore potrebbe far ruotare il suo laboratorio, sporgendosi e sparando un proiettile tangen-
zialmente ad esso. Il giroscopio nel laboratorio continuerebbe a puntare in una direzione quasi fissa
rispetto a quella del moto del proiettile, ruotando, pero, rispetto alle pareti della stanza. Quindi,
dal punto di vista di Mach, il proiettile, molto distante, sembra essere pit importante delle molto
pit massive pareti del laboratorio nel determinare il sistema di coordinate inerziali e I'orientamento
del giroscopio: implicazione, questa, che sembra essere vicina all’idea di uno spazio assoluto. Cosi,
escludendo la possibilita che lo spazio fisico abbia proprieta geometriche e inerziali intrinseche oltre a
quelle derivate dalla materia in esso contenuta, le opzioni sono due:

e [l caso preso in esame non € una situazione fisicamente realizzabile, per eventuali condizioni al
contorno non considerate;

e la Teoria della Relativita Generale deve essere modificata, per tenere conto di queste obiezioni.

Si potrebbe, in effetti, sostenere che ’esempio del proiettile non sia una soluzione fisica, perché 1’Uni-
verso piatto non é infinito, ma deve soddisfare alla proprieta di essere parte di una 3-geometria chiusa,
e di conseguenza il sistema inerziale locale deve essere determinato dalla distribuzione globale di mate-
ria, attraverso la curvatura dello spazio-tempo. La Relativita Generale ammette, pero, anche soluzioni
non-Machiane, come ad esempio la soluzione di Schwarzschild all’interno di una distribuzione di massa
a guscio sferico di raggio R. Per r < R, vale infatti

ds? = —c*dt* + dr® + r?dQ>. (1.1)



La metrica puo essere, quindi, espressa in un sistema di coordinate Minkowskiano all’interno del guscio;
e poiché, secondo la Relativitd Generale, tutti i sistemi di coordinate Minkowskiani sono equivalenti,
la massa e il raggio del guscio sferico non hanno effetti discernibili sulle leggi della fisica osservate
all’interno. Apparentemente, il guscio sferico non contribuisce in alcun modo osservabile agli effetti
inerziali all'interno. Se la reazione inerziale ¢ dovuta all’attrazione gravitazionale di masse lontane,
la Teoria di Brans-Dicke si propone, quindi, di selezionare, con delle condizioni al contorno, tutte le
distribuzioni di massa che permettono una reazione inerziale coerente con questo assunto. Considerando
una particella di massa m in caduta libera verso il sole, in un sistema di coordinate scelto in modo tale
che l'oggetto non stia accelerando, l'attrazione gravitazionale del Sole puo essere considerata bilanciata
da un’altra forza gravitazionale: la reazione inerziale. Si noti che 'equilibrio non verrebbe meno
anche dopo un riscalamento di tutte le forze gravitazionali. Cosi, ['accelerazione é determinata dalla
distribuzione di massa nell’'universo, ma ¢ indipendente dall’intensita delle interazioni gravitazionali.
Indicando la massa del Sole con mg e la distanza della particella dal suo centro r, I'accelerazione pud
essere espressa secondo Newton come a = Gmg/r? oppure, da argomenti dimensionali, in termini della
distribuzione di massa come a ~ mRc?/Mr?. Combinando le due espressioni si ottiene

—— ~1. 1.2

C2R ( )
Questo portd Brans e Dicke a una relazione empirica tra la costante di Gravitazione Universale e la
distribuzione di massa nell’Universo

G = Z R (1.3)

Da qui I'idea di una costante di Gravitazione Universale variabile e di un nuovo campo scalare, diverso
dagli scalari ottenibili dal tensore di curvatura e dal tensore metrico, che nella scrittura dell’Azione
della nuova teoria ricopra lo stesso ruolo rivestito da G~! nella Relativita Generale.

1.1 L’Azione della Teoria di Brans-Dicke

Sia, quindi, un’Azione della forma

S =16 /d%ﬁ(R—ﬂ%ﬁL) (1.4)

dove ¢ compare in modo analogo alla costante G~! e il termine aggiuntivo con la derivata covariante
del campo scalare ¢ analogo alla densita Lagrangiana di un campo scalare libero, rinormalizzata at-
traverso la costante di accoppiamento w. L’apice e il pedice con indice preceduto dalla virgola ()
simboleggiano la derivata parziale, mentre (*#.,) rappresentano la derivata covariante. Infine, R ¢ lo
scalare di Ricci e /=g ¢ 'elemento di volume , mentre £, ¢ il contributo della materia. Le equazioni
del moto possono essere ricavate variando 1’Azione rispetto al campo scalare e rispetto al tensore me-
trico, considerando la connessione di Levi-Civita. In particolare, per quanto concerne il campo ¢, si
applica 'equazione di Eulero-Lagrange per campi scalari (vd. [2])

25) - aﬂ(aéfm) =0 (15)

e si ottiene, scrivendo [ per il Laplaciano generalizzato,

R+ 2(;’D¢ - %qf)#% — 0. (1.6)

Per la metrica, si procede, invece, dalla variazione vera e propria della (1.4). Partendo da

/_g v
Ogrvi/ =g = —=5= 909",
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la variazione rispetto alla metrica é

0L w g
4 Nz m _ py IRV A Nz
sy = 15 [ Weva |08 Rl + 50 — S0 - B (0= L%+ ) 00
Dall’identita di Palatini 5Rg75 = 5I‘g6W — 5Fg%5 e definendo T}, = g, Ly — 225,1’;,

oS = 1o [ d%r[( BR) - 5T+ 5 (0000 000 |0
b [l =gog (A0 — 0T, )

Chiamando, poi, il primo integrale I, si ricava, attraverso l'integrazione per parti,

SguwS =T + — [ d'a/=g (¢" b — 9""65b.5) 6T,

167

Come mostrato in Appendice 5F2V = —% (907 V(6™ + 91y Vo (69™) = 91090,V (697P)] e, quindi,
integrando di nuovo per parti

1
OguvS =11 — 397 d*zy/=g [gw (9" D — K561) 65™ + guy (9" D2 — 65 01) 6™+

—9uoGvp (g‘“’dﬁ - 53&’“) 590,)} -

Sy = I = o [ d*ey/=g [ (646 3 — gAYD™) 65 + (8 a0 — 65.0ry) 65+
- <9p0¢7)\)\ - Up) 5gap] =1 — F d4:1:\/ (¢/w + guu¢)\) dgh”.
Ricapitolando, I’equazione relativa alla metrica &
1 1 w v
G/,LV - %pr + E <(Z)MV + guyD¢> - ? <¢,u¢ v 7¢ ¢ ) (17)
contraendola e cambiandola con la (1.6), si ottiene, poi,
87
Op=————T 1.8
¢ (3 +2w)ct (18)
1.2 Guscio sferico statico
La soluzione dell’equazione (1.7) per I'interno di un guscio sferico statico &
ds? = —e2* dt? + % [er + 72 (d@2 +sin? 6 dqbz)] , (1.9)

dove si riconoscono
e = 20 [(B/r —1)/(B/r + 1)]**,
28 — 2P [(1 + B/rY* (B/r — 1)/(B/r + 1))2“—0—”/*] , (1.10)
¢ =¢o[(B/r—1)/(B/r+ 1)

1
Con A = [(C’—i— 12 -C (1 — %wC)] 2 per opportune costanti C, ay, By, ¢, € verifica la condizione

’\_fc_l > (. Si introduce, poi, ’equazione di Green

On = v=g6® (@ — o) (L11)
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e si assume che 7 sia una soluzione di "onda ritardata". La condizione su A implica un tempo di volo
finito affinché la luce si propaghi dal raggio B a R, il raggio del guscio, quindi a qualsiasi punto interno
xo. Combinando la (1.11) e la (1.8), vale

=

(—9)2 9" (0,0 — ¢n,y)} Lo (—9) [(&T} Tn — ¢nd*(z — x). (1.12)

3+ 2w)ct

Si integra questa equazione all’interno dello spazio chiuso (r < B) tra listante to > ¢y e I'ipersuperficie
di tipo spazio Sy, scelta in modo che I'onda 7 parta da r = B in un istante appartenente a questa
ipersuperficie e che la normale alla superficie in = B non abbia componente nella direzione r.
L’integrale del membro sinistro della (1.12), dopo il passaggio a un integrale di superficie attraverso il
teorema di Gauss, svanisce, poiché sia 1 che 1(z¢) svaniscono entrambi su 2, e sia ¢ che ¢ ; si annullano
su St ar =B, coni# 1, quindi

otan) = gy | [ ot dte= 5 (1.13)



Capitolo 2

Teoria di Horndeski

Come detto, la Teoria di Horndeski considera un’azione che dipende non solo dal tensore metrico e
dalle sue derivate prime, ma anche dalle sue derivate seconde e da un campo scalare, con le sue derivate
prime e seconde. L’espressione pitl generale dell’Azione ¢ la seguente

5
1
S[gﬂlh d)] = /d4$ vV—g [Z %Li[gulh d)] + Lm[g#llva}] . (21)
i=2

Si riconoscono i seguenti termini
Lo = Ga(p, X), (2:2)
L3 = Gs(9, X)Oo, (2.3)
La=Ga(d, X)R+ Gax(6,X) [(00)* - dyud™], (2.4)

. G . D L

L5 = Gs(9, X)Grud™ — Z2% [(06)° = 8066™ 6y + 26,6™ 915 (25)
Dove G ¢ la costante di Gravitazione Universale, X = —% 9" .9, € le varie G; sono funzioni generiche

di ¢ e X. I pedici 4 e x indicano la derivazione parziale rispetto a queste variabili. Questa risulta essere
la pitt generale Teoria Tenso-Scalare in quattro dimensioni che mostri avere un’equazione di campo del
secondo ordine.

2.1 Teorema di Lovelock

Definizione 2.1.1. Sia (M, 7, N) un fibrato e sia p € N, con N varieta liscia n-dimensionale. Le
sezioni locali ¢, € T'p() st dicono 2-equivalenti in p, cioé appartenenti allo spazio delle sezioni lisce,
se ¢(p) = ¥ (p) e se, in un qualche sistema di coordinate adattato (x*,u®) intorno a (p, p(p)),

do*| oy~
ozt » - Oxt »
e
82¢o¢ _ 621[)0[
010y »  Oriord »

per 1 <i,5<m el <a<n. La classe di equivalenza contenente ¢ & chiamata il 2-jet di ¢ in p ed é
denotata con jgtﬁ. 11 fibrato 2-jet J?>M ¢ un fibrato su N in cui ciascuna fibra in x € N, indicata con
J2(M), consiste di classi di equivalenza delle sezioni j2¢.

Definizione 2.1.2. Sia X una varieta liscia di dimensione n. Un tensore naturale del secondo ordine
di tipo (p,q) su X & un morfismo di fibrati naturali

A:J*M — T

10



che commuta con lazione dei diffeomorfismi locali. Tale tensore naturale A assegna a ogni metrica
pseudo-riemanniana g su un insieme aperto U C X un tensore A(g) di rango (p,q) su U che soddisfa
le sequenti condizioni:

1. Localita: Se V C U ¢é un insieme aperto, allora

A(g)lv = A(glv)-

2. Naturalita: Per ogni diffeomorfismo m:U — V tra insiemi aperti di X, si ha

A(mg) = 7°(A(9))

3. Secondo ordine: In ogni punto x € X, il valore del tensore A(g) dipende solo dalla metrica g e
dalle sue derivate prime e seconde in x.

In coordinate locali ', ..., 2", esistono funzioni lisce universali Ajll... jC; tali che:

i1..0q

A(g) = Z Ajl...jp(gm/v Guv o Guw,po) Oay @ -+ @ o,y @ dz”' @ - - @ da,
Qt,..,0q,01,--,8p
dove guu\ = %ga’;;” € Juv,po = aZngéf;w Se x € X ¢é un punto, esistono diffeomorfismi locali che mappano x
in qualsiasi altro punto di X. Quindi, dalla condizione di naturalita, ne segue che un tensore naturale
é determinato dal suo valore sulle espansioni di Taylor delle metriche in . In coordinate normali,
I'espansione di Taylor del secondo ordine di una metrica g in @ € 74 + gab,cd, dove 1 € il tensore
di Minkowski. Queste osservazioni dicono che definire un tensore naturale é equivalente a fornire la

seguente collezione di funzioni lisce:

fall,::;ﬁ(’);q (g;w,pcr) = Ag;::gq (nuua 0, g,uzz,pa)- (2'6)

P

Le coordinate normali sono ben definite a meno di una trasformazione del gruppo ortogonale O di 7.
. N . . aq...( . o . . .
Pertanto, si puo vedere che queste funzioni f,ﬁll 5 ? soddisfano ancora una condizione equivariante. A
By
tal fine, si introducono i tensori normali in x:

Definizione 2.1.3. Lo spazio dei tensori normali in un punto x € X é il sottospazio vettoriale
N C ®4TI*X che consiste di elementi T},,,; con le sequenti simmetrie:

1. Simmetria nei primi due e negli ultimi due indici:

T,

uvpo = T,

VUpo s T,

uvpo — T,

pvop:
2. La somma ciclica sugli ultimi tre indici é nulla:

Tuupa + T,uaz/p + Tupau =0.

Teorema 2.1.1. La mappa A — [ stabilisce un isomorfismo di spazi vettoriali R:
{Tensori naturali (p,q)} = {Mappe lisce O-equivarianti f: N — T, x}

dove T, x & lo spazio vettoriale dei tensori (p,q) in un punto x € X e O ¢& il gruppo ortogonale per la
metrica diagonale 1 in x.

Dimostrazione. Data una metrica g in un intorno W di un punto z € X e U, I'immagine della carta
locale nell’intorno del punto, un tensore normale in z pud essere definito usando coordinate normali
Z0,...,2"! per g in  come:

Juv,po (1') dz" ® d7¥ @ di¥ @ dz°

11



Infatti, in coordinate normali, vale che

900 = —1 — Row; X' X7 + O(IX %), (2.7)
) .
9oi = _gROjikaXk +0(X%), (2.8)
1 kvl 3
Gij = 5@' — gRikle X'+ O(|X| ) (2.9)

La normalita del tensore segue dall’identita di Bianchi. Sia t € Tj,. Si definisca la mappa liscia
O-equivalente f; con regola W — t(U(W), g(W))(x), identificando la fibra di EU(W)® F*U(W) in x
con T}l tramite la base canonica determinata dalle coordinate ortogonali. Ora sia a € O(n). Allora
'espansione di g;;(aW) in z nella carta di coordinate normali determinata da a ¢ la stessa di quella di
g (W) rispetto alla carta di inclusione che definisce tali coordinate. Poiché i coefficienti di ¢ sono dati
da polinomi della metrica e delle sue derivate, i coefficienti di ¢(U(aW), g(aW))(x) rispetto alla base
di T}z, ottenuti applicando a alla base standard sono gli stessi di quelli di ¢(U(W), g(W))(x) rispetto
alla base standard. Pertanto, f; & una mappa polinomiale O-equivalente che si annulla tranne che per
un numero finito di addendi. Per I'implicazione inversa si veda [3]. O

Si consideri, ora, il campo tensoriale T027 .- Dato il tensore naturale A, si definisce il differenziale
df : N - T, ® N*.
Come dimostrato in [4], si ottiene il seguente risultato:

Teorema 2.1.2. La mappa A — dF f stabilisce un isomorfismo di spazi vettoriali R:
TO,:E = (T()Q,x ® N*)Oa
dove (TO%373 ® N*)O ¢ il sottospazio di vettori invarianti sotto I’Azione del gruppo ortogonale O.

In particolare il differenziale di A & un tensore di rango (0,6) che eredita le simmetrie dei tensori normali
stabilite nella definizione (2.1.3). A questo punto si pud dimostrare il seguente

Teorema 2.1.3. (di Lovelock) Tutti i tensori naturali di rango (2,0) Ao‘ﬂ(guy,gunguwhw), con-
comitanti della metrica e delle sue derivate prime e seconde, a divergenza nulla, si possono esprimere
nella forma

AP = ag®P + bGP,

essendo G*P il tensore di Finstein.

Dimostrazione. Definendo

Aaﬂ:,u,l/,pcr — 6140‘/8 ,
0w, po
per quanto esplicitato attraverso il teorema (2.1.1), segue che
Aaﬁ:,uzz,po — Aaﬁ:uu,pa — AO(,BZ,U,I/,U‘p) (210)
Aaﬁ:wf,pa + Aoa,é’:up,l/a + Aaﬁ:ua,l/p _ 07 (211)
Aaﬁ:uu,pa — _Aaﬂz,up,l/J_AaB:ua,up — _Aoz,B:pu,Va_AaB:ua,Vp — Aaﬂ:pu,ua_i_AaB:pcr,uu_Aocﬁzua,up _ Aaﬁ:pa,;u/'
Quindi,
Aaﬁ:uu,pa _ Aoa,é’:pa,w/' (212)
Dal fatto che la divergenza ¢ nulla si ricava che
A;C:;yﬁ = Aaﬁ:uy’poguu,paa + Aaﬁzuy’pgumpa + Aaﬁwyguu,a + FggAm, (2'13)
da cui risulta B
)
Z;Ab ;jt) _ % (Ait;ab,rs + Ais;ab,tr + Air;ab,st) —0. (214)
ab,rs

12



Sia poi
Aaﬁ:ul/,pa:’yd,e{ — 1404,6’:7(5,e(:w/,po7 (215)

ma essendo n—=4, come mostrato esplicitamente da Lovelock in [5], queste derivate devono annullarsi.
Integrando e considerando la scrittura della metrica e delle sue derivate in coordinate normali, si ottiene

Aaﬂ:,ul/,po _ Oéaﬂ:'uy’poguy,pa + bgaﬁ’ (216)

essendo il secondo addendo dovuto alla costante di integrazione, in cui sono escluse le derivate prime,
per la scrittura delle coordinate normali; mentre la proporzionalita con il tensore metrico é dimostrata
in Appendice. Poiché nelle dette coordinate R, ,o = % (Gvoup + Gppov — Guppo — Jou,pv)s

. 2 .
AeBuvpo _ gaaﬁ-ul«poRW’po + bg?. (2.17)

Riferendosi nuovamente all’articolo [5], si ottiene che, ponendo /g = \/|det(g,.)],

a b
QOBvpo Zn ghmnlgrs gtul 4 n_ mn[opvipo AW]’ 2.18
> A > W g (2.18)
n n
e a1 = —4a, come per tutte le permutazioni ottenute da 71 per scambio dei due tensori o per simmetria
dei loro rispettivi indici, invece, a,, = «, se la permutazione é pari o a,, = —2a, se la permutazione

¢ dispari. Poiché per le simmetrie del tensore di curvatura b*"*° R, ,, = 0 e ricordando 1’espressione
del tensore di Einstein, si ottiene
A% = —8aGYP 4 bg*P. (2.19)

O

Si puo, quindi, concludere che, nelle ipotesi del teorema detto, vige l'unicita delle soluzioni delle
equazioni di Einstein. Di rimando all’approccio di Missner, Thorne e Wheeler [6], la formulazione
delle equazioni di Einstein deriva dal porre I'uguaglianza tra il tensore energia-impulso e un tensore
di rango 2, simmetrico e a divergenza nulla. Se questo tensore € il Tensore di Einstein, cid equivale
a richiedere l'annullarsi del Momento di Rotazione, la cui espressione sottosta proprio all’ldentita
di Bianchi contratta, cosa che, in ultima analisi, puo essere ricondotta alla nozione topologica che
I'operatore di bordo (n+1)-esimo ha immagine contenuta nel nucleo dell’'n-esimo. La conclusione che
si inferisce da questo teorema & che, posta la dipendenza del tensore soltanto dalla metrica e dalle
sue derivate prime e seconde e posto che sia a divergenza nulla, si giunge a determinare un numero di
simmetrie, attraverso I'isomorfismo del teorema 2.1.2, tale per cui, in n = 4 dimensioni, 'unico tensore
che le soddisfa tutte non ¢ altro che una combinazione lineare del Tensore di Einstein stesso con la
metrica; ma questo richiedendo, in ogni caso, la Local Lorentz Invariance, attraverso I’espansione della
metrica al secondo ordine, mediante le coordinate normali. Si puo anche dimostrare, sempre da [5],
che la Lagrangiana piu generale

L= L(gz‘j; Gij k> gij,kh);

che ammette \/—gA¥” come tensore di Eulero-Lagrange ¢é
1 iy - .
g7 (a4 BRI + 105G RY B + Ry RO

dove a, 3, v e p1 sono costanti e R ¢ il duale di Ryjp.

2.2 Instabilita di Ostrogradsky

La necessita di trattare teorie che si risolvono in una scrittura dell’Azione che prevede 'uso di derivate
fino al secondo ordine comporta un’attenta discussione di eventuali gradi di liberta ghost. Anche in
meccanica classica € noto che ogni Lagrangiana non degenere che contiene derivate temporali delle
coordinate generalizzate successive a quelle del primo ordine & affetta dall’instabilita di Ostrogradsky,
cioé ’Hamiltoniana non é limitata dal basso. Si pud dimostrare che, in caso si abbiano equazioni

13



del moto (EoMs) con derivate fino al terzo ordine, se la Lagrangiana ¢ non degenere, U'instabilita di
Ostrogradsky si presenta allo stesso modo; la Teoria di Horndeski ¢, infatti, costruita proprio a partire
dalla richiesta di avere al pitt derivate seconde della metrica e del campo scalare. Con derivate del
secondo ordine, le equazioni di Eulero-Lagrange (E-L) per un sistema a N coordinate generalizzate
sono

? 0L doL  OL

d20F  dtoF or
con z che rappresenta un elemento generico del set di N coordinate. Per questa Lagrangiana, la derivata
di ordine piu alto nelle equazioni E-L & 24, che compare solo in un termine dell’espressione esplicita

0, (2.20)

di (2.20), quindi per non avere termini di ordine ™ si richiede
*L
=0, 2.21
01,0 (221)
per ogni i,5 = 1,..., N. Integrando, la Lagrangiana ¢
N
L= ifi(z,%) +g(x, ), (2.22)
j=1
per funzioni arbitrarie f; e g. la (2.20) ¢, allora,
N
afi  Of;
Z acg.?’) < 83{; - 8?(:2 ) + (derivate di ordine inferiore) = 0. (2.23)

j=1

Al fine di ottenere un’equazione del terzo ordine si impone che il coefficiente per :1:}3) si annulli:

ofi _ 0f;
= . 2.24
Ox; 0y (2.24)
Dal teorema di Green segue che, per una generica F,
fi = - F(a,) (225)
= T, % :
1 8%"1 Y
e la Lagrangiana e le equazioni del moto si scrivono
N
L= ifi(x,d) +g(z,) > M &+ (ordini inferiori) = 0, (2.26)
j=1 j=1
in cui si definisce 5 5
y@ _ 9fi 0f; 2.2
K Oxj  Ox; (2.27)

In realta si puo sempre considerare un N pari perché M(*) ¢ una matrice antisimmetrica N x N e si puo
diagonalizzare a blocchi, con blocchi 2 x 2, aventi elementi m, sull’antidiagonale e termini nulli sulla
diagonale; ma se N = 2] — 1 ¢ dispari, dal teorema di Jacobi segue che det A = 0 ed esiste un J tale
che 2(J — 1) righe e colonne di M sono occupate da zeri. Non tutte le variabili obbediscono a EoMs
del terzo ordine indipendenti e quindi non contribuiscono alla presenza dell’instabilita di Ostrogradsky.
Per N pari, se M@ ha m, che si annullano, si pud ridurre il numero di variabili indipendenti, che
comunque rimane pari e det M ®) % 0. Si puo, allora, sostituire N — 2N. Usando i moltiplicatori di
Lagrange \;
2N
L= [5;fi(zy) + N5 — yj)] + g(x,y). (2.28)
j=1
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La variazione rispetto a A; comporta &; = y;, cioé la Lagrangiana di partenza. Dalla (2.28), che ¢
del primo ordine in x;, y; e \;, si ottiene che le equazioni del moto sono del secondo ordine e, quindi,
servono 12N condizioni iniziali. I momenti canonici per z;, y;, A\; sono

oL oL oL

:Ai, .= T = ; 5 5 :7:0 229
i Pui = 5 fi(z,y) Py = o (2.29)

p$i =

Poiché tutti i momenti non dipendono da &;, ;, A;, i secondi non si possono esprimere in funzione dei
primi: ne conseguono 6N vincoli primari

Essi vengono incorporati nella Lagrangiana di partenza, attraverso i relativi moltiplicatori di Lagrange
[g;, € I’Azione diventa

t 2N
S = t dt | (Pg;dj — tade) — H| | (2.31)
1 j=1

dove ’'Hamiltoniana H é data dalla trasformata di Legendre della Lagrangiana

2N 2N
. 9H 9o _ aH O
Gi = YD pn . b= — Y Hag q? (2.32)
8pqz i—1 9= A ap(h 1
J=1qg=z,y, j=1gq= I,y7

per q; = x;, y; 0 A\; e 'evoluzione di ogni funzione £(p, q) & governata da

2N
G2 Y (Gntaein) =16 0SS o (2.33)

J=1 g=mz,y,A

L’Hamiltoniana totale &

2N
Hp=H + Z Z tqPq (2.34)
=1 q=z,y,\

in cui il simbolo & esprime un’uguaglianza valida dopo aver commutato con Hr attraverso le parentesi
di Poisson e avere imposto che tutti i vincoli si annullino. Si impone la seguente equazione per far si
che 1 vincoli siano rispettati durante I’evoluzione temporale. Applicando la (2.33) ai vincoli z, y, A,

2N
d¢y' fj (y) Jg doy,
L = — T e — = — 3 7. 2
5 i — ;_l(u -+ py M) o0, i Yi + 1 (2.35)

Poiché det M@ 7é 0, queste relazioni possono essere invertite e si possono determinare tutti i moltipli-
catori di Lagrange.

o = ir iy =~ (X4 Vg + 117) = (M) (R4 Vag + IF(ITD) + Vo,
(2.36)
dove Jy ¢ lo Jacobiano di f. Il che significa che non ci sono vincoli secondari, perché tutti i possibili
sono soddisfatti da queste relazioni. Poiché tutti i moltiplicatori di Lagrange sono determinati, la
(2.36) deve essere invertibile e, in effetti,

0
(Gustu} =ML {onson} =52 {ors00} = by (2.37)

mentre tutte le altre combinazioni sono nulle. Quindi, chlamata A la matrice antisimmetrica associata
alle parentesi di Poisson dei vincoli, det A = det M®) # 0. Pertanto, tutti i 6N vincoli sono di
seconda classe, cioé per ognuno di essi ne esiste almeno un altro con cui non commutano rispetto alle
parentesi di Poisson. Conseguentemente, rimangono 12N — 6 N = 6N condizioni iniziali. Con questi
moltiplicatori di Lagrange si ottiene la corretta espressione per Hr nella (2.34) e tutti i vincoli sono
sempre soddisfatti, se lo sono inizialmente. Poi, sulla ipersuperficie dello spazio delle fasi in cui i vincoli
sono soddisfatti vale Hr ~ H e quindi ’'Hamiltoniniana H ¢ lineare in p,,, che non é soggetto a vincoli,
dalla (2.30), quindi ’'Hamiltoniano non ¢é limitato dal basso.
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2.3 Il Galileone e la Teoria di Horndeski

Data 'unicita delle equazioni di Einstein, sancita nella sezione precedente, una delle opzioni che si
hanno per ottenere teorie di Gravita estesa ¢ di ipotizzare che ’Azione dipenda anche da un campo
scalare e dalle sue derivate prime e seconde e che pero sia tale per cui le EoMs siano al piu del secondo
ordine: & questa l’idea a cui si ispira la Teoria di Horndeski.

2.3.1 Il Galileone

Occorre, a questo punto, indugiare su una Teoria intimamente legata a quella di Horndeski: il Galileone,
cioé un campo scalare ¢, che gode della simmetria

¢ — ¢+ blrm, +c. (2.38)

Prima di tutto, si determina la Teoria pitt generale del campo scalare su un background di Minkowski
fissato, che produce un’equazione di campo del secondo ordine, assumendo che la Lagrangiana contenga
al massimo derivate seconde di ¢ e sia polinomiale in 9,0, ¢. Successivamente, la Teoria viene promossa
a una forma covariante, aggiungendo i termini di compensazione appropriati (unici) affinché le equazioni
del campo siano del secondo ordine sia per ¢ che per la metrica. In questo modo, si pud ottenere il
Galileone covariante. Si prenda in considerazione, per prima cosa, il caso di spazio piatto

Lon=c16— 3 0"00,6 — 2 060" 0,6 — | (06)20,6 0" — 2069"0" 69,60, +
= 00" 0,0,6 0" 90ad + 2006 0206 0,60"6 | — 2 (D) "6 06— 3(06)? 0,6 09" 0,6+
+208,0,0 0" 0\0") 00 + 30,0, 0" 0" $ Dap 0*0° Vg — 60)up O* 0" 8,000 00" $ D)
— 3006 0,0,6 0"0” ¢ 0a0” ¢ + 60 8,0 O*0° ¢ DnDsd a%] .
(2.39)

Questa ¢ la Lagrangiana pit generale che soddisfa alle proprieta dette in quattro dimensioni [7], in
quanto ogni altra permutazione delle derivate parziali o I'aggiunta di un’altra derivata parziale rea-
lizzerebbe una derivata totale. Sia, infatti, II I’'Hessiana del campo ¢ e [II"] una contrazione ciclica,
allora ogni termine della Lagrangiana n-esima dovra essere proporzionale alle seguenti scritture

" *a¢lI* ¢, [ *[I1]*0¢de. (2.40)

Si puo ridurre il numero di termini con integrazioni per parti, ma bisogna farlo cautamente, in quanto,
durante la covariantizzazione, lo scambio di derivate implica la comparsa di tensori di Ricci. Ad
esempio,

X!V, V, V' -V, V, V¢ = —cs X*V ,(R,"V" ), (2.41)

e la Teoria del Galileone generalizzato, equivalente a quella di Horndeski, puo essere ottenuta intro-
ducendo le funzioni generiche G;(¢, X) al posto di quelle costanti della (2.39), perdendo, pero, la
simmetria galileiana.

2.3.2 Teoria di Horndeski

Per quanto ottenuto nella sottosezione precedente, si scrive I’Azione della Teoria di Horndeski

o 2 o o o
L=on |:Hl¢gR/lf;’y + §K1X¢Z¢%¢7 + K3ga P R, + 2E3X¢a¢“¢g¢y:|

a v v y 2.42
+ 000 [(F + 2W) R, + 2Fx 9hos + 265000 93 (2.42)
— 6(F¢ + 2W¢ — X/ig)D(Z) + Koy,
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in cui la funzione F soddisfa alla condizione
F,X = 2(k‘3 4+ 2Xksx — ]€1¢). (243)

Le due Lagrangiane (2.1) e (2.42) possono essere mappate ['una nell’altra attraverso le relazioni
b's
Go = kg + 4X/ dx’ (ngg — 2K3¢¢),

X
G3 = 6F¢ — 2XI€8 — 8X/433¢ + 2/ dXI (Iig — 2E3¢), (2.44)
Gy = 2F — 4X ks,
G5 = —4k;.
Ad ogni modo, le equazioni del moto del settore scalare (€4) e del settore tensoriale (€,,) non sono

indipendenti, ma, al contrario, vale 8|

1
V'€V € = 0. (2.45)

2.4 Analisi Hamiltoniana

Si puo scrivere l'intervallo nella forma data dalla decomposizione (1+3) di Arnowitt, Deser e Misner
(ADM), prendendo come famiglia di ipersuperfici, in cui decomporre lo spazio-tempo, l'insieme di
quelle caratterizzate da ¢(t) costante [9].

ds® = —N2dt? + hj(dz' + N'dt)(dz? + N7dt), (2.46)
essendo h;; la metrica della 3-geometria della ipersuperficie. Il vettore ortogonale alle ipersuperfici &
VH¢
X
Attraverso le equazioni di Gauss-Codazzi, le proprieta geometriche dello spazio possono essere defi-

nite in funzione della geometria estrinseca delle ipersuperfici tridimensionali embedded nello spazio
quadridimensionale

TLME—

(2.47)

WR;; = O Ry + KKij — KyoKF + 0"V, K5,
WR=CR+ K%~ Kij KV — 2V ,(n"V,n* — n"V,n"), (2.48)
Gij = O Ry + KKij — 2Ky KF — hyj.
Dove K% = Vinl ¢ K = hij K . A partire da questo, si ottiene che la doppia derivata covariante del
campo ¢ &
h2
V. Vb= —h YK —nun, —nyn,) + ?V)‘QSX,\nMnV. (2.49)

Inserendo queste espressioni nella (2.1) si ottiene I’Azione in forma ADM:

S = /dt d*z\ 7V N | As(t, N) + A3(t, N)K + Ba(t, N)® R — (By + NByn) (K? — K;; K) +

(2.50)
NB g o
+Bs(t, N)GE KT 4 =08 (K - 3K K K + 2K, KUK
tale che
G3¢ / X /
Ay =Gy +VX dX Ay = [ GyxV2X'dX' — 2V2X Gy,
(2.51)

X
By =Gy — / Gso L dX', B;= / GsxV2X'dX'.
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Capitolo 3

Stochastic Gravitational Wave Background
nella Teoria di Horndeski

Recentemente, € stato proposto un modello fenomenologico da indagare, per testare una discrepanza
tra le previsioni della Teoria di Horndeski e della Relativitd Generale [10]. Sara, quindi, oggetto
della presente indagine il fondo stocastico di onde gravitazionali (SGWB), nell’ipotesi che questo sia
uniforme. Si consideri una metrica di background della forma Friedmann—Lemaitre—Robertson—Walker
piatta:

Guv = —dt? + a®(t)(da® + dy? + d2?); (3.1)
si prenda, poi, una metrica perturbata della forma

Juv = g;u/ + h;w (32)

tale che goo = —(1 + @)% go; = 9B, gi; = (1 +2¢)d;; + hij e hij. Questo ¢ un tipo di perturbazione
relativa al solo campo tensoriale. Ponendosi, infatti, in gauge unitaria é sempre possibile disaccoppiare
perturbazioni scalari e tensoriali. Sotto trasformazione di coordinate t — t+7'(Z,t), si ha ¢ — Sp+oT,
e per un’opportuna scelta di T', si pone la variazione del campo scalare a 0. In primis, si scrive lo
sviluppo del tensore di Ricci al primo e secondo ordine

1
1 — A «@ « «
REJJ/) (h) = 5 (_hp,u,/\ - h’,uzz,a + ha,u,z/ + hoa/,,u) ’
@) = L1 af | paB
B (h) = 2 ih‘xﬁ,ﬂh,v + b (hag uw + Pywap = hap,y — hav,su)

o 1
+ hgﬂ (hocuvﬁ - hﬁuva) - (h 676 - 2ha,[3) (hozu,l/ + how,u - huu,a)

Da queste relazioni si possono inferire anche gli sviluppi dello scalare di curvatura e del tensore di
Einstein (usando la metrica di background). Espandendo 1’Azione (2.1) al secondo ordine si puo,
quindi, distinguere parte tensoriale e parte scalare

5@ = 5@ 4 5. (3.3)

Se poi si pone h;; nella forma transverse-traceless - come si vedra, questa gauge ¢ valida almeno in
approssimazione iconale, anche se non puo essere una scelta valida globalmente -, focalizzandosi, per
brevita, sulla componente tensoriale si ottiene, partendo dalle seguenti relazioni, valide a meno di
derivate totali

1

1. g 1.
3)p N2 _ 2 _ _ti2 g 2 _ 2, 12
Gpr = —@(&hm) , K=3H, /K= —4hi]~, Ki;KV — K* = —6H" + 4hij, (3.4)
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e inserendole nella (2.50), insieme al fatto che /7 ~ a3 + O(h?j),

1 ; F
S = 8/dtd3xa3 |:GThz2j - ag(akhij)ﬂ : (3.5)
Qui si riconoscono
Gr:=2 [G4 —2XGux — X <H¢5G5X - GSd)ﬂ (3.6)
Fr:=2 [G4 - X <(£G5X + G5¢)] ) (3.7)

e la velocita di propagazione della perturbazione é data da

Gy — X ($G5X + G5¢)

2 Ir _
Gi—2XCux — X (H(ing,X - G5¢)

‘ew = St

Ad ogni modo, la quasi simultanea rivelazione delle onde gravitazionali GW170817 e del -ray burst
GRB 170817 ha fortemente limitato 'arbitrarieta di G4 e G5, per cui si puo scegliere Gyx = G5 = 0.
In tal caso cqw = 1. L’altra assunzione é quella di lavorare in regime iconale [11], cioé tale per cui,
dato 'ansatz

hyw = Hw,ei% + c.c., (3.9)

con € un parametro piccolo, definito da € = ﬁ, cioé pari al rapporto della lunghezza d’onda della
perturbazione e della lunghezza caratteristica di variazione del background. La fase v varia pit velo-
cemente dell’ampiezza della perturbazione (Hpuv), del campo scalare e della geometria di background,
cioé
1 O Hyuy 9o
— ~ O > B e .
N~ 0ot o "

(3.10)

Infine, un’altra condizione che si pud porre, é quella della gauge armonica, per la quale, presa la
trasformazione infinitesimale di coordinate z# — z# — &, che comporta hy, — hyy + 2§, per il
tensore a traccia inversa vale hj,;, — hjy, + 0€, — 5’0?‘;# + &Y = hip + 0, + R & (Dove Ry e il
tensore di Ricci). Si puo allora porre

B, =0 (3.11)
o, usando 'ansatz (3.9),
1
Hy k¥ = S Hk,, (3.12)

dove k, = J,%. Se, poi, come verra fatto, si lavorera in regime di onde corte, per cui, presi A, la
lunghezza d’onda associata alla perturbazione, e R, il tipico raggio di curvatura del background, si

verifica che O(%) < O(%)

o(%) - o(%) (3.13)

Poiché gli unici simboli di Christoffel non nulli sono féj =H (5;'-, f‘% = 2aad;; ~ O(H)
hapw = hagy = Tahsy = Toyhus = hag., (3.14)

inoltre, nella Teoria ridotta, in cui si suppone un background ¢ rispetto al quale G4x = 0, si ha

o(gi) <0 (%) (3.15)
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3.1 Tensore energia-impulso

Le equazioni del campo tensoriale, sviluppate al primo ordine, sfruttando I’espressione del tensore di
Ricci, si leggono

1 1

E/“’ - _5 (G27X¢7M¢7V + ng/“,) - G37¢> <¢,M¢7V + Xglw) - G3,X |:¢,(/LX,I/) + §D¢ ¢,,u¢,u_
1

+ §¢pX,pg;Ll/] + G4G;Ll/ - G4;p,y + I:‘G4g,u,u-

0 1

Se, sfruttando ’approssimazione iconale, si trascurano tutti i termini che vanno come €’ e €™, si
ottiene la pitt semplice identita
1
EHV = —§G2,X¢,p¢,u — G3’¢¢”u¢7y — G3jx(ﬁ7(uX7,/) + G4G#V — G4;MV' (3.16)

La differenza con la Relativita Generale risiede nel fatto che non puo essere imposta globalmente la
transverse traceless gauge. Si definisca la tetrade [k, n,, my, m;], dove, presa la quadrivelocita di un

(uptdyu)
w

generico osservatore u,, e definito un vettore nullo ausiliario d,,, tale che k# = ew = —kyut. Sia

ku—d . . C : _ _
allora n, = =*——* e siano ulteriori due vettori ausiliari ortonormali s1 e s2, con g, u*s") = g, dH's’y = 0.
Si definiscono gli altri due vettori della tetrade m = Wr% e m* = 222 Gli unici pseudoscalari non
nulli sono k,n” = m,(m*)” = 1. Si introducono, poi, i due modi circolari

b h” +ih
O= T 5
2
h” by (3.17)

D’altra parte, H,,, eredita questa scomposizione da h,, e siha H,, = H,UV+HjV, con H,uy = 2H k,k,),
e H j,/ = Homymy, + Himymg,. 11 modo H I in approssimazione iconale, non ha significato fisico, in
quanto non trasporta energia, né induce variazioni nella curvatura nell’ordine O(e2). Vale, infatti,

che considerando solo i termini al leading order

1 1 |
0Ragys = 5 (haé;ﬁv — hayps — hgsay + hﬁv;aé) = ShigHajpkse™ +c.c. =

2
€i£ 1 eii (318)
* * € 1 €
= (humushits) + Kbk + Hompub,miks) + Homi, kymi ko ) 5 = 5 Rags -
Si ha, quindi, che TlSSW) = —G4<G,22,)>, dove le parentesi angolari (...) denotano una media calcolata

su una regione le cui dimensioni sono piccole rispetto alla scala dimensionale a cui varia il background,
ma grandi rispetto alla lunghezza d’onda della perturbazione. Pertanto,

G2
TS = —Z4(hpoyh? o = i), (3.19)

e annullamento dei prodotti scalari della tetrade [k*, n*, m*, m*#] fa si che la parte che effettivamente

contribuisce al tensore (3.19) é quella della polarizzazione L. Si ricava

_1
]

1
TW) = ~MEGa(|Ho |* + |Ho )k uk

p 3 MB\Gy(|H 1) kyky. (3.20)

La polarizzazione || non ¢ fisica in approssimazione iconale - condizione che ¢ stato necessario imporre,
per stabilire la proporzionalita tra Tﬁgw) e il tensore di Einstein -. In generale, tuttavia, non si puo
fissare globalmente, come in Relativita Generale, la gauge T'T: scegliere dei vettori £# = —iCHea®"
non consente di compiere una trasformazione globale, una volta imposta la gauge armonica, perché C*

e Hn* non evolvono allo stesso modo nel tempo [12]. La densita di energia ¢
2

M2 .
pow = Ga=" <hijh”> , (3.21)
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compiendo la variazione dell’Azione rispetto ad h;;, le equazioni di campo, al primo ordine, implicano
I’equazione di propagazione delle onde

!

Bg’j+2<9{+ G

e > hi; + k*hij = 0. (3.22)

hi; ¢ la trasformata di Fourier della perturbazione e, risolvendo I'equazione differenziale, si trova

1 ; Oz
b — /A.. Jog)e2mif (n+ ) 3, 3.23
K aeft(n) U( 0 ( )
dove A;;(k;) ¢ 'ampiezza della perturbazione nello spazio delle frequenze, mentre Z‘% = (ﬂ-( + —2%2*4).

Applicando la derivata e considerando la sua azione nello spazio delle frequenze,

a; { : &) . i

dove nell’'ultimo passaggio si ¢ usata la (3.15) insieme al fatto che A;;(k;) = Ap(ki)e; (Q) per P €
{+, x}. Sfruttando il fatto che il segnale & uniforme

0

o (i (@) [k (@)]7) = 0 = (i — ko) (A (K") Afy (K")) = 0 (3.25)

e, usando le proprieta delle distribuzioni,

<AP(kz‘) [AP(IN%)T> = epp(ki)d® (ki -

ki) = e(f,0)8@ (k; — k:)d o, (3.26)

assumendo un fondo non polarizzato, ma non necessariamente isotropo, e dove e(f,2) & una funzione
pari in f. Inserendo la (3.26) nella (3.21) e ricordando che &, pe;j per = 4, si arriva a

paw = Galts) [ a(ti) ]2 4 Mg /5(1@-)]’2 Bk = Ga(t;) [ a(( } 8MPl7T /SQ/ (£, Q) f df 2.

at

aeﬂ"(ti) aeff(t
X (3.27)
D’altra parte, introducendo la densita di energia spettrale, si ottiene un’espressione per e(f, £2):
o dngW 2 A CLQ(tZ')aQ (tl) d3pGW
- df d*Qy = £(f,Q) = off : 3.28
W /Sz /0 df d?€Q f 0= elf, ) 8G4(t;) M3, f4 df d>Q ( )

Seguendo [13], si possono definire due quantita: la luminosity distance e la angular diameter distance.
In particolare, data una sorgente di onde gravitazionali che si trova in una galassia G (le cui proprieta
sono incorporate nella variabile generica 6¢), posizionata in un punto dell’Universo con parametro
affine A\s e che emette un flusso di energia ®, ricevuto in direzione ep da un osservatore O, posizionato
in A\ = 0, se la sorgente ha un diametro D e sottende un angolo J, le dette grandezze sono definite
come

Lg(bc) D

_— dg = —. .2
dr®(0c, eo) 4 (3.29)

dy = ;

Se il segnale fosse costituito da onde elettromagnetiche, sarebbe valida la classica relazione di reciprocita
di Etherington, in realta, in [14], tale relazione ¢ stata dimostrata valida anche per le onde gravitazionali
in teorie di gravita estesa. La densita spettrale di energia puo essere espressa come un integrale

d3PGw PNe |,
af 20 %) /dA/d@mI) - 1.06] 35 [ (V) bel (3.30)

O [zH(N), f,0c] = % a(f*,0¢) ¢ il flusso di energia per unita di frequenza misurata f, che ¢

legata a quella effettiva f* da f = (1 + 2g)f*, con zg pari al redshift. d*Ng [z#(N),0¢] &, invece, il
numero di sorgenti con parametro g, contenute nel volume fisico d®V visto dall’osservatore. Se poi si
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introduce ng [m“()\), 0c|, la densita spaziale di sorgenti con parametro fg, si scrive d*Ng = ngd?V =

naD?( L)V Pu(N)pH (A \) d?Q,d), con le quantita |/ Pu(A)pH(A)dA e d2A che indicano, rispettivamente, la
profondita e la sezione trasversale di d®V

(chg}g - /dA/dQ )(])\)HG [2"(N), 0c] Lal(va, Oa)- (3.31)

L’elemento Lg(vg, ) ¢ lo spettro effettivo in frequenza della sorgente.

3.2 Segnale osservato

Interessa ora capire il segnale osservato da una coppia di rivelatori con opportune proprietd geometriche.
Sia definito il tensore che caratterizza la configurazione geometrica

XY - X7y

Dy ==L L1 (3.32)
2

in cui I € {1,2} e X e Y indicano le possibili direzioni dei bracci. Il segnale rivelato avra una

componente dovuta al rumore. Ovvero,

s = h; + ny, (3.33)

dove s; = hileij , e 1 rumori dei due rivelatori vengono supposti scorrelati (njng) = 0 - assunzione
valida per apparati sperimentali sufficientemente distanti -; ed anche indipendenti rispetto al segnale
fisico ((hing) = (hani) = 0), imputabile alla perturbazione effettiva. Un’altra quantita di rilevanza

fisica &
5 o .
= — dQe

che misura la separazione dovuta al ritardo temporale tra i due rivelatori e la deviazione dalla condizione
di parallelismo dei loro bracci.

FHQ)F(Q), (3.34)

to+7/2 t0+T/2 ‘ / o /
/ —7/2 / T/2 ,2)Q( —t )s2(n(t ), z5)) dtdt =

to to

o e » L (3.35)
/ / ;21)Q(t =T )ha(n(t ), x3)) dtdt .

to—=T/2 Jio T/2

Si puo dimostrare che la funzione di filtro ottimale, cioé quella che massimizza il signal-to-noise-ratio
(SNR), ha componente nello spettro in frequenza

P ()
QD > 55p (1) Py(f)

dove Qaw (f) e lo spettro in frequenza del background, mentre i P;(f) sono gli spettri in potenza del
rumore associati ai due rivelatori e T' ¢ il tempo di osservazione. Come dimostrato in [15], per tempi
lunghi (per LIGO T ~ 10y) e per Qgw (f) costante, la funzione di filtro tende a una delta di Dirac

Q(t —t') < 6(t —t'). Inserendo la (3.28) nella (3.35) e scrivendo F' = D” 5,

to+T/2 1 A e (i i
= [ [ @ @i 2 o o -
t S2

(3.36)

0—T/2 %ff
GN t0+T/2 / / / dngW P . A\ it (g i) o
= (Q)FF ()24 @i=22) =2 qr 2Q) dt ~ (3.37)
™ to T/2 G4 S2 df dZQ ) ( ) f f

d*paw P M P (A 20 f Qs (wf —zh) p—2 2
WG4 to /S/ / e O @ L-o8) 2 g 420

dove nell’ultimo passaggio si € sfruttata la proprieta che, nel tempo di osservazione, data 1’equazione
(3.15), G4 puo essere considerata costante.
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Capitolo 4

Effetti sulla costante cosmologica

Come visto nella sezione (2.1), sotto alcune ipotesi, gli unici tensori che soddisfano alle equazioni
di Einstein sono una combinazione lineare del tensore di Einstein e della metrica. Da un punto di
vista storico, Einstein prima propose e poi rigetto 'idea di aggiungere al suo tensore omonimo una
componente proporzionale alla metrica, secondo una costante di proporzionalita chiamata costante

cosmologica
G/.Ll/ + Ang,l/ = 87TGTp,l/7 (41)

in cui il pedice B sta per bare e serve per distinguere la (4.1) dal caso in cui si includa il contributo
dell’energia del vuoto che, da argomenti di Teoria Quantistica dei Campi (vd. [16]), puo essere stimato
pari a (Ty,) = (p)gur- Sommando questo termine alla (4.1), si ottiene

Guv + ABguw = SWGTﬁatter +87G(Ty) = Guv + AeiGuy = SWGTITVatter, (4.2)

dove si ¢ usata la sostituzione A.ry = Ap + 8mp. Invertendo questa relazione, si definisce

B A Aeg
po = (p) + 817G 871G’

Si vede che (p) = 2.71-107! GeV*, mentre, da stime sulla costante di Hubble, py, = 2.71- 10747 GeV*.
Questo corrisponde al fine-tuning, cioé la costante cosmologica efficace deve assumere un valore preciso
e molto piccolo rispetto a quello bare. Si vorrebbe, pertanto, trovare una Teoria con dei gradi di liberta
tali da consentire il self-tuning: un auto-aggiustamento della costante al valore sperimentale.

(4.3)

4.1 1l teorema di impossibilita di Weinberg

Il teorema di Weinberg [17] afferma che, poste alcune assunzioni generali, il self-tuning implica il fine-
tuning. Si consideri la Lagrangiana £(g,., ¢;), dipendente dal tensore metrico e da un insieme di campi
scalari ¢;, che rispettino le seguenti condizioni:

(i) Il campo scalare & costante nel vuoto e, quindi, invariante sotto traslazioni ¢y,c); = costante;
(ii) La geometria del vuoto ¢ costante (gyac), = costante.

Queste invarianze sotto trasformazioni di coordinate implicano una simmetria residua di tipo GL(4),
associata alle trasformazioni z# — (M ~!)4x¥, tali che M/} ¢ una matrice costante 4 x 4, il che, a sua
volta, comporta che valgano le relazioni

oL _, 0k
i

Per le trasformazioni sopra definite, poi, si realizzano le identita

= 0. 4.4
g (4.4)

oMYy = OMpy + My, S L = Tr(6ML). (4.5)
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Sia che le condizioni siano indipendenti, sia che siano dipendenti 'una dall’altra, cioé che valga

2guu ji:j} a¢ (4.6)

(2

in cui le f; sono funzioni generali che dipendono dai campi di self-tuning ¢;, si giunge all’identita

Lyac = v gvacpvac((¢vac)z ) (47)

Nell’eventualita che i due annullamenti siano indipendenti, allora vale che, applicando la prima della
(4.4) alle (4.3),

V _g’UanVaC(((zZSVaC)iy v ) = 07

che, per pyac((¢vac)i, - -.) = 0 & il fine-tuning; nel caso di indipendenza degli annullamenti della (4 4),
sfruttando la (4.6) e sfruttando una ridefinizione dei campi ¢; — (;Sl, tale che valga dcg,, = 2€g,1, 9 (;50 =
—¢€, 0, qb#o = 0, cioé una simmetria di scala, si ricava una relazione simile

™V ($i20) = 0. (4.8)

Si dimostra, pertanto, che il self-tuning implica il fine tuning.

4.2 Loophole di Horndeski

Weinberg non assume solo 'invarianza di Poincaré a livello della curvatura dello spazio-tempo, ma
anche a livello dei campi (¢yqac)i, nel vuoto. Si puo, allora, pensare di rompere I'invarianza di Poincaré
su questi campi, mantenendo comunque una geometria dello spaziotempo (localmente) piatta. Un’e-
vasione dalle assunzioni da cui consegue il teorema di Weinberg pud essere ottenuta nella Teoria di
Horndeski, presupponendo lesistenza di un campo ¢(t), con una dipendenza non banale dalla variabile
temporale. Quello che si vuole ottenere ¢ un self-tuning che rispetti i seguenti filtri [18]:

e La Teoria ammetta un ricoprimento locale Minkowakiano nel vuoto, per ogni valore della costante
cosmologica effettiva,;

e questo rimanga vero anche nei casi di transizione di fase, dove la costante cosmologica varia di
una quantita finita;

e la Teoria ammetta una cosmologia non banale, cioé soluzioni diverse da quella di Minkowski.

Si consideri, inoltre, una metrica del tipo FLRW

2

gudrtds” = —dt* + a*(t) +1%dQ) | - (4.9)

1 — kr?
La parte dell’Azione relativa alla materia fornisce un’energia del vuoto costante, che viene identificata
con la costante cosmologica (pp)vac = Ap. In conseguenza del primo filtro, 'energia del vuoto non
deve avere un impatto sulla curvatura cio¢ Ry, = 0; e poiché, in metrica FLRW, R, = diag(3%, ¢ +

2H? + 2a2, a Ly 9H? + 2a2, . T 2H? + 2 %), cid comporta una condizione on-shell
k
H? = —— 4.10
(4.10)

in cui H = % ¢ il parametro di Hubble, il che implica, dovendo essere k < 0, che ay(t) = ag + v/ —kt.
Ma, dato il secondo filtro, questo deve rimanere vero anche quando il settore della materia é soggetto a
una transizione di fase. In altre parole, si richiede che la transizione improvvisa venga riassorbita dalla
parte dell’Azione relativa alla metrica. Si puo ricorrere all’approssimazione del minisuperspace, cioé
considerando come gradi di liberta dinamica a(t), ¢ e goo = N(t) - non posto identicamente uguale
a 1 -, rispetto ai quali si esegue la variazione su una Lagrangiana della forma (2.1). D’altra parte, la
coordinata temporale, in virtu dell’invarianza sotto diffeomorfismi puo essere sempre ridefinita come
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Ndt — dt, infatti N non ¢ un vero grado di liberta, essendo il momento coniugato my = 0, e si pud
quindi assumere N = 1. Tenendo, per ora, un N generico e integrando su una 3-ipersuperficie, si

ottiene ;s
. . d°x~/—al .
Lﬁ(aadv¢v¢>N’N) = w :a3 Z Zz(NH)Za (411)

f d3x\ﬁ 1=0..3

a meno di derivate totali, ed essendo

k
Zi=Xi— Y (4.12)

e tutti i termini non nulli dell’espansione per N = 1 sono:

Xo = —Qz(;a(l'j + Ko,
X1 = 3(2k89” — 4F 36 + Q1,40 — Q7),

Xy = —6(2F + Fx¢?), X3 =4r1 x¢°, (4.13)
Yo = Q196 + 12536° — 12F,
Vi =Q1— Q40

Applicando anche il terzo filtro, si ottengono delle relazioni tra le quantita appena individuate [18]:

Z Zi(a’k7 ¢7 (b) (\/CL?) = C(ak) + aig%? per una certa C = <(¢7 ak)v
1=0..3 k

| V=N (414)
zg?’ ZZi,(Zﬁ(ak:v ¢a ¢) <ak> 7& 07

Non puo valere  Z; 4(a, ¢, $) =0 perogni (i=1,23).

Si possono ottenere 4 equazioni del moto, non tutte indipendenti, come da (2.45). Riprendendo una
lapse-function generica e ricordando che nel formalismo ADM si ottiene una scrittura dell’Azione del
tipo

S = /dt(ﬂ'ad—kﬂ'qgg.b—]\fj{) + Sm, (4.15)

essendo 7%, my e H i momenti generalizzati relativi alle variabili dinamiche e I’'Hamiltoniana relativa
alla Lagrangiana efficace, si esegue la variazione rispetto ad N e si ricava una forma del tipo HoN =
L 0%m s\ —To00N = —py, 6 N. D’altra parte, anche la traccia tridimensionale del tensore energia-

VA ON

impulso puo essere ottenuta in maniera simile, infatti vale che

1 65 .
5 (fa = a2¥7i = _342p. (4.16)

Mettendo questo risultato assieme alle equazioni di Eulero-Lagrange della Lagrangiana (4.11) rispetto
ad a, ¢, si arriva, ponendo N =1, a

H=—pm (4.17)

d ,

+a® Y ZigH =0 (4.18)
1=0..3

+ Y [0 d' H = (6, 6,a,4) + (4, $,a,). (4.19)

d ] i
Ea —|—3a2p = [a?’lz iZa YHT! 2

i=1..3

A queste va aggiunta 1’equazione di continuita, che, unita alla (4.18), implica la (4.19):
pm + 3H (pm +p) = 0. (4.20)
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Se in tutte le funzioni in cui compare la dipendenza da a e & si sostituisce la soluzione dell’equazione
(4.10), si ottengono delle funzioni on-shell, indicizzate col pedice k. Ad esempio, Hy = H(p, ¢, ar) =
—pi- Se all’istante ¢, avviene una transizione di fase

Oy L 0Hy - OHy
\/jkf)ak + ¢ 59 + ¢ 5 o O(t — ty). (4.21)

Da cio si arriva a dimostrare [18] che la Lagrangiana L} dipende soltanto da aj. Si definisce la

Lagrangiana ausiliaria
L=a {c(a) + > Zi(a, ¢, 9) [H’ - (7) ” (4.22)
i=1..3

Si deve dimostrare che tale Lagrangiana differisce dalla (~4.11) per una derivata temporale di una
funzione p(a, ¢). Si definiscano, allora, le quantita AZ; = Z; — Z; AH = AH(a, a, ¢, $), come segue,

H+ pm = H + pm + AK. (4.23)

Dal fatto che H e H debbano verificare le stesse equazioni del moto, si richiede che AH si annulli ogni
volta che, in condizione on-shell, H = —p,, e E¢ = 0. A ogni modo, giacché AXH ¢ indipendente da
Pm, €sso non pud annullarsi in conseguenza di H = —pPm- Similmente, poiché AE,; non dipende da
Pm, €sso non puod diventare nullo a seguito di E¢ = 0. Si deve, allora, concludere che le due variazioni
siano identicamente nulle. In altre parole,

H=H. (4.24)
Dato che AZ; = Z; — Z;, si vede come
A= Y ((i C1)AZ+ Azw's) Hi=0. (4.25)
i=0,...,3
Raggruppare addendi con medesime potenze di H porge
(i—1)AZi+AZiy¢=0 per i=0.3. (4.26)
Integrando, si ottiene o
AZ; = oi(a,¢)d " (4.27)

Per I'equazione scalare vale che le due relazioni, relative alle due Lagrangiane (quella di partenza e
quella ausiliaria), differiscono per un AEy4. Come sopra, poiché AE, non dipende da p,, non pud
annullarsi in conseguenza dell’equazione (4.16), ma pud annullarsi in conseguenza di E¢ = 0. Dalla
(4.17), si nota, inoltre, che I'equazione del moto puo scriversi

Ey = da+ ¢+, (4.28)
in cui

a(a, d, ¢, ¢) = —(12 Z Zi,(]ﬁHi_la 5(aﬂ d, ¢a ¢) = —CL3 Z Zz{{zﬂ)

3 1=0..3

7

=0.
v(a,4,6,0) = —a® [((i +3)Zi + aZiga)H + ¢Zi7¢¢} H+¢ZigH'
1=0..3

(4.29)

Espressioni simili valgono per E¢, &, B, e 7, e, quindi, per AEy, Ao, A e Ay. Ora, giacché invertendo
la (4.27) per le quantita associate a £

(E¢ — 3é— &) , (4.30)

Qi =

si puo scrivere

, (4.31)

AE¢:%E¢+aAB;BAa¢+aA’y;’yAa
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dove, ad esempio, AB = 3 — f e, a causa della condizione (4.14) deve valere, & # 0. Dato che, inoltre,
AFE, deve essere valida per I'equazione del campo Fy = 0, ne segue che

AE, = &Eﬁs (4.32)

A ogni modo, dalla (4.25) deriva

a=-a’® ) i(i-Dod"!,  AB=-d® Y i(i— 1o H'

1=0..3 1=0..3

Ay = —d® Z [ ((1+3) O'Z—{—CLO'la)H(l—}—’L')—’L'O'Z‘7¢gZ.5] H/é.
1=0..3

(4.33)

La condizione &AS = SA«q implica che o AFEy si annulla identicamente o si ha

aHa = —¢f = Y iZigH ' =— > ZILioH = iZiy=—Zis¢+vi(a, 9).
1=0..3 1=0..3
(4.34)

A questo punto, si ricavano i potenziali opportuni per la Teoria di Horndeski. A tal fine, bisogna
calcolare le espressioni opportune delle X; e delle Y;, ricordando la relazione tra le due Lagrangiane:

L =L+ ji(a,¢) = a*c(a) + Zo + 21,
dove L ¢ data da (4.22). Raggruppando membro a membro i coefficienti delle potenze H', si trova

=-> 7 (H) +a s = Xo(d,6) - gyow, %), (4.35)

1=1..3

- . k .
Zl + ‘172M,a = Xl (¢7 (b) - ?YI((b; ¢)7 (436)
Zi = Xi(¢,9), i=23. (4.37)

Sostituendo le (4.37) e la (4.36) nella (4.35)
k k L AN .k :
c(a) — “a X1 — ﬁyl —a fhg | — Z X; 3 +a H,¢¢ = Xo(¢,¢) — ?YO(@ ¢). (4.38)
i=2,3
Per k # 0, si sviluppano ¢ and p in serie di potenze di \/—k/a
cla) = Z Ci _k l a3 = Z h (@) | v/ — k Z. (4.39)
1=—00,"-,0 a ’ 1=—00, a

Inserendo nella (4.35), dall’annullamento per ogni potenza i-esima si ricava

Xo =co+ ho+4h_q, (
X1 =c1 + h1 + 3ho, (
Xy + Yy = ¢+ ho + 20y, (4.42
X3+ Y1 =c3+ hz + ho, (
insieme all’identita
cithi+(A—ihii1=0, i<-1 o i>4. (4.44)

Si definisce, poi, la successione

‘/% = hl + §i+1 ’ { 7é 37 ‘/-53 = h37 (445)



che porge la relazione ricorsiva

Vig(d)p+ (A—)V;=0, i<—1 o i>4, (4.46)
in cui si ¢ usato che h; = V; = é%,¢. Poiché V; non dipende da ¢, segue che V_1 = const, V_o =
Vig=---=0, Vy=V;=V;=---=0. Reinserendo tutto nelle (4.40)-(4.43)

Xo = Voo +4V_1 =4 - const. + V¢, (4.47)
X1 =Vié+ 3V, (4.48)
Xo 4 Yo =Vyd + 2V, (4.49)
X3+ Y, = Vio+ Va. (4.50)
E si identifica const. = —ﬁA B,k- Per calcolare 'espressione specifica dei potenziali di Horndeski
X1 =0 =30 = ¢*(/9%) 4. (4.51)
E integrando,
~ 1. . .
= Vo - 5Vid+ (@), (4.52)
dove A\(¢) & una funzione arbitraria. Dato che, in gauge unitaria, X = —%d')Q. Ripetendo, infine, il
calcolo per tutte le costanti di (2.42)
, 1 3
K1 = QVII((b) 1+ 5 IH(Q‘X‘) — ZV[I[(QZ))X, (453)
1 1
k3 = Vi7(¢) In(2[X]) — ZVIIU(@X - ZVI(¢)[1 — In(2|X1)], (4.54)
1
Ry = —p™° — 6Vf1(6) X, (4.56)
1 1
F+2W = §V1V(q§) — iVI(qb)Xln(Q\X]), (4.57)

Per opportuni potenziali arbitrari, indicizzati col numero latino. Questo ¢ il cosiddetto modello dei
Fab Four.

Vi (gb)G”VVugbVqu + Vi (Qb)EwaﬂgkméR)\pwvu¢Va¢vvvﬁ¢+

V=g
SFabFour[guVa ¢; \Ijn] = /d4x e

+VIV(¢)R + VII(¢) (R“VaﬂRul/aﬁ - 4RNUR;U/ + R2> - AB,k + Sm [QMVQ \Ijn]

(4.58)

28



Appendice

Dimostrazione formula (5Fg o

af _

59046 = _ga,ug,Bu(Sgwj? dg _ga#gﬁyégum

1
5T,Bga = 5907 [vﬁ(_gaugvuég}w) + Va(_gﬁug'wdg}w) - V'y(_gﬂugcwag'uy)]
1
= 5907 [gaug'yuvﬁ(dguy) + gﬁug'yuva((sglw) - g,@ugauv'y(égw})]

1 . . , i )
— —5 [5§V,3(5g# ) -+ 5#va(5g“ ) — 98udary ’Yv’y(ég,u )]
1

= =5 1900V 5(09%") + 950V a(097") = 95900 V7 (09™)] -
Dimostrazione formula (2.16): Poiché ¢;; & un tensore, segue che

¢7'5(Blt€B;LLgut) = Bng]?@ch(gij),

da cui si pud dimostrare che

0rs
Oghk

Il lato sinistro di (A3) ¢é simmetrico in (hk), quindi si ha

22 =5 g% s + 61 g™ i
01" bus + 059" bre = 659" dus + 659" Dy
Da cio, ponendo h = 7, si trova
gtk(bts + gtk¢7‘s = gtrgbts + gtT(th-
Poiché 6] = 4, questa espressione puo essere riscritta come

3¢ts + (bst = )‘gsta

dove A = g% ;.
1
¢st = Z)‘gst-

Poiché da (A3) segue che % = 0 la tesi ¢ dimostrata.
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