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Capitolo 1 INTRODUZIONE  

1.1 INTRODUZIONE 
La costruzione delle macchine, di qualsiasi tipo, è sicuramente un settore di grande 

importanza nellôambito dellôattivit¨ industriale dellôuomo. In questo settore trovano 

applicazione concetti afferenti a varie branche scientifiche e tecnologiche ma, a fare da guida 

è sicuramente la meccanica. 

Il progresso richiede macchine, e costruzioni in genere, sempre più performanti, sicure ed 

affidabili mentre la concorrenza nel mercato globale impone costi e time to market sempre più 

ridotti. 

 

Un tema che da sempre ha avuto grande rilevanza nel progetto delle macchine è la verifica di 

resistenza degli organi che le compongono. La richiesta di performance sempre migliori e di 

ridotti costi di costruzione e di esercizio, impone di ridurre le masse degli organi in 

movimento e di ottimizzare lôimpiego di materiale anche negli organi statici: usare solo quello 

che serve, nulla in più. 

È immediato capire che, per raggiungere questi obbiettivi, è fondamentale progettare bene. A 

questo scopo, il progettista oggi ha a disposizione strumenti molto avanzati e sempre più 

diffusi come CAD tridimensionali, software per analisi FEM, ed altro ancora. 

Bisogna ricordarsi per¸ che lo scopo di unôazienda metalmeccanica non ¯ il progetto ma il 

prodotto finale al cui rapporto qualità/prezzo la progettazione partecipa sia al numeratore che 

al denominatore. È, quindi, premura del buon progettista adottare modi e strumenti di progetto 

che siano il più possibile in sintonia con il prodotto finito, cioè sufficienti ad ottenere un 

prodotto della qualità desiderata senza caricare inutilmente sui costi dello stesso. 

 

Allôinterno del grande capitolo della verifica di resistenza degli organi meccanici è nostro 

desiderio focalizzare lôattenzione sulla verifica di sicurezza, statica ed a fatica, di organi di 

macchina caratterizzati da variazioni, o discontinuità, geometriche. 

 

Gli organi di macchina esenti da discontinuità geometriche sono pochissimi. Ragioni 

funzionali o costruttive impongono la presenza di gole di scarico, variazioni di sezione, fori, 

tasche in genere, cordoni di saldatura. Lôimportanza di tali discontinuit¨ ¯ dovuta al fatto che 

nel loro intorno il campo di sollecitazione risulta perturbato ed hanno luogo concentrazioni di 

tensioni che possono raggiungere livelli pericolosi per lôintegrit¨ dellôorgano in questione. Il 

grado di perturbazione del campo di tensione dipende, essenzialmente, dalla geometria della 

discontinuit¨ e dalle sue dimensioni, in rapporto con quelle dellôorgano meccanico.  

 

Valutare le condizioni di sollecitazione degli organi meccanici, stabilirne la loro sicurezza e 

durata in esercizio, è compito del progettista meccanico e, nelle realtà più strutturate, 

dellôanalista meccanico. 

La prima tappa del percorso di verifica ¯ lôindividuazione del tipo di problema che si deve 

affrontare. La mia esperienza di analista prima e di progettista poi mi ha insegnato a pormi 

subito queste domande: 

ü di che problema si tratta; 
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ü serve affrontarlo; 

ü quanto tempo merita. 

 

Successivamente si scelgono i metodi e gli strumenti da utilizzare in funzione del grado di 

dettaglio dello studio da affrontare. 

 

 

1.2 OBBIETTIVO FINALE  
Come già detto, il lavoro che sia andrà a presentare vuole occuparsi della verifica di 

resistenza, statica ed a fatica, degli organi meccanici caratterizzati da variazioni geometriche, 

in particolare di quelle variazioni severe che sono oggetto della meccanica della frattura, con 

lo scopo di dare un ulteriore contributo al PEAK STRESS METHOD (PSM). 

 

Il PSM ¯ un metodo di valutazione del campo di stress nellôintorno di intagli e cricche. Il suo 

punto di forza è essenzialmente nel ridotto numero di dati da elaborare e nel minor costo delle 

analisi FEM necessarie alla sua implementazione. 

 

Allo stato attuale il lavoro è stato sviluppato su intagli e cricche non raccordate sollecitate a 

modo I (apertura). Inoltre, le analisi FEM fatte a supporto del metodo contemplano lôutilizzo 

di elementi piani a 4 nodi (funzione di forma lineare). 

 

Con il presente lavoro si vuole contribuire ad estendere la teoria nelle seguenti direzioni: 

ü utilizzo di analisi FEM con elementi piani ad 8 nodi; 

ü sollecitazione di modo II (slittamento); 

ü sollecitazioni di modo III (torsione); 

ü sollecitazioni miste, modo I+II e modo I+III. 
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Capitolo 2 MECCANICA DELLA FRATTURA  

2.1 INTRODUZIONE 
Negli organi di macchina è frequente la presenza di variazioni geometriche, che brevemente 

chiameremo intagli, dovuta a ragioni costruttive.  

 

È utile richiamare alcune definizioni: 

 

ü speak: tensione di picco. Ĉ il valore di tensione allôapice dellôintaglio. 

ü Kt: è il fattore teorico di concentrazione delle tensioni (theoretical stress 

concentration factor). Eô il rapporto tra la tensione di picco che si ha allôapice 

dellôintaglio e la tensione nominale, calcolata sulla sezione netta o lorda (bisogna 

specificarlo). Eô teorico perch® determinato analiticamente in campo lineare elastico e 

senza tener conto della legge costitutiva del materiale. 

ü Kf: è il fattore di riduzione della vita a fatica (fatigue strenght reduction factor). Ci 

dice di quanto la vita a fatica viene ridotta a causa della discontinuità geometrica. Può 

essere ricavato solo sperimentalmente, mediante prove di fatica su provini lisci ed 

intagliati. 

ü Campo di tensione: distribuzione della tensione nellôintorno dellôintaglio. Solitamente 

si riesce a dare una descrizione analitica di questa distribuzione entro distanze limitate 

dallôapice dellôintaglio. 

ü Fattore di intensificazione delle tensioni (N-SIF). Riassume quanto è gravoso il 

campo di sollecitazione. 

 

Possiamo classificare gli intagli da un punto di vista ñstrutturaleò in tre grandi gruppi, a 

seconda della loro influenza sulla resistenza del pezzo. 

 

Gruppo I: inta gli blandi, piena sensibilit¨ allôintaglio 

Quando vale Kf  = Kt si dice che si ha piena sensibilit¨ allôintaglio; in questo caso la vita a 

fatica è completamente influenzata dal picco di tensione provocato della variazione di 

geometria. Sono questi i casi degli intagli blandi, cioè caratterizzati da deboli variazioni 

dimensionali e/o da raggi di raccordo ampi.  

 

Gruppo II: intagli acuti, parziale sensibilit¨ allôintaglio 

Quando Kf < Kt si dice che si ha parziale sensibilit¨ allôintaglio; in questo caso la vita a fatica 

è meno influenzata dal picco di tensione in quanto questo agisce su una porzione di materiale 

troppo esigua. Sono questi i casi degli intagli acuti, cioè caratterizzati da forti variazioni 

dimensionali e/o da raggi di raccordo molto piccoli.  

 

Gruppo III: intagli molto acuti, scarsa sensibilit¨ allôintaglio 

Per intagli ancora più bruschi (Kf << Kt) la vita a fatica del pezzo non è influenzata dal picco 

di tensione. Questo è troppo elevato e sicuramente interviene un fenomeno di redistribuzione 

delle tensioni. Il criterio di punto, che si basa sulla tensione di picco, non è più adeguato a 

rappresentare il reale stato di sollecitazione. Bisogna passare al criterio di campo, cioè 
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allôosservazione di tutta la distribuzione di sollecitazione nellôintorno dellôintaglio. Parametro 

rappresentativo diventa il fattore di intensificazione delle tensioni (N-SIF). 

 

Detto che il confronto tra Kt e Kf è da intendersi come puro confronto tra numeri, essendo i 

fenomeni rappresentati dai due coefficienti sostanzialmente diversi, quando il gradiente di 

tensione è basso (Kf = Kt) si ha che una porzione ampia di materiale è soggetta al picco di 

tensione, quindi la penalizzazione in termini di resistenza a fatica è interamente governata dal 

picco. Quando, invece, il gradiente è elevato (Kf < Kt), si ha che la porzione di materiale 

soggetta al picco di tensione è molto ristretta ed è insufficiente a determinarne la rottura che è 

controllata dal livello di tensione di un volume di materiale più grande. 

 

La transizione dal primo al secondo gruppo, non è solamente una questione geometrica, ma 

anche il materiale gioca un ruolo importante. Il parametro che identifica questo aspetto è la 

sensibilit¨ allôintaglio (q). Più un materiale è resistente maggiore è la sua sensibilità 

allôintaglio. 

 

Lôanalisi degli intagli del gruppo I e II ¯ materia della fatica classica, per i casi tipici del 

gruppo III si passa alla meccanica della frattura. 

 

Restringendo lôattenzione agli intagli molto acuti, un calcolo analitico in campo elastico per r 

Ÿ 0 (raggio allôapice dellôintaglio) porta a tensioni molto superiori al limite di elasticit¨ in 

corrispondenza dellôapice dellôintaglio. Questo suggerirebbe lôinadeguatezza di analisi in 

campo lineare elastico e la necessità di ricorrere ad analisi elasto-plastiche. Tuttavia, se il 

volume che plasticizza è piccolo, condizione che si verifica se sg < 0.6 ss, il campo calcolato 

nellôipotesi di elasticit¨ lineare va bene ed ¯ valida una meccanica della frattura lineare 

elastica (le tensioni nominali sg a cui si fa in genere riferimento in meccanica della frattura 

sono le tensioni nominali calcolate come se le cricche non ci fossero). Qualora non si rientri in 

questo limite, si ha una plasticizzazione estesa e si deve obbligatoriamente ricorrere ad un 

approccio in campo elastoplastico. 

 

 

2.2 MECCANICA DELLA FRATTURA LINEARE ELASTICA 
Oggetto della meccanica della frattura è lo studio di strutture interessate da intagli acuti e/o 

difetti.  

Nella realt¨ applicativa lôintaglio pu¸ essere sollecitato sostanzialmente in tre modi (fig. 2.1) 

 

ü Modo I: apertura. Lôapplicazione del carico tende ad aumentare lôangolo tra i fianchi 
dellôintaglio. 

 

ü Modo II: slittamento. Il carico ¯ parallelo allôasse dellôintaglio. 

 

ü Modo III: strappo. Il carico è perpendicolare al piano su cui giace il difetto.  

 

Il parametro che rappresenta la pericolosit¨ del campo di tensione nellôintorno dellôintaglio ¯ 

il fattore di intensificazione delle tensioni (N-SIF). 

 

La verifica, sia statica che a fatica viene ora fatta in termini di N-SIF (K) ed i valori limite 

sono rappresentati dalla resistenza a frattura KC (fracture toughness), nel caso statico, e dal 

limite di fatica DKth. 
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Fig. 2.1: modi di sollecitazione del difetto 

 

 

2.3 CRICCA CENTRALE: WESTERGAARD-IRWIN 
Westergaard

[2]
 nel 1939 ottenne la soluzione esatta del problema relativo una piastra soggetta 

a trazione, in presenza di una cricca centrale di lunghezza 2a. 

 

 

 
 

Fig. 2.2: cricca centrale e sistema di riferimento 

 

 

Con riferimento al sistema di fig. 2.2, Westergaard partì da una funzione di Airy del tipo 

 

(2.1.1)     ɋ = Re 
º

Z (z) + y Im Z
~

(z) 

 
cui applicò la funzione complessa 

 

(21.2)      Z = s 
22 az

z

-
 

 

dove sg ¯ la tensione nominale applicata a monte e a valle, normale allôasse della cricca (e 
come tale indipendente da z). La soluzione a cui giunse Westergaard è 
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Ponendo  

(2.3)     KI = sg ap   [N/mm
3/2

] 

 

e sostituendo nelle precedenti si ottengono le espressioni di Irwin
[4]

 (1957): 
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Le condizioni di validità per tali espressioni sono le seguenti: 

ü modo I: apertura; 

ü caso piano (plane stress o plane strain); 

ü r < a/10 : distanza del punto analizzato dallôapice della cricca non eccessiva, 
diversamente le semplificazioni introdotte da Westergaard perdono di validità.  

ü sg < 0.6 ss. 

 

 

2.4 INTAGLIO A V NON RACCORDATO (SHARP V-NOTCH): WILLIAMS  
Nel 1952 Williams

[3]
 consider¸ lôintaglio a V determinandone la distribuzione di tensione 

nellôintorno del vertice (fig. 2.3). 

Williams suggerì per la funzione di Airy una forma a variabili separate: 

 

(2.5)       F = r
l+1

 f(J) 

 

In coordinate polari si ottiene: 

 

(2.6.1)      sr = r
l-1

 [fôô(J) + (l+1) f(J)] 

 

(2.6.2)      sJ = r
l-1

 [l (l+1) f(J)] 
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(2.6.3)     trJ = - r
l-1

 [l fô(J)] 

 

 

 
Fig. 2.3: schema dellôintaglio laterale 

 

 

Dallôimposizione dellôequazione di compatibilit¨ in coordinate polari si ottiene la soluzione 

 

(2.7)  f(J) = A cos[(l+1) J] + B cos[(l-1) J] + C sen[(l+1) J] + D sen[(l-1) J] 

 

in cui si possono isolare: 

ü soluzione simmetrica (di modo I): i termini in coseno; 

ü soluzione asimmetrica (di modo II): i termini in seno. 

 

Imponendo le condizioni al contorno si giunge a risolvere un problema agli autovalori sia per 

la parte simmetrica (+) che per quella antimetrica (-) 

 

(2.8)      sen(2lg) + l sen(2g) = 0 

 

dei quali interessa solamente la prima soluzione. In entrambi i casi l > 0 ed in particolare 

sono di interesse solo gli autovalori compresi nellôintervallo 0 < l < 1. Infatti, quando l > 1, il 

campo di tensione risultante è compatibile con le equazioni del problema ma non è più 

singolare. 

 

 
fig. 2.4: grado di singolarità di modo I e II 
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Gli autovalori per il problema simmetrico (l1) ed asimmetrico (l2) sono rappresentabili in 

funzione dellôangolo di apertura dellôintaglio 2a = 2p - 2g (fig. 2.4). 

Il parametro (1 - li) è detto grado di singolarità. 

 

 

2.5 LAZZARIN-TOVO 
Lazzarin e Tovo

[9]
 (1996) hanno proposto una soluzione unificata che permette lôanalisi dei 

campi di tensione provocati da intagli e cricche. Questo approccio, basato sul metodo dei 

potenziali complessi proposto da Muskhelishvili
[12]

 (1953), fornisce unôespressione 

generalizzata del campo di tensione nellôintorno dellôapice dellôintaglio in funzione 

dellôangolo di apertura, del raggio allôapice e della distanza dello stesso. 

A partire dalla formula generalizzata di Lazzarin-Tovo, le soluzioni classiche (Westergaard-

Irwin
[2][4]

, Neuber
[5]

, Williams
[3]

, Craiger-Paris
[6]

, etc.) possono essere ottenute come casi 

particolari. 

Il sistema di riferimento, rispetto al quale è espressa la soluzione, è il sistema di coordinate 

polari rappresentato nella fig. 2.5. 

 

 

 
 

fig. 2.5: sistema di riferimento generalizzato 

 

 

Allôapice dellôintaglio, in corrispondenza della bisettrice, il raggio di curvatura vale: 

 

(2.9.1)      r = r0 
1-q

q
 

 

dove r0 ¯ la distanza fra il fuoco dellôiperbole e lôapice dellôintaglio, mentre q ¯ un numero 

reale che ¯ legato allôangolo di apertura dellôintaglio 2a 

 

 (2.9.2)      2a = p (2 - q) 

 

La soluzione generalizzata per le tensioni di modo I e modo II in funzione dei parametri a1 ed 

a2 è la seguente 
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ü per il modo I: 

 

(2.10.1) 
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ü per il modo II: 

 

(2.10.2)  
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dove a1 ed a2 sono dei coefficienti da determinarsi. 

Lôesponente reale l coincide con il parametro di Williams e si ottiene risolvendo le equazioni: 

 

(2.11.1)   modo I   sen[q p l1] + l1 sen[q p] = 0  

 

(2.11.2)   modo II  sen[q p l2] - l2 sen[q p] = 0 

 

m è un esponente reale, con m < l, la cui espressione è 

 

(2.11.3)  modo I  m1 = 
q

1
 - 
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(2.11.4)  modo II m2 = - 
( )( ) ( )
( ) ( )[ ] ý
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ci è un termine dato da 

(2.11.5)     ci = 

2
)1(

2
)1(

p
l

p
l

qsen

qsen

i

i

+

-
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(1- li) è detto grado di singolarità.  

Lôandamento del grado di singolarit¨ per i modi I e II in funzione dellôangolo di apertura 

dellôintaglio 2a è mostrato in fig. 2.4. Da tale grafico si nota che il modo I è sempre singolare 

mentre il modo II è singolare solo per 0 < 2a < 102°. 

 

La Tabella 2.I dà il valore di tutti i parametri in gioco per sei angoli di apertura. 

 

Tab. 2.I     

2a 

[rad/p] 

 

q r0/r Modo I Modo II 

l1 c1 m1 l2 c2 m2 

0 2.000 0.500 0.500 1.000 -0.500 0.500 1.000 -0.500 

1/6 1.833 0.455 0.501 1.071 -0.424 0.598 0.921 -0.259 

1/4 1.750 0.429 0.505 1.166 -0.389 0.660 0.814 -0.145 

1/3 1.667 0.400 0.512 1.312 -0.354 0.731 0.658 -0.033 

1/2 1.500 0.333 0.544 1.841 -0.280 0.909 0.219 0.190 

3/4 1.250 0.200 0.674 4.153 -0.150 1.302 -0.569 0.553 

 

 

La tensione massima allôapice dellôintaglio ¯ pari a: 

 

(2.12)     
0

0

=

=

J
Js rr  = 4 l1 

1

0
1-lr  a1 = sImax 

 

da cui è possibile ricavare il parametro a1. 

 

I Notch Stress Intensity Factors (N-SIF), K1 e K2, possono essere ottenuti in accordo con 

Gross e Mendelson
[8]

 (1972): 

 

(2.13.1)    K1 = ( )[ ]
0

1

0

1lim2
=

-

­ JJ

l sp r
r

  

 

(2.13.2)    K2 = ( )[ ]
0

1

0

2lim2
=

-

­ JJ

l tp r
r

r  

 

K1 e K2 vanno calcolati lungo la bisettrice perché lì i modi I e II sono disaccoppiati e sJ 

dipende solo dal modo I mentre trJ dipende solo dal modo II. 

Applicando le (2.10) alle (2.13) si ottengono 

 

(2.14.1) modo I   K1 = p2  l1 a1 [(1 + l1) + c1 (1 - l1)] 

 

(2.15.2) modo II  K2 = - p2  l2 a2 [(1 - l2) + c2 (1 + l2)] 

 

Sia il campo di tensioni che gli N-SIF sono noti a meno di una costante. Pertanto, è possibile: 

ü noti K1 e K2 determinare a1 ed a2 e quindi calcolare le tensioni; 

ü note le tensioni, calcolare a1 ed a2 e quindi determinare K1 e K2. 

 

È possibile, ricavare come casi particolari altre soluzioni molto note della letteratura. In 

particolare: 
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Intaglio non raccordato: r = 0. La distanza r0 si annulla ed i termini proporzionali a r
m
 

scompaiono. Si ottengono le equazioni di Williams, definite a meno di una costante 

moltiplicativa. Per il Modo I si ha: 

 

(2.16.1) 
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Per il Modo II 

(2.16.2) 
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Cricca: r=0 e 2a=0. Si ottengono le equazioni di Westergaard-Irwin : 

 

(2.17.1)      Modo I  
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(2.17.1)      Modo II  
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Intaglio ad U: 2a=0, r ̧ 0. Si ottengono le equazioni di Creager-Paris (1967) e Glinka 

(1985) (basta porre r0 = r): 
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(2.18.2)  Modo II  
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Le equazioni approssimate (2.10) sono valide anche in piastre di larghezza finita soggette a 

modo I, limitatamente alle zone in cui si ha sJ > snom. Quanto maggiore è il valore della 

tensione massima, e quindi il fattore teorico di concentrazione delle tensioni, tanto maggiore è 

il campo di utilizzo delle equazioni. 

 

 

2.6 IL MODO III:  TORSIONE 
Nel settore ingegneristico lôutilizzo di alberi prismatici per la trasmissione del momento 

torcente è molto diffuso, ragion per cui la determinazione del campo di tensione provocato dai 

difetti è argomento molto importante a cui si sono interessati il Neuber
[5]

 che studiò il caso di 

alberi caratterizzati da intagli ad U (blunt notch) circonferenziali e successivamente Craiger e 

Paris
[6]

 fornirono una soluzione per la determinazione del campo di stress elastico nelle 

vicinanze dellôapice di cricche ad U (blunt cracks o slim parabolic notches) sottoposti a 

carichi di modo I, II, III.  

Recentemente il problema è stato affrontato da Zappalorto e Lazzarin
[13][14]

 che hanno 

proposto una soluzione in forma chiusa per la determinazione dei campi di tensione, 

deformazione e spostamento indotti da intagli semiellittici, iperbolici e parabolici 

circonferenziali in alberi sottoposti a torsione. Tale soluzione è ottenuta utilizzando la teoria 

dei potenziali complessi applicati ad un sistema di coordinate curvilinee.  

Si consideri un corpo assialsimmetrico caratterizzato da un intaglio circonferenziale di forma 

generica e caricato con una tensione di taglio allôinfinito pari a t́, risultato di uno 

spostamento w lungo z, normale al piano della sezione (che giace sul piano xy) dellôintaglio 

(fig. 2.6). 

 

 

 
 

Fig. 2.6: modello per lo studio della torsione 
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Come conseguenza diretta del campo di spostamento, tutte le componenti del tensore di 

deformazione sono nulle tranne le componenti di scorrimento sui piani gxz e gyz, ed in assenza 

di forze di massa lôequazione di equilibrio lungo la direzione z porta alla conclusione che Ð
2
w 

= 0. La funzione spostamento w è una funzione armonica. 

Ĉ noto che, una funzione reale che ¯ soluzione dellôequazione di Laplace pu¸ essere scritta 

come parte reale di una funzione analitica H(z)  

 

(2.19)     H(z) + ()zH  = 2 Re[H(z)] = 2 G w 

 

e partendo da questa si ottiene 

 

(2.20)      trz - i tjz = e
ij

 Hô(z) 

 

La generalit¨ del metodo ¯ testimoniata dal fatto che lôunica ipotesi restrittiva su H(z) 

riguarda il suo olomorfismo e dal fatto che, in assenza di forze di massa, stress e spostamenti 

non variano con un cambiamento di origine. 

 

Particolarmente interessante risulta lôapplicazione di un sistema di coordinate iperbolico 

parabolico come già introdotto da Lazzarin-Tovo
[9]

 (fig. 2.5). 

Introducendo quindi la funzione 

 

(2.21)   H(z) = A z
l3  Ý  Hô(z) = (A1 + i A2) l z

l3-1 

 

dove l3 è un numero reale, si giunge a determinare sia il campo di tensione che quello di 

deformazione relativo ad intagli iperbolici e parabolici su alberi circolari soggetti a torsione 

(Modo III). 

In particolare il campo di tensione risulta 

 

(2.22)     
ý
ü
û

í
ì
ë

jt

t

z

zr
 = - l3 r

l3-1 A2 
( )
( )ý

ü
û

í
ì
ë
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jl

3

3

cos

sen
  

 

mentre la funzione spostamento è 

 

(2.23)      w = - l3 r
l3-1 A2 sen(l3j) 

 

dove 

(2.24)     l3 = 
g

p

2
 = 

q

1
  Ý 1- l3 = 1 - 

g

p

2
 = 

a-p

a-p

22

2
 

 

¯ lôesponente di Williams per il modo III. La fig. 2.7 mostra  lôandamento di (1-l3) in 

funzione dellôangolo di apertura dellôintaglio; il modo III ¯ sempre singolare. 

 

I campi di tensione, deformazione e spostamento sono definiti a meno di una costante 

moltiplicativa A2 che può essere determinata in funzione del carico esterno applicato. 

 

Nessuna ipotesi restrittiva ¯ stata posta sui valori del raggio allôapice e sullôangolo di apertura 

dellôintaglio. 
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Fig. 2.7: grado di singolarità di Modo III 

 

 

 

Per quanto riguarda la determinazione dellôN-SIF di modo III, può essere estesa la definizione 

data da Mendelson e Gross
[8]

 per i problemi piani, al caso non piano 

 

(2.25)     K3r = p2  ( )( )0,lim 3

0

1
=

-

­ +
jtj

l
rr z

rr
 

 

da cui 

(2.26)      A2 = - K3r 
32

1

lp
 

 

Quando il raggio dellôintaglio non ¯ nullo, o non troppo piccolo, il coefficiente A2 può essere 

determinato come funzione della massima tensione di taglio allôapice dellôintaglio 

 

(2.27) A2 = -
1
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da cui lôN-SIF generalizzato, funzione della tensione di taglio massima 

 

(2.28)  K3r = tmax p2  31

0

l-
r  

  

 

Cricca. Si hanno 2a = 0° e r = 0 da cui l3 = 0.5, ed identificando K3 con KIII , come nella 

MFLE, si ha 
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(2.29)     
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Intaglio parabolico. È rappresentato da 2a = 0° e r  ̧0 da cui l3 = 0.5, 
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che è lo stesso risultato ottenuto da Craiger-Paris
[6]

. 

 

Intaglio a V non raccordato. Quando r = 0 il campo di tensione può essere scritto in termini 

del parametro di campo K3
N
: 
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Capitolo 3 PEAK STRESS METHOD 

3.1 INTRODUZIONE 
La verifica dei componenti meccanici soggetti a cricche ed intagli acuti è del tutto simile a 

quella dei pezzi non intagliati. Si calcola il parametro di sollecitazione, che nel caso di organi 

criccati ¯ lôN-SIF, e lo si confronta con il limite ammissibile, statico od a fatica. 

 

Per determinare il notch stress intensity factor, dalla letteratura si hanno a disposizione 

manuali e varie formulazioni che calcolano il Ki per un certo numero di casi. Quando non si 

rientra nella casistica di letteratura, un approccio efficace per la determinazione dellôN-SIF è 

quello numerico. Lôesecuzione di analisi FEM e la successiva applicazione delle formula 

proposte da Gross-Mendelson, (2.13.1), (2.13.2) e (2.25) rispettivamente per i modi I, II e III 

permettono di ricavare lôN-SIF ed i parametri incogniti. 

Noto il Ki, è possibile poi inserirlo nella formulazione scelta, ad esempio quella proposta da 

Lazzarin-Tovo
[9]
, e dare la descrizione analitica dellôintero campo di tensione, ovviamente 

entro i limiti della formulazione stessa. 

 

Il procedimento è tuttavia alquanto costoso. 

Lôapplicazione della formula di Gross-Mendelson
[8]

 implica la realizzazione di una mesh 

estremamente fitta nellôintorno dellôapice dellôintaglio (lati dellôelemento dellôordine di 10
-3

 

mm). Mesh di questo tipo sono estremamente onerose in termini di tempo di esecuzione, di 

calcolo e di lettura dei risultati e sono applicabili solo su modelli di dimensioni ridotte. 

Allo scopo di ridurre il ñcostoò di calcolo dellôN-SIF sarebbe auspicabile poter eseguire una 

mesh relativamente rada ed estrarre un numero molto limitato di valori di tensione, al limite 

uno soltanto.  

È in questa direzione che si sono mossi Lazzarin e Meneghetti
[15]

 riprendendo lôidea 

precedentemente proposta da Nisitani e Teranishi, i quali hanno presentato una procedura 

numerica che permette di stimare KI sulla base della speak calcolata allôapice della cricca, 

mediante analisi FE caratterizzate da mesh con elementi di dimensioni costanti.  

Gli studi di Nisitani e Teranishi
[16][17]

 analizzano una cricca che nasce da una cava elissoidale 

e dimostrano che il rapporto KI/speak, lineare elastico, dipende solo dalla taglia dellôelemento, 

così che il valore di speak può essere utilizzato rapidamente per la stima di KI. Il metodo 

necessita solo di una validazione della mesh adottata su geometrie simili, per le quali si 

conosce KI. 

Nasce il peak stress method (PSM). 

Lazzarin e Meneghetti (2006) riescono a dare una giustificazione teorica al PSM partendo dai 

risultati analitici documentati in letteratura per intagli a V acuti e raccordati, dimostrando, in 

particolare, che il rapporto (KI
V
/speak) può essere calcolato analiticamente per differenti angoli 

di apertura dellôintaglio. Parallelamente, essi conducono analisi FE facendo uso di modelli 

piani, elementi piani a 4 nodi e prendono in considerazione intagli acuti sollecitati a trazione 

(Modo I), con lo scopo di validare la trattazione teorica ma anche di estenderla, fino a 

determinare una formula di semplice utilizzo per ricavare il rapporto (KI
V
/speak) al variare 

della taglia della mesh. 
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3.2 IL PEAK STRESS METHOD (PSM) 
Unôespressione che correla la massima tensione elastica allôapice delle cricche e lo SIF di 

modo I è dovuta a Irwin
[4]

: 

(3.1)     KI = ½ smax rp  

 

dove r è il raggio di curvatura, e Glinka ne estese lôuso anche agli intagli comuni, soggetti ad 

un carico di  Modo I. 

Lazzarin e Filippi
[18]

 hanno analizzato il collegamento tra i parametri che regolano il campo di 

stress negli intagli acuti a V, KI
V
, e negli intagli a V raccordati, Kr,I

V
, per i quali è stata fornita 

una definizione corretta.  

Per intagli a V con angolo di apertura 30° < 2a < 135°, è stata proposta la seguente relazione: 

 

(3.2)      
V
I

V
I,

K

Kr
 = j + y 

a

r
 

 

dove a e r sono la profondità dellôintaglio ed il raggio di curvatura allôapice, rispettivamente, 

mentre j e y sono due parametri che dipendono solo dallôangolo di apertura dellôintaglio 2a. 

La relazione fornita per lo stress di picco elastico risulta 

 

(3.3)     smax = (1 + w1) 
11

0

V
I,

r2

K

l-

r

p
 

 

dove r0 ¯ la distanza dellôorigine del sistema di riferimento dallôapice dellôintaglio, come 

mostrato in  Fig. 3.1, e w1 ¯ un parametro ausiliario che dipende dallôangolo 2a. La distanza r0 

varia in funzione di 2a secondo la  

 

(3.4)     r0 = 
q

1q-
 r = 

a-p

a-p

22

2
 r 

 

 

 
 

Fig. 3.1: intaglio generalizzato 
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Si analizzi ora un intaglio a V non raccordato, di apertura 2a e profondità a, utilizzando una 

mesh con una ben precisa dimensione del lato degli elementi. Da tale analisi si ottiene una 

determinata speak. Si individui ora un intaglio a V avente la stessa apertura e profondità del 

precedente ma raccordato, ed in particolare si scelga quel valore di r tale che, applicando la 

(3.3), sia smax = speak. Tale raggio sarà indicato con r
*
.   

 

Lôoperazione fatta permette di individuare i parametri KI
V
 e Kr,I

V
 da inserire nella (3.2). A 

questo punto, Lazzarin e Filippi introducono la supposizione che j sia molto maggiore di 

y(r
*
/a), ipotesi verificata positivamente a posteriori, per cui (3.2) diventa  

 

(3.5)     
V
I

V
I,

K

Kr
 @ j 

 

Sostituendo la (3.5) nella (3.3) segue 

 

(3.6)   
V
I

peak

K

s
 @ (1 + w1) 

11
*

q

1q
2

l-

öö
÷

õ
ææ
ç

å
r

-
p

j
 

 

La (3.6) fornisce il rapporto (KI
V
/speak); fissato lôangolo di apertura dellôintaglio, il rapporto 

non dipende dalla profondit¨ dellôintaglio a, ma solo dal raggio di raccordo r
*
. 

Implicitamente, il rapporto (KI
V
/speak) dipende strettamente dalla mesh adottata, sia come 

dimensione che come tipo, in quanto mezzo per arrivare a  r
*
.  

 

Fissati, quindi, lôangolo di apertura dellôintaglio e la dimensione della mesh, da cui r
*
, il 

rapporto (KI
V
/speak) diventa una costante: è questa la conclusione di Lazzarin-Meneghetti

[11]
 a 

giustificazione teorica del metodo del picco di tensione (PSM). 

 

Un lavoro di verifica eseguito su alcune tipologie di intagli, utilizzando mesh grossolane con 

elementi di lato 1 mm, ha mostrato come il valore di r
*
 possa essere assunto costante e pari a 

2.85. Questo ha permesso a Lazzarin e Meneghetti
[11]

 di controllare lôattendibilit¨ della (3.6), 

e mantenendo costante la dimensione della mesh ad 1 mm, il riscontro ottenuto è ottimo. 

 

Il passaggio successivo è stato quello di variare la dimensione della mesh allo scopo di 

estendere il metodo a mesh il più possibile grossolane. 

Lôindagine ¯ stata condotta attraverso calcoli FE con cui si sono analizzate le tipologie di 

intagli riportate in fig. 3.2 variando il rapporto a/d tra la profondit¨ dellôintaglio a e la 

dimensione del lato dellôelemento d. 

Sono stati utilizzati elementi a 4 lati e 4 nodi, lineari (ANSYS Plane 42), la mesh è stata fatta 

in automatico impostando la dimensione di elemento globale d. Un controllo è stato fatto a 

posteriori per accertare che la mesh avesse una forma regolare, del tipo indicato in fig. 3.3. A 

parit¨ di geometria dellôintaglio, ¯ stato variato il rapporto a/d. 

Con lo scopo di far apparire esplicitamente il contributo di d nel rapporto (KI
V
/speak), Lazzarin 

e Meneghetti
[11]

 hanno introdotto il rapporto adimensionale KFE
*
 così definito 
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(3.7)   KFE
*
 = 

11
peak

V
I

d

K
l-

s
 @ 

( )1

1
*1

*

1

dq

1q
2

11

w+j

ö
ö

÷

õ

æ
æ

ç
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-
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in cui si pone r
*
/d = 2.85 come precedentemente determinato. Le simulazioni FEM hanno 

mostrato che ai fini pratici si può definire un unico valore per KFE
*
, indipendentemente 

dallôangolo di apertura dellôintaglio: 

 

(3.8)     KFE
*
 = 

11
peak

V
I

d

K
l-

s
 = 1.38 

 

 

 
 

Fig. 3.2: geometrie studiate da Lazzarin-Meneghetti 
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Fig. 3.3: forma della mesh allôapice dellôintaglio 

 

 

Infatti, per a/d > 3 tutti i valori di KFE
*
 ottenuti si collocano entro una fascia di scarto del  

±3% dal suddetto valore. 

 

A rigore, la validità di (3.8) è per: 

ü Elementi piani a 4 nodi (PLANE 42 di ANSYS 8.0); 

ü Mesh del tipo mostrato in fig. 3.3 e simili; 

ü Intagli a V caratterizzati da angoli di apertura 2a da 0 a 135. 

 

 

3.3 COMMENTI  
Il PSM si presenta come un metodo vantaggiosamente applicabile, anche in casi complessi, 

per la determinazione del KI di organi meccanici caratterizzati da intagli acuti. 

Schematicamente possiamo caratterizzarlo come segue: 

ü Teoria: è un metodo che ha una giustificazione teorica (Meneghetti-Lazzarin); 

ü Applicabilit¨, forma della mesh. Nellôintorno dellôintaglio la mesh deve avere una 
forma particolare, simile a quelle utilizzate da Meneghetti e Lazzarin, pertanto si deve 

guidare opportunamente il meshatore automatico suddividendo allo scopo lôarea o il 

volume nellôintorno dellôapice dellôintaglio. 

ü Applicabilità, fittezza della mesh. La fittezza della mesh non deve essere elevata. 

Spesso non ¯ individuabile univocamente la profondit¨ dellôintaglio a ma questo non 

ostacola lôapplicabilit¨ del metodo, basta infatti individuarne una profondit¨ 

convenzionale per stabilire il valore di d da adottare. 

ü Applicabilità, elementi. A quattro lati, quatto nodi, lineari. 

ü Applicabilità, serve unicamente la lettura del picco di tensione, quindi la lettura di un 

solo risultato. 

ü Calcolo del KI. Si applica la (3.8), nella quale lôunica incognita ¯, appunto, il KI
V
. 

                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                 

Lôutilizzo di elementi con funzione di forma lineare ¯ poco adatto ad analizzare geometrie 

raccordate ed inoltre sarebbe auspicabile allargare lôapplicabilit¨ in termini di forma della 

mesh. 
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Capitolo 4 PEAK STRESS METHOD: MODO I  

4.1 INTRODUZIONE 
Il lavoro proposto da Lazzarin e Meneghetti

[11]
, di cui brevemente riportato al cap. 3, ha tra le 

sue peculiarit¨ lôadozione di elementi caratterizzati da funzioni di forma lineari (4 lati, 4 

nodi). 

Questi elementi sono perfettamente adeguati a discretizzare geometrie caratterizzate da lati 

rettilinei o archi con raggi di curvatura molto ampi, ma possono essere inadeguati a 

discretizzare geometrie composte da archi con raggi di curvatura piccoli. 

In fig. 4.1 si ha un esempio. Il modello presenta una geometria caratterizzata da uno scarico a 

forma di arco di circonferenza. Questo potrebbe essere la porzione di un foro in una piastra, 

piuttosto che lôestremità di un U-blunt notch, centrale o di estremità. 

 

 

 

 
Fig. 4.1: geometria 

 

 

 

La fig. 4.2a mostra una mesh fatta con elementi a 2 nodi per lato, che va a dividere lôarco di 

90° in 4 elementi. La fig. 4.2b mostra la stessa geometria discretizzata da una mesh con 

uguale suddivisione ma fatta con elementi a 3 nodi per lato.  

È evidente come la seconda mesh si conformi molto meglio alla geometria iniziale. Questa 

miglior riproduzione della geometria non si riduce ad un fattore puramente estetico ma si 

ripercuote anche nel calcolo delle tensioni e delle deformazioni nodali, quindi ha importanti 

implicazioni numeriche. 

Non deve quindi meravigliare se, a parità di dimensione della mesh, si ottengono risultati 

diversi da analisi che adottano i due tipi di elementi sulla stessa geometria, soprattutto se la 

mesh è rada. 

Il primo passo che si vuole fare nella direzione dellôestensione del PSM ¯ quello di utilizzare 

elementi non lineari. Questa apertura va nella direzione di analizzare anche gli intagli 

raccordati. 
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In particolare, lôobbiettivo che ci si pone ¯ quello di stabilire se ed in quale misura la relazione 

proposta da Lazzarin-Meneghetti
[11]

 (3.8) possa ancora ritenersi valida e come, 

eventualmente, vada modificata. 

 

 

 
Fig. 4.2a: mesh con elementi a 2 nodi/lato 

 
Fig. 4.2b: mesh con elementi a 3 nodi/lato 

 

 

Si analizzeranno intagli a V non raccordati, su modelli piani. I parametri che saranno variati 

sono: 

ü profondit¨ dellôintaglio; 

ü angolo di apertura dellôintaglio; 

ü dimensione globale della mesh. 

 

Le geometrie di cui sopra saranno analizzate sia con mesh di elementi piani a 4 nodi che di 

elementi piani ad 8 nodi. 

Per ogni geometria verrà calcolato il KI con unôanalisi a mesh fitta, utilizzando elementi a 4 

nodi ed applicando la formula di Gross-Mendelson
[8]

 (2.13.1). 

Successivamente, fissati la profondit¨ e lôangolo di apertura dellôintaglio, si proceder¨ ad una 

serie di analisi nelle quali si varieranno la dimensione globale della mesh. Per ognuna di esse 

sar¨ registrata la tensione di picco che si ha allôapice dellôintaglio. Tali analisi verranno 

eseguite dapprima utilizzando elementi a 4 nodi e poi utilizzando elementi ad 8 nodi. In 

entrambi i casi forma e dimensioni della mesh saranno le stesse. 

La prima serie di analisi, quelle con elementi a 4 nodi, ha lo scopo di creare un collegamento 

con il lavoro fatto da Lazzarin e Meneghetti
[11]

 e di validare la mesh utilizzata. 

La seconda serie di analisi, quelle con elementi ad 8 nodi, permetter¨ di tracciare lôandamento 

di KFE
*
 al variare del rapporto a/d tra la profondit¨ dellôintaglio e la dimensione globale della 

mesh. 

 

 

4.2 ANALISI PRELIMINARI  
Si analizzano una serie di piastre di lunghezza pari a 2H e di larghezza pari a 2W 

caratterizzate da una coppia di intagli a V non raccordati laterali di profondità a. In entrambi i 

casi la bisettrice dei difetti coincide con lôasse di simmetria orizzontale della piastra. Alle 

estremità della piastra, in direzione verticale viene applicato un carico uniforme q=1 di 

trazione.  

La fig. 4.3 mostra il caso che si va a studiare. 
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Data la doppia simmetria di geometria e di carico può essere studiato solamente ¼ della 

piastra. 

Il primo step consiste nella determinazione per via numerica del fattore di intensificazione 

delle tensioni di modo I. 

Si procede quindi alla creazione di una mesh molto fitta in prossimit¨ dellôapice degli intagli 

ed allôapplicazione della formula di Gross e Mendelson (2.13.1). 

Anche se il grado di singolarità (1 - l1) è reperibile da manuali specialistici, si provvede al 

suo calcolo con una semplice procedura in Excel. 

 

 
 

q=1 

q=1 

a 

2W 

2H 2a  

 

 
Fig. 4.3: piastra con intagli laterali 

 

 

Si ottengono i seguenti valori 

 

Tab. 4.I 

W [mm] H [mm] a [mm] 

 
2a [°]  

 

1 - l1 KI
V
 

50 100 5 30 0.498 4.68 

50 100 5 45 0.495 5.045 

50 100 5 60 0.488 4.895 

50 100 5 75 0.475 5.028 

50 100 5 90 0.455 5.080 

50 100 5 105 0.426 4.908 

50 100 5 120 0.384 4.96 

50 100 5 135 0.326 4.888 
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W [mm] H [mm] a [mm] 

 
2a [°]  

 

1 - l1 KI
V
 

50 100 10 30 0.498 6.4 

50 100 10 45 0.495 6.804 

50 100 10 60 0.488 6.866 

50 100 10 75 0.475 6.739 

50 100 10 90 0.455 6.992 

50 100 10 105 0.426 6.729 

50 100 10 120 0.384 6.620 

50 100 10 135 0.326 6.325 

 

 

Che possono essere riassunti nel grafico di fig. 4.4. 

 

 

K
IV

  
 [
N

 m
m

1
-l

1
] 

 
 2a [°]  

Fig. 4.4: valori del KI
V per intagli laterali non raccordati al variare di 2a per a =5 ed a=10 

 

 

I risultati ottenuti possono essere approssimati come segue: 

 

KI
V
 = 4.892  per a = 5 mm 

KI
V
 = 6.66  per a = 10 mm 

 

 

4.3 APPLICAZIONE DEL PSM 
Come anticipato, si procede allôanalisi delle piastre di tab. I con lôintento di applicare il PSM. 

A tale scopo vengono creati due files di istruzioni in linguaggio APDL, uno per lôuso di 

elementi a 4 nodi, ed uno per lôuso di elementi ad 8 nodi. I due files contengono ognuno 2 

programmi, uno dedicato agli intagli a V con apertura dellôintaglio inferiore a 120Á ed uno 

agli intagli a V con apertura dellôintaglio superiore a 120Á. Ogni programma riporta le 
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istruzioni per la generazione della geometria, lôapplicazione delle condizioni al contorno, la 

meshatura, lo svolgimento dellôanalisi e la scrittura dei risultati del modello a cui ¯ dedicato. 

A parità di modello, i programmi contenuti nei due files si differenziano solamente nella 

sezione dedicata allôestrazione dei risultati. 

La dimensione degli elementi, o in altre parole la fittezza della mesh, viene stabilita 

impostando la dimensione globale della mesh (ESIZE di Ansys®), fissando prima il valore 

del rapporto a/d teorico desiderato e calcolando di conseguenza, nota la dimensione 

dellôintaglio, la dimensione d dellôelemento. 

Le strategie di meshatura adottate in funzione dellôangolo di apertura dellôintaglio sono 

mostrate nelle seguenti figure. 

 

 

Per 0° < 2a < 120° 

 

  
Fig. 4.5a: geometria Fig. 4.5b: dettaglio mesh 

 

 

Per 120° < 2a < 135° 

 

  

Fig. 4.6a: geometria Fig. 4.6b: dettaglio mesh 
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Vale la pena precisare che la dimensione d impostata è una dimensione teorica. Infatti, a 

partire da questa, il software suddividerà le linee del modello con un numero di elementi 

approssimato per eccesso. La dimensione reale dellôelemento sar¨ quindi minore o al pi½ 

uguale a quella impostata. 

 

I rapporti a/d indagati vanno da 3 a 10 con passo 0.5. Per le dimensioni e gli angoli di 

apertura degli intagli vale la Tab. I. 

 

4.3.1 Analisi con elementi a 4 nodi 

La fig. 4.7 riporta i risultati ottenuti nellôanalisi degli intagli di cui alla tab. 4.I per a/d > 3. 

 

 

 

K
F

E
*
 

 
 a/d 

Fig. 4.7: valori del KFE
V per intagli a V laterali al variare di a/d 

 

 

 

Sia i risultati individuati dai rombi blu (KFE) che quelli contrassegnati dai quadrati viola 

(KFEr) sono ottenuti applicando la (3.8) con la differenza che nel primo caso il valore di d 

introdotto è quello teorico, impostato, mentre nel secondo è quello reale, distanza fra il nodo 

posto allôapice dellôintaglio, dove si legge la speak, ed il primo nodo successivo lungo la 

bisettrice dellôintaglio. 

 

Le due serie di risultati si sovrappongono molto bene. Il merito di questo è da attribuire alla 

felice combinazione di dimensioni tra la cricca e la piastra. In generale, lôestensione della 

banda a/d non è la medesima per le due serie di risultati. Infatti, in entrambi i casi si parte dal 

medesimo rapporto a/d teorico, da cui d teorico, ma lôalgoritmo di meshatura, che arrotonda 

per eccesso la divisione dei lati, riduce la dimensione d reale rispetto a quella teorica, con il 

conseguente aumento del rapporto a/d. Lo spostamento del rapporto reale (a/d)r, a parità di 

quello teorico (a/d)t, dipende dalle dimensioni del modello e da come è suddiviso; pur 
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essendo calcolabile in anticipo anche (a/d)r, risulta più pratico ed affidabile stabilire la 

dimensione generale della mesh in base al rapporto (a/d)t in quanto sarà sempre  

 

(4.1)      (a/d)r < (a/d)t 

 

Non solo, i valori del KFE
*
 basati sulla dimensione teorica della mesh, KFE, potrebbero essere 

diversi da quelli calcolati sulla dimensione reale della stessa, KFEr, ed in particolare più 

piccoli. Infatti, la dimensione dellôelemento reale ¯ inferiore o al pi½ uguale a quella 

dellôelemento teorico ed essendo d al denominatore elevato ad un esponente positivo si ha 

 

(4.2)    KFEr = 
peak

V

I
K

s 11

r
d

1
l-

 >  
peak

V

I
K

s 11

t
d

1
l-

 = KFE 

 

Per quanto riguarda i valori ottenuti si ha: 

 

 

 
Tab. 4.II 

 
KFE = 

peak

V

I
K

s 11

t
d

1
l-

 

 

KFEr = 
peak

V

I
K

s 11

r
d

1
l-

 

Valore medio 

 

1.37 1.38 

Valore massimo 

 

1.48 (+8 %) 1.51 (+9 %) 

Valore minimo 

 

1.23 (-10 %) 1.31 (-5 %) 

 

 

 

La media dei valori ottenuti applicando il valore di d teorico è pari a 1.37, mentre quella 

ottenuta con lôintroduzione del d reale si attesta invece su 1.38. Il valore fornito da Lazzarin e 

Meneghetti
[11]

 è pari a 1.38. La corrispondenza sul valore medio è ottima, anche se bisogna 

evidenziare che in entrambi i casi la banda dei risultati ottenuti è piuttosto ampia, molto più 

ampia del + 3 % indicato da Lazzarin e Meneghetti
[11]

. 

Non vi è sostanziale differenza tra i valori ottenuti applicando il valore di d teorico e quello 

reale, probabilmente per dei rapporti dimensionali tra larghezza del modello e profondità degli 

intagli favorevoli, ma nel proseguo si considererà solamente il valore KFEr, ottenuto 

applicando la dimensione reale della mesh. 

 

La tab. 4.III e la fig. 4.8 mostrano i risultati ottenuti per KFEr suddivisi in base allôangolo di 

apertura dei lembi del difetto, indipendentemente dalla sua estensione. Per ogni angolo è stato 

determinato il valor medio, il valore massimo e quello minimo.  

 

La banda di variazione dei risultati si restringe molto se espressi in funzione dellôangolo tra i 

lembi del difetto. 

Si ribadisce qui il concetto già espresso da Lazzarin-Meneghetti
[11]

 sullôimportanza della 

forma della mesh. Per quanto grossolana, una forma della mesh buona, con elementi poco 

distorti, consente di ottenere risultati migliori sia per quanto riguarda il valor medio che per la 

dispersione degli stessi. 
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Con la pianificazione delle mesh adottata, si ¯ puntato a contenere al massimo lôangolo di 

distorsione degli elementi, migliorando la qualità del calcolo. 

 

Per unôampia fascia di angoli, da 30° a 120°, la media valori è vicina a 1.38 e la fascia di 

variazione è limitata al + 6%. Uno scostamento leggermente maggiore si ha nel caso dei 135°. 

 

 
Tab. 4.III 

KFE 

 

2a [°]  Valore 

medio 

Valore 

minimo 

Valore 

massimo 

scost. % 

min 

scost. % 

max 

30 1.330 1.309 1.349 -1.5 1.5 

45 1.388 1.348 1.408 -2.9 1.4 

60 1.350 1.305 1.384 -3.3 2.5 

75 1.345 1.321 1.367 -1.8 1.6 

90 1.390 1.345 1.437 -3.3 3.4 

105 1.388 1.337 1.439 -3.6 3.7 

120 1.342 1,328 1.393 -1.1 3.8 

135 1.473 1.446 1.511 -1.8 2.5 

 

         

 

K
F

E
r 

 
 2a [°]  

Fig. 4.8: elaborazione dei valori del KFEr per intagli a V laterali non raccordati al variare di 2a 

 

 

 

È giusto precisare che non tutti i casi analizzati hanno un loro corrispettivo nei casi studiati da 

Lazzarin-Meneghetti
[11]

.  

Un caso direttamente confrontabile ¯ quello dellôintaglio a V con angolo di apertura pari a 

90°. In questo caso, la Tab. 4.III ci fornisce un valor medio di 1.390 ed una banda di 
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dispersione +3.4/-3.3 %, cioè valori praticamente coincidenti con quelli ottenuti da Lazzarin-

Meneghetti
[11]

. 

Per lôintaglio a V con 2a = 135° ed a =10, invece, i risultati ottenuti si differenziano 

maggiormente da quelli ottenuti da Lazzarin-Meneghetti
[11]

, raggiungendo uno scostamento 

massimo pari al 9.5%. 

 

A conclusione di questa prima tornata di calcoli, si pone lôattenzione su due aspetti. 

Il primo è che il PSM è in ogni caso un metodo approssimato, pertanto, le differenze tra i 

risultati di cui sopra sono da ritenersi in linea con il carattere del metodo.  

Il secondo aspetto riguarda la scelta di fissare la mappatura della mesh in modo preciso, 

dettata dalla volontà di dare un riferimento, un termine di paragone per la mesh ben definito, 

vista la sua importanza nellôottenimento di risultati corretti. 

 

4.3.2 PSM con elementi ad 8 nodi 

Si passa ora ad utilizzare gli elementi ad 8 nodi. 

Vale ancora la differenza tra dimensione teorica dellôelemento, dt, e quindi del rapporto (a/d)t, 

e dimensione e rapporto reali dr e (a/d)r, ma a queste definizioni si affiancano anche le 

seguenti grandezze: 

ü dimensione centrale dellôelemento, dm: è la distanza reale tra il nodo al vertice 

dellôelemento ed il nodo centrale; 

ü rapporto centrale (a/d)m = a/dm. 

 

Vale la pena ribadire che la dimensione d impostata è una dimensione teorica. Infatti, a partire 

da questa, il software suddividerà le linee del modello con un numero di elementi 

approssimato per eccesso. La dimensione reale dellôelemento sar¨ quindi minore o al pi½ 

uguale a quella impostata. 

 

I rapporti a/d indagati vanno da 3 a 10 con passo 0.5. Per le dimensioni e gli angoli di 

apertura degli intagli vale la Tab. 4.I. 

 

La fig. 4.9 riporta i risultati ottenuti per a/d > 3. In essa si hanno: 

ü KFE: rombi blu. Rapporti ottenuti applicando la (1) con d = dt. 

ü KFEm: quadrati viola. Rapporti ottenuti applicando la (1) con d = dm. 

ü KFEr: triangoli gialli. Rapporti ottenuti applicando la (1) con d = dr. 

 

Possiamo notare: 

ü La diversa estensione della banda di a/d su cui si distribuiscono KFE e KFEr da un 

lato e KFEm dallôaltro. La ragione risiede nel diverso valore di d usato nei tre casi. 

Nel caso di KFE si utilizza il valore teorico di d, che ¯ la lunghezza dellôintero lato 

dellôelemento impostato. Nel calcolo di KFEr, invece, si utilizza il valore rale della 

lunghezza dellôintero lato dellôelemento creato che ¯ al pi½ uguale a dt; nel caso in 

studio, i rapporti dimensionali indagati fanno sì che dt e dr coincidano. Infine, nel 

calcolo di KFEm si utilizza la distanza tra il nodo di vertice ed il nodo di mezzeria del 

lato dellôelemento che sar¨ al pi½ uguale alla met¨ della dimensione impostata dt. 

ü La differenza tra i valori di KFE-KFEr e KFEm. Anche questo aspetto si spiega con la 

diversità della dimensione d introdotta nella (3.8) che fa sì che mentre tra KFE e KFEr 

non vi è differenza o questa è abbastanza piccola, quella tra questi valori e KFEm e 

piuttosto elevata. 
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ü La dispersione dei risultati. La banda di valori di K interessata da tutte le tre misure è 

abbastanza contenuta e costante anche se superiore al +3% rispetto ad un valor medio. 

 

Si deve per prima cosa decidere quale valore, tra KFE, KFEm e KFEr, prendere a riferimento. 

La pratica suggerisce di scegliere KFEm. Questo parametro è calcolato considerando la 

distanza tra due nodi adiacenti, nodi che per essere individuati necessitano solamente della 

visualizzazione dei nodi stessi e non degli elementi. Inoltre, il valore medio attorno a cui si 

distribuiscono i risultati KFEm è molto prossimo a quello ottenuto utilizzando elementi a 4 

nodi. In particolare: 

 

K
F

E
*
 

 
 a/d 

Fig. 4.9: valori del KFE
V per intagli a V laterali non raccordati al variare di a/d 

 

 

 
 Tab. 4.IV 

 
KFE = 

peak

V

I
K

s 11

t
d

1
l-

 

 

KFEm = 
peak

V

I
K

s
 KFEr = 

peak

V

I
K

s 11

r
d

1
l-

 

Valore medio 

 

0.955 1.364 1.004 

Valore massimo 

 

1.13 (+14 %) 1.48 (+9 %) 1.34 (+13 %) 

Valore minimo 

 

0.893 (-10 %) 1.274 (-7 %) 0.908 (-10 %) 

 

 

 

La tab. 4.IV mostra chiaramente che lôelaborazione KFEm ha in media un valore che si pu¸ 

considerare uguale a quello ottenuto utilizzando gli elementi a 4 nodi ed una fascia di 

dispersione dei risultati, ancorché abbastanza ampia, inferiore alle altre due elaborazioni, che 

sono praticamente identiche. 


























































































































































































