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Local Gaussian correlation

Introduzione

Uno dei punti cruciali nelle analisi statistiche è misurare e valutare la
correlazione tra le variabili. La conclusione alla quale si arriva determi-
na se e�ettivamente le variabili siano più o meno correlate e questo dato
può in�uenzare l'intera analisi. L'indice che si occupa di suggerirci se vi
è correlazione o meno tra le variabili è l'indice ρ di Pearson. Un'errata
misura di questo indice porterebbe a conclusioni fuorvianti, perciò avere
la certezza che il valore che si ottiene sia corretto è un passo fondamen-
tale a �ni statistici. E' noto però da ormai un po' di tempo che questo
indice presenta delle criticità quando lo si utilizza per certi tipi di model-
li. Queste criticità, come in tutti i campi statistici, rappresentano una
problematica. E' dunque indispensabile avere un indice alternativo a ρ e
alla sua applicazione analoga nel campo delle serie storiche (l'ACF o fun-
zione di autocorrelazione). A questo proposito nel tempo gli scienziati si
sono messi al lavoro per trovare un rimedio. Tra le possibili soluzioni in
questo elaborato è stata trattata una misura di dipendenza che calcola
l'indice ρ di Pearson localmente, nota come local Gaussian correlation
(LGC).
Nel capitolo 1 si darà una visione generale di ρ andando poi nello speci-
�co ad elencare e valutare le sue criticità. Nel capitolo 2 si analizzerà la
teoria e la funzionalità della local Gaussian correlation. Nel capitolo
3, in�ne, verranno simulati alcuni modelli non lineari e, in particolare,
verrano simulate serie storiche partendo da un modello GARCH(1,1),
così da estendere la teoria e la pratica che sta alla base della LGC al
campo delle serie storiche.
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1 L'indice ρ di Pearson

1.1 De�nizione

Uno degli indici più usati per la misura della dipendenza statistica è il
ρ di Pearson. E' un indice che permette di calcolare sia la forza che la
direzione della relazione lineare tra due variabili quantitative nel caso
gaussiano e in alcuni casi di non gaussianità. Una delle caratteristiche
che lo contraddistingue è la versatilità, in quanto può essere sfruttato
in moltissimi ambiti per calcolare la correlazione tra variabili. E' stato
denominato "indice ρ di Pearson", ma in realta chi lo inventò fu Francis
Galton verso la �ne dell'Ottocento. Pearson (1896), partendo dagli studi
compiuti in precedenza da Galton, li sviluppò in maniera più meticolosa,
soprattutto dal punto di vista matematico.
Nello speci�co, date due variabili aleatorie X e Y , aventi i momenti
secondi �niti, l'indice ρ di Pearson è de�nito da:

ρ =
E[(X − E(X))(Y − E(Y ))]

σXσY
(1.1)

dove il numeratore rappresenta la covarianza fra le due variabili, mentre
il denominatore il prodotto tra le deviazioni standard delle variabili X e
Y .
Dato un insieme di osservazioni (x1, y1), ...., (xn, yn) la versione campio-
naria di ρ è data da:

r = ρ̂ =

∑︁n
i=1(xi − x̄)(yi − ȳ)√︁∑︁n

i=1(xi − x̄)2
√︁∑︁n

i=1(yi − ȳ)2
(1.2)

dove x̄ = n−1
∑︁n

i=1 xi e ȳ = n−1
∑︁n

i=1 yi.
La correlazione assume valori che variano nell'intervallo [−1,+1], dove
−1 indica una correlazione negativa, 0 indica incorrelazione e in�ne +1
correlazione positiva.
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1.2 Criticità dell'indice ρ di Pearson

Come detto precedentemente l'indice ρ di Pearson è uno degli indici più
usati nelle analisi statistiche, però presenta anch'esso delle criticità che
possono portare a conclusioni fuorvianti.

1.2.1 Non-gaussianità

Considerando la distribuzione di una variabile aleatoriaX che segue quel-
la di una normale multivariata de�nita comeX ∼ N(u,Σp) e sussistendo
una connessione signi�cativa tra i concetti di correlazione e gaussianità,
è possibile dimostrare che se due o più componenti gaussiane sono incor-
relate allora vi è indipendenza tra queste.
Si ritiene opportuno quindi chiedersi se questo forte legame tra il concet-
to di correlazione e gaussianità valga anche per altre distribuzioni. Per
rispondere a questa domanda ci si so�erma sulla distribuzione gaussiana
multivariata la quale appartiene ad una classe molto più ampia di di-
stribuzioni di probabilità, ovvero le distribuzioni ellittiche. Per questa
tipologia di distribuzioni, infatti, la relazione tra incorrelazione e indi-
pendenza non è sempre vera. A tal proposito si consideri ad esempio
la distribuzione t-Student multivariata e, in particolare, quella bivaria-
ta la quale appartiene alla classe di distribuzioni ellittiche: è possibile
dimostrare che se c'è incorrelazione tra due variabili non vale per forza
anche l'indipendenza tra queste, in quanto considerando una generica
distribuzione multivariata t-Student con v gradi di libertà

f(x) =
Γ(p+v

2 )

(πv)p/2Γ(v/2) |Σ|1/2

×
(︃
1 +

(x− u)TΣ−1(x− u)

v

)︃−p+v
2

,

(1.3)
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dove Σ è una matrice de�nita positiva. Se anche quest'ultima fosse
una matrice diagonale, ovvero una matrice quadrata con valori diversi
da zero solo sulla diagonale e nulli altrove, non garantirebbe comunque
l'incorrelazione tra le variabili.
Si può quindi concludere che è necessario prestare molta attenzione al-
l'utilizzo dell'indice ρ di Pearson, non solo quando si va a calcolare la
dipendenza per le distribuzioni ellittiche, ma in generale per tutte le di-
stribuzioni non gaussiane in quanto l'incorrelazione tra le componenti
non implica anche l'indipendenza tra queste.

1.2.2 Robustezza

La seconda criticità consiste nella non-robustezza dell'indice in presenza
di valori anomali, detti anche outliers. Molti studiosi si sono interessati
al problema e ad oggi esistono principalmente due metodi che permetto-
no a ρ di godere di robustezza: il coe�ciente di correlazione τ di Ken-
dall (1938) e il coe�ciente di correlazione basato su ranghi di Spearman
(1961).

1.2.3 Non-linearità

La non-linearità è l'ultima criticità che viene trattata ma di sicuro quel-
la più problematica, oltre che per ρ di Pearson anche per gli indici di
Spearman e Kendall. Se si considerasse infatti un modello non lineare
in cui è presente una dipendenza signi�cativa, ρ non sarebbe in grado
di rilevarla in quanto quest'ultimo è in grado di misurare unicamente la
relazione lineare tra due variabili. Applicato al campo delle serie storiche
un modello non lineare potrebbe essere il GARCH(1,1) che è de�nito da:

Xt = ϵth
1/2
t ,

ht = α + βht−1 + γX2
t−1,

(1.4)
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dove il processo stocastico {ht} è indipendente da {ϵt}, ovvero una serie
storica di variabili i.i.d. a media zero.
Un altro esempio potrebbe essere banalmente il modello parabolico Y =
X2. Anche in questo caso è possibile dimostrare che ρ non è attendibile
in quanto simulando un modello come quello appena descritto l'indice
ρ di Pearson risulterebbe vicino a 0, quando in realtà vi è una chiara
dipendenza tra X e Y .

1.3 Misurare la dipendenza statistica

Dopo aver chiarito le criticità di ρ, alcune delle misure principalmente
utilizzate per aggirare queste problematiche sono:

� la copula, Nelsen (2007)

� la distance covariance, Székely e Rizzo (2012)

� misure di dipendenza alternative

Tra le varie misure di dipendenza alternative nelle prossime sezioni ci
si so�ermerà sulla local Gaussian correlation ritenendo opportuno ri-
mandare a Tjøstheim et al. (2022) per una più completa trattazione delle
altre metodologie.
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2 Local Gaussian correlation

Da quanto appena illustrato, è evidente, quindi, che l'indice p di Pear-
son non possa essere utilizzato in tutti i casi. Per far fronte a questo
inconveniente si usufruirà di un metodo proposto da Tjøstheim e Huf-
thammer (2013), ovvero la local Gaussian correlation: un approccio per
la misura della dipendenza statistica tra due variabili stocastische X e
Y . Tale misura gode di un'importante proprietà: se le due variabili sono
congiuntamente distribuite come normali la LGC è in grado di separare
la dipendenza non lineare da quella positiva a quella negativa attraverso
una distribuzione gaussiana bivariata ψx,y(v, u), pur riconducendosi al
coe�ciente di correlazione di Pearson usualmente adottato.

Notazione: Durante tutta la trattazione teorica, per comodità, si utiliz-
zerà (x, y) anzichè (x1, x2), con x = (x1, x2). Analogamente, (v, u) verrà
sostituito da v = (v1, v2). Per quanto riguarda la media e la varian-
za della funzione ψ : u(x) = (u1(x), u2(x)) sarà il vettore delle medie,
σ(x) = (σ1(x), σ2(x)) rappresenterà il vettore delle deviazioni standard,
mentre ρ(x) l'indice di correlazione. Inoltre, si utilizzerà il termine "fa-
miglia" per indicare un gruppo di elementi.

Il primo passo, quindi, per spiegare in cosa consiste questa nuova mi-
sura di dipendenza è quello di de�nire la funzione di densità di una
distribuzione gaussiana bivariata.
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2.1 La funzione di densità

La funzione di densità di una distribuzione gaussiana bivariata è de�nita
da:

ψ(v, u1(x), u2(x), σ
2
1(x), σ

2
2(x), ρ(x))

=
1

2πσ1(x)σ2(x)
√︁
1− ρ2(x)

× exp

[︃
− 1

2

1

1− ρ2(x)

(︃
(v1 − u1(x))

2

σ21(x)

− 2ρ(x)
(v1 − u1(x))(v2 − u2(x))

σ1(x)σ2(x)

+
(v2 − u2(x))

2

σ22(x)

)︃]︃
.

(2.1)

Quando ci si sposta dal punto x al punto x′ si ottiene una nuova den-
sità ψ(v, u1(x

′), u2(x
′), σ21(x

′), σ22(x
′), ρ(x′)), che approssima f (generica

funzione di densità bivariata) in un intorno di x′. In questo modo f
è rappresentata da una famiglia di funzioni di densità bivariate al va-
riare di x. In sostanza, quindi, in ogni speci�co intorno di un punto,
le proprietà di dipendenza locale sono descritte dalla matrice di cova-
rianza/correlazione locale e, poichè la funzione di densità è gaussiana, si
ottiene una caratterizzazione completa della relazione di dipendenza in
quel determinato intorno.
Tutto questo, però, solo a livello teorico. Infatti, nella pratica c'è bisogno
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di introdurre un parametro θ(x)
.
= {u1(x), u2(x), σ1(x), σ2(x), ρ(x)} che

rappresenti la popolazione, andandolo successivamente anche a stimare.
Questo problema è stato trattato in maniera esaustiva da Hjort, Jones e
Loader (1996) che hanno deciso di approssimare f(x) con una generica
famiglia di funzioni di densità, tra cui anche la gaussiana.

2.2 La funzione parametro θ(x)

Prima di proseguire si ritiene opportuno de�nire con più precisione θ(x).
Il procedimento per giungere a ciò verrà suddiviso in due parti: il pri-
mo, andando a de�nire la funzione di verosimiglianza locale in un intor-
no de�nito da delle bande di con�denza b = (b1, b2) nella direzione di
x = (x1, x2) e il secondo, dove si calcolerà il limite per b→ 0.
Il primo passaggio, quindi, consiste nel de�nire la funzione di verosimi-
glianza locale, ma prima si ritiene necessario fare alcune precisazioni.
Hjort e Jones (1996) considerano una famiglia parametrica Fθ, ma inve-
ce di cercare un singolo valore del parametro θ0, per il quale fX(x) =
f(x; θ0) a�ermano piuttosto che diversi membri di Fθ possano appros-
simare fX localmente in diverse parti del suo dominio. Come viene ri-
portato da Tjøstheim e Hufthammer (2013), ci sarà bisogno di costrui-
re un'approssimazione gaussiana che approssimi f(x) in un intorno di
x in modo tale che la (2.1) sia valida in quel punto. Nel caso in cui
X ∼ N(u, σ2) questo lo si ottiene banalmente utilizzando una gaussiana
con u(x) = x e σ2(x) = σ2 per tutti gli x.
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� La funzione di verosimiglianza locale

Fatte queste premesse, la funzione di verosimiglianza locale è de�nita da:

Ln(θ, x) = argmax
θ∈Θ

1

nb

n∑︂
i=1

K

(︃
Xi − x

b

)︃
log f(Xi; θ)

−
∫︂

1

b
K

(︃
y − x

b

)︃
f(y; θ)dy,

(2.3)

in cui K rappresenta una funzione di densità simmetrica mentre il se-
condo termine nella funzione di verosimiglianza locale garantisce che la
densità stimata da f̂X(x) = f(x; θ̂(x)) converga correttamente alla fun-
zione di densità vera fX(x) quando la numerosità del campione n tende
all'in�nito e l'ampiezza della banda di con�denza b diminuisce �no allo
zero.
D'altra parte nella pratica si cerca di stimare una funzione parametro
θ0(x) per la quale fX(x) = f(x; θ0(x)) andando a massimizzare la fun-
zione di verosimiglianza locale in ogni punto x.
Da questo procedimento si ottiene, quindi, la stima della funzione para-
metro che è data da:

θ̂(x) = argmax
θ∈Θ

Ln(θ, x). (2.2)

� Il limite per b → 0

In questa prima fase si considera il valore limite θ(x) = limx→0 θb(x) e si
lascia b → 0. Per quanto riguarda la stima di θ(x) = θb(x) la si ottiene
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massimizzando la funzione di verosimiglianza locale ipotizzando che la
banda di con�denza b abbia larghezza �nita. A questo punto si riscrive
la funzione in questo modo:

L(X1, ..., Xn, θ(x)) =

= n−1
n∑︂

i=1

Kb(Xi − x)lnψ(Xi, θ(x))

−
∫︂
Kb(v − x)ψ(v, θ(x))dv.

(2.4)

L'ultimo termine è essenziale in quanto implica che ψ(x, θb(x)) non può
allontanarsi molto da f(x), dato che b → 0.
Utilizzando la notazione,

uj(·, θ)
.
=

∂

∂θj
lnψ(·, θ), (2.5)

per la legge dei grandi numeri, assumendo che E{Kb(Xi − x)lnψ(Xi, θb(x))} <
∞ , si può dire che:

∂L

∂θj
= n−1

∑︂
i=1

Kb(Xi − x)uj(Xi, θb(x))

−
∫︂
Kb(v − x)uj(v, θb(x))ψ(v, θb(x))dv

→
∫︂
Kb(v − x)uj(v, θb(x))

× [f(v)− ψ(v, θb(x))]dv.

(2.6)

Ponendo uguale a zero l'espressione della prima riga di (2.6) si ottiene la
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stima di massima verosimiglianza locale θ̂b(x) = θ̂(x).
Inoltre, la funzione di verosimiglianza locale dell'equazione (2.4) può es-
sere sfruttata per dati dipendenti, in quanto, massimizzandola, si otterrà
la stessa espressione di θ̂b(x), ma con i termini delle variabili Xt.

2.3 Teoria asintotica con b �ssato

Si può ora discutere le stime di verosimiglianza locale e dimostrarne la
consistenza e la normalità asintotica. Si de�nisce la stima di verosimi-
glianza locale θ̂b(x) come una soluzione di ∂L

∂θj
= 0.

Fino ad ora si è utilizzato b → 0, ma con b �ssato la questione è di�eren-
te, infatti Tjøstheim e Hufthammer (2013) hanno formulato un teorema
partendo da una proposizione suggerita da Hjort e Jones (1996).

Proposizione (Hjort e Jones (1996)). Sotto le ipotesi di esistenza e

unicità di θb(x) e considerando θ̂n,b(x) come la stima di verosimiglianza
locale di θb(x), si ha che:

(nb1b2)
1/2[θ̂n,b(x)− θb(x)]

d−→ N(0, J−1
b Mb(J

−1
b )T ), (2.7)

dove

Jb
.
=

∫︂
Kb(v − x)u(v, θb(x))u

T (v, θb(x))ψ(v, θb(x))dv

−
∫︂
Kb(v − x)∇u(v, θb(x))[f(v)− ψ(v, θb(x))]dv,

(2.8)
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con u(x, θ) = ∇logψ(x, θ) che rappresenta il vettore colonna delle fun-
zioni punteggio, e dove

Mb
.
= lim

n→∞
V ar

(︁
(nb1b2)

1/2Vn(θb)
)︁

= b1b2

∫︂
K2

b (v − x)u(v, θb(x))u
T (v, θb(x))f(v)dv

− b1b2

∫︂
Kb(v − x)u(v, θb(x))f(v)dv

×
∫︂
Kb(v − x)uT (v, θb(x))f(v)dv

(2.9)

con Vn(θ) =
∂L(θ)
∂θ .

Teorema (Tjøstheim e Hufthammer (2013)). Sia {Xt} una serie stori-
ca bivariata stazionaria con Xt che ha densità bivariata f . Assumiamo
che (i) {Xt} sia geometricamente ergodica, (ii) f abbia un supporto su
tutto R2 e sia tale che E[Kb(Xt−x)∂/∂θj logψ(Xt, θ)]

γ <∞, j = 1,....,
5 per qualche γ > 2, e (iii) esiste una banda di con�denza b0 tale che
esiste un unico minimizzatore θb(x) di:

q =

∫︂
Kb(v − x)[ψ(v, θ(x))− logψ(v, θ(x))f(v)]dv, (2.10)

per ogni 0 < b < b0. Allora per ogni ϵ > 0 è presente un evento A
dipendente da x con P (Ac) < ϵ tale che esiste una sequenza θn,b(x) che
minimizza Q in:

Qn

(︁
X1, ...., Xn, θb(x)

)︁
= −

∑︂
Kb(Xt − x) logψ(Xt, θ(x))

+ n

∫︂
Kb(v − x)ψ(v, θb(x)dv,

(2.11)
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allo stesso modo θ̂n,b(x) converge quasi certamente a θb(x) su A. Inoltre,
il risultato del limite centrale della Proposizione continua a valere, con
l'integrale nella prima parte della (2.9) come termine principale per Mb.

La di�coltà principale nell'estendere il teorema alla situazione attuale è
che le matrici Jb e Mb non sono più de�nite positive �ntanto che b→ 0.
Infatti, con Jb eMb de�nite dagli integrali (2.8) e (2.9), ma con il parame-
tro θb(x) sostituito da θ(x) = θ, si ha Jb → J

.
= u(x, θ)uT (x, θ)ψ(x, θ) e

Mb → M
.
= u(x, θ)uT (x, θ)f(x)

∫︁
K2(v)dv (e l'ultimo termine in (2.9)

tende a diminuire dal momento che b→ 0).
Le matrici J ed M si ottengono mantenendo solo il termine del primo
ordine degli sviluppi di Taylor. D'altra parte, però, per essere sicuri di
ottenere la positività è necessario includere termini di ordine superiore
per cui gli sviluppi di Taylor per il termine b (generico) risultano quindi:

IM = b1b2
∫︁
K2

b (v − x)u(v, θ(x))uT (v, θ(x))f(v)dv,

che corrispondono ad Mb in (2.9).
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2.4 Considerazioni per la pratica

Dalle argomentazioni sopra sviluppate si può notare che è di�cile otte-
nere delle espressioni utili di (2.8) e (2.9) da utilizzare poi nella pratica.
Come soluzione in letteratura sono stati proposti due metodi alternativi.
Il primo, che vale solo quando l'insieme di variabili {Xi} di osservazioni
i.i.d. (indipendenti ed identicamente distribuite), è il bootstrap, che è
stato usato da Berentsen et al. (2012) e Berentsen e Tjøstheim (2012)
per valutare la signi�catività dei test di bontà di adattamento e di indi-
pendenza delle copule sul quale, però, non ci si so�ermerà.
La seconda alternativa, de�nita da Tjøstheim e Hufthammer (2013), è
quella di approssimare Mb in (2.9) come segue:

M̂ b = b1b2

[︃
1

n

n∑︂
i=1

K2
b (Xi − x)u(Xi, θb(x))u

T (Xi, θb(x))

− 1

n

n∑︂
i=1

Kb(Xi − x)u(Xi, θb(x))

× 1

n

n∑︂
i=1

Kb(Xi − x)uT (Xi, θb(x))

]︃
,

(2.12)

dove M̂ b →Mb quasi certamente (per un �ssato b) per la legge forte dei
grandi numeri.
Nella pratica si dovrà sostituire θb(x) con la stima θ̂n,b(x).
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2.5 Proprietà della local Gaussian correlation

Come descritto da Rényi (1959), alla local Gaussian correlation si
possono attribuire le seguenti proprietà:

1. ρ(x) è una misura locale, ma è de�nita per qualsiasi coppia di varia-
bili X1 e X2 sotto opportune condizioni di regolarità.

2. Poiché ρ(x) è una misura locale, si ha generalmente ρ(x1, x2) ̸=
ρ(x2, x1) ma ρX1,X2

(x1, x2) = ρX2,X1
(x2, x1).

3. Dalle de�nizioni (1.1) e (1.2) segue che -1 ≤ ρ(x) ≤ 1 e −1 ≤ ρ̂(x) ≤
1. La capacità di misurare in maniera qualitativa e quantitativa
sia la dipendenza negativa che quella positiva rappresenta uno dei
principali vantaggi della local Gaussian correlation.

4. L'indipendenza di X1 e X2 implica che ρ(x1, x2) ≡ 0 ma questa
condizione non è su�ciente per l'indipendenza. Si deve richiedere
in aggiunta ui(x1, x2) ≡ ui(xi) e σi(x1, x2) ≡ σi(xi) per i = 1, 2,
Tjøstheim e Hufthammer (2013). Probabilmente, ρZ(z) è una mi-
sura migliore per la dipendenza tra X1 e X2. (Si noti che anche
se Zi ∼ N(0, 1) non si ha necessariamente ui(z) = 0 e σi(z) = 1
in un'approssimazione gaussiana locale bivariata. Per distribuzioni
in cui questo è vero, X1 eX2 sono indipendenti se e solo se ρ(z) ≡ 0).

5. Se X1 = f(X2) o X2 = g(X1), allora il valore limite ρ(x1, x2) man
mano che l'intorno si restringe al punto (x1, x2) è uguale a 1 o -1, a se-
conda che f o g abbiano una pendenza positiva o negativa su x2 o x1.
Lo stesso vale per una relazione di curva chiusa g(X1) + f(X2) = c
per una costante c, allora ρ(x) è uguale a 1 o -1 lungo la curva, a
seconda che la tangente al punto x abbia pendenza positiva o nega-
tiva (Tjøstheim e Hufthammer 2013).
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6. Come il ρ di Pearson, l'LGC ρ(x) dipende dalle marginali, ma sulla
scala Z, in quanto ρZ(z) è indipendente dalle marginali.

7. Nel caso gaussiano si ha che ρ(x) ≡ ρ per costruzione.

Uno dei principali vantaggi dell'indice ρ di Pearson è la sua invarianza
lineare di scala, ossia ρα1+β1X1,α2+β2X2

= ρX1,X2
. Esiste una corrispon-

dente invarianza di scala per l'LGC, ma con la condizione che il punto
(x1, x2) venga spostato nel punto (α1+β1x1, α2+β2x2). Più in generale,
è dimostrato da Tjøstheim e Hufthammer (2013) che per un vettore α,
una matrice A, una variabile stocastica Y = α + AX e per un vettore
di parametri locali θ(y) = [u(y),Σ(y)] nel punto y = α + Ax, si ha
u(y) = α+Σ(x)u(x) e Σ(y) = AΣ(x)AT . Ne consegue che abbiamo in-
varianza di scala nel senso seguente ρY1,Y2

(y1, y2) = ρα1+β1X1,α2+β2X2
(α1+

β1x1, α2 + β2x2) = ρX1,X2
(x1, x2).

In Tjøstheim e Hufthammer (2013) i risultati della trasformazione per
α + AX sono stati utilizzati per dimostrare una serie di proprietà di
simmetria.
Si può distinguere tra 4 diverse tipologie di simmetria e per calcolarle si
è assunto che u = E(X) = 0. Questo è stato fatto perchè altrimenti si
rischierebbe di centrare la densità in u e fare a�ermazioni sulla simmetria
di u.

(i) Simmetria radiale: Se f(x) = f(−x), allora Σ(−x) = Σ(x), da cui
ρ(−x) = ρ(x) e u(−x) = −u(x).

(ii) Simmetria di ri�essione: f(−x1, x2) = f(x1, x2) e/o f(x1,−x2) =
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f(x1, x2) implicano che:

ρ(−x1, x2) = −ρ(x1, x2), ρ(x1,−x2) (2.13)

= −ρ(x1, x2), u1(−x1, x2)
= −u1(x1, x2), u2(−x1, x2)
= u2(x1, x2), u1(x1,−x2)
= u1(x1, x2), u2(x1,−x2)
= −u2(x1, x2).

(iii) Simmetria di scambio: Se f(x1, x2) = f(x2, x1), allora Σ(x1, x2) =
Σ(x2, x1) e quindi ρ(x1, x2) = ρ(x2, x1).

(iv) Simmetria di rotazione: Per una funzione γ, f(x) = γ(|x|) . Se
f è una densità sferica, allora soddisfa tutti i requisiti di simmetria
menzionati sopra. In questo caso si può dimostrare che lungo le rette
x1 = x2 e x1 = −x2, ρ2(x) assume il suo massimo .

La concreta espressione di tali simmetrie si manifesta compiutamente
nei gra�ci, i quali permettono di concretizzare visivamente le pecu-
liarità di ciascuna. Nella sezione successiva infatti si potrà osservare
gra�camente alcune di queste simmetrie, in particolare la simmetria
radiale e la simmetria di ri�essione.
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3 Applicazione della LGC

In questa sezione verranno esposte alcune simulazioni nelle quali verrà
applicata la LGC (local Gaussian correlation) così da poter osservare
in modo più esplicito l'e�cacia e la potenzialità di questa misura di di-
pendenza locale.
Nello speci�co verranno proposti alcuni modelli non lineari per introdurre
la sua funzionalità nel caso concreto per poi concludere con l'applicazio-
ne in serie storiche non lineari attraverso un modello GARCH(1,1).
Per poter e�ettuare questa analisi sono state utilizzate le librerie di
R: "localgauss", "lg" ed "fGARCH". Le prime due sono molto simi-
li in quanto stimano e permettono di visualizzare la local Gaussian
correlation sia gra�camente che tramite dei test di dipendenza. La ter-
za libreria invece è stata utilizzata per poter simulare serie storiche del
tipo GARCH(1,1) attraverso la funzione "garchSim".

Università degli Studi di Padova 19



Local Gaussian correlation

3.1 Distribuzione Normale bivariata

Il primo caso di modello lineare si è ottenuto simulando una distribuzio-
ne gaussiana bivariata di n = 1000 osservazioni con ρ = +0.5:

Figura 1: mappa di dipendenza di una gaussiana bivariata, ρ = +0.5

Tale distribuzione è stata rappresentata gra�camente tramite una mappa
di dipendenza, strumento genericamente utilizzato per la visualizzazione
gra�ca della local Gaussian correlation. Si può notare, infatti, come
utilizzando ρ = +0.5, sia evidente la correlazione positiva tra le compo-
nenti e i diversi valori dell'inidce ρ di Pearson calcolato localmente.
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Figura 2: mappa di dipendenza di una gaussiana bivariata, ρ = +0.5,
dati standardizzati

E' possibile osservare che non esiste molta di�erenza tra i dati origi-
nali e quelli standardizzati. Inoltre, i valori ottenuti sono tutti molto
vicini al valore ρ = +0.5 utilizzato in input. Si è partiti dal caso più
semplice per dimostrare la validità di questa misura di dipendenza e di
come e�ettivamente vengano mostrati i dati gra�camente.
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3.2 Distribuzione t-Student bivariata

Nel secondo caso di modello non lineare si dimostra, partendo da una
simulazione di una distribuzione t-Student bivariata con 4 g.d.l. (gradi
di libertà) con ρ = 0 e n= 1000, come si comporta la LGC:

Figura 3: distribuzione t-Student con 4 gradi di libertà

Anche in questo caso si è utilizzato come strumento gra�co la mappa
di dipendenza, la quale ha evidenziato i valori della LGC di una distri-
buzione t-Student con 4 gradi di libertà e ρ = 0 (i valori, infatti, sono
tutti concentrati vicino allo 0). Come per il modello precedente ora si
standardizzeranno i dati per provare a trarre ulteriori conclusioni.
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Figura 4: distribuzione t-Student con 4 gradi di libertà, dati
standardizzati

Si può notare come non ci sia molta di�erenza tra dati originali e stan-
dardizzati. D'altra parte, tuttavia, è possibile osservare che nonostante
l'indice di correlazione globale sia nullo, a livello locale la dipendenza
sia, seppur lievemente, maggiore di 0. Inoltre, questo caso è molto inte-
ressante perchè è presente una delle proprietà menzionate nella sezione
precedente ovvero la simmetria radiale e una simmetria di ri�essione di-
spari; è possibile infatti veri�care che ci sia dipendenza positiva nel primo
e terzo quadrante e dipendenza negativa nel secondo e quarto quadrante.
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3.3 Modello non lineare Y = X2

Come terzo modello si è deciso di discutere, come in una delle sezioni
precedenti, il caso parabolico: Y = X2 + ϵ.
Per illustrare questo modello è stata utilizzata una funzione della libreria
"localgauss", ovvero "localgauss.indtest" che consente di eseguire un test
di dipendenza locale passandogli come parametri di input dei punti dove
e�ettuare il test.

Tramite la funzione "localgauss" si è ottenuto il seguente gra�co (n=
1000):

Figura 5: modello di regressione non-lineare Y = X2 + ϵ

Eseguendo il test nei punti: (-1,1), (0,0) e (1,1) si è ottenuto il seguente
output:

[1 ] -1 0 1

La local Gaussian correlation è signi�cativamente negativa in (-1,1),
signi�cativamente positiva in (1,1) e nulla in (0,0) per un livello di signi-
�catività del test del 10% (valore di default).
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E' un risultato molto importante in quanto immaginando di dividere il
gra�co in tre zone si può e�ettivamente osservare una dipendenza ne-
gativa nella prima parte (osservazioni da −3 a −1 dell'asse delle x),
dipendenza nulla nella zona centrale (all'incirca le osservazioni da −1 a
+1 considerando l'asse delle x) e in�ne una dipendenza positiva nell'ul-
tima parte (osservazioni da +1 a +3 sempre guardando l'asse delle x).
Si può quindi concludere che questa misura di dipendenza non ha solo
potenziale a livello gra�co, ma permette anche di costruire test in base
a ciò che si desidera analizzare.
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3.4 Il modello GARCH(1,1)

In�ne, si mostra l'e�ettiva validità della LGC nel campo delle serie sto-
riche considerando serie storiche di lunghezza n= 1000 simulate da un
modello non lineare GARCH(1,1).

Figura 6: Xt e Xt−1, dove Xt è generato da un modello GARCH(1,1)
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Figura 7: Xt e Xt−1, dove Xt è generato da un modello GARCH(1,1),
dati standardizzati

NonostanteXt eXt−1 siano tipicamente incorrelate in un modello GARCH(1,1)
è evidente una forte dipendenza locale sia osservando il primo gra�co do-
ve sono stati utilizzati i dati originali, che nel secondo gra�co dove invece
sono stati utilizzati dati standardizzati.
Come nel caso della distribuzione t-Student anche quì è possibile osser-
vare una simmetria di ri�essione dispari, ma molto più forte rispetto a
prima. Si può notare infatti come nel primo e terzo quadrante ci sia
un'importante dipendenza positiva e lo stesso vale nel secondo e quarto
dove è presente una marcata dipendenza negativa.
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Conclusioni

L'estrema utilità nell'adoperare la distribuzione gaussiana si manifesta
nelle sue proprietà che altre famiglie di distribuzioni parametriche non
hanno. Una di queste è, ad esempio, che per una distribuzione gaussiana
multivariata la distribuzione condizionata di variabili aleatorie Yi date
Xi per i = 1, ..., n è ancora gaussiana.
L'idea che poi ha portato gli studiosi a creare questa nuova misura di
dipendenza era fondata sul pensiero che si potesse estendere localmente
le proprietà della gaussiana anche alle altre distribuzioni.
Inoltre, uno dei motivi più importanti per il quale è utile introdurre una
misura come la local Gaussian correlation (LGC) è quello di poter gesti-
re serie storiche, come ad esempio nel campo della �nanza i rendimenti
�nanziari.
Sotto un altro aspetto, dalle simulazioni è possibile concludere che que-
sta nuova misura di dipendenza è a tutti gli e�etti uno strumento molto
buono nei casi di criticità del ρ di Pearson e risulta determinante oltre
che per analisi statistiche generiche anche nel campo delle serie storiche,
tant'è che modelli come quelli analizzati sopra avrebbero per certo por-
tato a conclusioni a�rettate e fuorvianti se ci si fosse basati solamente
sull'indice ρ. Il modello GARCH(1,1), infatti, mostra nello speci�co co-
me si comporti la LGC nei casi di serie storiche non lineari e alcune delle
sue proprietà come la simmetria radiale.
Come si è potuto osservare è possibile sfruttare oltre alla rappresenta-
zione gra�ca (tramite l'utilizzo di mappe di con�denza) anche i test di
dipendenza locale qualora si volesse veri�care la correlazione in deter-
minati punti del modello. Questa misura di dipendenza locale gode di
molte funzioni, ma per una trattazione completa di tutte le sue funziona-
lità si consiglia di leggere quanto pubblicato da Berentsen et al. (2014)
e Otneim (2021).
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