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Sommario

Un modello di ordine elevato puo rappresentare in linea di principio un sistema
dinamico con elevata precisione, tuttavia puo comportare gravi problemi di calco-
lo. Al fine di ottenere un ragionevole compromesso tra accuratezza e complessita
computazionale, si cerca, quando possibile, di diminuire tale ordine utilizzando
opportuni algoritmi di riduzione. In questa trattazione si analizzera nel dettaglio
il problema di riduzione ottima del modello mediante norma di Hankel, studiando

la sua risoluzione dapprima nel continuo e successivamente nel discreto.






Introduzione

Il problema della riduzione del modello costituisce da sempre una tematica di no-
tevole interesse nel settore dell’ingegneria del controllo. Tuttavia, mentre fino a
qualche decennio fa, tale approssimazione si basava su intuizioni di carattere pret-
tamente fisico, recentemente invece il suo studio si basa su tecniche automatizzate
che sono ancor oggi oggetto di ricerca. In letteratura esistono vari algoritmi fina-
lizzati alla risoluzione del problema. Nel caso ad esempio della riduzione di tipo
bilanciato il criterio di eliminazione degli stati ¢ di tipo strutturale, ovvero vengo-
no scartati quei modi che risultano essere difficilmente raggiungibili e osservabili.
Al fine di individuare cosa sia effettivamente trascurabile, tale tecnica opera una
scalatura, ovvero una sorta di adimensionalizzazione del sistema, che permette di

apprezzare le grandezze in termini relativi e non assoluti (bilanciamento).

La tecnica risolutiva analizzata in questa tesi si basa sulla minimizzazione
della norma dell’errore che si commette quando la matrice di trasferimento del
sistema viene approssimata con un’altra avente grado di McMillan inferiore. Det-
to in termini piu rigorosi: data una W(s) con grado di McMillan n e fissato un
intero positivo r < n, l'algoritmo di riduzione ottima del modello tramite norma
di Hankel consiste nel trovare una matrice di trasferimento W avente grado di
W(s) — W(s)

sibile (in norma di Hankel) dalla matrice di trasferimento originaria.

McMillan r che minimizzi

e quindi che differisca il meno pos-
H

Per risolvere il problema si utilizza dunque la norma di Hankel, ovvero la nor-
ma indotta associata all’operatore di Hankel I'vy. Quest’ultimo e un operatore
di tipo predittivo che ha la proprieta di mappare segnali di ingresso nulli per
tempi positivi nelle corrispondenti successioni di uscita ristrette ai soli tempi po-

sitivi. Le proprieta della norma di maggiore interesse ai fini dell’algoritmo sono



essenzialmente tre:

e nell’ipotesi che la realizzazione di W (s) sia minima, i valori singolari di
Hankel si ottengono a partire dalla conoscenza degli autovalori del sistema

e dei gramiani di controllabilita W e di osservabilita V

e la norma di Hankel risulta essere limitata superiormente dalla norma infinito
e dunque si ha che |W]|, < [[W]_ = [|[W —J|| per ogni funzione di
trasferimento di tipo anticausale J(s). Infatti, nel caso di sistemi anticausali
(Ju)(t) € nulla per ¢ > 0 e dunque 'uscita di W (s) non viene in alcun modo

influenzata

e il limite inferiore dell’errore di approssimazione in norma di Hankel e costi-

tuito dall’r + 1-esimo valore singolare di Hankel, HW — WH > 0py1

L’algoritmo risolutivo si basa su un procedimento di all-pass embedding del-
I’errore, motivato dal seguente fatto: si suppone di poter determinare una W(s)
approssimante ed una funzione anticausale J(s) tali che il sistema v~ (W (s) —
W(s) — J(s)) sia di tipo passatutto e dove 5 rappresenta uno scalare. Il fat-

to che HW ~-W-1J H = v comporta, in base alle disuguaglianze riportate in

precedenza, che HW—WH < HW—W—JH =~ da cui HW—W
H 00

<7.
H

La soluzione del problema, ovvero la determinazione delle migliori funzioni
approssimanti W in norma di Hankel, viene fornita ponendosi in due diverse

situazioni:
1. si considera o, > 7 > 0,41 ottenendo HW — WH < v — caso subottimo

2. si considera v = 0,1 ottenendo HW — WH < 0,41 — caso ottimo

Nel caso subottimo con v # o;, @ =0,...,n si costruisce un sistema aumen-
tato W,(s) e si determina la realizzazione di P,(s) imponendo che la funzione
di trasferimento dell’errore A,(s) = W,(s) — P,(s) sia di tipo passatutto, ov-
Vero EaAa = ~%I. La P,(s) cosi ottenuta, priva di poli sull’asse immaginario e
dotata esattamente di 7 poli nel semipiano sinistro, viene utilizzata per il calcolo

delle funzioni di trasferimento approssimanti subottime di W(s) Una soluzione

X



W(s) si calcola semplicemente selezionando una qualunque parte stabile della
sottomatrice Py11(s) € RLy, dove con il termine stabile si intende una qualsiasi
matrice W(s) € RHq tale che Py1(s) — W(s) € RH, risulti essere anticausale.
L’insieme di tutte le possibili soluzioni W(s) si ottiene, invece, selezionando la
parte stabile delle matrici R(s) prodotte da una trasformazione lineare fratta del
tipo F¢(P,, U) in cui il parametro U(s) deve soddisfare il vincolo [|[U|| <~y

Nel caso ottimo con v = 0,41, € necessario rivedere la costruzione del sistema
aumentato le cui dimensioni sono inferiori rispetto a quelle ottenute nella situa-
zione precedente. Si ha inoltre che la matrice di trasferimento P,(s) non risulta
piu essere quadrata. Nonostante cio la mappa lineare fratta fornisce ancora tutte
le matrici di trasferimento R(s) dalle quali & possibile ottenere la W (s) cercata
selezionandone una qualsiasi parte stabile.

A completamento dell’algoritmo, ci si chiede se alla minimizzazione dell’errore
secondo la norma di Hankel corrisponda una buona approssimazione in norma
infinito. In questo caso 'errore che si commette approssimando W(s) con W (s)
avente grado di McMillan pari ad r, non supera la somma dei valori singolari di
Hankel di W (s) che risultano essere strettamente piu piccoli di o,..

Per quanto riguarda 'algoritmo nel discreto, esso segue esattamente lo stesso
procedimento di all-pass embedding dell’errore utilizzato nella soluzione a tempo

continuo.

XI



Capitolo 1
Sistemi continui

In questo capitolo introduttivo si fanno alcuni richiami riguardo alle proprieta
strutturali dei sistemi soffermandosi in particolare sui concetti di controllabilita,
osservabilita e stabilita. Si introduce inoltre il concetto di norma vettoriale per
poi analizzare le caratteristiche dei principali spazi normati di cui verra fatto uso

nel corso della trattazione.

1.1 Rappresentazione dei sistemi e loro proprieta

I sistemi invarianti descritti da equazioni differenziali lineari possono essere rap-

presentati tramite le seguenti equazioni in spazio di stato:
#(t) = Fx(t)+ Gul(t) (1.1.1)
y(t) = Hx(t) + Du(t) (1.1.2)
dove u(t) € R™ e il vettore degli ingressi, z(t) € R™ ¢ il vettore di stato e
y(t) € RP & il vettore delle uscite. Inoltre si suppone che le matrici F', G, H, D
siano reali di dimensioni rispettivamente n X n, n X m, p X n, p X m.

Nell'ipotesi che I'ingresso u(-), definito sull’intervallo [0, 4+00), sia trasforma-

bile secondo Laplace

all’equazione differenziale [L1.1], corrisponde I'equazione algebrica

sX(s) —xo=FX(s)+GU(s)
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dove con X (s) si fa riferimento alla trasformata del vettore x(t) sull’intervallo

[0, 4+00). Se Y (s) rappresenta la trasformata dell’uscita y(t), alla si associa
Y(s) = HX(s) + DU(s)
Si puo cosi ricavare 1’espressione
X(s) = (s — F) 'zg+ (sI — F)"'GU(s) (1.1.3)
Analogamente per 1'uscita si ottiene
Y(s)=H(sl — F) 'wg+ [H(sI — F)"'G + D]U(s) (1.1.4)

dove il primo addendo costituisce 1'uscita in evoluzione libera, mantre il secondo

quella in evoluzione forzata. La matrice p x m
W(s)=H(s[ — F)"'G+ D (1.1.5)

rappresenta la matrice di trasferimento del sistema.

1.1.1 Controllabilita e osservabilita

Definizione 1.1. Il sistema o la coppia (F, G) e controllabile se per ogni coppia
di stati (zg,xs) esiste un ingresso u(t) in grado di portare il sistema dal valore

iniziale x al valore finale z.

Teorema 1.1.1. [1]

I sequenti fatti sono equivalenti
i) la coppia (F,G) é controllabile
ii) la matrice
Wel(t) == /t GG e do (1.1.6)
e definita positivo per ogni t > 0 0
iii) la matrice di raggiungibilita
R=|G FG % ... P

ha rango pieno ovvero rank(R) =n
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iv ) la matrice

P\ G

ha rango di riga pieno per ogni \; di F

Definizione 1.2. Un sistema si dice stabile se tutti gli autovalori della matrice
di stato F' si trovano nel semipiano aperto sinistro, i.e., Re(A;(F)) < 0 dove \;

rappresentano gli autovalori di F.
Teorema 1.1.2. [1] I sequenti fatti si equivalgono
i) la coppia (F,G) ¢é stabilizzabile

ii) la matrice [F -\ G} ha rango di riga pieno per tutti gli autovalori \; tali
che Re(\;) > 0

iii) esiste una matrice di retroazione K tale che F + GK ¢ stabile

Definizione 1.3. Il sistema o la coppia (F, H) ¢ osservabile se per ogni t; > 0, lo
stato iniziale 2(0) = zp puo essere determinato dalla storia passata di dell’ingresso

u(t) e dell’uscita y(t) nell’intervallo [0, ¢;].
Teorema 1.1.3. [1] I sequenti fatti sono equivalenti
i) la coppia (F, H) ¢ osservabile

ii) la matrice

t
V= / " HTHe™ do (1.1.7)
0

e definita positiva per ogni t > 0

iii) la matrice di osservabilita

H
HF
HF?

_HFnil_

ha rango di colonna pieno, i.e., rank(O) =n
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iv) la matrice
F—\I
H

ha rango di colonna pieno per ogni autovalore \; di F

Definizione 1.4. Il sistema o la coppia (F, H) si dice rivelabile se esiste una

matrice L tale che F' 4+ LH e stabile.
Teorema 1.1.4. [1] I sequenti fatti si equivalgono
i) la coppia (F,H) ¢é rivelabile

ii) la matrice
F—\
H

ha rango di colonna pieno per ogni autovalore \; : Re(\;) > 0
iii) esiste una matrice L tale che F + LH sia stabile

Equazioni di Lyapunov

Spesso risulta piu semplice testare la stabilita, 'osservabilita e la stabilita di un

sistema in modo indiretto, ovvero sfruttando le equazioni di Lyapunov.
Lemma 1.1.5. [i|] Sia data l’equazione di Lyapunov
F'X+XF+Q=0 (1.1.8)

nellipotesi che la matrice di stato del sistema F' sia stabile, valgono i sequenti

fatti:
i) X = [ eF Qe at
ii) sihache X >0se@>0eX >0seQ >0

iii) se @ >0, allora la coppia (Q, F') risulta essere osservabile se e solo se X > 0



1.1. RAPPRESENTAZIONE DEI SISTEMI E LORO PROPRIETA 5

Dalla proposizione (iii) discende che, data una matrice F' stabile, una coppia

(F, H) ¢ osservabile se e solo se la soluzione associata all’equazione di Lyapunov
FTW+WF+H"H =0 (1.1.9)

e definita positiva. Tale soluzione prende il nome di gramiano di osservabilita.
In modo analogo, la coppia (F,G) € controllabile se e solo se la soluzione dell’e-
quazione di Lyapunov

FV+VFT +GGT =0 (1.1.10)

¢ definita positiva. Tale soluzione viene detta gramiano di controllabilita.

Lemma 1.1.6. Si ipotizzi che X sia la soluzione dell’equazione di Lyapunov,

allora

i) Re(\)(F)<0seX>0eQ >0

ii) F ¢ stabile se X >0 e @ >0

iii) F ¢ stabile se X >0, Q > 0 e la coppia (F, Q) risulta essere rivelabile

Dimostrazione. O

Realizzazione in spazio di stato per matrici di trasferimento

Si ipotizzi che la matrice di trasferimento W (s) sia propria, una sua realizzazione

¢ data dalla quadrupla matriciale (F, G, H, D) tale che

F G

Wis) = H D

Definizione 1.5. Una realizzazione in spazio di stato ¥ = (F, G, H, D) di W(s)
si dice minima se per ogni altra realizzazione ¥/ = (F',G', H', D') si verifica che
dim (%) < dim(X)

Teorema 1.1.7. Una realizzazione é minima se e solo se la coppia (F,G) e

controllabile e la coppia (F, H) é osservabile

Il grado di McMillan di una matrice di trasferimento coincide con la dimen-

sione di una realizzazione minima di G(s)
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1.2 Norme e spazi

1.2.1 Norme di vettori e matrici

Dato uno spazio vettoriale X, si definisce norma su X e la si indica con ||-||, una

funzione a valori reali che soddisfa le seguenti proprieta:

i) [lzl =0
ii) ||z|]| = 0 se e solo se z =0
iii) [|az|| = |a ||z]|, per ogni scalare a

iv) [lz+yll < ll=ll + [yl

per ogni z,y € X.

Si consideri z € C". La norma p si definisce come

n 1/p
Hpr: (Z‘lﬂp) ,conl<p< oo
i=1

Nei casi particolari in cui p = 1,2, 00 si ha

lll, =
[l =
2]l = maz |zl

La norma rappresenta dunque un’astrazione e un’estensione del concetto di lun-
ghezza tridimensionale nello spazio euclideo. Analogamente, nel caso si tratti di
matrici, si possono introdurre le seguenti norme.

Sia A = [a;;] € C™*" allora la norma indotta da un vettore in norma p si

definisce come

Ax
1Al = SupH Iy
w0 |1z,
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Nei casi particolari in cui p = 1,2, oo le corrispondenti norme matriciali indotte

Sono

m

|A|l, = max Z la;;| (somma di colonna)
1<j<n —1

|A|l, = maxz / Apaz(A*A)

1<j<n

1<i<m

n
|A|l, = max Z la;;| (somma di riga)
=1

Le norme matriciali indotte da un vettore in norma p vengono anche dette norme
p indotte. Dal momento che la matrice A puo essere vista come una mappa dallo
spazio vettoriale C" dotato di norma ||-||, nello spazio vettoriale C™ anch’esso do-
tato di norma p, le norme indotte possono essere interpretate come amplificazioni
dei guadagni ingresso-uscita.

Un altro tipo di norma matriciale molto utilizzata ¢ la norma di Frobenius

che si definisce come

|A|l > = \/Traccia( A A)

Si noti che essa non rappresenta una norma indotta.

1.2.2 Spazi normati

Sia V' uno spazio vettoriale in C (o in R) e sia ||-|| la norma definita su V. Allora
V' & uno spazio normato.

Una successione di vettori {x,} appartenente ad uno spazio normato V' & detta

di Cauchy se lim ||z, —x,| = 0. Essa inoltre si dice convergente a x € V
;M—00
se lim ||z, — z|| = 0. Uno spazio normato e detto completo se ogni successione
n—o0

di Cauchy in V risulta essere convergente in V. Uno spazio normato completo
prende il nome di spazio di Banach.

A seguire alcuni esempi di spazi di Banach:

e [,[0,00) con 1< p<oo:
Per ogni 1 < p < o0, lo spazio [, [0,00) ¢ formato da tutte le successioni

di vettori x = (zg,x1,...) tali che Y .= |2;|” < co. La norma associata si
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o 1/p
x|, = (Z \xi\p>
i=0

lo spazio [, [0,00) & formato da tutte le successioni di vettori limitate e la

definisce come

e [ [0,00):

norma associata ¢ data da
|zl = sup|zi|
(A

o L,(I)conl<p<oo:
Per ogni 1 < p < oo, £,(I) ¢ formato da tutte le funzioni misurabili di

Lebesgue z(t) definite sull’intervallo I C R tali che

1/p
Iz, = (/|$(t)|pdt) <00, conl<p<oo
I

l2()ll oo = ess sup |z(t)]
tel

Alcuni di questi spazi, ad esempio Ly (—00,0], £20,0), Ly (—00,0), ver-

ranno descritti pit approfonditamente in seguito.

Si noti che se ogni componente o ogni funzione rappresenta essa stessa un
vettore o una matrice, allora si puo ricavare lo spazio di Banach corrispondente
sostituendo al valore assoluto di ogni componente o funzione la sua norma. Ad
esempio, si consideri uno spazio vettoriale con tutte le sequenze nella seguente

forma
x = (xg,21,...)

dove ciascuna componente x; rappresenta una matrice di dimensioni £ X m i cui
elementi sono tutti limitati. Allora z; risulta essere limitato in qualunque norma
matriciale e lo spazio vettoriale diventa uno spazio di Banach se viene definita la

seguente normas:
]| = Sup i(z;)
7
in cui ¢;(z;) = ||x;]| rappresenta una qualunque norma matriciale. Quest’ultimo

spazio viene dunque denotato con [,.
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Siano Vi, V5 due spazi vettoriali e sia T' un operatore da S C V; in V5. Tale
operatore si dice lineare se per ogni coppia di vettori x1,zo € S e per ogni coppia

di scalari o, f € R, vale la seguente relazione:
T(axy + Bra) = a(Tz1) + B(T'zs)

Definizione 1.6. Due spazi normati V;, V5 si dicono linearmente isometrici (V; =

V5) se esiste un operatore lineare di V; su V; tale che
[Tz|| = |||

per ogni x € Vi. In questo caso la mappa T prende il nome di isomorfismo

isometrico

1.2.3 Spazi di Hilbert

Il prodotto interno fra vettori definiti su uno spazio euclideo in C™ & dato da:

" I n
(wy)=yw=> a7, Ye=|:|, y=]:| €C"

i=1
Tn Yn

Si considera ora ’estensione del prodotto interno su C™ ad uno spazio vetto-

riale.

Definizione 1.7. Sia V uno spazio vettoriale su C. Un prodotto interno su V' a
valori in C,

(Y VXV —C

tale che

o (ay+ fBz,x) =a(y,z) + p(z,x)

o (v,y)=(y,x)

o (z,x) >0sex #0

Due vettori z,y appartenenti ad uno spazio dotato di prodotto interno sono

ortogonali, Ly, se il loro prodotto interno ¢ nullo, ovvero se (x,y) = 0
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Uno spazio di Hilbert costituisce uno spazio completo avente norma indotta
dal suo prodotto interno. Lo spazio di Hilbert ¢ anche uno spazio di Banach.

Seguono alcuni esempi di spazi di Hilbert:

e [y(—00,00):
lo spazio lp(—00,00) ¢ formato da tutte le successioni di vettori reali o

complessi a quadrato sommabili
r=(..2_1,0,21...)

ie.
o0
Dl < o0
1=—00

dove il prodotto interno e definito nel seguente modo

i=—00

con z,y € ly(—o00,00). I sottospazi I (—00,0), I3]0, 00) di lo(—o00,00) ven-
gono definiti in modo simile e sono rispettivamente z = (..., x_5,x_1) e

x = (xg, T1,Ta,...).

e Lo(I)con I CR:
lo spazio Lo(I) e formato da tutte le funzioni quadrato integrabili secondo
Lebesgue definite sull’intervallo I C R e aventi prodotto interno definito nel

seguente modo
(r.9) = [ a0y sioyi
I
con f,g € Lo(I). Analogamente, se la funzione risulta essere a valori vetto-
riali o matriciali, il prodotto viene definito come

(f,g) = / Traccialg(t)" f (1))dt

I
Alcuni spazi molto utilizzati sono £, [0,00), Lo (—00,0], Lo (—00,00). Piut

precisamente:
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° £2 = £2<_OO, OO)I
spazio di Hilbert costituito da funzioni a valori matriciali in R con prodotto

interno

- | " Traccia lg(t)* £(1) dt

Lo, = L5]0,00): sottospazio di Lo(—00,00) le cui funzioni sono nulle per

t<0

Lo = Ly (—00,0]: sottospazio di Lo(—00,00) le cui funzioni sono nulle per

t>0

Siano Hi, Hs due spazi di Hilbert e si consideri K(H;, Hz) ovvero lo spazio
degli operatori lineari compatti da H; in Hs. Ogni operatore T' € IC(H, Hs2) am-
mette decomposizione di Schmidt, ovvero esistono delle basi di vettori ortonormali
{vi}, {w;} di H; e Hz ed una successione di numeri complessi {«;} con o; — 0,
tali che -

Tu = Z i (u, v;) w; (1.2.11)
i=1

1.2.4 Spazi di Hardy H; e H.,

Sia S C C un insieme aperto e sia f(s) una funzione a valori complessi definita
su S:
f(s): S —C
La fuzione f(s) € analitica nel punto zy di S se risulta essere differenziabile in zj
e in un suo intorno. Mentre si dice analitica in S se ¢ analitica in ogni punto di
S.
Vengono di seguito riportati alcuni spazi, frequentemente utilizzati, di funzioni
di variabile complessa
o Lo(jR):
lo spazio L9(jR) o, piu semplicemente Ly, rappresenta uno spazio di Hil-
bert di funzioni a valori matriciali o scalari in jR ed ¢ formato da funzioni

matriciali complesse F' tali che 'integrale

/_OO Traccia [F*(jw)F (jw)] dw < oo

[e.9]
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risulta essere limitato.

Il prodotto interno associato a questo spazio di Hilbert viene definito come

(F,G) = % /OO Traccia [G* (jw)F(jw)] dw

—00

con F.G € L, e la norma indotta dal prodotto interno e data da
11y = V{F, F)

Ad esempio, 'insieme delle matrici di trasferimento razionali reali stretta-
mente proprie, prive di poli sull’asse immaginario, formano un sottospa-
zio non chiuso di L5(jR). Tale sottospazio viene denotato con RLy(jR) o

semplicemente con RLs.

Spazio Ho:
Ho € un sottospazio chiuso di L£4(jR) costituito da funzioni matriciali F'(s)
analitiche in Re(s) > 0 ovvero nel semipiano aperto sinistro. La norma
associata viene definita come
2 L[ T , :
|F|5 = sup < — Traccia [F* (0 + jw)F (o + jw)] dw

o>0 |27 —00

Si puo dimostrare che

1 o0
|F|3 = 2—/ Traccia [F*(jw)F (jw)] dw
7r

—c0
Quindi e possibile calcolare la norma in Hs nello stesso modo in cui si
computa quella in £,.

Il sottospazio reale razionale di Hs che ¢ formato da tutte le matrici di
trasferimento strettamente proprie, reali razionali e stabili, viene denotato

con RH,.

Spazio Hj :

H5 rappresenta il complemento ortogonale di Hs in Ly, ovvero il sottospa-
zio chiuso delle funzioni in £ che risultano essere analitiche nel semipiano
aperto sinistro. Il sottospazio di Hs formato da tutte le matrici di trasferi-
mento strettamente proprie e aventi tutti i poli nel semipiano aperto destro,

viene indicato con RHy .
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Importante sottolineare che gli spazi di £y definiti nel dominio della frequenza
possono essere messi in relazione con i corrispettivi spazi di Lo definiti nel tempo.
Si ricorda che una funzione in £, definita nel dominio del tempo, ammette trasfor-
mata di Laplace bilatera. Infatti, ricorrendo al teorema di Plancherel, & possibile
dimostrare che la trasformata bilatera di Laplace costituisce un isomorfismo di

tipo isometrico fra gli spazi di £, definiti nel tempo e quelli definiti in frequenza:
Lo(—00,00) = Lo(jR)
L1]0,00) = Hy
Lo (—00,0] = Hy
Da cio consegue che se ¢(t) € Lo(—00,00) e se la sua trasformata di Fourier (o
(G

di Laplace bilatera) ¢ G(jw) € Lo(jR), allora
1G]l = llgll;
Se si definisce poi la proiezione ortogonale
I, = Lo(—00,00) — L4 ]0,00)
tale che per ogni f(t) € Lao(—00,00) si abbia g(t) = II; f(t) con

{f(t) t>0
0 t<o.

g(t) =

Analogamente, si definisce I1_ come la proiezione ortogonale da Lo(—00,00) su
LQ (—OO, O] .
Altre importanti classi di funzioni matriciali complesse sono quelle limitate

sull’asse immaginario.

e L.(jR), o semplicemente L., rappresenta uno spazio di Banach di funzioni
a valori matriciali che risultano essere limitate su jR e caratterizzate dalla
norma:

[Fllo = ess sup @ [F(jw)]

weR
dove @ rappresenta il massimo valore singolare di F'.

Lo spazio razionale di L, denotato con RL(jR) o semplicemente con
RL, € formato da tutte quelle matrici di trasferimento razionali, proprie

e prive di poli sull’asse immaginario.
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e Spazio Huo:
Ho € un sottospazio chiuso di L., costituito da funzione analitiche nel
semipiano aperto destro e limitate sull’asse immaginario. La norma H.,
viene definita nel modo seguente
|Fllo = sup o [F(s)] = ess sup o [F(jw)]
Re(s)>0 weR
Si denota con RH., il sottospazio reale razionale di H., formato da tutte

le matrici di trasferimento proprie, stabili, reali e razionali.

e Spazio H__:
‘H_, rappresenta un sottospazio chiuso di L., costituito da quelle funzio-
ni che risultano essere analitiche nel semipiano aperto sinistro e limitate
sull’asse immaginario. La norma associata si definisce come

[Fllo = sup o [F(s)] = ess sup o [F(jw)]
Re(s)<0 weR

Il sottospazio reale razionale di ‘H__ viene denotato con RH_, ed e costituito da
tutte le matrici di trasferimento razionali proprie aventi tutti i poli nel semipiano

aperto destro.

Definizione 1.8. Una matrice di trasferimento W (s) € H__ viene detta anticau-

sale.

La notazione relativa a L., risulta essere piuttosto ingannevole. Lo stesso
simbolo viene infatti utilizzato con due diverse accezioni: nel dominio del tempo
lo spazio L., viene impiegato per caratterizzare i segnali mentre in quello della

frequenza fa riferimento a funzioni e operatori.

1.3 Sistemi passatutto

Si passa ora ad analizzare le proprieta di una specifica classe di sistemi che ver-
ranno impiegati per implementare 'algoritmo di riduzione del modello, ovvero
quella dei sistemi passatutto. La matrice di trasferimento W(s) di un sistema di

tipo all-pass e soddisfa la seguente relazione:

W(s)W(s) = +*I (1.3.12)
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dove W(s) rappresenta la matrice trasposta coniugata di W(s) e v & uno scalare.

Riscalando opportunamente le matrici di stato del sistema, € possibile riscrivere

la (L3.12) nel seguente modo

W(s)W(s) =1

che rappresenta ancora un passatutto.
Infine, nel caso in cui il sistema passatutto oltreché essere iniettivo sia anche

suriettivo, gli spazi §; risultano avere necessariamente la stessa dimensione e

dunque si ha W(s) = W(s)~L. Cio implica che W(s)W (s) = 7I.

Teorema 1.3.1 (Caratterizzazione dei sistemi all-pass). [2] Data una realizza-

zione (F, G, H) non necessariamente stabile di un sistema all-pass si ha che

1. se (F,G,H) ¢ completamente controllabile e osservabile si equivalgono i

sequenti fatti:
a) 3D tale che W(s) W(s) = ~2I con W(s) = H(sI — F)"'G + D
b) 3P, Q tali che

i) P=PT Q=0Q"

ii) FP+ PFT + GG =0

i) FTQ + QF + HTH =0

iv) PQ =~*I

2. Se la parte (1b) risulta essere soddisfatta, allora esiste una matrice D che

soddisfa le sequenti equazioni
D'D =~*I
DTH+GT'Q =0

e tale matrice soddisfera anche la parte (1a) (si noti che non viene fatta

Uipotesi di controllabilita e osservabilita del sistema,).

Per la dimostrazione del teorema si rimanda a [2].






Capitolo 2

Riduzione ottima del modello nel

continuo

Data una W € R*H, con grado di McMillan n e fissato un intero positivo r < n,
I’algoritmo di riduzione ottima del modello tramite norma di Hankel consiste nel
trovare una matrice di trasferimento W € RH. avente grado di McMillan r
W W

Hankel) dalla matrice di trasferimento originaria.

che minimizzi

e quindi che differisca il meno possibile (in norma di
H

Prima di passare all’effettiva analisi del problema e necessario introdurre il
concetto di norma di Hankel soffermandosi in particolare sul legame esistente tra

i valori singolari di Hankel e la decomposizione di Schmidst.

2.0.1 Operatore di Hankel

Dicesi operatore di Hankel un operatore di tipo predittivo che mappa segnali di
ingresso nulli per tempi positivi nelle corrispondenti successioni di uscita ristrette
ai soli tempi positivi. Si supponga che W € RH,, rappresenti la matrice di
trasferimento associata alla realizzazione minima (F, G, H, D).

Se il vettore di ingresso u € Ly (—00, 0] le uscite future si ottengono tramite

I'integrale di convoluzione

0
y(t) = / HeP I Gu(r) dr, t>0



18 2. RIDUZIONE OTTIMA DEL MODELLO NEL CONTINUO

Per far si che la mappa operi da £5[0,00) a £ [0, 00) anziché da Ly (—o0, 0]
a Ly [0,00) si pone v(t) = u(—t) ottenendo y(t) = (I'ww)(t) per t > 0.
I'w : £5][0,00) — L5]0,00) rappresenta dunque 'operatore di Hankel definito

come

(Two)(t) = /000 HePIGu(r) dr.

Teorema 2.0.2. Sia (F,G, H,D) una realizzazione minima e W = H(sl —
F)7'G + D la matrice di trasferimento ad essa associata allora rank(Tw) = n

dove n rappresenta il grado di McMillan di W

Dimostrazione.

Si consideri u € Ly (—00,0], allora y(t) = He 'z, per t > 0 e con zy =
ffoo e I'Tu(r)dr, per t = 0. Dunque al fine di determinare I'wov & sufficiente
conoscere solamente lo stato zy raggiungibile pilotando il sistema mediante 1'in-
gresso u(t). Poiché la coppia (F,G) ¢ controllabile, si ha che al variare di u(t) su
Lo(—00,0], zo varia su R". Essendo inoltre (F, H) osservabile si ha che, in corri-
spondenza a stati iniziali linearmente indipendenti, le uscite future sono ancora
linearmente indipendenti. Quindi il numero di uscite linearmente indipendenti
risulta essere pari ad n, ovvero coincidente con la dimensione di una realizzazione
minima di W. Si puo dunque concludere che rank(I'w) = n.

0

2.1 Valori singolari di Hankel e decomposizione

di Schmidt

La decomposizione di Schmidt rappresenta la decomposizione ai valori singolari

associata all’operatore di Hankel I'w:
Tw(u) = 0i (u,v;) w;
i=1

dove v; € L5]0,00) e w; € L5[0,00) sono insiemi di funzioni ortonormali. o; > 0
sono i valori singolari dell’operatore di Hankel e prendono il nome di valori singo-

lari di Hankel associati a W. Il valore di Hankel avente modulo massimo risulta
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essere pari alla norma di Hankel, inoltre si suppone che i valori singolari di Hankel
siano ordinati in ordine decrescente. La coppia (v;, w;), corrispondente al valore
singolare di Hankel o; prende il nome di coppia di Schmidt. Dall’ortogonalita dei

v; e del w; discende che
FWUi = O;W; e fwwz = 0;V; (211)

Si vuogliono ora esprimere i valori singolari di Hankel e le relative coppie di
Schmidt in funzione di una realizzazione minima (F, G, H, D) di W.

Si ipotizzi che o; sia un valore singolare con v il corrispondente autovettore di

Cwlw e o ovvero Iy Iy = o0

Si abbia inoltre che v(t) = GTe" W1z, Allora

(Tywo)(t) = He!™ (/ eFTGGTeFTTdT) W

0

= Helzg

dato che W = [ eFTGGT e "dr. Allo stesso modo, se w(t) = He''xy, allora

(fww)(t) — / GTeFT(t+T)HT’w(T)dT — GTeFTt (/ eFTTHTHeFTdT) Zo
0 0

T
= GTer Y,

Dunque D'y Ty = 0v se Vg = 02 W Lz e si pud concludere che i valori singolari

di Hankel o; di W sono rispettivamente

1
2

g =ANWV), i=1,...,n (2.1.2)

1
Per determinare il vettore di Schmidt corrispondente a o; = A2 (WYV), occorre
scegliere un vettore z; € R™ tale che Va; = oW~ lx; con la norma di z; scalata

in modo tale che v;(t) = GTe" "W~z abbia norma £,0, c0) unitaria. Ora
&0 T
v]|5 = T </ efTGGT e TdT) Wl
0
=i Wt
- 2

03
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Quindi se z; € R" soddisfa WVx; = o?x; e ! Va; = o2, allora

vi(t) =0 2GTe Wy i=1,....n

wi(t) =o' HeM'wy i=1,....n
rappresenta la coppia di Schmidt corrispondente al valore singolare ¢;. La decom-
posizione di Schmidt (ZIT]) si ottiene dunque scegliendo un insieme di vettori
ortogonali z; € R™ tali che WVx; = o2z; e 27 Vx; = o2. Se la realizzazione

minima (F, G, H, D) ¢ anche bilanciata (def. [21]), allora

01 0 0
W=V=%Y=|y 0
0 0 o,

e v; = /o;e;, dove e; rappresenta 1'.-esimo vettore della base canonica.

Definizione 2.1. Una realizzazione (F, G, H) risulta essere bilanciata se la ma-

trice di stato F' e asintoticamente stabile e

FL+SFT+GGT = 0 (2.1.3)
F'S+SF+H'H = 0 (2.1.4)
dove
o1ly, O 0
X=1| 0 . 0 oiFoj,iFjeo;>0Vi (2.1.5)
0 0 onl,

Si presti attenzione al fatto che n = ky + ...k, coincide col grado di McMillan

della funzione di trasferimento associata alla realizzazione scelta.

2.1.1 Norma di Hankel

La norma di Hankel di un sistema e la norma indotta in L, associata all’operatore
di Hankel, ovvero:
Wiy =7 ITwli
dove @ rappresenta il massimo valore singolare dell’operatore di Hankel.
In base alla definizione di norma indotta, si ha che

oo T
ytydt
WL = sup <7f° )

ueLa(—o0,0] \ [ Boo uTudt
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Dunque I'energia associata all'uscita futura risulta essere non inferiore al prodotto
tra ’energia dell’ingresso ed il valore della norma.
Per calcolare tale norma si supponga che il vettore di ingresso u € Lo(—00, 0]

porti nello stato zy. Da cio segue che

/000 yT (t)y(t)dt = x Vg (2.1.6)
/0 u® (Hu(t)dt > s Wtag (2.1.7)

in cui W e V sono rispettivamente i grammiani di controllabilita e osservabilita

che risolvono le equazioni di Lyapunov

FW+WFT +GGT = 0 (2.1.8)
F'V+VF+H'™H = 0 (2.1.9)

In virtu del fatto che la coppia (F,G) e controllabile, la matrice W risulta
essere invertibile. Si ha dunque che u = GTe ™! "Wz, con u soddisfacente la
relazione 2.1.7] col segno di uguaglianza. Dal ragionamento fatto si ricava che

xl Vg
WI? = sup—20-""9
IWIE, = suprBr

—FWV) (2.1.10)

dove l'ultima eguaglianza deriva dalla (ZI1.2). La norma di Hankel & limitata
superiormente dalla norma ||-|| . Infatti, per ogni arbitraria unita di energia al-
I'ingresso del sistema, HWH% rappresenta il pitt piccolo limite superiore associa-
to all’energia dell’uscita futura, mentre |W/| costituisce il pitt piccolo limite
superiore associato all’energia totale dell’uscita.

Da cio discende un fatto interessante che verra ripreso in seguito. Si noti,
infatti, che se J & un qualsiasi sistema anticausale e u € Lo(—00, 0], allora (Ju)(¢)
risulta essere nulla per ¢ > 0. Dunque ’azione del sistema anticausale non altera

in alcun modo 'uscita futura e si puo quindi scrivere la seguente disuguaglianza:
Wil < [[W=Jll, (2.1.11)

soddisfatta per ogni sistema anticausale J.
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Il seguente lemma dimostra che il valore singolare o,.1(W) coincide con il
limite inferiore della norma di Hankel dell’errore che viene commesso quando si
approssima W con un sistema stabile avente grado di McMillan pari ad r. In

seguito si provera che tale limite puo essere effettivamente raggiunto.

Lemma 2.1.1. Sia W € RH, con grado di McMillan n e siano oy . ..o, i valori
singolari di Hankel ad essa associati. Si consideri inoltre W € RHo con grado

di McMillan inferiore o uguale a r < n. Da cio seque che
HW— WH > 04 (2.1.12)
H

Dimostrazione. Siano (v;,w;), i = 1...n le coppie di Schmidt di W e si conside-
rino ingressi del tipo

r+1 r—+1

UZZ@M‘ con Zﬁizl
i=1 i=1

Poiché, in base a quanto gia dimostrato nel teorema ([Z0.2), il rango di I'};, € al piu
pari ad 7 e, dal momento che vy ...v,,; costituiscono uno spazio di dimensione
r+1, ¢ possibile scegliere 3; non tutti nulli tali per cui I'y,v = 0. In corrispondenza

all’ingresso scelto si ha

I(Tw = Ty vlly = [Twoll;
r—+1
Zﬁiaiwi
i=1 2

r—+1 r—+1

2
= 2612022 > 034_1 Zﬁ? = cer o]l
i=1 i=1

Si ¢ dunque provato che ||(T'w — ') v||, > 0741 O

Poiché la norma infinito risulta sempre essere maggiore di quella di Han-
kel, dal lemma (ZI.1), segue che ogni funzione di trasferimento approssimante
W € RH., avente grado di McMillan non superiore ad r, soddisfa la seguente
disuguaglianza:

HW_WHOO > 0,41 (W) (2.1.13)

Ecco allora che anche il valore singolare o, 1 rappresenta un limite inferiore della

norma infinito dell’errore che si commette approssimando W con W.
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2.2 Algoritmo nel caso subottimo

Per trovare la funzione di trasferimento W che meglio approssima W secondo la

norma di Hankel, occorre costruire un sistema di tipo passatutto le cui dimensioni

siano maggiori di quelle del sistema di partenza (embedding). A motivo di cio si

supponga che di poter determinare una funzione di trasferimento approssimante

W € RH. con grado di McMillan pari ad r ed un sistema anticausale J tali che

W_—W— JH — v
o0

7 YW — W — J) sia di tipo passatutto. Allora dev’essere
e in virtu della diseguaglianza (ZI.11]) si ottiene che HW — WHH <.

Si fara vedere che tale processo di embedding puo essere effettuato per ogni
valore 0,(W) > ~v > 0,,.1(W), dimostrando cosi che il limite trovato nel lemma
(ZI11) rappresenta estremo inferiore dell’errore (caso subottimo). Successiva-
mente si mostrera che tale estremo puo essere effettivamente raggiunto costituen-

do dunque un minimo.

2.2.1 All-pass embedding

Sia (F, G, H, D) una realizzazione minima della funzione di trasferimento W(s) €
RH o avente dimensioni p x m e si costruisca la matrice aumentata W,(s) in cui

non vengono momentaneamente fissate le dimensioni dei blocchi nulli:

Wi(s) 0
W, (s) = (s)

0 0

rla o (2.2.14)
F |G,

=| H|D 0| =

H,| D,

010 O

Si sfrutti ora il teorema (L3.1]) per trovare una funzione di trasferimento P,(s)

tale che I'errore associato sia rappresentato da un sistema passatutto
Au(s) = W,(s) —Pu(s) (2.2.15)
e dunque soddisfi la condizione

Au(5)Ay(s) =721 (2.2.16)
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Se poi (ﬁ’, G, H, D) e una realizzazione di P,(s), la rappresentazione in spazio di

stato dell’errore ¢ data da

F ool a.
. i Fa, | G
Ads)=1] 0 F | & |=|—2uf 2 (2.2.17)

H & ‘ D.—b Ha, | Da,

Sulla base dunque del teorema (L3.]), l'errore soddisfa la relazione (Z2.16])

se e solo se esistono P, e Qa, simmetriche, tali che

Fa,Pa, + PaFX. +Ga, G, = 0 (2.2.18)
FX Qa, +Qa,Fa, + HX Ha, = 0 (2.2.19)
PA,Qa, = 71 (2.2.20)

e D, risolve le seguenti equazioni

DX Ha,+GL.Qa, = 0 (2.2.21)
DX.Dx, = I (2.2.22)

L’obiettivo consiste nel trovare le matrici F' , @, H , D e la matrici Pa, e Qa,
che soddisfino le equazioni del passatutto.

A tal fine e necessario innanzitutto trovare una relazione tra Qa,, definita
dalla (ZZT19), e Pa, soluzione della (222.1]). Si premoltiplica la (22218) per Qa,
e la si postmoltiplica per an. Sottraendo l’equazione ottenuta dalla (2.2.19)
moltiplicata per 72 e servendosi della (222.21]), si perviene all’espressione che lega

le due matrici Qa, e Pa,

QaaFa, (V1= Pa,Qa,) + (T —=Qa,Pa,)FX,Qa, + HA, (V1 = Da, DA, ) Ha, =0

(2.2.23)
Si fissano quindi le dimensioni dei blocchi nulli della matrice di trasferimento
associata al sistema aumentato (22.14) in modo tale da rendere le matrici D,
e Da, quadrate. Scelta Da, di dimensioni (p +m) x (m + p), poiché essa deve
soddisfare la (2.2.22), dev’essere

v Dy, = D,
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Da quest’ultimo vincolo discende che y~!D,, dev’essere una matrice ortogonale

di dimensioni (p +m) x (m + p). Cid consente di semplificare la ([2:2.23))

Qa, Fa, (V2T — Pa,Qn,) + (V1 — QAGPAG)FKGQAG =0 (2.2.24)

che risulta essere soddisfatta per Pa,Qa, = v2I. Sfruttando quest’ultimo vincolo
e le equazioni (22.18) e (Z219), si vuole cercare di esprimere le matrici Pa, e
Qa, in funzione dei gramiani di controllabilita e di osservabilita di W (s), rispet-
tivamente W e V.

Si riscrivano le equazioni (Z2Z1I8) e (Z2.19) in forma partizionata

F 0 Py P Py P FTr 0 G, R
) ] I R N [GQT GT} —0 (2.2.25)
0 F Py Py Py Py 0 FT G
FT f)T Qu Q2 N Qu Q2| |F (3 N H?TT |:Ha H] 0
0 F Qa1 Q22 Q2 Qn| |0 F -H

Le equazioni relative ai blocchi (1,1) delle (22.28) e (Z2.28) sono

FPy + PyFT 4+ G,GT =0

FTQH +Q11F+H3Ha =0

Poiché F' e per ipotesi asintoticamente stabile, dev’essere P;; = W e Q11 = V.

Ecco allora che le matrici Pa, e Qa, devono avere la seguente forma:

W P Vv QL
Pa, = . Qa, = O (2.2.27)
Py Py Qa1 Qn

Ora dal blocco-(1,1) della (ZZZ20), si ricava che Pj2Qa = v*I — W)V. Dato che

si sta considerando il caso subottimo in cui
v#0;(W(s), i=1...n, (2.2.28)

risulta chiaro che, poiché 2 non ¢ un autovalore di WV, la matrice Pj2Qs deve

avere rango pari ad n. Ne consegue che la dimensione di F' dev’essere almeno pari
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ad n. Volendo far in modo che P,(s) abbia il minor grado di McMillan possibile,
si fissa ad n la dimensione di F. Questo implica che le sottomatrici Pjs e (D91 siano
quadrate e non singolari. Inoltre, il fatto che la base associata alla realizzazione
di P,(s) possa essere scelta in modo arbitrario, consente di scalare la matrice Pjo
in modo tale che essa sia la matrice identita. Posto infine M = VYW — 421, le

matrici Pa, e (Qa, possono essere riscritte come segue:

w I )% —M
Pp, = Qa, =
I M1y —MT WM

A ~

Si € cosi nelle condizioni di poter determinare le matrici incognite F', G, H, D

della realizzazione di P,(s).
Dalla (ZZ2])) si ricava

T . . 1% —M

Dy, [Ha —H] + [Gg GT} =0 (2.2.29)
¢ -MT WM
Considerando i blocchi in posizione (1, 1), si ottiene ’equazione:
DX H,+GIv—-G"M" =0

che, trasponendo tutte le matrici, diventa

H) D, +VGy— MG =0

da quest’ultima equazione si ottiene ’espressione relativa a GG, ovvero

~

G=-M"'VG,+ HDx,) (2.2.30)
Premoltiplicando la (2221]) per Da, e postmoltiplicandola per Wa, si ottiene

1% —M | (W I

A] w
—-MT WM I M~y

Da.Da, [H“ i M1y +Da. [Gﬂa GT]

considerando quindi i blocchi in posizione (1,1) si ricava la seguente equazione
Da,DX,(HW = H) + Da,GX,(Wa,Qa, — M) =0

ricorrendo inoltre alla (2222)) e all’espressione relativa ad M, ovvero M =

Wha,Qna, — 7?1, si riscrive 1'equazione nel seguente modo

VI(HW — H) +~*IDa,GL. =0
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ovvero

(HW — H) + Da,GA =0

da cui e possibile ricavare I'espressione di H
H = Da,GF + H,W (2.2.31)
Si riscriva quindi la (2.2.18)):

F ol |w I w1 FT 0 Ga, .
R + A [Gg GT] =0
0 F||I MV I M~y |0 FT G ‘

Limitandosi ai blocchi in posizione (1, 2), si ottiene I'equazione
F+F'+G,G"=0

da cui, dopo aver trasposto tutte le matrici, si ricava la seguente espressione di F

F=—-F'—QGT (2.2.32)
Infine si riporta la (Z2.19)
F' 0 v M v M| |F o| |HZ )
” + |+ N |:HAa —H} =0
0 7| |-M" WM -MT WM| |0 F —H

dai blocchi in posizione (1,2) deriva 'equazione
—F"M —MF —H'H =0
che fornisce una seconda possibile espressione per F
F=—-MYF'M+H'H) (2.2.33)

Si puo provare che la realizzazione (ﬁ’, G, H, D) ¢ minima, tuttavia la dimo-
strazione di questo fatto non viene qui riportata [3].

La costruzione del sistema aumentato viene completata scegliendo D in modo
tale che sia rispettato il fatto che la y"'Da, costituisce una matrice ortogonale

di dimensioni (p +m) x (m + p). Si ha dunque che

D ~I,

(2.2.34)
vl O
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2.2.2 Calcolo di una soluzione nel caso subottimo

Prima di poter risolvere il problema in modo effettivo e necessario mettere in luce
alcune proprieta che caratterizzano il modello aumentato costruito nel precedente

paragrafo.

Poli e zeri di P,(s) nel semipiano sinistro

Si vuole provare che la dimensione del sottospazio asintoticamente stabile di F
coincide col numero di valori singolari di W (s) definiti in e aventi modulo maggio-
re di . Si supponga che X sia una base associata al sottospazio asintoticamente

stabile di F' e sia FX = XA. Si riporta la (ZZI8) in forma partizionata

FT 0 V. -M yV M| |F 0 HT .
. + |+ . [Ha —H} =0
0 FT| |-MT WM -MT WM| |0 F —HT
Dall’analisi dei blocchi in posizione (2,2) si ricava 'equazione
WMF + FTWM + H'H =0 (2.2.35)

Premoltiplicando quest’ultima equazione per X7 e postmoltiplicandola per X si

ottiene:
(XTWMX)A + AT(XTWMX) + (HX)T(HX) =0 (2.2.36)

Poiché il blocco A ¢ asintoticamente stabile, e la coppia (A, HX ) € osservabile dal
momento che risulta gia esserlo la coppia (F H ), si pud concludere che XTWM X
e definita positiva. In modo analogo, se V' rappresenta la base associata al sotto-
spazio instabile di F , allora si ha che VIWMYV & definita negativa.

Si considerano ora le situazioni limite in cui v > 0y e v < 0,,. Se v > 07 si avreb-
be che la matrice WM = W(VW — ~*I) risulterebbe definita negativa in virtu
della (2I2) e del fatto che oy rappresenta il massimo valore singolare di Han-
kel di W(s). Per il teorema sulla stabilita di Lyapunov e da (2.2.3%]), si avrebbe
dunque che tutti gli autovalori di F' si troverebbero nel semipiano destro aperto.
Se invece v < o,, dove o, rappresenta il minimo valore singolare di Hankel di
W(s), WM sarebbe definita positiva e dunque, sempre per Lyapunov, la matri-

ce F risulterebbe essere asintoticamente stabile. Dunque nell’ipotesi considerata
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in cui 0,(W(s)) > v > 0,4.1(W(s)), = 1...n sulla base dello stesso ragio-
namento fatto per i casi limite, WM risulta avere r autovalori positivi e n — r
negativi. Quindi F risulta avere r autovalori nel semipiano aperto sinistro e n —r
nel semipiano aperto destro. Si denoti con RH __(r) una matrice di trasferimento
appartenente a RL,, avente al piu r poli nel semipiano aperto sinistro. Allora la
condizione 0,(W(s)) > v > 0,41(W(s)) implica che P,(s) € RH_(r).

La seconda proprieta riguarda invece gli zeri dei blocchi in posizione (1,2) e
(2,1) di P,(s). E possibile dimostrare che essi si collocano tutti nel semipiano
aperto destro.

I procedimento di all-pass embedding descritto nel paragrafo (Z2.1]) e il lem-
ma (2.1.0]), portano al prossimo risultato che consente di trovare una soluzione del

problema di riduzione del modello mediante norma di Hankel nel caso subottimo.

Teorema 2.2.1. Se W(s) € RHoo, allora esiste una W(s) € RHo avente
grado di McMillan al pitu pari a r ed un sistema anticausale con funzione di

trasferimento J € H_ tale che H W—-W-J

<y se e solo sey > o,41( W)

o)

Dimostrazione.

(=) Se||W—-W — JH < 7, allora si ha che

e

u Z Or—f—l (W)

in cui si sono sfruttate le disuguaglianze (ZLI1) e ZI.12).
(<) Vv > 0,41(W), v # 0;(W) la costruzione basata sul sistema passatutto

(par. (Z.3.1)) fornisce una matrice P,(s) € RH_(r) tale da soddisfare |[W, — P,||
~v. 11 fatto che i blocchi Pgi2(s) € Paoi(s) non presentino zeri sull’asse immagi-
nario comporta che |W — P,y ||, < 7. Si conclude quindi che W(s) e J(s) si

ottengono da una decomposizione di P,1(s). O

Per parte stabile di Pyi1(s) € RLs si intende qualsiasi W(s) € RHq tale

che Pui1(s) — W(s) € RL.

2.2.3 Calcolo delle soluzioni nel caso subottimo

Al fine di ricavare tutte le soluzioni relative al problema di approssimazione del

modello, ¢ necessario sfruttare alcuni risultati riguardanti le contrazioni lineari
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fratte. Poiché I'argomento ¢ piuttosto vasto e non risulta essere direttamente
collegato con il problema affrontato in questo lavoro di tesi, se ne riportano solo
i risultati di maggiore interesse [3].

Trasformazioni lineari fratte

Definizione 2.2. Contrazione

Una trasformazione lineare fratta (LF'T) si presenta nella forma:
Fg(P, K) - P11 + P12K<[ - P22K)71P21 (2237)

dove i blocchi P;; e K rappresentano matrici di trasferimento. La LFT risulta

essere ben definita se esiste I'inversa (I — PgK) ™.

Definizione 2.3. Contrazione
Una mappa ¥ : & — &, in cui § rappresenta uno spazio di Banach, e una
contrazione se la corrispondente norma indotta di Lipschitz risulta essere inferiore

a 1, ovvero se esiste v < 1 tale che
IS0 - Swlls <5 llv - wlg vow e S

Il prossimi due teoremi, dei quali si fornisce solo ’enunciato, prendono in
considerazione LFT coinvolgenti matrici di trasferimento nel caso in cui queste

ultime rappresentino delle contrazioni.

Teorema 2.2.2. [3] Si supponga che det(I — Pay(00) K(00)) # 0
i) se || P|| <1, allora | K]l <1 implica che | F,(P, K)|_ <1
ii) se PP =1, allora se KK = I si ha che };(P, K)F/(P,K)=1

iii) se PP =1 ¢ || F/(P, K)||, <1 allora Py (jw) ha rango di colonna pieno per

ogni w reale

iv) Si ipotizzi che PP = [ e che il blocco Py, (jw) abbia rango di riga pieno per

ogni w reale. Allora

1. || Fe(P,K)|l, <1 seesolose|K| <1
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2. se || Fo(P, K)||,, <1 allora |K||, <1 e Py(jw) € non singolare per

ogni w reale. Vale anche il viceversa
3. KK =1 se e solo se F;(P, K)F,(P,K) =1

4. || K|, > 1 se e solo se || Fy(P, K)| >1

Teorema 2.2.3. [3] Si supponga che P € RHo, PP =1 ¢ che Py € RHo. |

sequenti fatti si equivalgono:
i 3K : Fy(P, K) ¢ ben definita, internamente stabile e ||F(P, K)||,, <1
ii Ke RHe| K| <1

Il prossimo lemma generalizza questo risultato al caso in cui le matrici P e K

presentino uno specifico numero di poli nel semipiano sinistro.

Lemma 2.2.4. [3] Si ipotizzi che P abbia la sequente realizzazione in spazio di

stato
F |G Gy
P = H1 0 D12
Hy| Dy O

e si supponga inoltre che

a) la matrice F abbia esattamente T autovalori nel semipiano aperto sinistro
b) la matrice F — GyDy,} Hy non abbia autovalori nel semipiano chiuso sinistro
c) la matrice F — Gy Dy Hy non abbia autovalori nel semipiano chiuso sinistro

Se K ha realizzazione minima (F, G, H,D) ¢ |Py K| < 1, allora F,(P, K) pre-
senta r + | poli nel semipiano aperto sinistro se e solo se K ne possiede | nello

stesso semipiano.

Si e ora in possesso degli strumenti per poter ricavare tutte le soluzioni relative

al problema di riduzione del modello.

Teorema 2.2.5. Sia W(s) € RHy € sia o.(W) >~y > g,41(W).
Allora ogni matrice anticausale R(s) € RH_(r) che soddisfa

IW-R|_ <~ (2.2.38)
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sono tutte e sole quelle eprimibili nella forma
R(s) = Fy(P,, U), per qualche U(s) € RH,, |Ul,. <~v" (2.2.39)
con P,(s) € RH_, ottenuta mediante il processo di embedding.

Dimostrazione. Si supponga che R(s) sia una qualsiasi matrice soddisfacente la
[(2343)). Poiché i blocchi Pyio(s) e Paop(s) risultano essere non singolari sull’asse
immaginario e Pgoa(00) = 0, allora per il punto i) del teorema ([2Z2.2]) esiste

U € RL tale che R(s) = F;(P,, U). Da cio segue che
W(s) — R(s) = Fo(W, — P,,U) = F(A,, U), dovey *A,(s) &un passatutto.

Dal punto iv) — 2. del teorema ([Z22) segue immediatamente che [|[U|| <~
Se inoltre R(s) € RH_ (r), sulla base delle proprieta della matrice P,(s) dimo-
strate in precedenza (se 0,(W) > v > 0,11 (W) — Pu(s) € RH_(r)), e del
teorema ([Z2.4)) si puo concludere che U(s) € RH .

Viceversa, se R(s) soddisfa la (Z.2.39)), dai teoremi (2.2.2) e (Z2.4]) discende

subito la (Z3.43). O

Tutte le soluzioni W(s) € RH~ aventi grado al piu pari ad r e soddisfacenti
HW — WH < 7 si ottengono selezionando una qualunque parte stabile della
H

matrice R(s) € RH(r) risultante dalla (2.2.39).

2.3 Algoritmo nel caso ottimo

W - W

Si passi dunque a considerare il caso ottimo in cui = 0,1.1(W).
H

Per dimostrare che l'estremo inferiore alla norma di Hankel dell’errore puo es-
sere effettivamente raggiunto, e necessario modificare la costruzione del modello

aumentato ricavata nel paragrafo (Z2.1]).

2.3.1 All-pass embedding nel caso ottimo

Si riprenda il ragionamento del paragrafo (Z21]) e questa volta, anziché ipotizzare

v # 0;(W(s)), coni = 1...n, si suppone che

v =0r41(W) (2.3.40)
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dove il valore singolare di Hankel o,,1(W) ha molteplicita pari a k. Dal mo-
mento che 72 risulta dunque essere autovalore con molteplicita & di WV, si ha che
la matrice P2Qq9 = v2I — WYV deve avere necessariamente rango pari a n — k. Si

ricorda che la matrice di trasferimento del sistema aumentato e rispettivamente

Wi(s) 0
W.(s) = (5)
0 0
[ F|lG 0
F |G,
=|H|D 0| =
H, | D,
| 010 0
mentre quella dell’errore ¢
F 0 G,
R R Fa, | Ga,
Ag(s)=| 0 F G = (2.3.41)
- - Ha, | Da,
H, —-H|D,—D

Ricorrendo ad un’opportuna realizzazione bilanciata di W, e possibile portare
i gramiani di controllabilita W e di osservabilita ¥V di W(s) (e di W,(s)) nella
seguente forma:
Wl O Vl O

W = V= (2.3.42)
0 o1l 0 orp1ly

Una volta fissata ad n — k la dimensione della matrice F, appartenente alla
realizzazione di P,(s), si ha che le matrici Pjs e QQ91, che si ricorda essere le

sottomatrici di Pa, e Qa, ([Z227]), risultano avere rango di riga e colonna pieni.

La base associata alla realizzazione di P,(s) viene scelta in modo da ottenere
T
Py = [[ 0] (2.3.43)

. Per ricavare la nuova struttura delle matrici Pa, e Qa,, oltre alle matrici W e

V in (23:42), si utilizza la forma partizionata (Z227) di Pa, e di Qa,, ovvero

W P Vo QF
P, = . Qa, = 2
Py Py Q21 R
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Allora, tenendo anche in considerazione la (Z3.43]), I'equazione del vincolo Pa,Qa, =
7?1 ([Z220) diviene
W1 0 I Vl 0 «Q
PA,Qa,= | 0 ~I, 0 0 ~I, B | =71
I 0 P22 OZT BT QQQ

Dal prodotto della prima riga per la prima colonna si ricava 1’equazione
W1V1 +a = ’yQIn,k

da cui

—a =WV — V1, = M,
dal prodotto dell’ultima riga per la seconda colonna, si ottiene
P 225T =0
ovvero 3 = 0 il prodotto della prima riga per I'ultima colonna fornisce
Wia + Q@ =0

da cui

Q2 = —Wia = WM,
e infine dal prodotto tra I'ultima riga e la prima colonna si ottiene ’equazione
Vi + Ppa’ =0

che fornisce

P22 — M;ll}l

Sfruttando le espressioni ottenute per «, (3, P e a9, le matrici Pa, e Qa,

assumono la seguente forma

W, 0 I Vi 0 —M
Pr=10 I 0 Qn,=| 0 ~I 0 (2.3.44)
I 0 MW —M{ 0 WM,

Dopo aver partizionato F' GG, H conformemente ai gramiani VV e V, ottenendo

F, F G
o G=|" H= [Hl Hz} (2.3.45)
Fyy Fy Gy
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si possono dunque ricavare le matrici incognite F', G, H.

Per il calcolo di G si ricorre all’equazione (ZZ21)), ovvero
DR Ha, +GX,Qn, =0

che, riscritta in forma partizionata, diventa

Vi 0 —M,
Hy H, N GT G .
D}, —H| + e 0 ~I 0 | =0 (2346)
0 0 0 0
-MI 0 wiM,

Dall’analisi del blocco (1, 1) si ottiene I'equazione
H, GT
+
0 0

Dy, V- G'M{ =0

che, una volta trasposta, fornisce

[HlT 0] Da, + Wy [G1 o] — MG =0
da cui si ricava l’espressione relativa a G

G=M" ([HlT 0} Da, + Vi [G1 0])

Premoltiplicando la (222.27]) per Da, e postmoltiplicandola per Pa, si ottiene la

seguente espressione
D, (DA Ha, + Ga,Qna,)Pa, =0
che, sfruttando le relazioni Pa,Qa, = ¥*I € DX, Da, = ~*I diviene
Ha,Pa, + Da,GA, =0

Quest’ultima, riscritta in forma partizionata, fornisce

W, 0 I
H, H,| . Gl GJ | .p
- H 0 ~I 0 + Da, G| =0
0 0 0 0
I 0 MW

Focalizzandosi quindi sul blocco in posizione (1,1), si ricava ’equazione

H ar

Wl—lﬁ[-i-DAa =0
0
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da cui si ottiene I'espressione relativa ad H

. H, GT
H= Wi + Da,
0

Al fine di ricavare F si riscrive 'equazione FX Qa, + Qa Fa, + HX Ha, =0

(ZZT19) in forma partizionata

FL FI 0 Vi 0 =M Vi 0 =M | |Fy Fu 0
FL FL 0 0 ~I 0 |+] 0 ~I 0 Fy Fyp 0|+
0 0 FT||-MI 0 WM, -MT 0 WM |0 o0 F
[ HT 0
H, H .
+| HY P oA =0
0 0
_HT
(2.3.47)

Dall’analisi del blocco (1, 3) si ottiene I'equazione
—FhMy = My F — |HT 0] =0
che fornisce
F=—M N (FiM + [HlT o} H)
Dall’equazione Fa,Pa, + Pa,FA, + Ga,GA, = 0 @2IJ) viene ricavata una

seconda espressione per F'. Si riscrive dunque la (Z.22.I8) in forma partizionata,

ovvero
Fn Fo 0] Wi 0 1 W, 0 I FL FIL 0
0 0 F||I 0 MW 10 M7'w| o o FT
—Gl GT GT
+ G2 ! 2 GT =0
— 0 0
G

(2.3.48)
Questa volta si sceglie ’equazione associata ai blocchi in posizione (3,1) da cui e

immediato ottenere I'espressione di F' desiderata:

. ren
F=—Fl -G 01
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Per quanto concerne il calcolo della matrice Da,, si nota che essa oltre a
dover rispettare il vincolo ([2.2.22) ovvero DX Da, = v°I, deve anche soddisfare

la seguente equazione
[HQT 0} Da,+7 [Gz 0} =0 (2.3.49)

quest’ultima ricavata dal blocco in posizione (1,2) della (2.3.46]). Dai blocchi in
posizione (2,2) di (Z3.47) e [23.45), si ottiene inoltre la relazione GoGI = HI H,
che viene sfruttata dal prossimo lemma (di cui non viene riportata la prova) per

completare la procedura di determinazione della matrice Da,

Lemma 2.3.1. [3] Si supponga che le matrici Gy € RE*™ e Hy € RP*F soddisfino
G,GY = HI'Hy e sia 0 = rank(GoGY). Allora esiste una matrice Da, di dimen-
sioni (p+m—1L) x (m+p—"L) soddisfacente la (22.22) e la (2.5.49). Inoltre si ha
che il blocco in posizione (2,2) di Da, avente dimensioni pari a (m—~£) x (p—{)

puo essere scelto in modo da risultare nullo.

Sono state dunque fissate le dimensioni del sistema aumentato e la costruzione
della matrice P,(s) risulta essere completa. Volendo fare un confronto con quanto
ottenuto nel caso subottimo, si nota che, nella nuova configurazione, i modelli di

stato in forma aumentata presentano ¢ righe in meno, con 1 < ¢ < min(k, m,p).

2.3.2 Calcolo di una soluzione nel caso ottimo

Per il calcolo di una soluzione del problema all’ottimo, si segue esattamente lo
stesso ragionamento condotto nel caso subottimo. Considerazioni del tutto ana-
loghe a quelle effettuate nel caso subottimo mostrano che il numero di autovalori
stabili della matrice F' coincide col numero di autovalori positivi di W; My, ovvero
I'ammontare dei poli della matrice P,(s) nel semipiano aperto sinistro coincide

col numero dei valori singolari di Hankel di W(s) aventi modulo maggiore di

v = 0r1(W).

Teorema 2.3.2.
Sia W(s) € RHo allora esiste una matrice W(s) € RHo avente grado di Me-
Millan al pit pari ad r e un sistema anticausale J(s) € H tali che H W—W-— JH <

v se e solo se vy > o,.1( W)
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Dimostrazione. (—) Se ||[W — W — JH < v, allora

o]

u Z gr—f—l (W)

(«—) Viceversa se v = 0,,1(W) allora si ha che la matrice P,(s) € RH_(r)
ricavata soddisfa ||[W, — P,|| ., = 7. Facendo in modo che W(s) sia una qualun-
que porzione stabile di P,11(s) e, scegliendo J(s) = Pgai1(s) — W(s), si ottiene
lw-w-3

)S’V 0

Una soluzione del problema si ottiene infine selezionando una qualunque parte

stabile di Pg11(s).

2.3.3 Calcolo dell’insieme delle soluzioni nel caso ottimo

Il calcolo dell’insieme delle soluzioni risulta essere assai piu ostico e laborioso del
corrispettivo subottimo. Le difficolta derivano dal fatto che, non essendo piu le
sottomatrici Pa12(s) e Pa2i1(s) quadrate, la mappa lineare fratta F,(P,, U) non
copre tutto RH_ (r). Nonostante cio si dimostrera che essa riesce ancora a fornire

tutte le soluzioni. La prova si fonda essenzialmente su tre fatti:

1) rango sottomatrici P,i5(s) € Pa;(s)

Come ¢ gia stato provato, la realizzazione in spazio di stato di P,(s) si presenta

nella forma:

2 \ G Gy
Pa(s): ﬁl D "}/[p
Hy | vI,, 0

Utilizzando le definizioni delle matrici fornite nel paragrafo (Z30]) relati-

vo alla costruzione del modello aumentato, e possibile pervenire alle seguenti

fattorizzazioni
F-M G| |-Fh-x Gi|| 1 0
ffg bgl 0 bgl —G? 0
F—X Gy| |I —M7'HT| |-M'AL M —AI 0
IA{l ﬁ12 0 I ]:Il ﬁ12
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Per le proprieta delle realizzazioni bilanciate si ha che la sottomatrice [y ri-
sulta essere asintoticamente stabile [3]. Si puo dunque concludere che P,q2(s) e
P.21(s) presentano rispettivamente rango di colonna e di riga pieno, ma non in

corrispondenza degli autovalori di —F;.

2) caratterizzazione degli scarti degli errori di sistema

Lemma 2.3.3. Si consideri una funzione di trasferimento W(s) € RH avente
valort singolari di Hankel o;.

St supponga inoltre che lingresso

B vj(—t) t<0
u(t) = { . 0 (2.3.50)

dove v; rappresenta il vettore di Schmidt associato ad ogni valore singolare di

Hankel 0; = 0,41. Se P(s) € RH_(r) e

| W — PHoo < 0ry1 (2.3.51)
allora
0 t<O0
(W — P)u(t) = { (2.3.52)
O',quwj‘(t) t Z 0

che trasformata secondo Laplace diventa
(W — P)vj(—s) = orpaw;(s)

Dimostrazione. Siponga A,(s) = (W(s)—P(s)) e si scinda 'uscita corrisponden-
te y = A,u nella sua parte causale y; € £5[0,00) e anticausale y_ € L(—o0,0].
Per le (Z1.11)) e (23.351]), si ha che, qualsiasi porzione della matrice P(s), costi-
tuisce un’approssimazione ottima in norma di Hankel di grado r della funzione di
trasferimento matriciale W (s). Poiché inoltre y; dipende solo dalla parte stabile
di P, grazie al lemma (Z1.1]), ¢ possibile concludere che y. = 0,41w,. Inoltre, da

|ull, =1 e ||Aqll, < 041 discende che

2 2 2 2
ori1 2 lylly = ly=I5 + ly+ 1l = lly-Il; + 0741

da cui risulta evidente che y_ =0 U
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Applicando il lemma (Z3.3]) al sistema aumentato W,(s) e, considerando

P,(s) al posto di P(s), si giunge alle seguenti espressioni

Ao (8)Va(—=$) = 0,411 Wy(s) (2.3.53)
AW, (—5) = 0,11 Va(s) (2.3.54)
dove
Vils) = ———GT(s1 — FT)1 | "

1
W,(s) = HI (s — F)™!
vV Ur—f—l [k

sono le trasformate di Laplace delle coppie di vettori di Schmidt associate ai valori

singolari di Hankel che risultano essere pari a 0,,1(W(s)).

3) risultato della trasformazione lineare fratta

Lemma 2.3.4. Sia P(s) una matrice opportunamente partizionata

Pyi(s) Pis(s)
PH(S) PQQ(S)

wmn cut le dimensioni di ciascun blocco sono rispettivamente:

P1i(s), p1 x my,

Pyy(s), pr X my

Py (s), pa X my

P22(8); P2 X My

con p1 > Mo e my > Py e si consider: una matrice di trasferimento razionale 'Y
di dimensioni py X my. Si supponga inoltre che la sottomatrice Pis(s) ammet-
ta inversa sinistra P3,(s) che Py (s) abbia inversa destra P2 (s) ed infine che
Py (0) = 0.

Allora, in corrispondenza ad un’opportuna matrice ¥, si ha che

Y = F)(P,0) (2.3.55)
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se e solo se esistono due matrici razionali Z(s) con rank(Z) > p; —mq e N(s)

con rank(N) > my — po, tali che

Z(s) [Y(s) — Pyi(s) P12(5)] =0

Y(s) — Pyi(s) N(s) =0 (2.3.56)
P (s)

Dimostrazione.

(—) Le ipotesi fatte su Pia(s) e Pai(s) assicurano l'esistenza di una matrice
Z(s) con rank(Z(s)) > p1 — ms e una matrice N(s) con rank(IN(s)) > m; — po
tali che Z(s)P12(s) = 0 e P91(s)N(s) = 0. In corrispondenza a Z(s) ed N(s),
qualsiasi matrice Y(s) generata dalla (23.58) soddisfa le (2.3.56) dal momento
che Fy(P(s), V) = Py1(s) + P1a(s)(I — P (s)¥) 1Py (s). Il fatto che Pyy(c0) = 0
assicura che Fy(P, V) ¢ propria.

(«—) Viceversa, se esistono le matrici Z(s) ed N(s), ¢ possibile scegliere un’inversa

destra Z” (s) e un’inversa sinistra N(s) tali che

Pry(s) D B _-[m2 0
2(s) [P12(3) Z (5)} = 0 L
Po(s)| 1, A
No(y | [PRE) NG = 0 b
Quindi
o S 21(S
Y(s) = Pui(s) = [Prals) 2°(s)] Pl;() (Y(s) = Pua(s)) [PH(s) N(s)| ESES))

= P1a(5)P7y(s)(Y(s) — P11(s)) P (5)Pa(s)

in cui si e sfruttato il fatto che Z(s)(Y(s) — P11(s))N(s) = 0. Definendo poi le
matrici X(s) = P7,(s)(Y(s) — P11(s))PL(s) e U = X(5)(I + Py (5)X)~!(s), che
¢ propria dal momento che Payy(00) = 0, la (Z3.57]) risulta essere soddisfatta. [

E ora possibile determinare I'insieme delle soluzioni ottime del problema.

Teorema 2.3.5.

Sia W(s) € RH € si considerivy : o, >y = o.11( W(s)).
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Allora ogni R(s) € RH_(r) che soddisfa
IW— R, <~
e generata da
R(s) = F(P,,U),  Uls)eRH,,  |Ul, <o (2.3.57)

Dove P,(s) rappresenta la matrice costruita nel paragrafo (2.31]) nell’ipotesi che
V= Or41-

Dimostrazione.

(—) Si consideri R(s) fornita dalla (Z3.57)). Allora dal teorema (2Z2.2]) unitamente
al fatto che A,(s) rappresenta un passatutto, deriva che |W — R|| <. Mentre
dal lemma (224) e dalle proprieta delle sottomatrici P,12(s) e Py2i(s) discende
che R(s) € RH (7).

(+) Viceversa, se R(s) € RHo(r) e vale la disuguaglianza |[W —R|| < v,
allora i lemmi (2.3.4) e (Z333) dimostrano che deve esistere una matrice razionale
propria U(s) tale che R(s) = Fy(P,, U). Poiché P ,92(c0) = 0, si ha che det(I —
P,»U)(c0) = 1, mentre dal teorema ([222) discende che |[U|| < o, (W).
Infine per provare che U(s) € RH_, si ricorre al lemma (Z2.4]) ed alle proprieta

riguardanti il rango delle sottomatrici Py12(s) e Pao1(s). O

Nel caso ottimo le dimensioni di P,(s) scendono da (p +m) x (p +m) a
(p+m—1{)x (p+m—1{). Di conseguenza anche le dimensioni del parametro U(s

diminuiscono conformemente passando da p x m a (p —¢) x (m — ).

2.3.4 Teorema di Nehari
Si supponga che W(s) € RH .. Allora

Wl = sup [W—=Jl

JERHZ,

Ogni J(s) € RH tale che |W —J| = 01(W) & generata da
J(s) = Fu(P,,U), UeRH, Ul <oy H (W) (2.3.58)

dove P,(s) rappresenta la matrice costruita nel paragrafo (Z31]) nell’ipotesi che

7 =01 (W(s)).
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Dimostrazione. Segue immediatamente dal teorema (23.3]) ponendo r =0 O

2.4 Errore in L

Dal momento che i modelli di ordine ridotto vengono spesso utilizzati in proble-
mi di controllo robusto, ¢ necessario chiedersi se alla minimizzazione dell’errore
secondo la norma di Hankel corrisponda una buona approssimazione in norma
infinito.

Il legame fra i due tipi di norma e fornito dal Teorema di Nehari, il quale

afferma che esiste una qualche J(s) € RH_ tale che

HW—VV

=[w-w-y
H e’}
da cui deriva
HW-VVH _ W-VV—J+JH

< W—W—JH + 90 (2.4.59)

= [w-w|| +13l.
H

Dato che il problema di minimizzare HW — WH e gia stato investigato,
H
rimane solo da stabilire la grandezza di ||J|| . Si pone J(co) = 0 e, dalle proprieta

non risulta essere

relative ai sistemi bilanciati, ¢ risaputo che ||J||_ = Hj’
[e.e]

maggiore del doppio della somma dei valori singolari di Hankel associati a j(s)

2.4.1 Valori singolari di Hankel di sistemi con errore ot-

timale

Il miglioramento che si ottiene sul limite dell’errore deriva dalle proprieta dei
valori singolari di Hankel dei sistemi passatutto. Queste verranno utilizzate per

stabilire un legame tra i valori singolari di W(s) e di J,(s).

Lemma 2.4.1.
F

St supponga che ¥ = sia quadrata e soddisfi le equazioni dei sistems

H D
passatutto del teorema (L31]). Si ipotizzi altresi che F' di dimensioni (ny +ng) X
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(n1 + ng) abbia ny autovalori nel semipiano aperto sinistro e ny autovalori nel
semipiano aperto destro, con ny > ny. Se ¥ = W(s) + J(s) con W(s), J(s) €
RH, allora

1 izl,...nl—ng

oi(W(s)) = { - (2.4.60)

Oic(ni—no)(J(5)) i=mn1—no+1,...,my

Dimostrazione. Tramite un opportuno cambiamento di base, si porti X nella

seguente forma

oo la
Y= 0 FQ G2
1, HQ\ D

dove F} e F; rappresentano rispettivamente i sottosistemi stabile e instabile di

F. Quindi per qualche matrice X si ha che

F G E G
wo | 1 A T2 G2
H, D-X Hy X

Siano W e V i grammiani di controllabilita e di osservabilita di ¥ e siano essi

partizionati nel seguente modo

W, W Vi VI
W — 1 2 v |
WI ws Vy Vs

Poiché WY = [, lel =1 - WQVQ e dato che VW = [, VQWQ =1- V3W3 si ha

det()J — lel) = det()J — ([ - WQVQ))
= det((A — 1)[ + WQVQ)

(2.4.61)
— = DM det(( — DT 4 VW)
— (A= 1) ™2 det(AT — VyWWs)
11 risultato segue da o2(W(s)) = (Wi V1) e o2(J) = A (WsVs) O

Il lemma precedente viene applicato al caso di un sistema con errore ottimale.

Lemma 2.4.2.
Si supponga o.( W(s)) > o,41( W(s)) e si considerino le matrici W,(s) e Pgy(s)
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~

nella forma ricavata nel paragrafo (2.31). Si abbia inoltre P,(s) = W(s)+Ju(s)
con W,(s), J.(s) € RHo. Allora

0i(Wo(s) — Wo(s)) = o0,41( Wa(s)) i=1,...2r+k (2.4.62)

0i(Ju(s)) = or1rok(Wa(s) — Wy(s)) i=1,...n—r +24.63)
< Ok Wo(s)) i=1,...n—r—k(2.4.64)

Dimostrazione. La costruzione di A,(s) = W,(s)—P,(s) assicura che v *A, sod-
disfi le equazioni dei sistemi passatutto del teorema (L3.1]), con v = 0,.1(W,(s)).
Inoltre Fa,(s) & una matrice (2n — k) x (2n — k) dimensionale avente n + r au-
tovalori nel semipiano aperto sinistro e n —r — k autovalori nel semipiano aperto
destro. Applicando il lemma (ZZT]) al sistema 7~ 1A, (s), si ricavano le equazioni
[(2462) e (2.463). La disuguaglianza (2Z4.64) deriva dal teorema (23.2)) per ogni
Jj=zr+1

0;(Wa(s) = Wa(s) = sup  |W,-W,—-K,
KieRHoo(j—1) 0
< WK (2465

KoeRHoo(j—r—1)

= 0j-+(Wals))

2.4.2 Limite dell’errore

Lemma 2.4.3. Se W(s) € RH esiste una matrice costante Dy tale che || W — Dy||
risulta essere inferiore o uguale della somma dei valori singolari di Hankel di

Wi(s).

Dimostrazione. Sipongay = o, e si costruisca la corrispondente matrice P,(s) €
RH . Il sistema P, (s) ha grado di McMillan pari a n— k;, dove k; rappresenta la
molteplicita di o, e || W, — P,|| = o,.Inoltre il valori singolari di P,(s) coincidono

con i 0;(W) dato che

o} (R(s))

7

Xi(Wi M, (M) ™1 Qq)
M V) (2.4.66)
= 07(W(s)) i=1,...n—k

)
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con Wy, Vi e M; definite in (Z37]).

Si pone quindi v = o,,_, € si costruisce la corrispondente forma approssimata
di P,(s) con un errore pari a 0,,_,, grado n — k; — ko e valori singolari di Hankel
o, 1 =1,...n — ky — ky dove ky e la molteplicita di o,_,. Tale procedimento
viene iterato fino ad ottenere una ﬁa(s) costante e si definisce D, associandole il

blocco in posizione (1,1) di Dy(s) avente dimensioni p x m. O
Si puo ora procedere con la prova del risultato principale

Teorema 2.4.4.
Sia W(s) € RHs con valori singolari o; e sia r tale che o, > o,..1. Allora esiste
una funzione di trasferimento approssimante W(s), con grado di McMillan pari
a r, tale che H W— W,

singolari di Hankel di W(s) pit piccoli in senso stretto di o,.

risulta essere inferiore o uguale alla somma dei valori
[e.e]

Se tutti il valori singolari di Hankel piu piccoli di o, sono distinti, allora
HW— WH <Opi1+... 40,

Dimostrazione. Si ponga 7 = 0,41 e si costruisca la corrispondente P,(s). Me-
diante un opportuno cambiamento di base, si suddivida P,(s) nei sottosistemi
stabile e instabile in modo tale che risulti Py(s) = Wo(s) + Ja(s) con W(s)
avente grado di McMillan pari ad r. In corrispondenza di questa costruzione si

ha

-,

- HWa — P, + JaHoo

o0

<[ Wy =Pl + 1Tl (2.4.67)
= 0ri1 + [Jall

O

Per il lemma (ZZ2) i valori singolari di Hankel di J,(s) sono inferiori o uguali
ai valori singolari di Hankel di W,(s) che risultano essere piu piccoli in senso
stretto di o,41. Si pud usare il procedimento descritto nel lemma (ZZ.4) per
scegliere D = W (oo) in modo che ||J allo, non superi la somma dei valori singolari
di Hankel di W(s) che sono strettamente piu piccoli di o,.41. Da cio segue che a

sua volta HW“ — W,|| non eccede la somma dei valori singolari di W (s) che

[e.e]



2.4. ERRORE IN L 47

risultano essere piu piccoli di o,.. Si sceglie infine di identificare con W(s) il blocco

in posizione (1,1) di W(s).






Capitolo 3

Riduzione ottima di modelli a

tempo discreto

Mentre il problema di riduzione ottima del modello nel continuo risale agli anni
‘80 [2], 1a sua trasposizione ai modelli in spazio di stato nel discreto risulta essere
piuttosto recente [4], [5].

Prima di procedere ad illustrare nel dettaglio la risoluzione del problema, si
fa brevemente cenno ad alcuni risultati significativi concernenti le proprieta dei

segnali e dei sistemi a tempo discreto.

3.1 Segnali e sistemi nel discreto

Sia consideri la sequenza di segnali {s;},~ _ dove ¢ rappresenta l'indicatore del

tempo. La norma /5 si definisce come

o0
2
> llsel

t=—00

Isll, =

e lo spazio dei segnali ad essa associato, avente energia finita, ¢ dato da
Uy :={s:|s|, < oo} (3.1.1)
Si considerino quindi gli insiemi

by, ={s€ly:5, =0Vt <0} by ={s€ly:5,=0Vt>0}
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%

proiettori ortogonali 7, e m_ con

. € ly_ sono sottospazi di /5 e si ha che ¢y = {5, @ {,_ Infine si definiscono i

T ({St}:i_oo) = {St}:io € ly, - ({St};ﬁﬂ = {S—t}zo € by

Sia S(w) la trasformata di Fourier a tempo discreto di s € ls, ovvero
o0
S(w) = 5(e’) = Z spe Yt

t=—00

L’insieme delle trasformate dei segnali s € {5 forma lo spazio L, e per ogni S € Ly

IS, = \/ | IS - \/ = [ ST <o

Dalla ben nota identita di Parseval discende che [|S||, = [/s]],.

si ha

Vale inoltre che

Lo= Loy O Lo

Come fatto in precedenza, si definiscono i proiettori ortogonali IT, e IT_
L [S(w)] =) sie?™ €Ly T_[S(w)] =Y s €Ly
=0 =1

Un sistema tempo invariante A con m ingressi e p uscite puo essere interpretato
come un operatore lineare limitato e soddisfa la relazione ingresso-uscita y = Au.
Si denoti con A(z) la trasformata zeta di A.

Allora
Al =ess sup Opac(A(e??)) = sup ||Aul, (3.1.2)

0Sw<2m lull,=1

dove 0,4, rappresenta il massimo valore singolare. L’insieme di tali A(z) con
|A|, < oo costituisce lo spazio L. In questo caso 'operatore di Hankel I'y

associato a A(z) puo essere convenientemente definito nel seguente modo
Y =TAU=1I_[A(x)U(2)] € LS_, U €Ly (3.1.3)

Quindi I's € un operatore lineare da L5, a L5 e si ha che |[Ta|l < [|A]l [6].

La ([BI13) risulta essere equivalente alla seguente equazione matriciale
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y(=1)| |u(1) ay a_p a_s
y(=2)| |u(2) ay a_s ... ...
|, H= (3.1.4)

dove {a;},~ _ rappresenta larisposta impulsiva di A, mentre {u;},~, e {y_¢},-,
sono le antitrasformate zeta di U(z) e Y (z). Si vuole far notare che la matrice di
Hankel Ha dipende dalla sola parte anticausale della risposta impulsiva di A e

che il rango di Ha coincide con il grado della parte anticausale di A(z) [7].

3.2 Impostazione del problema

Si consideri la funzione di trasferimento matriciale strettamente causale e stabile
W(z) avente grado di McMillan pari a n e dimensioni p x m. Essa ammette

espansione in serie di potenze
[e.e] [e.e]
W(z) = E w2, W) = E w2
t=1 t=1

Percid A(z) = W(z7!) risulta essere anticausale e stabile ed avere lo stesso grado
di McMillan di W(z).

L’algoritmo di approssimazione ottima in norma di Hankel, che verra illustra-
to, determina una A(z) la cui parte anticausale abbia grado di McMillan pari
ar < n e tale che |[['4 — I';|| sia minimizzata. Infine assegna a W(z) la parte
causale e stabile di A(z™).

Come gia fatto nel caso continuo, si stabilisce un legame tra la decomposizione
di Schmidt e i valori singolari della matrice di Hankel. Si supponga che questi
ultimi siano organizzati in ordine decrescente e se ne condideri I'r + 1-esimo,
Op11. Siano inoltre u, .1 e v, 1 vettori sinistro e destro associati all’(r 4 1)-esimo

valore singolare. Allora si ha

T T T
Hpvep1 = 0pp1ttepr HpUpp1 = 001Vpg1 Up U1 = U, Upp1 = 1 (3.2.5)
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Inoltre siano u,41(7) e v,11(7) le componenti i-esime di u, 1 € v, 11 rispettivamente.

Allora Y (2) = 0,11U,41(2) e X(2) = V;41(2) soddisfano la (BI3) con

Upsa(2) = Y upa (D)2 € L5 Viga(2) = ) o (i) € L7 (3.2.6)
i=1 i=1
Se 0,41 ha molteplicita k£ > 1 allora si ha che

FA |:‘/7’+1 ...... ‘/;»+ki| = O0r41 |:U7»+1 ...... Ur—i—k]

in virt dell’equivalenza fra (B.13) e (32.5).

Si puo dimostrare [§] che tale relazione puo essere riscritta nel seguente modo

(A—A) |:‘/r+1 ------ ‘/7’+k:| = Ory1 [Ur+1 ...... Ur+k] (3.2.7)

Nonostante dunque i valori singolari o; comportino una decomposizione ai valori
singolari associata ad una matrice di Hankel avente dimensione illimitata, essi
possono essere ugualmente ottenuti con calcoli basati su matrici di dimensione
finita.

Si consideri ora il sistema in forma discreta:

x(t+1) = Fux(t) + Gu(t)

y(t) = Hux(t) (3.2.8)
dove F' & una matrice quadrata di dimensioni n X n mentre G e H hanno dimen-
sioni n X m e p X n rispettivamente. Sia W(z) = H(zI — F)"'G la matrice di tra-
sferimento associata al sistema e si supponga inoltre che la realizzazione (F, G, H)
sia minima. Allora le ipotesi di stabilita e di causalita di W(z) implicano che le
equazioni di Lyapunov

W — FWFT = GG" (3.2.9)
Q—-F'QF =H"H (3.2.10)

ammettano soluzioni W > 0 e @) > 0. Si verifica inoltre che

i = VA(QW) = VA(VQ)
Sia p; € R" Pautovettore di W(Q corrispondente a o;

WQu; = o?p; (3.2.11)
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Si definisca inoltre v; = o; *Qu;. Allora per 1 <i <n
Wy, = o4 Qu; = o4 (3.2.12)
Da cui si ricava 'equazione duale della (3.2.17])
QWv; = o}y, (3.2.13)

Si definiscano ora i seguenti vettori

Allora dalla (32I2) segue che
WV =Usyy QU =Vo, (3.2.14)

Si puo verificare che ’approssimazione ottima in norma di Hankel nella forma

(BZ) implica la seguente relazione:

[A(z) . A(z)} X(2) = 0,11 Y (2) (3.2.15)

dove X(z) = GT (21, — FT)" WV e Y(2) = 2 'H(271, — F)~U.
L’equazione duale della (B215]) e rispettivamente

[AT(z’l) - AT(zfl)} Y(2) = 0,1 X(2) (3.2.16)
Lemma 3.2.1 (Esistenza di A(z)).
Sia A(z) = H(z7'I,, — F)™'G una funzione di trasferimento anticausale e stabile

di dimensione p X m con p > m. Allora si ha che

i) 21(2) ¢ la funzione di trasferimento approssimante di ordine r-esimo di A(z),

se e solo se

A(2)GT (21, — FT)"'V = HWF" (21, — FT)"'V (3.2.17)

ii) Se lr+1-esimo valore singolare di Hankel ha molteplicita k > m allora la fun-
zione di trasferimento dell’errore A(z) = A(z) — A(z) ¢ di tipo passatutto,
owvero A(z) = AT (271 A(z) = 02,11, V(2).
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Dimostrazione.

i) (—) Dalla (B210) segue che

A()GT (2L, — FO)Y'W = A(2)GT (21, — FT)"'WV — 0,12 "H(z" 'L, — F)"'U
(3.2.18)
Riscrivendo la (3:229) come

(z 7', — FW(zI, — F') = GG — FW(z1,, — F") — (2" 'I, — F)WF" (3.2.19)

premoltiplicando, inoltre, quest’ultima per H(z7I,, — F)~! e postmoltiplicandola
per (21, — FT)=1V_ si ottiene la seguente espressione per A (z)
A(2)GT(zI, — FOY" W = H(z"'I, — F)'GG" (21, — FT)~'V
= H(I, + (2 'L, = F) 'FYWV + HWFT (21, — FT)™'V
= 0pp12 "H(z 7', — F)'U + HWFT (21, — FT)"'V
(3.2.20)
dove nell'ultimo passaggio si ¢ fatto uso della (B:22.14). Sostituendo la (3.2.20)

nella ([B2.18)), si perviene alla (B2217), ovvero alla relazione cercata.
i) (+) Viceversa se sussiste la ([B2ZI7) allora, in virtu della BZIF) e della

B220), vale anche la ([B.2.15).

i1) Si consideri
S¢(2) =X (2 H)X(2) =VT(z7'L, — F)'\GGT (21, — FT)~'V.
Sempre dalla (B2Z9) si ottiene
S¢(2) = VIWV + VIF(z 7', — F)""WV + VIW(z1, — FT)'FTV  (3.2.21)

che puo essere verificata sostituendo VT al posto di H nella (3.2.20]).
Analogamente si consideri

Se(2) =Y (Y (2) = U7 (2L, — FTY 'HTH (271, — F)~'U
Dalla (B.2.10)) si ottiene allora I'espressione duale della (B.2:21]), ovvero

S¢(2) =UTQU + UTFT (21, — FT)'\QU 4+ UTQ(z 71, — F)"'FU  (3.2.22)
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In virtt della (32I4), si ha che

VIWV = 6,,VIU
U'QU = 06,07V (3.2.23)

da cui si evince che le matrici ULV e VIU sono entrambe simmetriche. Di

conseguenza
VIWV =6, VTU = (0,1, VIO = 0,,UTV = UTQU

quindi i termini costanti della (B.2.21]) e della (8.2.22)) coincidono. Inoltre, ricor-
rendo nuovamente alla ([B.2.14), il termine anticausale della ([3.221]) diventa

VTF(Z_lln - F)_lwv = 0-7’+1‘7TF(Z_1]n - F)_lﬁ - ﬁTQ(Z_lln - F’)_lFT7

e risulta essere uguale a quello anticausale della ([B.2.22). Appare dunque chiaro
che i termini costanti e anticausali della (B22.21]) e della (3:222)) coincidono. Si
ha percio che S¢(2) = S¢(2) per ogni 2.

La (B2T15), inoltre, implica che

T ~T ~ ~ ~

X (71)8a(2)X(2) =07, Y (27)Y(2) = 07, X (27 )X (2)
con Sa(z) = AT(z"H)A(z) dove A(z) = A(z) — A(z). Sfruttando il fatto che
S%(2) = S¢(2) si ha allora

X (=021~ Sa(2)X(2) = 0

Nel caso in cui k > m, si pud concludere che Sa(z) = 02,1, O

3.3 Calcolo della soluzione ottima

Anche nel caso discreto il calcolo della soluzione ottima A(z) sfrutta un procedi-
mento di allpass embedding. L’obiettivo consiste dunque nel trovare una funzione
di trasferimento A(z) tale che la funzione di trasferimento dell’errore sia di tipo
passatutto.

Prima di passare alla descrizione dell’algoritmo di embedding e necessario fare

alcune ipotesi:
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1. La realizzazione (F,G, H) di A(z) viene scelta minima e bilanciata. Que-
st’ultima ipotesi implica che i grammiani di controllabilita e di osservabilita
rappresentino le uniche soluzioni delle equazioni di Lyapunov con W e @)

nella forma
by 0 by 0
w=|" Q=" (3.3.24)
0 or11; 0 o1l
dove X1 e Xy sono diagonali e positive. Le (3.229)) e (B2.10) possono percio

essere riscritte nel seguente modo:

Y — FuS FL — o, FoFL, = GLGT (3.3.25)

— S\ Pl — o0, FioFY, = GIGY (3.3.26)

Orirly — Fn X1 Ff — 0,01 FogFly = GLGY (3.3.27)
Yo — FLY0 Py —0p FLFy = HIH, (3.3.28)
Opirly — FLY o Fyy — 0,1 FhFyy = HIH, (3.3.29)
—Fl %Py — 0, Fl Fyy = HIH, (3.3.30)

dove le matrici Fj;, G; e H; sono i blocchi di F', G, H compatibili con il

partizionamento di W e Q).

2. la matrice di stato F' e non singolare e G ha rango m con m < p

3. l'equazione matriciale F; = QGI ammette almeno una soluzione 2 avente
dimensioni (n — k) x m

L’ultima ipotesi ¢ fondamentale per enunciare il prossimo lemma:

Lemma 3.3.1 (Realizzazione di A(z)).
Sia W(z) = H(zI,— F)"'G causale e stabile e sia A(z) = H(zI,_,—F) 'G+D
la miglior approssimazione di A(z) = W(z™1) in norma di Hankel con grado di

McMillan minore o uguale ad r. Allora le ipotesi 1-3 implicano che

F = FL-QGY  H=~ —DGT (3.3.31)
T = Q D=HQ+0,.4V (3.3.32)

per qualche coppia di matrici 2, U soddisfacenti

()VFf, = QGS,  (id)HyFYy = VGY (3.3.33)
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dove [y1 Yo = HWFET con
Y1 = HIEIFE -+ O'r+1H2F1€, Yo = H121F211 -+ O'r+1H2F2€ (3334)

Dimostrazione. In entrambi i membri della (8.22.17) ¢ presente il termine (z1,, —
FT)~1V. Data la forma dei grammiani W e Q in (3324), si ha che U = V =
0 I]". Per cui

- -1

2l — F} —F} 0

(21, — FT)"'V =
_Flg ZIk — FQE Ik

(= DT
p

dove M(z) = [(2I — F3,) — Fiy (2L — Fﬁ)*ng;]fl. La (8:2.17) ammette dun-
que la seguente forma equivalente

A(2) [GE + G (2L — FI)'FY) = o+ i(2luy — FE)'F (3.3.35)

~

Si ipotizzi che la funzione approssimante A(z) sia propria con realizzazione (F .G, H, ﬁ)

Considerando il limite per z — oo della (3.3.30), si ottiene
vy = DGY = HWFT [0 1)" (3.3.36)
Dall’ipotesi (3) segue che
HyFL = 0L (DGY — H\S, Ff) = WGT

per qualche ¥ di dimensioni p X k.
D’altro canto, la realizzazione associata alle matrici in ([B3.31]), (B:332) implica

che

~

. . -1
A(z) = [D +m(zlhk — Fﬁ)—lG] [Im +GT (20, — FlTl)‘lG] (3.3.37)
Postmoltiplicando per [[m + G (20, — Fﬂ)_l)@] GT

A(2) [Ln + G (2L — F)™HQ] GF = [[) + v (2L g — FlTl)*lQ] GT (3.3.38)

che, tenendo conto dell’ipotesi (3) e dell’equazione (B.3.30) risulta essere identica

alla (3.3.35). 0O
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Si presti attenzione al fatto che, in generale, esiste piu di una coppia di solu-
zioni (2, ). Tali coppie si possono ottenere mediante le inverse generalizzate di
Gs.

Il prossimo teorema identifica una particolare coppia (€2, ¥) che consente di ot-
tenere un’approssimazione ottima in norma di Hankel attraverso un procedimento

di embedding.

Sistemi passatutto

Lemma 3.3.2. Si consideri la funzione di trasferimento H(z) avente realizzazio-
ne minima (F,G, H, D) con I non singolare. Se si verifica che H' (:"')H(2) = I,

allora esistono una matrice X e una matrice Y tali che

()Y - F'YF=H"H

(1) X — FXFT = GG

) Xy =1 (3.3.39)
(iv) GDT + FXH" =0

(v) D"TH+G"YF =0

(vi) DD+ G'YG = DD" + HXH" =1

Lemma 3.3.3. Si consideri la funzione di trasferimento H(z) di dimensione

p X m con p > m, avente realizzazione minima (F,G, H, D). Sia inoltre Y una
soluzione dell’equazione Y — FTYF = HTH.
Allora H (2" H(z) = I,,, se

(i) D"H +GTYF = 0 (3.3.40)
(ii) D"D+GTYG = 1, (3.3.41)
Teorema 3.3.4.
Si supponga che A(z) soddisfi le ipotesi 1-3 e si definisca la matrice Ty =

02,11k —213s. Allora alla funzione di trasferimento approssimante ottima A(z)

avente come realizzazione le (3.3.31) (3.3.32), ¢ associata la funzione d’errore di

tipo passatutto A(z) = A(z)— A(z), se e solo se le soluzioni Q, U delle equazioni

(23:33)
(I)Ff = QGY,  (ii)HyFy)y = VGE



3.3. CALCOLO DELLA SOLUZIONE OTTIMA 99

sono tali che le equazioni nelle incognite Yoy, Yoo
(CL) Y21F - pTY21 = HTH (b) }/22 - pTY22F = F[TF[ (3342)
ammettano a loro volta le soluzioni Yo1 = [['7 0] e Yoo = X417 e

Y22+Z1H1TH1Z1 0r+121H1T Q

o7 ]
UT+1H121 0'72,+1Ip N

=02 1, —G"QG (3.3.43)

Dimostrazione. La prima parte dellaa dimostrazione e finalizzata alla prova della
([B343). Si supponga che la funzione di trasferimento dell’errore A(z) = A(z) —
A(2) = Ha(2l5, ) — FA) G + Da sia di tipo passatutto con

F 1 0 1
Fan = . Ga = .
0o F G

Hy = [HF' f]  Da=D+HFG
dove si e fatto uso della seguente relazione (F' ¢ invertibile per Iipotesi 2))
A()=H(z"'I, - F)'G=-[HF 'G+ HF '(zI, - F')'F'G]

Sia inoltre Y soluzione dell’equazione di Lyapunov Y — FLY Fx = HLHA e si
consideri il suo blocco in posizione (1, 1). Quest’ultimo deve soddisfare a sua volta
I’equazione

F'YnF—-Yy=H"H — Y, =-Q (3.3.44)

mentre i blocchi (2,1) e (2,2) devono soddisfare la 3342
Inoltre, poiché A(z) dev’essere un passatutto, devono valere le seguenti equazioni

ottenute da (8.3.40) e (B.3.41)):

DYHA+GLYFA = 0 (3.3.45)
DADA+GLYGA = o211, (3.3.46)

Sostituendo le espressioni relative a FaA Ga Ha e Da in (B.3.43) si ottiene:

DTHF '+ GTFTHTHF! . GTYy F ' — GTFTQF 1

DzHA—i_GzYFA - HT ] T T T T p—T n T 7
D'H+G F"H'H G F Yo F + G Yo

[ DTH 1 CTYy, — GTOF
- | u-GRFY (3.3.47)
DTH + GTY15 + GTYyo F
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Quindi la (3340) risulta essere equivalente ad entrambe le seguenti equazioni
DTH +G"Yy — GTQF = 0 (3.3.48)
DTH + G"Y1y + GTYnF = 0 (3.3.49)
Per quanto riguarda invece la ([8.3.46]), dopo qualche passaggio algebrico diventa
02, Iy = DADa + GLGA = DTD + GTYG + GTQG
che puo essere riscritta nella seguente forma

1Y 0 |G
[ 022 4] =t - dTe0 (3.3.50)
p

tenendo inoltre conto della (B3.32)) si ottiene

~

G y 0 Q
| = (3.3.51)
D lel 0'7»+1Ip v

per qualche coppia di soluzioni (€2, V) che soddisfa la (3.3.33). Si puo dunque

concludere che ([3.3.46) e (3.3.43) sono equivalenti. Prima di procedere con la
seconda parte della dimostrazione, si fa notare che la condizione in base alla quale
Yoy = [I1 0] & soluzione della (B.342(a)) equivale all’esistenza delle seguenti
uguaglianze

OFITy = HI'H #@)FiT, —T\F = HI'H (3.3.52)

Si andra ora a dimostrare che la (3.3.48) ¢ equivalente al fatto che Y3 =
Y5 = 1[Iy 0] sia soluzione di (3:33:22(a)), mentre la (33.49) equivale al fatto che

Yoo = ¥4T7 risolva la (B342(b)).

Innanzitutto la matrice H in (B.3.31]) puo essere riscritta come

A~

H = ~ —DGT
= H\ W FL + 0,1 HyFh — DGT — H 2, QGT — 6, UGT
= H\SWF + 0, (H,FL — 0GT) (3.3.53)

A partire dalla ([8.3.36]), inoltre, si ha che

GDT + X1, H" = FWHT con X% = [I,_, 0] (3.3.54)
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In aggiunta da F, = QGY = GGY e F = FT — GGT si ricava
FXy5— XoFT = GGT con X5 = [I,_r 0]
Postmoltiplicando la ([B355]) per [I'y 0] si ottiene

T, 0 . )
F 01 . — (XFT + GGT) [Tl 0}

che, utilizzando lipotesi T'y = 02, I,,_j, — X135 risulta diventa
F(o?, 1, —WQ) = (X12FT + GGT) [T, 0]
Riordinandola si ha
02 F — XpFT[0, 0= FWQ +GGT [Ty 0]

Poiché

Iy

ol F=WQF + F=WQF + X, 0F

vale la seguente espressione
WOF + X1 ([F1 0| F — FT [T, 0]) — FWQ + GGT[D, 0]

Sia Y3; soluzione della ([B3:42(a)) allora, posto IT; = [I'; 0] — Y5 e
I, = I, F — FT1I,, la (3350) diventa

WQF + X1, HTH = FWQ + GGTYy + GGTIL — X 1,10,

ricorrendo alla (B:3.54)

(3.3.55)

(3.3.56)

WQF + (FWHT — GDT)H = FWQ + GGTYs; + GGTTI, — X511,

Dall’ultima equazione discende che
WQF — FW(Q — H'H) = G(G"Yy, + DTH) + GGTTI, — X 1,11,
— W - FWFDQF
= G(G"Yy + DTH) + GGTTI, — X511,
— (W - FWFT - GGMQF

= G(G"Ys + DTH — GTQF) + GG™1I, — X511,

=0
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E poiché G ha rango pieno, si ha che Y51 = [['; 0] se e solo se vale la (3:3.48)).

Si riscriva ora la ([3:3.49) come segue

Gi| - o
P (DTH + 6Ty 4+ TV ) = 0

P2 G

Postmoltiplicando la (33:28) per I'; e, con un’opportuno riordinamento dei ter-

mini, risulta

Sy = FuSi FLT + 0, Fio FLT + GLGIT
per la (3352
= FuSy(HTH + T, F) 4 0, Fi, HY H + GLGTT
= Py S F + (FuSHY + 0,1 Fio HNH + G,GTT,
posto Fi; = FT 4 GléT
= FTS\ T F + %Tf:f + G1(GTZ1F1F +GTTY)
per la (3.3.53)
— FIS\T\F + (H" + G DV H + G1(GTS I F + GTTy)
— F'S\IWF+ H'H + Gy(D"H + G"s\I F + G'Ty)

da cui

o1 =2 — FI's\TWF — H'H + G1GT(3/22 — Z1F1)F

A

= (21F1 - Y'22> - F11<21F1 - Y22>F
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Analogamente

P2 = szTﬂ + GzGlTF1 + G2GTY22F
servendosi  della  (B3.3.30))
= WQTET + GQGfl—‘l + Fo Yoo F
= (FuSiH{ + 0p1 FoHY ) H + GoG Ty + Fyy Yoo F
= F2121(H1Tﬁ + P1F) + crr+1F22H§fI + GG T + Foy (Yoo — Z1P1)F

usando la (B3.52)
= <F2121F1j1 + Gsz)n + Ur+1F22F1€F1 + Fy (Yoo — 21F1)ﬁ
= (F2121F1T1 =+ GzGFiFUr+1F22F1Tz)F1 + F(Yay — Z31F1)F

servendosi  della  (B.3.20))

~

= I (Yoo — X1 I F

A

= —F5 (51 — You) F

Si conclude quindi che la ([B349) risulta essere vera se e solo se Yoy = X117y &

soluzione della ([B:3:42(b)) O

Dall’analisi del teorema (3.3.4]) si nota che, per k > m e se il rango di G ¢
uguale ad m, la (B.3.33) ammette un’unica coppia di soluzioni (2, ¥). La funzio-
ne di trasferimento approssimante che soddisfa la (8.2I7) ammette a sua volta
un’unica soluzione data dalla ([8:337) che, in virtu del lemma (B:2]) fornisce una
funzione di trasferimento dell’errore di tipo passatutto. Nel caso in cui k < m,
la (B333)) ammette piu soluzioni, la maggior parte delle quali non porta ad una
funzione di trasferimento dell’errore di tipo passatutto.

Si studia dunque ’algoritmo nell’eventualita che G5 abbia rango k < m e GGy
abbia rango m.

Tutte le soluzioni della ([B:333]) vengono parametrizzate nel seguente modo

G FL w
= | ! laf+ Gy, (3.3.57)
v H,FY Y

dove Gy = (G2GE)7'Gy e la matrice Gy, di dimensioni (m — k) x m, ha rango

pari a (m — k) in modo tale che si verifichi Go, = 0. Si ha allora che w e ¢ hanno
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rispettivamente dimensioni (n — k) x (m —k) e p x (m — k). Si riscrive la (3:3.52)

come
_ T T T T T F + AT
Yom = —1" Yo+ YulFy+ H i — |H Hi3 + Yy 0,1 H 1T G35 Gy
2499

r, HI I, 0 w
_ 1 1 k GQLG{
0 Hg lel Jr+1[p

(3.3.58)

Dalla (3349) e tenendo conto delle relazioni GTY;, = GIT; e Yoo = 1, si

ricava quanto segue

0 = DTH+ G+ G Yo F
= DT(y1 — DGT) + GIT, + GTYo Y — GTY5o GGT
= DTy 4+ Gy 4+ GTYyu FL — (DD + GTYy, () GT
— DTy + GTTy + GTYu Fl — (02,1, — GTWG)GT

e trasponendo quanto ottenuto risulta

G1(072=+1Im -G"WG) -T\G, = Fi1 Yoo G + 71TH121G + 01y ¥

G

= [F11Y22+71TH121 Ur+1%T] v

Sostituendo la ([B3.57) nell’equazione appena ricavata e postmoltiplicando per

GT si ottiene
Zym = | G102 1T = G"WG) = T1Gy = | Fy\ Yoy +ATHIS: 0,007 e

In—k 0 w

Go, GT
lel 0'7»+1Ip

= [F 11Y22 7?]
Combinando le due espressioni trovate per Y, e Z,,,, si ricava la seguente
significativa equazione
Yom Yo HT| Lo 0 ||

= Gy GT (3.3.59)
Zpm FiYeo 2| |HiZ1 opiidy| @
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Si noti che la prima matrice all’'inizio del secondo membro della (B:3.59) non

ha rango di colonna pieno, infatti

Yio HT H
F11Y5 71T A

p=—I7"HEN

=0 <= {
HIA=0

Dunque se la coppia (wp, ¥g) soddisfa la ([B:3.59)) tutte le soluzioni di quest’ul-

tima hanno la seguente parametrizzazione

- - - -1

I 0 —I'HT
B I (O B SR A
(G Yo H\%y oraldy I,
] | I 0 —ItHT
— [+ ¢ 1 R A
Yo —o, W HiSy o0, I, (3.3.60)
[ ] i _PleT
=+ L Hye
Yo o (I, + HySh 0y HY)

= MO + Mlq)

dove H] Hy, =0, [Hy Ho,] ¢ non singolare e quadrata e ® ¢ una matrice avente
dimensioni (p — k) x (m — k). Affinché la funzione di trasferimento dell’errore

sia effettivamente di tipo passatutto, occorre soddisfare un ultimo vincolo del

teorema (3.3.4]) che ¢ dato da

Yoo + 1 HY HiX1 0,1 X HE

[QT \IIT] =021, —G"QG (3.3.61)

2
O'T+1H121 0r+1[p
Si definiscano

}/22+21HTH121 O 121HT

NO - GQL (0-3+1 - G,{ZlGl)G%l Nl = 1 +2 1
orp1H1 2 or 1y

Avvalendosi delle (B.357) e ([B3.60), si ottiene l'espressione relativa all'ultimo

vincolo

Ny = (My + M ®)"' Ny (M + M, ®)
che essendo una forma quadratica di ® puo essere riscritta nel modo seguente

“MINMy  —MINM,| |1,
[—ch Im_k] P P ’ (3.3.62)
MIN, My — Ny MINM, || @
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con
—MTN,My  —MTNM,

Hy=|
MIN, My — Ny MTN, M,

Hamiltoniana. Quindi la (333.62) e una equazione algebrica di Riccati non stan-
dard nel continuo. Dal momento che I'esistenza della soluzione ® e legata a quella
della funzione di trasferimento approssimante ottima in norma di Hankel, essa

esiste se e solo se A(z) risulta essere propria.

3.4 Calcolo delle soluzioni ottime

Al fine di determinare tutte le soluzioni ottime del problema di approssimazione in
norma di Hankel, & necessario supporre che G5 abbia rango strettamente minore
di m. Poiché solitamente si ha k = 1 e G5 # 0, la situazione piu comune si
verifica per m > k = 1. In questa sede verra considerato il caso pit generale in
cui m > k > 1. Data una funzione di trasferimento A(z) = H(27'I, — F)"'G, si

definisce una funzione di trasferimento aumentata
Au(z) = Hy(z"'I, - F)'G H, = [HT 0]" (3.4.63)

Ovviamente se A(z) soddisfa le ipotesi 1-3, esse rimangono valide anche per
A, (2). Inoltre tutti i valori singolari di Hankel rimangono invariati. E dunque pos-
sibile sfruttare il procedimento di embedding illustrato nel precedente paragrafo,
per ottenere una funzione di trasferimento approssimante A(z) tale che l'errore
ad essa associato Ay(z) = Aj(z) — Ayu(2) sia di tipo passatutto. A partire da una
funzione di trasferimento A,(z) quadrata, avente dimensioni maggiori di A(z),
I’obiettivo consiste nell’ottenere una funzione di trasferimento approssimante ot-
tima A,(z) tale che la funzione di trasferimento dell’errore Ay (2) = Aq(2)—Aq(2)

sia quadrata e di tipo passatutto. Formalizzando quanto detto, sia

A(s) = A(z) 0
0 0
= H,(:"'I, - F)"'G, = (z1, — F)~! [G 0]
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la funzione di trasferimento aumentata le cui dimensioni verranno fissate in

seguito e sia

H S D Dy
= | - (Zjn—k - F) |:G Gﬁ} + | . A
Ha D21 D22

un’approssimazione ottima in norma di Hankel di A,(z). Allora la funzione di

trasferimento dell’errore

Au(2) = Au(2) — Au(2) = Ha, (21 — FAa)ilGAa
risulta essere quadrata e le matrici della realizzazione ad essa associata sono
rispettivamente

F1 0 F'q,
Fa, = Ga, =

a a Ja

0 F G,
Ha, = [Hap_l ﬂa} Dn, = HaF_lGa + ba

Vale inoltre il seguente risultato

Lemma 3.4.1. Se A(2) ¢ una funzione di trasferimento approssimante ottima
in norma di Hankel di A(z), allora esistono le matrici Gﬁ e D, tali che A, =
Aa(z) — A.(2) é quadrata e di tipo passatutto. In aggiunta, si ha che le equazioni

di Lyapunov
X — Fa,XF{ =Ga,GL, Y —Fx YFa, = HX Ha, (3.4.64)

ammettono le sequenti soluzioni

X = 0 _UrJrl[k 0 Y = 0 _UrJrl[k 0 (3465)
Lo s 0 DON A I, 0 ¥

e dunque XY = 0,1110n , in cui I'y = cerIn_k — Y12
Dalla (3353) sostituendo H con H,, D con D, e Gy con [Gy 0], si ottiene

H, + DglGlT =0 con rank [Fla Dgl] =k (3.4.66)
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Analogamente dall’equazione relativa al passatutto DX Ha, + GA Y Fa, =0

si ricava
lA)E [Hl Hg] + Gig [Fl O} =0 con rank [D%’Z @g] =ky >0 (3.4.67)

Lemma 3.4.2. Se la matrice A,(z) avente dimensioni { x ¢ con { > maz{p, m}

¢ una funzione approssimante ottima di A.(2), allora
¢ =p+rank [ﬁa D12] =m + rank [Dﬂ @ﬂ

Dimostrazione. In virtu della (3:460) esiste una funzione di trasferimento ap-

prossimante ottima

A A

. D H A A
Ah(z) = N -+ N (ZIn_k - F) G
D21 Ha
di Ay(2). Si e detto che ﬁa e D21 hanno esattamente k; righe. In caso contrario
esse devono avere piu di k; righe e deve esistere una matrice U tale che
ﬁa 521

U |:f{a ﬁgl] =
0 0

in cui le matrici f[a e 521 hanno esattamente p+ £y righe. In questo caso il proce-
dimento di square embedding implica che la funzione di trasferimento dell’errore
A,(z) abbia dimensioni maggiori di (p + k1) X (p + k1). Da cio deriva che

Lyyk, O An(z) Ap(2)

Ay(z) =

U, A, (2) =

dove il blocco Ay;(z) ha dimensioni (p + k1) X (p + k1). Poiché U,A,(z) risulta
ancora essere di tipo allpass, dev’essere Ajs(z) = 0. Si deduce quindi che H,
e Dy possono sempre essere scelte in modo da avere esattamente ky righe. La
stesso ragionamento si puo estendere alla (8.4.67]), ovvero anche G ge Dy, possono
essere scelte in modo da contare esattamente ks colonne. Si ha dunque che ¢ =

p+/€1:m—i—k2 ]

Lemma 3.4.3. Se la realizzazione (F, G,, H,) di di A,(z) € minima, allora anche

le realizzazioni associate a A, e a A,(z) risultano essere minime
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Proprieta dei blocchi Alg(Z) e Agl(Z)

Come ¢ gia stato puntualizzato, Aa(z) si presenta nella seguente forma

A (z) - A(Z) Alg(Z)
¢ Agl(Z) AQQ(Z’)
it 1 [ b
— || G- DG G|+ |
H, Dy Doy

Per la (34.60) il rango di Dy ¢ esattamente pari ad k. Considerando la rea-

lizzazione data dalle (B331]), (3332) e la ([3.4.66), si puo scrivere la seguente

fattorizzazione

F — Z[n,k é B FE — Z[n,k é [nfk 0

H, Dy 0 Dy | |-GT 1,

da cui si evince che Agl(Z) ha rango di riga pieno per ogni z eccetto in corrispon-
denza degli autovalori appartenenti alla sottomatrice Fi;.

Analogamente la (3Z.67) implica che il rango di D7, & uguale a ky. Dalla combi-
nazione della (B.Z67) e della (i) di (:3.52)), si puo verificare che vale

F =zl Gy L —T7YHT| |TTYFITy — 20, 0
F[ D12 0 [p f{ D12

Dunque A12<Z> ha rango di colonna pieno per ogni z eccetto in corrispondenza
degli autovalori appartenenti alla sottomatrice Fi;.

Il prossimo lemma, riguardante la caratterizzazione delle trasformazioni lineari
fratte, € fondamentale per poter ricavare tutte le soluzioni ottime del problema

di riduzione del modello.

Lemma 3.4.4.
Sia H(z) una matrice di trasferimento quadrata e di tipo passatutto e siano H;j i
blocchi in posizioneij di H(z) peri,j = 1,2. Si definisce funzione di trasferimento

lineare fratta
Y(z) = F(H(2), X(2)) = Hu(2) + Hiz(2) X(2)(I — Hy(2) X(2)) ™ Hai(2)

St supponga che
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i) le realizzazioni di H(z) e X(z) siano entrambe minime

ii) Hys(z) e Hy(z) non presentino zeri sul cerchio unitario e neppure al di fuori

di esso
iii) Hys(z) e Ho(z) abbiano rispettivamente rango di colonna e di riga pieni

iv) H(z) abbia r poli all’esterno del cerchio unitario
Allora

a) [|[ Y]l <1 seesolose|X] <1

b) Y(2) ha r poli all’esterno del cerchio di raggio unitario se e solo se a sua

volta X(z71) mon presenta alcun polo al di fuori del cerchio stesso

Teorema 3.4.5.
Si supponga che A,(z) di dimensioni (p+m—Fk)x (p+m—k) sia un’approssima-
zione ottima in norma di Hankel di A,(z). Allora tutte le funzioni approssimanti

ottime si ottengono da

~

Ap(2) = Fi(Al(2), P(2))
= A(2) + Ap(2) P(2) (I, — Ans(2) P(2)) " Ay (2)

per una qualche matrice P(z71) di dimensioni ky X ko = (m —k) x (p— k) stabile

e causale con || Pl <o, Y

Dimostrazione. Innanzitutto, sfruttando l’espressione introdotta nel paragrafo

[B2) relativamente a X(z), si ottiene

Ay (2)X(z) = [bm + H, (2L, — F)*lé} (GT (21—, — F) 7 Ff + G3] M(2) =

e dunque si ha che Ap(z) soddisfa la (B2I5). Volendolo mostrare servendosi
della B354), con DT sostituita da [DT D;} e H" da [HT 0], dev'essere
G2 DT, = 0. Dalla (3200) si ricava

Do GT (20, — FI)'FL = —H, (21, — FL) ' FL
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inoltre per la FJ, — F' = GGT vale la seguente uguaglianza
Ho (2L, ,—F)'GGT (21, —FI)'FL = Hy(2L, 4 —F) Y FL—F) (21, —F) 7 F

mediante calcolo diretto si ha dunque che

Ay (2)X ()M (z) =0
Appurato inoltre che A,i(z) ha dimensioni (m — k) x m e rango di riga pieno
per quasi ogni z, e che )N((z) ha dimensioni £ x m e rango di colonna pieno per
quasi ogni z, tutte le funzioni di trasferimento H(z) soddisfacenti la relazione
H(2)X(z) = 0 devono ammettere la forma Hy (z) = Hy (2)A (2) per qualche

Hy (z). In modo duale & possibile verificare che
~T —~ . . —
ALz Y (2) = (DLHy + BTy ) (27 ek — Fin) 7 FiaM(2) =0

con M(z) una qualche funzione di trasferimento in £.,. Dunque Ap(z) soddisfa
anche la (32.16). Lo stesso ragionamento effettuato in precedenza porta a con-
cludere che Hy (2)Y(2) = 0 comporta Hy (2) = ﬂy(z)AlTQ(z) per qualche Hy ().
Inoltre il vincolo su P(z) implica che Ap(z) abbia esattamente r — 1 poli al di
fuori del cerchio di raggio unitario.

Per dimostrare infine che Ap(z) include tutte le funzioni di trasferimento otti-
me, si presti attenzione al fatto che ciascuna soluzione ottima si presenta nel-
la forma Ap(z) = A(2) + Aa(2)Py(2)Ag(2) per qualche Py(z) = P(2)(I}, —
Ay (2)P(2))7". Poiché Ayy(z) € Ay (z) hanno rispettivamente rango di colonna
e di riga pieno per ogni z sul cerchio unitario e al di fuori di esso, il lemma (3.4.4))

completa la dimostrazione. O

3.5 Norma L, dell’errore di approssimazione

Nel calcolo dei margini di errore in L, utile ai fini del controllo, interverra la
funzione di trasferimento W (z 1) che si ricorda essere la parte anticausale di F/(z).

Un limite d’errore risulta infatti essere maggiormente significativo in termini di

[w -]
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Teorema 3.5.1 (Limite inferiore). Sia A(z) la funzione di trasferimento appros-
simante ottima di A(z) = W(z™') = H(z"'I, — F)G. Allora esiste una W(z)

avente grado di McMillan minore o uguale di r — 1 e una funzione di trasferi-

mento propria strettamente causale J(z) tale che H W— W-— J‘ <7, se e solo

sey = Opy1

Dimostrazione. Se

W—W—JH < 7, allora
Y2 |W-W-a|| s -Til 20

Viceversa se v = o, allora A(z) viene ottenuta tramite il procedimento di
embedding di A(z). La parte anticausale di A(z) non ha pitl di r poli. Quindi
o< :

A

Al fine di stabilire un limite superiore alla norma, si scriva A(z) = W(z™1) +

J(z71) e le si associ la seguente disuguaglianza triangolare
[w-w|_ <[a-a] + .

L’obiettivo consiste dunque nel determinare ||J||_ dal momento che HA - AH e

di tipo passatutto con modulo pari a o,.;.

Lemma 3.5.2. Sia A(z) = W(z 1) + J(z') una funzione di trasferimento ap-
prossimante ottima con J(z71) strettamente propria. Allora o;(J) = 04yri  per i =

,....n—k—r.

Dimostrazione. Siano X e Y le soluzioni delle equazioni di Lyapunov in (3.4.64)).
Essendo XY =YX =02, | Ly, X11Y11 = 02, 1L, — X12Yi2, Yo X12 = 02 Lg—
Y50 X 5o, € poiché

det(AL, — X11Y11) = det(A, — (0711, — X12Y12)) — det((A — 0741) L, + X12Y12)

= (A =02, )) det( My — Yoo Xo»)
Da X9oY2o = 1%, e X11Y11 = diag(X13s, 02,1 1))
Ai(X22Y59) 1=1,...,r
Ai(XuYi) = o2, i=7r...,r+k

Nick(XooYa) di=r+k,....,n
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Visto che i primi r autovalori di X5y e Y55 sono negativi, \/m rappre-
senta 1’i-esimo valore singolare di Hankel di W(z_l) ovvero la parte anticausale
di A(z) peri=1,...r.

In modo analogo, poiché gli ultimi (n — r — k) autovalori dei blocchi Xgy e Yoo

sono positivi, I’autovalore

VAir1(X29Y22) = v/ Aierir(X11Y11)

costituisce 1'i-esimo valore singolare di Hankel di J(z) peri=1,...,n—r—Fk. Il
fatto che y/A;(X11Y11) rappresenta 1'i-esimo valore singolare di Hankel di A(z),

conclude la dimostrazione.

Corollario 3.5.3. Sia (F,G, H) una realizzazione minima della matrice di tra-
sferimento quadrata A(z) con F stabile. Nell’ipotesi che A(z) abbia n < n valori
singolari singolari di Hankel fra loro distinti o;; con j =1,...,n allora esiste una

matrice costante Dy tale che

n
IA = Doll, < o, (3.5.68)

j=1
Dimostrazione. Scegliendo An(z) con r + 1 = n come funzione di trasferimento
approssimante ottima, si ha che A, (z) dev’essere anticausale. Dai lemmi (BZ.T))

e (B53), discende che i primi 7 valori singolari di A, (z) coincidono con quelli di

A(z) e che ’A —A,

= 0, = 0;,. Applicando l'algoritmo di approssimazione
[ee]
su A,(z), si ottiene la funzione di trasferimento A, _;(z) i cui valori singolari
risultano questa volta essere coincidenti con i primi 7 — 1 di A(z). Si ha dunque
che

HA - AW*1 A’? - Anfl

<Ja-4,

_|_

o0

= 0, + 04,1
o0

Per induzione, la (B5.68]) vale per qualche matrice costante Dy che rappresenta la

somma di tutte le matrici costanti associate ad ogni iterazione dell’algoritmo. [J

Sfruttando il risultato del corollario, si ha che W(z) ammette la seguente

decomposizione

n
W(z) =Do+ Y _0;5i(2)
j=1
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con S;,(z) di tipo passatutto. Vale allora la seguente disuguaglianza

n
|AlL, <3(Do) + |A — Do, <230,

j=1
in virtu del fatto che

U

(Do) < i?ﬁ 7(W(z) = Do) = [|A = Do, < Zaz‘j

j=1
Teorema 3.5.4. Sia A(z) = W(z™") + J(z7') una funzione di trasferimento
approssimante ottima di A(z) = W(z™'), dove entrambe le funzioni W(z) e
J(z7Y) hanno tutti i poli all’interno del cerchio di raggio unitario e con J(z7')
strettamente propria. Si supponga inoltre che A(z) abbia n valori singolari di
Hankel distinti con 0,4, = oi.,, e che W(z) abbia grado di McMillan pari a

r. Allora vale la sequente disuguaglianza che definisce un limite superiore per la

norma di Hankel dell’errore

n
lw-w| <> o (3.5.69)

=
Dimostrazione. Per la disuguaglianza triangolare, ||W — W ) < [|A — AH +

|J]| .. Poiché A(z) — A(z) ha modulo pari a 0,4, e dato che, per il corollario
(B.53) la norma infinito di J non supera la somma dei valori singolari di Hankel

di A(z), la disuguaglianza (3.5.69]) risulta essere soddisfatta. O
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