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Sommario

In questa tesi si affrontano l’invarianza conforme e superconforme nell’ambito della meccanica
quantistica non relativistica. Nei sistemi in cui non compaiono parametri che definiscono una scala
di riferimento è possibile riscontrare l’invarianza conforme, ovvero l’invarianza della dinamica sotto
trasformazioni che preservano gli angoli. Le teorie che descrivono questi modelli, abbinate alla
supersimmetria, hanno trovato applicazioni nell’ambito della fisica dei buchi neri. L’obiettivo del
presente elaborato è triplice: introdurre i concetti di invarianza conforme e supersimmetria, appli-
carli a semplici modelli fisici, in primis quello di De Alfaro, Fubini e Furlan, e presentare un esempio
in cui, partendo dalle equazioni della relatività generale, si ricava una struttura superconforme.
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1 Introduzione

Tra le principali sfide della fisica teorica contemporanea è sicuramente di spicco la ricerca di una
teoria quantistica della gravità. Nel corso degli anni sono stati molti i candidati a ricoprire questo
ruolo, per esempio alcune teorie di superstringhe, la supergravità o la gravità quantistica a loop,
tuttavia nessun atto sperimentale è riuscito nell’impresa di verificare o falsificare in maniera de-
cisiva i loro risultati sperimentali, poiché le scale energetiche in cui la fenomenologia specifica di
queste teorie prende forma sono semplicemente troppo elevate per la strumentazione odierna. Per
questo motivo, un buon mezzo per indagare le caratteristiche di una gravità quantistica è dato
dall’esperimento mentale. In particolare, in questo contesto il cosiddetto “buco nero quantistico”
riveste un ruolo da protagonista, costituendo “un’arena in cui la meccanica quantistica e la gravità
si scontrano faccia a faccia”[1].

In genere, questa classe di esperimenti mentali si focalizza sulla descrizione dei campi quantistici
emergenti o sull’interazione tra stringhe e buchi neri. Quest’ultima tipologia si rivela interessante
dal momento che, anche semplificando le (super)stringhe a particelle supersimmetriche, il sistema
presenta una particolare struttura detta superconforme, ovvero invariante contemporaneamente
sotto trasformazioni conformi e di supersimmetria: fisicamente, ciò significa che il sistema non
possiede una scala di riferimento intrinseca e che esiste una certa corrispondenza tra i suoi sta-
ti bosonici e fermionici. Entrambe queste simmetrie rappresentano delle eccezioni al teorema di
Coleman-Mandula[2], ovvero estendono il gruppo di simmetria di Poincaré in modo non banale: la
simmetria conforme, infatti, è descritta da un’algebra in cui i generatori non commutano con l’ha-
miltoniano, mentre la supersimmetria è definita sulla base di una superalgebra, ovvero un’algebra
che impiega delle relazioni di anticommutazione non nulle tra i suoi generatori.

Questo elaborato ha lo scopo di presentare alcuni aspetti delle simmetrie discusse poco sopra
nel contesto della meccanica quantistica non relativistica. La tesi, dunque, svilupperà le basi
teoriche sia della simmetria conforme che della supersimmetria e, a seguire, delle applicazioni a
modelli fisici semplici. In particolare, nel capitolo 2 verrà discussa la teoria delle trasformazioni
conformi in dimensione generica e in dimensione ridotta. I risultati ottenuti saranno direttamente
applicati nel capitolo 3, in cui verranno presentati il modello di De Alfaro, Fubini e Furlan e le
sue problematiche. Nel capitolo 4 si analizzerà un esempio fisico rilevante dato dal moto di una
particella supersimmetrica immersa in un buco nero carico, la cui struttura superconforme apparirà
nelle vicinanze dell’orizzonte degli eventi; successivamente, nel capitolo 5 si deriveranno le condizioni
di possibilità della simmetria conforme per una particella vincolata su una varietà N -dimensionale
dalla metrica non banale. Nel capitolo 6 si introdurranno gli aspetti teorici della supersimmetria
in meccanica quantistica, mentre nel capitolo 7 si riprenderà il modello DFF e lo si rielaborerà per
includere una supersimmetria.
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2 Trasformazioni conformi e gruppo conforme

Per trasformazione conforme si intende una trasformazione delle coordinate che preserva localmente
gli angoli e l’orientazione tra due curve. Vediamo un semplice esempio in R2: consideriamo la

mappa f(x, y) =
(
e

x
2 cos y, e

x
2 sin y

)T
e osserviamo come trasforma alcune rette caratterizzate da x

o y costanti.

Figura 1: A sinistra, le rette orizzontali e verticali si intersecano formando quattro angoli retti.
L’immagine attraverso f di queste rette è graficata a destra: le rette orizzontali vengono mappate in
semirette radiali, mentre le rette verticali vengono mappate in circonferenze. Grafici realizzati con
Desmos.

Notiamo immediatamente che il quadrato formato dall’intersezione delle rette viene mappato in
un settore di corona circolare, i cui angoli sono ancora retti, mentre le lunghezze dei lati vengono
dilatate e la loro curvatura viene modificata.

Vediamo ora di formalizzare queste proprietà.

2.1 Trasformazioni conformi

Si può dimostrare che la condizione di omotetia equivale a richiedere che la metrica trasformi in
maniera proporzionale a se stessa, ossia:

x→ x′ , g′µν = Λ(x)gµν (2.1)

Per caratterizzare le trasformazioni che rispettano questa proprietà, andiamo a considerarle a livello
infinitesimo[3]. Scriviamo quindi la trasformazione come:

x′µ = xµ + ϵµ(x)

con ϵµ(x) sufficientemente piccolo. Sviluppiamo la metrica al primo ordine in ϵ:

g′µν(x
′) =

∂xα

∂x′µ
∂xβ

∂x′ν
gαβ(x) = (δαµ − ∂µϵα)(δβν − ∂νϵβ)gαβ(x) =

= gµν − (∂µϵ
α)gαν − (∂νϵ

β)gµβ = gµν − (∂µϵν + ∂νϵµ)

Per quanto detto all’inizio, il termine nelle parentesi deve essere proporzionale alla metrica stessa
attraverso una funzione delle coordinate, ossia

∂µϵν + ∂νϵµ := f(x)gµν (2.2)

Da adesso assumiamo per semplicità che la metrica in gioco sia quella euclidea in D dimensioni1:
gµν = δµν .

1Adottando la metrica di Minkowski la trattazione è sostanzialmente equivalente.
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Come prima cosa, cerchiamo di individuare dei possibili vincoli sulla funzione f(x) e su ϵ. Possiamo,
in effetti, derivare due equazioni che delineano la struttura generale di entrambi. La prima si ottiene
contraendo (2.2) con la metrica:

f(x)D = 2∂σϵ
σ (2.3)

Per derivare la seconda, si contrae con la metrica la derivata di (2.2):

∂ρ∂µϵν + ∂ρ∂νϵµ = ∂ρ(f(x)δµν)

contraendo con δµν → 2∂2ϵρ = (2−D)∂ρf(x)

combinando opportunamente questi risultati otteniamo:

(D− 1)∂2f(x) = 0 (2.4)

A questo punto possiamo osservare che per D = 1 la relazione (2.4) è sempre soddisfatta (per f
sufficientemente regolari)2, mentre perD > 1 f deve necessariamente essere lineare nelle coordinate,
pertanto scriviamo:

f(x) = A+Bµx
µ

con A e Bµ costanti. Avendo determinato un’espressione esplicita per f(x), l’equazione (2.3) vincola
ϵµ ad assumere una forma quadratica nelle coordinate:

∂µ∂νϵρ = Cost → ϵµ = aµ + bµνx
ν + cµνρx

νxρ con cµνρ = cµρν

Andiamo allora a trattare ciascun contributo separatamente.

• aµ
Questo termine è chiaramente legato alle traslazioni.

• bµν
Dalla (2.2): bµν+bνµ = 2

D
bσσδµν , ovvero bµν è la combinazione di una parte antisimmetrica e di una

parte diagonale proporzionale a δµν , quindi è possibile scrivere bµν = αδµν+mµν con mµν = −mνµ.
Riconosciamo, allora, l’usuale generatore delle rotazioni in mµν

3 e associamo il termine αδµν alle
dilatazioni.

• cµνρ
Elaborando dalle equazioni precedenti possiamo ricavare la seguente relazione: cµνρ = δµρhν +
δµνhρ − δρνhµ con hµ = 1

D
cσσµ: associamo quest’ultimo elemento alle trasformazioni conformi

speciali (SCT).

Abbiamo individuato quattro tipi di trasformazioni finite, che riassumiamo nel seguente modo:
x′µ = xµ + aµ Traslazioni

x′µ = αxµ Dilatazioni

x′µ =Mµ
νx

ν Rotazioni

x′µ = xµ−hµx2

1−2h·x+h2x2 SCT

(2.5)

Possiamo distinguerle in base alla forma di Λ(x) (che abbiamo introdotto nella (2.1)): le traslazioni
e le rotazioni lasciano invariante la metrica, le dilatazioni la modificano globalmente mentre le SCT
la modificano localmente.

Queste sono tutte le trasformazioni conformi continue: esiste, infatti, un’ultima trasformazione
conforme discreta che agisce come x′µ = xµ

x2 ; tuttavia, nel resto della trattazione non considereremo
quest’ultima possibilità.

2In effetti, in una dimensione il concetto di angolo è privo di significato.
3Nello spazio di Minkowski diventa il generatore dei boost di Lorentz.
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2.2 Gruppo conforme

L’insieme delle trasformazioni conformi forma un gruppo, di cui vogliamo determinare l’algebra
di Lie. In base all’espressione esplicita di ϵ e dei suoi coefficienti, determiniamo che esistono D

generatori per le traslazioni, 1
2D(D− 1) generatori per le rotazioni, un generatore per le dilatazioni

e D generatori per le SCT: in totale, quindi, il gruppo conforme ha 1
2 (D+1)(D+2) generatori. Le

loro espressioni esplicite e hermitiane sono:
Pµ = −i∂µ Traslazioni

D = −ixσ∂σ Dilatazioni

Lµν = i(xµ∂ν − xν∂µ) Rotazioni

Kµ = −i(2xµxσ∂σ − x2∂µ) SCT

A questo punto si può dedurre l’algebra di Lie del gruppo conforme. Considerando solo i commu-
tatori non nulli, otteniamo:

[D,Pµ] = iPµ

[D,Kµ] = −iKµ

[Kµ, Pν ] = 2i(ηµνD − Lµν)

[Kρ, Lµν ] = i(ηρµKν − ηρνKµ)

[Pρ, Lµν ] = i(ηρµPν − ηρνPµ)

[Lµν , Lρσ] = i(ηνρLµσ + ηµσLνρ − ηµρLνσ − ηνσLµρ)

Si può dimostrare che il gruppo conforme, adottando la metrica di Minkowki, è isomorfo al gruppo
SO(2,D), mentre adottando la metrica euclidea è isomorfo a SO(1,D+ 1)4.

2.3 Teoria conforme in D = 1

Poiché siamo interessati a studiare sistemi con invarianza conforme nell’ambito della meccanica
quantistica, è opportuno analizzare la teoria conforme in una dimensione, quella temporale.

Come abbiamo già discusso, il caso monodimensionale è intrinsecamente patologico poiché non
esiste una definizione di angolo o di metrica, pertanto convenzionalmente quando parliamo di
teoria conforme in una dimensione intendiamo la riduzione a D = 1 di quanto abbiamo trattato
in precedenza[4][5]. È allora evidente che rimangono solo 3 possibili trasformazioni (e altrettanti
generatori):

t′ = t+ t0 t′ = eλt t′ =
t

1− kt
H = i∂t D = it∂t K = it2∂t

Una generica trasformazione conforme in una dimensione (data dalla composizione delle tre prece-
denti) può essere espressa in forma compatta come trasformazione di Möbius:

t′ =
αt+ β

γt+ δ
:= ω[t] ω =

(
α β
γ δ

)
con αδ − βγ = 1

Ipotizzando un sistema costituito da una particella, si può verificare che l’operatore posizione
associato X(t) (in visuale di Heisenberg) trasforma come

X ′(t′) =
X(t)

γt+ δ

4Includendo la trasformazione conforme discreta discussa in precedenza, si ottengono rispettivamente il gruppoO(2,D)
e O(1,D+ 1).
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Le matrici ω formano un gruppo rispetto alla moltiplicazione: esso prende il nome di SL(2,R)5 e
descrive, dunque, il gruppo conforme in una dimensione. L’algebra di Lie sottostante può essere
dedotta dalle relazioni in D dimensioni e risulta:

[H,D] = iH [D,K] = iK [H,K] = 2iD (2.6)

Possiamo, infine, derivare un operatore di Casimir per l’algebra. Esso prende la forma

C2 =
1

2
(KH +HK)−D2 = KH + iD −D2 (2.7)

3 Il modello DFF

Consideriamo un sistema quantistico unidimensionale costituito da una particella di massa m sog-
getta a un potenziale V (x) = κ

x2 , in cui κ è una costante di accoppiamento con le dimensioni di
un’azione al quadrato diviso una massa.

H =
p2

2m
+

κ

x2

in cui p = −iℏ d
dx è l’operatore momento che soddisfa la relazione di commutazione canonica

[x, p] = iℏ. Limitiamoci a considerare solo il caso in cui x è strettamente positivo.
L’invarianza conforme del sistema emerge nel momento in cui l’hamiltoniano non dipende da pa-
rametri che definiscono la scala del sistema: in questo caso, compaiono tre parametri fortemente
caratterizzanti, ovvero m, ℏ e κ. Per eliminare questa dipendenza, possiamo sfruttare la proprietà
per cui se è possibile scrivere H come H = αH ′ con α costante, la dinamica complessiva non

dipende da α. Riscriviamo allora H effettuando le sostituzioni p = ℏp′ e κ = g ℏ2

2m :

H =

(
ℏ2

m

)(
p′2

2
+

g

2x2

)
:=

(
ℏ2

m

)
H ′

Dall’analisi dimensionale notiamo che g è adimensionale, dunque in H ′ non sono presente parametri
caratterizzanti la scala del sistema. D’ora in avanti considereremo solamente l’hamiltoniano H ′ e
il momento p′ = −i d

dx (che rispetta [x, p′] = i), ignorando gli apici. Inoltre assumeremo g > 0.

3.1 Diagonalizzare H: spettro continuo

Il nuovo hamiltoniano H definisce il modello di De Alfaro-Fubini-Furlan.

H =
p2

2
+

g

2x2
(3.1)

Vogliamo analizzare lo spettro in energia di questo sistema. Per farlo possiamo sfruttare la relazione
di H con il generatore delle dilatazioni D: com’è possibile vedere dalle relazioni di commutazione
(2.6), i generatori D e K non definiscono una simmetria della dinamica in senso classico6, bens̀ı
possono essere usate per mettere in relazione stati diversi.
Le espressioni esplicite (simmetrizzate e a t = 0) di D e K sono:

D = −1

4
(xp+ px) K =

1

2
x2 (3.2)

Faremo uso del seguente lemma:

HDk = (HD)Dk−1 = ([H,D] +DH)Dk−1 = (D + i)HDk−1 = · · · = (D + i)kH

Supponiamo che esista un autostato |E⟩ di H con autovalore E: H |E⟩ = E |E⟩. Dato un qualsiasi
α > 0 dimostriamo che esiste almeno un altro stato con autovalore diverso mediante l’azione di
D[1]:

H(eiαD |E⟩) =
∑
k

(iα)k

k!
HDk |E⟩ =

∑
k

(iα)k

k!
(D + i)kH |E⟩ = eiα(D+i)H |E⟩ = e−αE(eiαD |E⟩)

5Il gruppo SL(2,R) è isomorfo a Sp(2) e omomorfo a SO(2, 1).
6Si dimostra che sono comunque costanti del moto: ciò è dovuto alla dipendenza esplicita di D e K dal tempo t, che

rende non nulla la derivata parziale nell’equazione operatoriale di Heisenberg[6].
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Per continuità di e−α in α, deduciamo che lo spettro di H è continuo e strettamente positivo.
Si può dimostrare, inoltre, che le autofunzioni corrispondenti sono accettabili come distribuzioni.
Per quanto riguarda lo stato “limite” corrispondente a E = 0, si dimostra che non è accettabile
nemmeno in questo modo7.

3.2 Diagonalizzare L0: spettro discreto

Viste queste patologie dello spettro, può risultare scomodo descrivere la teoria diagonalizzando H.
L’approccio proposto da De Alfaro, Fubini e Furlan[6] prescrive di riformulare l’algebra di SL(2,R)
in forma di Virasoro, definendo tre nuovi operatori L0, L+, L−, e di diagonalizzare L0. Definiamo
quindi questi tre operatori come combinazioni lineari di H, K e D:

L0 =
1

2
(aH +

K

a
) L± =

1

2
(
K

a
− aH ± 2iD) = L†

∓

in cui a è un parametro dalle dimensioni di un’area. Scegliamo un sistema di misura tale che a = 1,
dunque abbiamo:

L0 =
1

2
(H +K) L± =

1

2
(K −H ± 2iD) = L†

∓ (3.3)

H = L0 −
1

2
(L+ + L−) K = L0 +

1

2
(L+ + L−) D =

1

2i
(L+ + L−)

L’algebra di L0 e L± cos̀ı definiti è

[L0, L±] =
1

4
[H +K,K −H ± 2iD] =

1

4
[H,K]± i

2
[H,D]− 1

4
[K,H]± i

2
[K,D] = −1

2
(±H ±K + 2iD) = ±L±

[L+, L−] =
1

4
[K −H + 2iD,K −H − 2iD] = −1

4
[H,K] +

i

2
[D,K]− 1

4
[K,H]− i

2
[D,H]− i

2
[K,D] +

i

2
[H,D] =

= −K −H = −2L0

Riassumendo:

[L0, L±] = ±L± [L+, L−] = −2L0 (3.4)

Il motivo per cui si vuole diagonalizzare L0 è che la sua forma esplicita somiglia a quella di un
hamiltoniano. Per il modello DFF si ha:

L0 =
p2

4
+

g

4x2
+
x2

4

Il “potenziale” che appare ha una forma del tipo “buca” ed è, per certi versi, simile al potenziale
efficace dell’equazione radiale di un oscillatore armonico isotropo: sappiamo entrambi questi sistemi
risolvibili, dunque è ragionevole presumere che diagonalizzando L0 si abbiano risultati simili.

Figura 2: Confronto tra i potenziali di H (in rosso) e L0 (in blu). Grafici realizzati con Desmos.

7Ciò è consistente con la trattazione classica di questo modello, per cui l’energia E = 0 non è raggiungibile.
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Esprimiamo il Casimir dell’algebra, che abbiamo introdotto in (2.7), in funzione dei tre operatori
L:

L2 = L0(L0 − 1)− L+L− (3.5)

Inoltre, utilizzando le espressioni esplicite di H, K e D introdotte in (3.2), espandiamo L2:

L2 =
1

2
(HK +KH)−D2 =

g

4
− 3

16

Cioè per il modello DFF, L2 è un multiplo dell’identità. Per motivi che saranno chiariti in seguito,
poniamo il valore di L2 pari al prodotto l0(l0 − 1) e ricaviamo il valore di l0:

l20 − l0 −
g

4
+

3

16
= 0

→ l0 =
1

2
+

1

2

√
g +

1

4

Dimostriamo ora che L± sono gli operatori di innalzamento e abbassamento rispetto a L0. Detto
quindi l l’autovalore di L0 tale che L0 |l⟩ = l |l⟩:

L0(L± |l⟩) = ([L0, L±] + L±L0) |l⟩ = (±L± + L±L0) |l⟩ = (l ± 1)(L± |l⟩)

Ciò significa che, posta l’esistenza di uno stato fondamentale, lo spettro di L0 è discreto e a passi
interi. Per caratterizzare completamente lo spettro, rimane solamente da determinare l’autovalore
minimo. Imponiamo quindi che L− annichili il vuoto:

∥L− |l⟩∥2 = ⟨l|L+L− |l⟩ = ⟨l| (L0(L0 − 1)− L2) |l⟩ =
= ⟨l| (l(l − 1)− l0(l0 − 1)) |l⟩ = (l(l − 1)− l0(l0 − 1)) ⟨l| |l⟩ = 0

= l(l − 1)− l0(l0 − 1) = (l − l0)(l + l0 − 1) = 0

Imponendo la normalizzabilità degli stati (ossia ∥L− |l⟩∥2 ≥ 0) si ricava che gli intervalli ammessi di
l sono l ≥ l0 e l ≤ 1−l0: solamente il primo, nel nostro caso, è fisico; pertanto lo stato fondamentale
ha esattamente autovalore l = l0.

Lo spettro complessivo di L0 quindi è:

L0 |ln⟩ = (l0 + n) |ln⟩ con n ∈ N
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4 Un’applicazione: limite near-horizon di una particella in
un buco nero estremo

In questa sezione analizziamo un sistema fisico che, sotto certe condizioni, manifesta invarianza
conforme. Il sistema in questione è una particella di test libera di muoversi in un background dato
da un buco nero Reissner-Nordström estremo (ossia la cui massa M , in opportune unità, eguaglia
la propria carica elettrica Q).

4.1 Metrica di Reissner-Nordström

Scriviamo la metrica di Reissner-Nordström in coordinate sferiche e unità naturali:

ds2 = −
(
1− 2M

r
+
Q2

r2

)
dt2 +

(
1− 2M

r
+
Q2

r2

)−1

dr2 + r2dΩ2 (4.1)

Annullando il termine moltiplicativo di dt2 otteniamo che l’orizzonte degli eventi (ossia la singolarità

non fisica dovuta alla scelta delle coordinate) vale rhor = M ±
√
M2 −Q2. Effettuiamo il cambio

di variabile r = ρ+M + M2−Q2

4ρ e riscriviamo la metrica in forma isotropa[7]:

ds2 = −
(

Q2 −M2 + 4ρ2

M2 −Q2 + 4Mρ+ 4ρ2

)2

dt2 +

(
M2 −Q2 + 4Mρ+ 4ρ2

4ρ2

)2 (
dρ2 + ρ2dΩ2

)
Dalle equazioni della relatività generale, si può derivare la seguente disuguaglianza nota come limite
BPS: M ≥ |Q|. Il caso estremo è caratterizzato dalla saturazione del limite8, ovvero M → |Q|.
Prendendo il limite la metrica diventa:

ds2 = −
(
1 +

M

ρ

)−2

dt2 +

(
1 +

M

ρ

)2 (
dρ2 + ρ2dΩ2

)
con ρ = r −M = r − Q. Notiamo che l’orizzonte degli eventi è ora unico e in queste coordinate
viene mappato in ρhor = 0. La struttura conforme del problema emerge nelle vicinanze di ρhor[9],
pertanto andiamo ad approssimare la metrica sapendo che M

ρ >> 1:

ds2 = −
( ρ
M

)2
dt2 +

(
M

ρ

)2

dρ2 +M2dΩ2 (4.2)

Questa scrittura (detta metrica di Bertotti-Robinson) ha la stessa struttura della metrica di uno
spazio AdS2 × S2, in cui il raggio di S2 vale M .

4.1.1 Cenni sullo spazio AdS2

Lo spazioAdSn ricopre un ruolo centrale nella teoria di campo conforme[4]: la congetturaAdS/CFT,
infatti, suggerisce che un sistema in uno spazio anti-de Sitter (in cui l’interazione fondamentale è
quella gravitazionale) può essere descritto utilizzando una teoria di campo conforme (dunque una
teoria quantistica senza gravità) in dimensione minore[4]. Vediamo allora alcune proprietà di AdS2.

AdS2 è uno spazio dotato di una coordinata di tipo tempo e di una coordinata di tipo spazio che
possiamo pensare come l’analogo della superficie sferica per R3 in R(2|1), e possiamo, pertanto,
definirlo come una varietà su di esso nel seguente modo:

x21 + x22 − t21 = α2 α ≥ 0

Il fatto che il termine a destra dell’uguale sia sempre ≥ 0 garantisce che la curvatura (scalare di
Ricci) dello spazio sia costante e negativa. Inoltre, analogamente a quanto accade con SO(3) per
la superficie sferica, il gruppo delle isometrie di AdS2 è SO(2, 1), che abbiamo già detto essere
omomorfo a SL(2,R), gruppo conforme in D = 1.

8In teorie supersimmetriche si ottiene un risultato analogo da considerazioni sulle relazioni che ne definiscono
l’algebra[8].
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4.2 Dinamica di una particella di test

Effettuiamo un ultimo cambio di variabile ρ = 4M3

x2 , con cui l’orizzonte degli eventi viene mappato
all’infinito. La metrica trasforma:

ds2 = −
(
2M

x

)4

dt2 +

(
2M

x

)2

dx2 +M2dΩ2 (4.3)

Introduciamo ora il quadripotenziale del buco nero, che essendo statico presenta solo una compo-
nente di tipo tempo. In queste coordinate possiamo scriverlo come:

A0 = − x2

4M2
←→ A =

4M2

x2
dt (4.4)

A questo punto abbiamo tutti gli strumenti per definire la dinamica di una particella di test di
massa m e carica q immersa nel background near-horizon di questo buco nero.
Deriviamo l’hamiltoniano del sistema attraverso l’equazione di mass shell della particella[9]: pren-
diamo, infatti, come hamiltoniano la componente temporale del quadrimomento cambiata di se-
gno. Inoltre, poiché il background in gioco ha anche carattere elettromagnetico, effettuiamo la
sostituzione minimale p −→ p− qA.

(p− qA)2 +m2 = 0 (4.5)

Utilizzando l’ultimo sistema di coordinate introdotto (t, x, θ, ϕ) e la rispettiva metrica, otteniamo:

H = −p0 =
4M2

x2

(√
m2 +

x2p2x + 4J2

4M2
− q

)
(4.6)

in cui px rappresenta la componente radiale del momento e J il momento angolare orbitale della
particella.

Definiamo ora i seguenti parametri:

f =
1

2

(√
m2 +

x2p2x + 4J2

4M2
+ q

)
κ =

2

m

(
M2(m2 − q2) + J2

)
Sostituendo nella (4.6), l’hamiltoniano assume un aspetto familiare:

H =
p2x
2f

+
mκ

fx2
(4.7)

L’invarianza conforme del sistema appare nel limite supersimmetrico e non relativistico della par-
ticella. Possiamo codificare il primo nel limite m −→ |q| e il secondo nel limite M −→∞, fissando
tuttavia M2(m− q) = λ. I parametri f e κ diventano:

f −→ m κ −→ 4λ+
2J2

m

L’hamiltoniano che si ottiene è allora totalmente analogo a quello di partenza del problema DFF
(κ ha, infatti, le dimensioni di un’azione al quadrato fratto una massa).

H −→ p2x
2m

+
κ

x2
(4.8)

Notiamo che il vincolo x > 0 emerge naturalmente dal fatto che x è una coordinata radiale. A questo
punto, diagonalizzando simultaneamente J2, Jz e H, possiamo sfruttare tutti i metodi sviluppati
in precedenza per trattare il sistema, identificando g = 8λm

ℏ2 + 4j(j + 1).

4.3 Interpretazione geometrica del metodo DFF

Come abbiamo visto in precedenza, l’invarianza conforme in D = 1 è strettamente legata allo
spazio AdS2 in quanto ne costituisce la classe di isometrie. Vogliamo ora dare un’interpretazione
geometrica dell’elemento centrale nel metodo DFF, ovvero il cambio di operatore di riferimento da
H a L0[1][10].
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Consideriamo la metrica e le coordinate della (4.2) ed effettuiamo il seguente cambio di variabile:

t± = t± M2

ρ . Considerando solo la metrica della porzione AdS2 dello spazio, essa trasforma in:

ds22 = −4M2 dt+dt−
(t+ − t−)2

(4.9)

in queste coordinate i generatori (geometrici) delle isometrie sono:

h = ∂t+ + ∂t− d = t+∂t+ + t−∂t− k = t2+∂t+ + t2−∂t− (4.10)

Effettuiamo ora la sostituzione t± = tanu±. La metrica trasforma come:

ds22 = −4M2 du+du−

sin2(u+ − u−)
(4.11)

In queste coordinate i generatori trasformano in:

h = cos2 u+∂u+
+cos2 u−∂u− d =

1

2
(sin 2u+∂u+

+sin 2u−∂u−) k = sin2 u+∂u+
+sin2 u−∂u−

da cui notiamo subito che per ottenere un generatore globale di traslazione dobbiamo prendere

h+ k = ∂u+
+ ∂u− (4.12)

Dunque, il metodo DFF corrisponde sostanzialmente a una “buona” scelta delle coordinate su
AdS2: infatti, h e d conservano l’orizzonte degli eventi, mentre h + k (a cui L0 è proporzionale)
conserva il bordo u+ = u− + π. Ciò è rappresentato nella figura seguente:

Figura 3: Rappresentazione grafica dei generatori h e h+ k. L’asse verticale rappresenta
la coordinata u+ + u− mentre l’asse orizzontale la coordinata u+ − u−. In rosso è raffi-
gurato l’orizzonte degli eventi, corrispondente a t± =∞, le linee tratteggiate sono il moto
generato da h, mentre le linee grigie rappresentano il moto generato da h+ k.
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5 Invarianza conforme per una particella in N dimensioni

Nel capitolo precedente abbiamo analizzato un esempio di sistema con invarianza conforme data
una metrica non banale. In questa sezione vogliamo generalizzare quanto visto in precedenza a un
sistema quantistico costituito da una particella vincolata a muoversi su una varietà N -dimensionale:
deriveremo le condizioni di esistenza degli operatori D e K, ovvero le condizioni sotto le quali si
manifesta l’invarianza conforme[1][11].

5.1 Operatore momento su una varietà

Considereremo una metrica g non banale, per cui introduciamo la generalizzazione dell’operatore
momento.

Pa = gabẊ
b = −i∂a [Xa, Pb] = iδab [Pa, Pb] = 0

Definiamo il seguente prodotto scalare e, date due funzioni d’onda ϕ e χ, calcoliamo l’aggiunto
dell’operatore momento:

⟨f1, f2⟩ =
∫
dNX

√
gf∗1 f2 con

√
g =

√
|det(g)|

⟨ϕ, Paχ⟩ =
∫
dNX

√
gϕ∗(−i∂aχ) = −i

∫
dNX∂a(

√
gϕ∗χ)(= 0 nel dominio di Pa) + i

∫
dNX∂a(

√
gϕ∗)χ =

= i

∫
dNX ((∂a

√
g)ϕ∗ +

√
g(∂aϕ

∗))χ =

∫
dNX

√
g

(
(−i

∂a
√
g

√
g
− i∂a)ϕ

)∗

χ =

= ⟨(−i∂a − i
∂a
√
g

√
g

)ϕ, χ⟩ := ⟨P †
aϕ, χ⟩

Pertanto P †
a = −i∂a − i

∂a
√
g√

g = Pa − iΓb
ba. Osserviamo, quindi, che l’operatore Pa cos̀ı definito non

è autoaggiunto. Per renderlo tale è sufficiente ridefinirlo come P a.a.
a = −i∂a − i

2Γ
b
ba; tuttavia la

trattazione proseguirà con la prima definizione. Infine, riscriviamo P †
a nella seguente maniera:

P †
aϕ =

(
−i
∂a
√
g

√
g
− i∂a

)
ϕ = − i

√
g
((∂a
√
g)ϕ+

√
g(∂aϕ)) =

1
√
g
(−i∂a)(

√
gϕ) =

(
1
√
g
Pa
√
g

)
ϕ

5.2 Vincoli su H, K e D

Scriviamo l’hamiltoniano del sistema come somma di un contributo cinetico e di un contributo
potenziale generico:

H =
1

2
P †
ag

ab(X)Pb + V (X) = −1

2
∇2 + V (X) (5.1)

in cui utilizziamo la definizione di laplaciano su una varietà ∇2 = 1√
g∂a

(√
ggab∂b

)
.

Sappiamo che i generatori di simmetria conforme devono rispettare l’algebra definita in (2.6). Per
derivare le equazioni vincolari sul sistema, scriveremo le espressioni esplicite di D e K e utilizzeremo
le relazioni di commutazione. Consideriamo per primo il generatore delle dilatazioni D. Esso è
caratterizzato nel seguente modo:

δDt = 2t , δDX
a = Da(X) , D = −1

4
(DaPa + P †

aD
a) con Da a.a. (5.2)

Osserviamo che, essendo Da una funzione, si suppone sufficientemente regolare, di X, possiamo
scrivere il commutatore [Pa, D

a] = −i∂aDa e semplificare l’espressione del generatore D:

D = −1

4

(
DaPa + (Pa − iΓb

ba)D
a
)
= −1

4

(
2DaPa + [Pa, D

a]− iΓb
baD

a
)
=
i

2
Da∂a +

i

4
∇aD

a

in cui abbiamo utilizzato la definizione di derivata covariante di un campo vettoriale ∇aD
b =

∂aD
b + Γb

acD
c.
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Utilizziamo allora il commutatore [D,H] per ricavare due equazioni vincolari:

[D,H] = −iH

− i
4
P †
a (LDg

ab)Pb −
i

2
LDV (X) +

i

8
∇2∇aD

a = − i
2
P †
ag

abPb − iV (X)

in cui LD rappresenta la derivata di Lie lungo Da. Confrontando i membri ricaviamo le seguenti
identità: 

LDg
ab = 2gab

LDV = −2V
∇2∇aD

a = 0

(5.3)

Tuttavia, solo le prime due condizioni sono linearmente indipendenti, infatti:

LDgab =D
c(∂cgab) + gcb(∂aD

c) + gac(∂bD
c) = ∇aDb +∇bDa = 2gab

(contraendo con gab) 2∇aD
a = 2N

(applicando ∇2) ∇2∇aD
a = 0

Si può dimostrare che la prima equazione di (5.3) garantisce l’omotetia per l’operatore D.

Consideriamo ora l’operatore K. Lo definiamo come la norma del campo vettoriale Da:

K =
1

2
gabD

aDb (5.4)

Notiamo che K è una funzione puramente delle coordinate, pertanto esso commuta con l’operatore
potenziale V . Detta ϕ una funzione d’onda, valutiamo il commutatore con H:

[K,H]ϕ = −2iDϕ

−1

2
K∇2ϕ+

1

2
∇a∇a(Kϕ) = Da∂aϕ+

1

2
∇aD

aϕ

in cui, espandendo il lato sinistro, si ottiene:

1

2
∇a∇aKϕ+∇aK∂aϕ =

1

2
∇aD

aϕ+Da∂aϕ

per cui possiamo dedurre la seguente relazione, che dalla definizione di K è automaticamente
soddisfatta:

∇aK = Da ⇐⇒ DadX
a = dK (5.5)

Valutando il commutatore con D e utilizzando i vincoli di (5.3) si ottiene la seguente relazione, di
nuovo sempre verificata in base alla definizione di K:

LDK = 2K (5.6)
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6 Supersimmetria in meccanica quantistica

Nella ricerca su possibili teorie di gravità quantistica, è comune abbinare alla simmetria conforme
la supersimmetria. Per esempio, nel capitolo 4 abbiamo accennato al fatto che si possa derivare
il limite BPS da una teoria supersimmetrica, intendendo quindi che sia possibile una trattazione
del problema in quest’ottica ma che includa quanto discusso. Vediamo allora in cosa consiste in
generale la supersimmetria.

6.1 Supersimmetria: un approccio euristico

All’interno della teoria quantistica dei campi è possibile introdurre la supersimmetria propriamen-
te detta[12]: essa afferma che per ogni bosone esiste un fermione di uguale massa e viceversa.
Concretamente questo si realizza con l’introduzione di un generatore di supersimmetria Q (o più
generatori, qui consideriamo il caso N = 1) la cui azione è descritta dalle seguenti relazioni:

Q |Bosone⟩ = |Fermione⟩
Q |Fermione⟩ = |Bosone⟩

Dimostriamo ora che Q è un operatore fermionico. Per comodità chiamiamo U l’operatore unitario
che ruota lo stato di 2π. Consideriamo le seguenti relazioni:

UQ |Bosone⟩ = UQU−1U |Bosone⟩ = U |Fermione⟩
UQ |Fermione⟩ = UQU−1U |Fermione⟩ = U |Bosone⟩

Affinché entrambe le equazioni siano realizzate, è necessario porre UQU−1 = −Q9. Un’ultima
proprietà delle supercariche è che l’anticommutatore tra di esse deve essere in qualche modo pro-
porzionale all’operatore momento.

Nell’ambito della meccanica quantistica, la supersimmetria come appena presentata non è ben de-
finita: non è possibile, infatti, descrivere sistemi con un numero variabile di particelle. Per questo
motivo, essa assume un’accezione diversa in questo contesto, ovvero quella di simmetria che mette
in relazione i due autospazi H± relativi all’operatore numero fermionico (o involuzione) (−1)F .

6.2 Superspazio: un’interpretazione geometrica della supersimmetria

Per descrivere alcune teorie supersimmetriche è possibile utilizzare un formalismo “geometrico”
detto superspazio. Esso consiste nell’affiancare alle coordinate spaziotemporali tradizionali dei
gradi di libertà che si comportano come numeri di Grassmann: i campi che compaiono nella teoria
vengono quindi promossi da funzioni delle sole coordinate spaziotemporali xµ a funzioni sia di xµ

che dei numeri di Grassmann θi introdotti.

6.2.1 Cenni ai numeri di Grassmann

Introduciamo brevemente i numeri di Grassmann: essi sono i generatori di un’algebra esterna su
uno spazio vettoriale (generalmente R o C) che anticommutano tra loro.

αβ + βα = 0 (6.1)

Questa proprietà implica che qualsiasi numero di Grassmann al quadrato è nullo: ciò risulta centrale
poiché sancisce che un polinomio del numero di Grassmann θ è al più lineare in θ. Un’applicazione
immediata di questo risultato è l’espansione in serie di Taylor: qualsiasi funzione della variabile θ
si può scrivere nel modo più generale possibile come un polinomio lineare in θ.

Definiamo ora la derivazione e l’integrazione. Detta f(θ) una funzione nella variabile θ:

d

dθ
f(θ) =

d

dθ
(f0 + f1θ) = f1

∫
dθf(θ) =

∫
dθ(f0 + f1θ) = f1

9In particolare, in teoria di campo Q trasforma come un oggetto di spin ½.
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Formalmente, derivazione e integrazione sono equivalenti. È immediato osservare che sia la derivata
che l’integrale sono nilpotenti.

Vediamo ora un esempio di superspazio in meccanica quantistica, in cui compaiono solo la coordi-
nata t, una sola supercarica Q autoaggiunta e una sola coordinata di Grassmann reale θ[1].

Consideriamo una particella libera in tre dimensioni. Nel formalismo appena introdotto, le coordi-
nate della particella sono compresse in un unico operatore-coordinata Xa(t, θ) che è funzione di t e θ.
Espandendolo al primo ordine definiamo la coordinata spaziale Xa(t) e la coordinata superspaziale
Ψa(t):

Xa(t, θ) = Xa(t)− iθΨa(t) (6.2)

in cui l’operatore Xa rispetta la relazione di commutazione canonica [Xa, Pb] = iδab mentre per Ψa

viene introdotta la relazione di anticommutazione canonica10 {Ψa,Ψb} = δab.

A questo punto introduciamo la trasformazione di supersimmetria (attraverso un parametro di
Grassmann ϵ):

δϵX
a = −iϵΨa δϵΨ

a = ϵẊa (6.3)

La supercarica Q, che genera la supersimmetria di cui sopra, viene definita attraverso la sua azione
sul supermultipletto Xa:

δϵX
a = [ϵQ,Xa]

Questa relazione viene soddisfatta dalla seguente forma esplicita di Q:

Q =
∂

∂θ
+ iθ

d

dt
= ẊiΨi (6.4)

infatti:

(δϵX
a)ψ(X) = (δϵX

a − iθδϵΨa)ψ(X) = ϵ
(
iθẊa − iΨa

)
ψ(X)

(ϵQXa)ψ(X) = ϵ

(
∂

∂θ
+ iθ

d

dt

)
(Xaψ(X)) = ϵ

(
∂Xa

∂θ
ψ(X) + Xa ∂ψ(X)

∂θ
+ iθ

dXa

dt
ψ(X) + iθXa dψ(X)

dt

)
(XaϵQ)ψ(X) = ϵXa

(
∂

∂θ
+ iθ

d

dt

)
ψ(X) = ϵ

(
Xa ∂ψ(X)

∂θ
+ iθXa dψ(X)

dt

)
[ϵQ,Xa]ψ(X) = ϵ

(
iθẊa − iΨa

)
ψ(X)

La condizione sull’anticommutatore tra supercariche si traduce, in meccanica quantistica, nella
proporzionalità tra l’anticommutatore e l’hamiltoniano. In particolare, per il modello che stiamo
esaminando deve valere {Q,Q} = 2H. Osserviamo che ciò è verificato:

Q2ψ(X) =

(
∂

∂θ
+ iθ

d

dt

)(
∂

∂θ
+ iθ

d

dt

)
ψ(X) =

(
∂

∂θ
+ iθ

d

dt

)(
∂ψ

∂θ
+ iθ

dψ

dt

)
=

= iθ
d

dt

∂ψ

∂θ
+ i

dψ

dt
− iθ ∂

∂θ

dψ

dt
= i

dψ

dt
= Hψ(X)

Infine introduciamo la superderivata (o derivata covariante supersimmetrica) D:

D =
∂

∂θ
− iθ d

dt
(6.5)

Con calcoli analoghi ai precedenti si possono dimostrare le seguenti proprietà:

D2 = −i d
dt

{D,Q} = 0

10Si noti che l’anticommutatore coinvolge solamente Ψa e non la sua derivata temporale: ciò è dovuto al fatto che
il momento coniugato a Ψa è proporzionale a se stesso, laddove il momento coniugato a Xa è proporzionale alla sua
derivata.
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Vediamo ora alcuni vantaggi nell’utilizzare il formalismo del superspazio per descrivere questo
sistema. Il primo è legato alla scrittura dell’azione in forma compatta. L’azione è data dal seguente
integrale[13]:

S[X,Ψ] =

∫
dt

(
1

2
ẊaẊa −

i

2
ΨaΨ̇a

)
(6.6)

Vogliamo dimostrare che può essere riscritta nel seguente modo11 utilizzando i superoperatori
definiti in precedenza:

S[X] =
i

2

∫
dtdθDXaẊa (6.7)

Andiamo allora a espandere l’integrando in componenti.

i

2
DXaẊa =

i

2

((
∂

∂θ
− iθ d

dt

)
(Xa − iθΨa)

)
(Ẋa − iθΨ̇a) =

i

2
(−iΨa − iθẊa)(Ẋa − iθΨ̇a) =

=
1

2
(ΨaẊa + θẊaẊa − iθΨaΨ̇a)

Integrando in dθ si ricava l’azione (6.6). In una teoria di campo, questa riscrittura dell’azione è, a
livello di calcoli, più impegnativa, ma la logica sottostante è la stessa.

Il secondo vantaggio dato dal superspazio è che, ipotizzando di trattare una particella di spin 1
2 , lo

spin è naturalmente incorporato nel momento angolare[14]. Per vederlo utilizziamo la formula per
le correnti conservate data dal teorema di Noether:

Mmn =
∂L

∂Ẋm
δXn +

∂L

∂Ψ̇m
δΨn (6.8)

Consideriamo come trasformazione una rotazione: δXi = ϵijkϕ
kXj e δΨi = ϵijkϕ

kΨj , con ϕk =
cost. Si ottiene:

Mmn =
1

2
(ẊmXn − ẊnXm) +

i

2
(ΨmΨn −ΨnΨm) =

1

2
(ẊmXn − ẊnXm) + iΨmΨn (6.9)

Riconosciamo il momento angolare orbitale (a meno di una massa) Lmn = ẊmXn − ẊnXm e chia-
miamo Smn il secondo termine. Identifichiamo ora il vettore Si = ϵijkSjk = i(Ψ2Ψ3,Ψ3Ψ1,Ψ1Ψ2)
e calcoliamone la norma:

S2 = S⃗ · S⃗ = +(Ψ2
2Ψ

2
3 +Ψ2

3Ψ
2
1 +Ψ2

1Ψ
2
2)

Sfruttando però la relazione di anticommutazione canonica, ricaviamo che Ψ2
a = 1

2 , pertanto
possiamo semplificare la somma come

S2 = 3

(
1

2

)2

=
3

4
(6.10)

Che è esattamente l’autovalore di S2 per una particella con s = 1
2 . Inoltre osserviamo che tutte le

componenti di S⃗ sono autoaggiunte, per cui esso definisce in maniera consistente un osservabile del
sistema.

11Il vantaggio di questa notazione è che l’azione è invariante a vista sotto trasformazioni di supersimmetria.
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6.3 Supergruppi e superalgebre

Consideriamo uno spaziotempo in D dimensioni e supponiamo di introdurvi N supersimmetrie:
ci domandiamo come venga esteso il gruppo di simmetria relativo allo spaziotempo. Utilizziamo
il formalismo del superspazio aggiungendo N variabili di Grassmann θ1, . . . , θN alle D coordinate
spaziotemporali: in questo modo possiamo considerare un supergruppo formato da matrici che
agiscono su questo superspazio. In particolare, esse prendono la seguente forma a blocchi[1]:


A F1

F2 B


in cui A rappresenta il gruppo di simmetria dello spaziotempo ordinario, B è una matrice che agisce
sulle variabili di Grassmann θi, mentre F1 e F2 sono matrici che rappresentano la supersimmetria,
ovvero mettono in relazione coordinate ordinarie e coordinate di Grassmann. Nell’ambito della
meccanica quantistica, l’unico grado di libertà ordinario è quello temporale e, volendo includere
per esso l’invarianza conforme, il generico supergruppo prende la forma:


SL(2,R) F1

F2 R-simmetria


dove per R-simmetria si intende una qualsiasi simmetria interna delle variabili di Grassmann, per
esempio quella per rotazioni. Un esempio notevole di supergruppo è dato dalla famiglia Osp(m|2n)
che prende la forma:


Sp(2n) F1

F2 SO(m)


Il supergruppo a cui faremo principale riferimento è Osp(1|2), la cui R-simmetria è l’identità e la cui
simmetria bosonica è quella conforme in una dimensione. La superalgebra di questo supergruppo
prevede, in una teoria con N = 1, l’introduzione di un partner superconforme S, anch’esso genera-
tore fermionico. Ipotizzando che sia Q che S siano hermitiani, le relazioni di (anti)commutazione
sono:

[H,K] = 2iD [H,D] = iH [D,K] = iK

{Q,Q} = 2H [Q,D] = +
i

2
Q [Q,K] = −iS

{S, S} = 2K [S,D] = − i
2
S [S,H] = iQ

{S,Q} = −2D [Q,H] = 0 [S,K] = 0

In generale si può dimostrare[11] che ogni sistema quantistico con invarianza conforme può essere
promosso a un sistema supersimmetrico N = 1.

Nel prossimo capitolo analizzeremo, invece, una superalgebra con Q e S non hermitiani.
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7 Estensione supersimmetrica del modello DFF

I generatori conformi per il modello DFF sono i seguenti:

H =
p2

2
+

g

2x2
D = −1

4
(xp+ px) K =

1

2
x2

Per costruire la controparte supersimmetrica del modello[15], facciamo uso del metodo di Witten:
introduciamo una variabile di Grassmann θ complessa e una coordinata fermionica ψ ̸= ψ†. La
relazione di anticommutazione canonica diventa:

{ψ†, ψ} = 1 (7.1)

mentre ψ anticommuta con se stesso e il suo aggiunto con se stesso, ovvero i loro quadrati sono nulli.

Il primo, nuovo operatore che compare nella teoria è il generatore della trasformazione U(1) che
mappa ψ → eiαψ e ψ† → e−iαψ†:

B =
1

2
[ψ†, ψ] (7.2)

Gli autovalori di questo operatore sono ± 1
2 ; inoltre, è immediato osservare che B è hermitiano e che

commuta con l’hamiltoniano H: ciò significa che viene introdotta della degenerazione nello spettro
energetico, il quale assume una struttura a doppietti.

Il generatore di supersimmetria, nella costruzione di Witten, assume il seguente aspetto:

Q = ψ†
(
−ip+ dW

dx

)
Q† = ψ

(
+ip+

dW

dx

)
(7.3)

in cui W (x) viene detto superpotenziale. Poiché Q è lineare in ψ, valgono le relazioni Q2 =
(Q†)2 = 0. L’anticommutatore tra Q e Q†, invece, deve essere proporzionale all’hamiltoniano,
pertanto espandendolo è possibile ricavare la forma esplicita di W (x) per il nostro sistema.

{Q,Q†} = ψ†
(
−ip+ dW

dx

)
ψ

(
ip+

dW

dx

)
+ ψ

(
ip+

dW

dx

)
ψ†
(
−ip+ dW

dx

)
=

= ψ†ψ

(
p2 − i

[
p,
dW

dx

]
+

(
dW

dx

)2
)

+ ψψ†

(
p2 + i

[
p,
dW

dx

]
+

(
dW

dx

)2
)

=

=
(
ψ†ψ + ψψ†)(p2 + (dW

dx

)2
)
− i
(
ψ†ψ − ψψ†) [p, dW

dx

]
=

= p2 +

(
dW

dx

)2

− i
(
−id

2W

dx2

)
(2B) = p2 +

(
dW

dx

)2

− 2B
d2W

dx2

{Q,Q†} = 2H

Possiamo vedere che la relazione è soddisfatta imponendo W (x) = f
2 log x2, con f costante di

accoppiamento adimensionale > 0. Di conseguenza la forma esplicita di Q, Q† e H è:

Q = ψ†
(
−ip+ f

x

)
Q = ψ

(
+ip+

f

x

)
H =

1

2

(
p2 +

f(f + 2B)

x2

)
(7.4)

Infine, il generatore superconforme S si scrive come:

S = ψ†x S† = ψx (7.5)

Ancora una volta, per linearità in ψ e ψ†, il quadrato di S e S† è nullo. Calcoliamo l’anticommu-
tatore tra i due:

{S†, S} = ψxψ†x+ ψ†xψx = (ψ†ψ + ψψ†)x2 = x2 = 2K

In un certo senso, quindi, Q e S vanno a definire la radice quadrata, rispettivamente, di H e K.
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Saranno utili in seguito anche gli anticommutatori “misti” di Q e S, pertanto vale la pena calcolarli.
Essendo sia Q che S lineari in ψ†, gli unici non nulli sono {Q,S†} e il suo coniugato. Dunque:

{Q,S†} = ψ†
(
−ip+ f

x

)
ψx+ ψxψ†

(
−ip+ f

x

)
= ψ†ψ (−ipx+ f) + ψψ† (−ixp+ f) =

= f(ψ†ψ + ψψ†)− i(ψ†ψpx+ ψψ†xp) = f − i
(
ψ†ψpx+ (1− ψ†ψ)(i+ px)

)
=

= f − i(i− iψ†ψ + px) = f + 1− ψ†ψ − ipx = f + 1−
(
B +

1

2

)
− i
(
− i
2
− 2D

)
=

= f −B + 2iD

in cui sono state usate le relazioni ψ†ψ = B+ 1
2 e px = − i

2 −2D, ottenute invertendo le espressioni
degli operatori B e D e sfruttando le relazioni di commutazione e anticommutazione tra x e p e ψ
e ψ†.

7.1 Una digressione su B

Prima di discutere lo spettro degli operatori in gioco, soffermiamoci brevemente sul formalismo
dell’operatore B[16].

Partiamo da ψ: possiamo pensare ai vettori del nostro spazio di HilbertH come divisi in stati di spin
up |↑⟩ e stati di spin down |↓⟩ e, in questo senso, pensare a ψ e ψ† come operatori rispettivamente
di abbassamento e innalzamento12. La loro azione è allora:

ψ |↑⟩ = |↓⟩ ψ |↓⟩ = 0

ψ† |↓⟩ = |↑⟩ ψ† |↑⟩ = 0

Possiamo quindi giustificare gli autovalori dell’operatore B in questo modo:

B |↑⟩ = 1

2
(ψ†ψ − ψψ†) |↑⟩ = 1

2
|↑⟩ (7.6)

B |↓⟩ = 1

2
(ψ†ψ − ψψ†) |↓⟩ = −1

2
|↓⟩ (7.7)

Vediamo inoltre che B2 = 1
4 . Poiché la scansione degli autovalori di B è binaria, viene naturalmente

indotta una decomposizione dello spazio di Hilbert in due autospazi di B: H = H+

⊕
H−. Conclu-

diamo che, per il modello DFF supersimmetrico, l’operatore B cos̀ı definito rappresenta l’analogo
di (−1)F , ovvero è l’involuzione del sistema.

Analizziamo ora le conseguenze di questa decomposizione. Partiamo dalla decomposizione spettrale
di un generico vettore ϕ ∈ H:

ϕ =
1

2
(ϕ+ 2Bϕ) +

1

2
(ϕ− 2Bϕ) := ϕ+ + ϕ−

Chiamiamo ϕ+ vettore bosonico e ϕ− vettore fermionico. Scriviamo il vettore ϕ in forma matriciale:

ϕ =

(
ϕ+
0

)
+

(
0
ϕ−

)
=

(
ϕ+
ϕ−

)
(7.8)

In questa base l’operatore B assume una forma diagonale:

B =
1

2

(
I+ 0
0 −I−

)
(7.9)

12Questa rappresentazione di H è possibile in virtù della sua dimensione infinita, che permette una scomposizione del
tipo H = C2 ⊗H0.
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A questo punto possiamo effettuare anche una distinzione degli operatori che agiscono sullo spazio.
Detto M un operatore generico, la sua forma sarà:

M =

(
α β
γ δ

)
Allora valgono le seguenti relazioni:

[B,M ] = 0 ⇐⇒ M :=M+ =

(
α 0
0 δ

)
(7.10)

{B,M} = 0 ⇐⇒ M :=M− =

(
0 β
γ 0

)
(7.11)

In analogia a quanto fatto con i vettori dello spazio, chiamiamo gli operatori del tipo M+ operatori
bosonici, mentre chiamiamo quelli del tipo M− operatori fermionici. Dimostriamo ora che gli
operatori fermionici sono gli operatori di supersimmetria per come è stata definita nell’ambito della
meccanica quantistica. È sufficiente considerare l’applicazione di un M− a un generico vettore ϕ:

M−ϕ =

(
0 β
γ 0

)(
ϕ+
ϕ−

)
=

(
βϕ−
γϕ+

)
(7.12)

Ovvero l’operatore M− ha mappato un elemento di H+ in un elemento di H− e viceversa.

Nel sistema in analisi, H, D e K sono operatori bosonici; in particolare, H è un operatore del tipo
M+ con α = H+ e δ = H−, in cui H± si ottiene sostituendo B con i propri autovalori nella (7.4).
Possiamo definire invece due operatori fermionici della forma M− che chiamiamo Q e S: per Q si
ha β = Q† e γ = Q, mentre per S si ha β = S† e γ = S.

7.2 Spettro supersimmetrico di L0

Introducendo la supersimmetria in un sistema quantistico, si dice che essa è linearmente realizzata
se lo stato di minima energia è annichilito dall’hamiltoniano, altrimenti si dice che la supersimmetria
è spontaneamente rotta. Ciò è legato al fatto che

⟨ψ|H |ψ⟩ = 1

2
⟨ψ| (Q†Q+QQ†) |ψ⟩ = 1

2
∥Q |ψ⟩∥2 + 1

2

∥∥Q† |ψ⟩
∥∥2 ≥ 0 (7.13)

Come già discusso nella prima sezione sul modello DFF, lo stato di minima energia per H non è
ben definito, e in effetti lo stato E = 0 rimane non normalizzabile anche introducendo gli opera-
tori supersimmetrici. In particolare, si può dimostrare che l’andamento asintotico della funzione
d’onda corrispondente è del tipo x∓f per B = ± 1

2 , pertanto nell’integrazione per la normalizzazio-
ne compaiono divergenze attorno allo zero o all’infinito. Diciamo quindi che la supersimmetria è
spontaneamente rotta.

Analizziamo ora le conseguenze della supersimmetria sullo spettro di L0. L’introduzione dell’ope-
ratore B ha causato la comparsa di degenerazione nello spettro di H: è lecito quindi chiedersi cosa
accada allo spettro di L0. Per farlo, distinguiamo i casi in base all’autovalore di B considerato,

ricordando che l0 = 1
2 +

1
2

√
g + 1

4 e che nella precedente derivazione di H da Q è stato identificato

g = f(f + 2B).

B = +1
2 B = −1

2

g f(f + 1) f(f − 1)

l0 3
4 + f

2
1
4 + f

2

Tabella 1
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Osserviamo quindi la comparsa di un’asimmetria ∆l0 = l0(B = + 1
2 ) − l0(B = − 1

2 ) = 1
2 . Per

comprenderla meglio definiamo dei nuovi operatori M e N il cui ruolo verrà chiarito in seguito.

M = Q− S = ψ†
(
−ip+ dm

dx

)
M† = Q† − S† = ψ

(
+ip+

dm

dx

)
N = Q† + S† = ψ

(
+ip+

dn

dx

)
N† = Q+ S = ψ†

(
−ip+ dn

dx

)
m(x) =

f

2
log x2 − x2

2
n(x) =

f

2
log x2 +

x2

2

Ancora una volta, gli anticommutatori del tipo {X,X} si annullano per la dipendenza da ψ2. A mo’
di esempio, calcoliamo due anticommutatori non nulli; di seguito viene riportata l’algebra completa.

{M,M†} = {Q− S,Q† − S†} = {Q,Q†} − {Q†, S} − {Q,S†}+ {S, S†} =
= 2H + 2K − (f −B − 2iD)− (f −B + 2iD) = 4L0 − 2f + 2B := 4T1

{M,N} = {Q− S,Q† + S†} = {Q,Q†} − {Q†, S}+ {Q,S†} − {S, S†} =

= 2H − 2K +

(
f

2
− 1

2
B + iD

)
−
(
f

2
− 1

2
B − 2iD

)
= −4L−

L’algebra è:

1

4
{M,M†} = L0 +

1

2
B − 1

2
f := T1

1

4
{N,N†} = L0 −

1

2
B +

1

2
f := T2 (7.14)

−1

4
{M,N} = L− −1

4
{M†, N†} = L+ (7.15)

Dalle ultime due relazioni è possibile dedurre (almeno intuitivamente) che M e N sono opera-
tori fermionici di abbassamento, mentre M† e N† sono operatori fermionici di innalzamento: in
particolare, lo shift al livello |ln⟩ è di 1

2 . L’algebra di L0, M e N può essere calcolata:

[L0, N ] = −1

2
N [L0, N

†] =
1

2
N†

[L0,M ] = −1

2
M [L0,M

†] =
1

2
M†

Conosciamo allora completamente lo spettro di L0 diviso nei settori B = ± 1
2 :

l−n := ln(B = −1

2
) =

1

2

(
f +

1

2

)
+ n (7.16)

l+n := ln(B = +
1

2
) =

1

2

(
f +

1

2

)
+

1

2
+ n (7.17)

Vogliamo dimostrare che N e M alzano o abbassano l’autovalore di L0 cambiando il valore di B,
ossia connettono i due settori. Per farlo, analizziamo lo spettro degli operatori T1 e T2 definiti in
precedenza. Valutando i loro commutatori con N e M , segue che, analogamente a H con Q, i loro
spettri sono degeneri:

[T1,M ] = [T1,M
†] = 0 [T2, N ] = [T2, N

†] = 0

È noto che la supersimmetria generata da H e Q non viene linearmente realizzata: essendo la
situazione di T1 e T2 analoga rispetto a M e N , ci chiediamo se una di queste supersimmetrie
venga linearmente realizzata. L’andamento della funzione d’onda dello stato di minima energia era
dato da e∓W (x), con ∓ dovuto alla degenerazione in B: per T1 e T2 è quindi sufficiente procedere
con i superpotenziali m(x) e n(x). Da ciò deriviamo che l’unica13 combinazione ammissibile è

quella e+m(x) = xfe−
x2

2 , pertanto la supersimmetria di T1 viene realizzata, mentre quella di T2 è

13Potrebbe sembrare che anche e−n(x) = x−fe−
x2

2 dia luogo a uno stato normalizzabile per un dato intervallo di f ;
tuttavia includendo tale stato nello spazio di Hilbert, l’hamiltoniano non sarebbe più autoaggiunto.
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spontaneamente rotta. È centrale osservare che risolvere il problema agli autovalori per il vuoto
di T1 ha fatto sorgere un vincolo su B, che deve necessariamente assumere il valore − 1

2 : lo stato
di minima “energia” di T1 è non degenere, mentre gli altri presentano la solita struttura a doppietto.

Per T1 gli operatori N e N† assumono il ruolo di operatori di distruzione e creazione, e il loro
effetto è descritto da:

[T1, N ] = −N [T1, N
†] = +N†

Definendo T1 |t1⟩ = t1 |t1⟩, lo spettro, distinto nei due settori B = ± 1
2 , è descritto da:

t−1 = 0, 1, 2, . . .

t+1 = 1, 2, 3, . . .

in cui il fatto che l’autovalore più basso sia 0 è noto dalla realizzazione della supersimmetria. Infine,
è rilevante calcolare anche il commutatore con L±:

[T1, L±] = [L0, L±] = ±L±

per cui anche L± svolge la funzione di operatore di abbassamento o innalzamento. La differenza
tra l’azione di N (†) e L± si gioca sul valore di B dello stato di arrivo: l’azione di L± mantiene
invariato il valore di B, mentre N (†) ne cambia il segno.

Per T2 la supersimmetria è spontaneamente rotta (ciò è dovuto alla non normalizzabilità di e±n(x)),
pertanto lo spettro di T2 avrà una degenerazione a coppie con autovalore minimo > 0. Valgono,
inoltre, considerazioni speculari a quelle su T1 sugli operatori M , M† e L±.

Possiamo ora meglio interpretare tutti i risultati ottenuti. Per farlo è utile ricordare le conseguenze
del teorema di Goldstone: nelle teorie di campo quantistiche, per ogni rottura spontanea di sim-
metria esiste un’eccitazione del campo, ovvero una particella. Quando la simmetria in gioco è di
carattere bosonico, la particella corrispondente è un bosone con spin 0, mentre se la simmetria è
fermionica, la particella è un fermione con spin 1

2 . È possibile allora identificare gli operatori di
innalzamento e abbassamento come l’analogo degli operatori di creazione e distruzione delle parti-
celle di Goldstone.

Diagonalizzando L0, lo spettro si divide in due settori B = ± 1
2 . Per passare all’autovalore succes-

sivo rimanendo nello stesso settore (incremento di ±1) si utilizzano gli operatori L±, che quindi
corrispondono agli operatori di creazione e distruzione di bosoni di Goldstone, mentre per cambiare
l’autovalore cambiando settore (incremento di ± 1

2 ) si utilizzano N
(†) e M (†), operatori di creazione

e distruzione di fermioni di Goldstone.

Diagonalizzando T1, la supersimmetria di M (†) è realizzata, pertanto ci si aspetta un comporta-
mento supersimmetrico degli stati con t1 > 0. In effetti, sia L± che N (†) cambiano l’autovalore di
±1: questo significa che le eccitazioni bosoniche (L±) e quelle fermioniche (N (†)) sono a tutti gli
effetti equivalenti, e pertanto viene rispettata la supersimmetria tra bosoni e fermioni di Goldstone.
L’operatore M (†) lascia invariato l’autovalore t1 e cambia il segno di B.

Diagonalizzando T2, la supersimmetria di N (†) è spontaneamente rotta: lo spettro è, infatti, de-
genere a coppie e definito positivo. L± ancora una volta cambia l’autovalore in senso bosonico e
M (†) lo cambia in senso fermionico.

Nelle figure seguenti viene rappresentato graficamente quanto appena discusso.
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Figura 4: A sinistra, la divisione dello spettro di L0 in due settori distinti con spaziatura 1 tra elementi
dello stesso settore e 1

2 tra elementi di settori diversi; a destra le transizioni tra elementi dei due settori:
le linee in rosso collegano elementi con lo stesso autovalore di T1, le linee in blu collegano elementi con
lo stesso autovalore di T2 (si noti che lo stato |l0⟩ non presenta degenerazione in T1).

8 Conclusioni

In questo elaborato si è cercato di presentare gli strumenti teorici basilari finalizzati alla compren-
sione delle teorie conformi e supersimmetriche e di applicarli a semplici sistemi quantomeccanici. In
particolare sono state introdotte le nozioni di trasformazioni conformi e di supersimmetria e sono
stati delineati gli aspetti salienti delle relative descrizioni come gruppi di simmetria e algebre di Lie.

Il modello principe che più volte è stato ripreso nel corso della tesi è stato il modello di De Alfaro,
Fubini e Furlan, di cui sono state evidenziate le proprietà di invarianza di scala, le patologie legate
allo spettro energetico continuo, un approccio risolutivo alternativo, che restituisce uno spettro
discreto, e una possibile estensione supersimmetrica del sistema. I principali risultati dell’analisi
sono tre: la comparsa di uno spettro di tipo armonico, ovvero discreto, lineare in n e con un vuoto
definito positivo, la divisione dello spettro supersimmetrico in due settori e la possibilità di colle-
garli attraverso opportuni operatori che definiscono ulteriori supersimmetrie di fatto equivalenti a
quella di partenza.

Studiando la dinamica di una particella supersimmetrica in un buco nero estremo è stato possibile
fare uso dei precedenti risultati: riducendosi, infatti, a studiare il moto radiale nelle vicinanze dell’o-
rizzonte degli eventi è emersa una struttura conforme pienamente equivalente a quella del modello
DFF. A partire da questa conclusione sono stati poi analizzati i vincoli sui generatori conformi D
e K per una particella vincolata su una generica varietà in N dimensioni.

Si è accennato a una possibile trattazione supersimmetrica del problema del buco nero, tuttavia
essa richiederebbe l’introduzione di ulteriori strumenti e ciò va oltre gli scopi di questo elabora-
to. Alcune utili direttive a riguardo si possono trovare in [9]: questo prototipo di modello con
invarianza superconforme funge da trampolino di lancio per approfondire i risultati moderni sulla
corrispondenza AdS/CFT e sulle teorie quantistiche della gravità.
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A Commutatori dell’algebra conforme D = 1

Sia ψ una funzione d’onda sufficientemente regolare. Valutiamo i commutatori che definiscono
l’algebra:

[H,D]ψ = (i∂t)(it∂t)ψ − (it∂t)(i∂t)ψ = −∂tψ − t∂2t ψ + t∂2t ψ = iHψ

[D,K]ψ = (it∂t)(it
2∂t)ψ − (it2∂t)(it∂t)ψ = −2t2∂tψ − t3∂2t ψ + t2∂tψ + t3∂2t ψ = iKψ

[H,K]ψ = (i∂t)(it
2∂t)ψ − (it2∂t)(i∂t)ψ = −2t∂tψ − t2∂2t ψ + t2∂2t ψ = 2iDψ

Verifichiamo che C2 sia un Casimir dell’algebra:

[H,C2] = [H,KH] + i[H,D]− [H,D2] = [H,K]H + i[H,D]− [H,D]D −D[H,D] =

= 2iDH −H − iHD − iDH = −i[H,D]−H = H −H = 0

[K,C2] = [K,KH] + i[K,D]− [K,D2] = K[K,H] + i[K,D]− [K,D]D −D[K,D] =

= −2iKD +K + iKD + iDK = i[D,K] +K = −K +K = 0

[H,C2] = [D,KH] = [D,K]H +K[D,H] = iKH − iKH = 0

B Riscrittura del simbolo di Christoffel contratto

Faremo uso del seguente lemma: detta A una matrice simmetrica (AT = A), vale ∂
∂x log |A| =

Tr
(
A−1 ∂A

∂x

)
. Detti λi gli autovalori di A e ui i rispettivi autovettori di norma unitaria, valgono le

seguenti proprietà:

Aui = λiui

uTi uj = δij

A =
∑
i

λiuiu
T
i

A−1 =
∑
i

1

λi
uiu

T
i

|A| = det(A) =
∏
i

λi

Dimostriamo il lemma lato per lato. Scriviamo il lato sinistro come:

LHS:
∂

∂x
log |A| = ∂

∂x
log

(∏
i

λi

)
=

∂

∂x

(∑
i

log λi

)
=
∑
i

1

λi

∂λi
∂x

Per espandere il lato destro useremo queste proprietà:

•∂A
∂x

=
∑
i

∂λi
∂x

uiu
T
i +

∑
i

λi

(
∂ui
∂x

uTi + ui
∂uTi
∂x

)
• ∂
∂x

(uTi uj) =
∂uTi
∂x

uj + uTi
∂uj
∂x

= 0

•Tr(uiuTi ujuTj := σ) = (uTi uj)(uiu
T
j ) = δij

•Tr

(
uiu

T
i (
∂uj
∂x

uTj + uj
∂uTj
∂x

) := ρ

)
= (uTi

∂uj
∂x

)(uTj ui) + (uTi uj)(
∂uTi
∂x

uj) = δij(
∂uTi
∂x

uj + uTi
∂uj
∂x

) = 0
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Dunque, espandendo a destra:

RHS: Tr

(
A−1 ∂A

∂x

)
= Tr

∑
i,j

1

λi

∂λj
∂x

σ +
∑
i,j

1

λi
λjρ

 =
∑
i,j

1

λi

∂λj
∂x

Tr(σ) +
∑
i,j

λj
λi

Tr(ρ) =
∑
i,j

1

λi

∂λj
∂x

δij =

=
∑
i

1

λi

∂λi
∂x

Ovvero LHS = RHS.

A questo punto dimostriamo che possiamo riscrivere il simbolo di Christoffel nel modo presentato
nel capitolo 4:

Γb
ba =

1

2
gbk (∂bgak + ∂agbk − ∂kgab) =

1

2
gbk (∂agbk) =

1

2
Tr
(
g−1∂ag

)
← g è matrice

=
1

2
∂a log g = ∂a log

√
g =

∂a
√
g

√
g

← g è determinante

C Sulle definizioni di supersimmetria

In questa sezione affronteremo alcuni aspetti generali delle più semplici estensioni supersimmetriche
della meccanica quantistica[16].

Consideriamo 5 esempi in cui nella stessa meccanica quantistica introduciamo supercariche diverse:

1. Due supercariche Qi autoaggiunte tali che Q2
1 = Q2

2 = H e {Q1, Q2} = 0

2. Una supercarica q non hermitiana tale che {q, q†} = 2H e q2 = q†2 = 0

3. Una supercarica Q autoaggiunta e un’involuzione K tali che K2 = I, {K,Q} = 0 e Q2 = H

4. Due supercariche Qi autoaggiunte e un’involuzioneK tali cheK2 = I, {K,Q1} = {K,Q2} = 0
e Q2

1 = Q2
2 = H

5. Una supercarica q non hermitiana e un’involuzione K tali che K2 = I, {K,q} = {K,q†} = 0,
{q,q†} = 2H e q2 = q†2 = 0

Si dimostrano i seguenti risultati:

A. Scrivendo q = 1√
2
(Q1 + iQ2) e q = 1√

2
(Q1 + iQ2) si vede che (1.) è equivalente a (2.) e che

(4.) è equivalente a (5.).

B. Dalla (3.) possiamo definire un nuovo operatore Q′ = ±iKQ e verificare che rispetta le stesse
relazioni di anticommutazione di Q, ovvero Q′ costituisce una seconda supercarica del siste-
ma, ovvero (3.) e (4.) sono equivalenti.

C. Il punto precedente vale anche al contrario, rendendo possibile ridurre (4.) a (3.) attraverso
Q2 = ±iKQ1.

D. È possibile dimostrare che da (1.) si può dedurre un’involuzione K = iQ2Q−1
1 (propriamente

definita su (kerQ1)
⊥ ma estendibile a tutto lo spazio di Hilbert) e, quindi, che (1.) è equiva-

lente a (4.).

E. Assumendo (1.) possiamo scrivere l’hamiltoniano H in maniera simmetrica come H =
1
2 (Q

2
1 + Q2

2), da cui è chiaro che una trasformazione delle supercariche del tipo Q′
i = Ai

jQj

con A ∈ O(2) lascia invariate le relazioni che definiscono il modello. In questo senso, le su-
percariche non sono univocamente definite e il sistema è automaticamente invariante anche
per rotazioni nello spazio delle supercariche. La stessa relazione vale per (4.), mentre per i
modelli (2.) e (4.) si traduce in una moltiplicazione per una fase q′ = λq con λ ∈ U(1).
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Da questa breve discussione consegue che il più semplice approccio alla meccanica quantistica su-
persimmetrica consiste nell’introdurre un operatore numero fermionico K e una supercarica Q, il
che è equivalente a un’estensione supersimmetrica con N = 2 supercariche reali o N = 1 superca-
riche complesse. Un sistema con N = 1 supercariche autoaggiunte e nessuna involuzione K non
può essere equivalente a un sistema N = 2: questo è fondamentalmente legato al fatto che per un
tale sistema non esiste una decomposizione ± dello spazio di Hilbert H generata da K (in que-
sto senso possiamo inquadrare l’affermazione di Witten “Il più semplice sistema quantomeccanico
supersimmetrico ha N = 2”, ovvero definire un sistema puramente N = 1 è possibile ma definirlo
supersimmetrico è un abuso della definizione).

Quanto discusso in questa sezione sostanzialmente giustifica l’approccio allo studio dello spettro
supersimmetrico di L0 nella sezione 7.2. Per definire le relazioni tra i due settori, infatti, abbiamo
dovuto discutere gli spettri di due operatori T1 e T2. In particolare, abbiamo definito dei nuovi
operatori M e N come combinazioni lineari di Q e S e li abbiamo interpretati come supercariche
associate a T1 e T2. Questo è stato possibile in virtù della proprietà E, per cui, anche cambian-
do operatore di riferimento, non è stata introdotta nessuna nuova supersimmetria, bens̀ı è stata
riformulata quella iniziale, nonostante la differenza nella sua realizzazione in T1 e T2.
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[3] P. Di Francesco, P. Mathieu e D. Sénéchal. Conformal Field Theory. Springer, 1997.
[4] Alberto Zaffaroni. Introduction to the AdS/CFT correspondence.
[5] Tadashi Okazaki. Implications of Conformal Symmetry in Quantum Mechanics. 2017.

arXiv: 1704.00286 [hep-th].
[6] Vittorio de Alfaro, S. Fubini e G. Furlan. ≪Conformal Invariance in Quantum Me-

chanics≫. In: Nuovo Cim. A 34 (1976). doi: 10.1007/BF02785666.
[7] Farrin Payandeh e Mohsen Fathi. ≪Isotropic Reissner-Nordström Geometry and the

Corresponding Gravitational Redshift≫. In: International Journal of Theoretical Phy-
sics 52.9 (set. 2013). doi: 10.1007/s10773-013-1628-x. url: https://doi.org/
10.1007/s10773-013-1628-x.

[8] Yuji Tachikawa. BPS bound. Controllato il 23/08/2024. url: https://www-hep.
phys.s.u-tokyo.ac.jp/~yujitach/tmp/dummies/dummiessu6.html.

[9] P. Claus et al. Black Holes and Superconformal Mechanics. 1998. arXiv: hep-th/
9804177 [hep-th].

[10] George Siopsis. Canonical quantization of a particle near a black hole. 2000. arXiv:
hep-th/0006084 [hep-th].

[11] Jeremy Michelson e Andrew Strominger. The Geometry of (Super) Conformal Quan-
tum Mechanics. 1999. arXiv: hep-th/9907191 [hep-th].

[12] M. F. Sohnius. ≪Introducing Supersymmetry≫. In: Phys. Rept. 128 (1985). doi:
10.1016/0370-1573(85)90023-7.

[13] Fiorenzo Bastianelli. Path integrals for fermions, susy quantum mechanics, etc.. 2013.
[14] Nathan Berkovits. Introduction to Supersymmetry. 2023.
[15] S. Fubini e E. Rabinovici. ≪Superconformal Quantum Mechanics≫. In: Nucl. Phys.

B 245 (1984). doi: 10.1016/0550-3213(84)90422-X.
[16] M. Combescure, F. Gieres e M. Kibler. Are N=1 and N=2 supersymmetric quantum

mechanics equivalent? 2004. arXiv: quant-ph/0401120 [quant-ph].

DFA - UniPD 29 S. Cavaliere

https://arxiv.org/abs/hep-th/9911066
https://arxiv.org/abs/1704.00286
https://doi.org/10.1007/BF02785666
https://doi.org/10.1007/s10773-013-1628-x
https://doi.org/10.1007/s10773-013-1628-x
https://doi.org/10.1007/s10773-013-1628-x
https://www-hep.phys.s.u-tokyo.ac.jp/~yujitach/tmp/dummies/dummiessu6.html
https://www-hep.phys.s.u-tokyo.ac.jp/~yujitach/tmp/dummies/dummiessu6.html
https://arxiv.org/abs/hep-th/9804177
https://arxiv.org/abs/hep-th/9804177
https://arxiv.org/abs/hep-th/0006084
https://arxiv.org/abs/hep-th/9907191
https://doi.org/10.1016/0370-1573(85)90023-7
https://doi.org/10.1016/0550-3213(84)90422-X
https://arxiv.org/abs/quant-ph/0401120

	Introduzione
	Trasformazioni conformi e gruppo conforme
	Trasformazioni conformi
	Gruppo conforme
	Teoria conforme in D = 1

	Il modello DFF
	Diagonalizzare H: spettro continuo
	Diagonalizzare L0: spettro discreto

	Un'applicazione: limite near-horizon di una particella in un buco nero estremo
	Metrica di Reissner-Nordström
	Cenni sullo spazio AdS2

	Dinamica di una particella di test
	Interpretazione geometrica del metodo DFF

	Invarianza conforme per una particella in N dimensioni
	Operatore momento su una varietà
	Vincoli su H, K e D

	Supersimmetria in meccanica quantistica
	Supersimmetria: un approccio euristico
	Superspazio: un'interpretazione geometrica della supersimmetria
	Cenni ai numeri di Grassmann

	Supergruppi e superalgebre

	Estensione supersimmetrica del modello DFF
	Una digressione su B
	Spettro supersimmetrico di L0

	Conclusioni
	Commutatori dell'algebra conforme D = 1
	Riscrittura del simbolo di Christoffel contratto
	Sulle definizioni di supersimmetria
	Bibliografia

