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Introduzione

Il proposito di questo lavoro e quello di fornire un’introduzione alle varieta toriche, sia da
un punto di vista algebrico, che da un punto di vista simplettico. Questa tesi sara dunque
divisa in due parti dalla simile struttura, che tratteranno i due diversi approcci. A un
richiamo di nozioni base di geometria algebrica e simplettica, seguira l'introduzione delle
varieta toriche, presentandone una costruzione dalla quale emergera la connessione con i
politopi. Ricordiamo che con politopo si intende I'inviluppo convesso di un sottoinsieme
finito S.

Nel primo capitolo verranno introdotte alcune definizioni di geometria algebrica neces-
sarie per la trattazione a venire. In seguito, verra fornita una caratterizzazione algebrica
delle varieta toriche, a partire dai loro caratteri e sottogruppi a un parametro. Seguira
poi la trattazione degli ideali torici: infatti una varieta torica puo essere vista come una
varieta algebrica definita da un ideale generato da binomi i cui esponenti hanno particolari
proprieta correlate al semigruppo affine e dunque al sottoreticolo relativo alla varieta. In
questo contesto, con reticolo si fa riferimento a un gruppo abeliano libero di rango finito.

Il secondo capitolo vertera sulla connessione tra politopi e varieta toriche: verra infatti
provata l'effettiva corrispondenza biunivoca che sussiste tra le facce di un politopo e le
orbite dell’azione di un toro, concludendo cosi la trattazione dell’argomento dal punto di
vista algebrico.

Nel terzo capitolo verranno introdotte delle nozioni di base di geometria simplettica,
necessarie per definire le varieta toriche simplettiche. Una varieta torica simplettica e
una varieta simplettica (M, w) dotata di un’azione hamiltoniana effettiva di un toro T di
dimensione pari alla meta della dimensione di M:

dim(T) = %dz’m(M)

e la cui scelta corrisponde alla mappa dei momenti pu.

Il focus del quarto capitolo sara quello di presentare una classe particolare di poli-
topi, detti politopi di Delzant. Essi sono particolari politopi soddisfacenti alle proprieta
di simplicity, rationality e smoothness. Il risultato principale di questa sezione sara il
teorema di Delzant, che prova l'esistenza di una corrispondenza biunivoca tra varieta
toriche simplettiche e politopi di Delzant. Per provare l'esistenza di tale mappa, verra
usata una particolare tecnica, la riduzione simplettica, allo scopo di associare un politopo
n-dimensionale A a una varieta torica simplettica (Ma, wa, T, pa).






Capitolo 1

Varieta toriche affini

In questo capitolo si dara la definizione di varieta torica e se ne fornira una descrizione
dal punto di vista algebrico. Prima di tutto, pero, bisogna dare alcune definizioni di base
di geometria algebrica

1.1 Nozioni preliminari

Definizione 1.1.1 (Varieta affine). Consideriamo un ideale I C Clxyq,...,x,]. Ad esso
rimane associata una varieta affine

VI)={peC'tc f(lp)=0Vfel}
e ad una varieta affine V.C C™ si puo associare ['ideale
IV)=A{f eClzy,...,z,) te. f(p)=0VpeV}.

Il pit importante oggetto algebrico associato ad una varieta affine V e il suo anello delle

coordinate
Clzy,y ey )

(V)
Gli elementi di C[V] possono essere interpretati come funzioni polinomiali a valori in C su
V. Si osservi che C[V] ha la struttura di una C-algebra: cio significa che la sua struttura
di spazio vettoriale &€ compatibile con la sua struttura di anello.

Un fatto di notevole importanza, € la corrispondenza tra i punti di una varieta affine
V e gli ideali massimali del suo anello delle coordinate C[V]. Infatti, a un punto p € V
rimane associato l'ideale massimale

my = {f € C[V] t.c f(p) = 0}

e tutti gli ideali massimali di C[V] si ottengono in questo modo. Dato che la varieta
affine V' puo essere ricostruita dal suo anello delle coordinate usando come punti gli ideali
massimali si definisce

C[V] =

V' = Spec(C[V]).
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Data una varieta affine V' C C", useremo due topologie. La prima e la topologia
standard, indotta dall’usuale topologia su C". La seconda e la topologia di Zariski che
definiamo come segue.

Definizione 1.1.2 (Topologia di Zariski). Data una varieta affine V- contenuta in C*, la
topologia su 'V che ha come chiusi sottovarieta di V', ossia varieta affini di C* contenute
i V', si dice topologia di Zariski. Gli aperti di Zariski sono i complementari dei chiusi.

Si osservi che gli aperti di Zariski sono aperti anche nella topologia standard, dal momento
che le sottovarieta sono chiuse in essa (infatti i polinomi sono funzioni continue).

]?eﬁnizione 1.1.3 (Chiusura di Zariski). Dato un sottoinsieme S C V', la sua cﬁz’usum
S nella topologia di Zariski ¢ la piu piccola sottovarieta di V' contenente S. S wverra
chiamata chiusura di Zariski di S.

Esempio 1.1.1.
Il toro n-dimensionale 7" = (C*)" ¢ un insieme affine aperto:

(CH)"=C"\V(xy...x,) CC"
con anello delle coordinate

Clzy, .- Tnlaye, = Clatt, ... 2!

Gli elementi di questo anello si chiamano polinomi di Laurent.

1.2 1l toro

La varieta affine (C*)" & un gruppo sotto 'operazione di moltiplicazione componente
per componente. Il toro affine n-dimensionale ¢ una varieta affine isomorfa a (C*)", ed
esso eredita la struttura di gruppo dall’isomorfismo. Iniziamo definendone il carattere e i
sottogruppi a un parametro.

Definizione 1.2.1 (Carattere). Un carattere di un toro T' é un morfismo x : T — C*
che € un omomorfismo di gruppi.

Per esempio, m = (ay,...,a,) € Z" fornisce il carattere x" : (C*)" — C* definito da
X" (L, ty) =0t

Si dimostra che tutti i caratteri di (C*)™ si ottengono in questo modo; si veda [2].
Considerato un toro arbitrario T, i suoi caratteri formano un gruppo abeliano libero M di
rango uguale alla dimensione di 7. Ossia se T' ~ (C*)", allora M = Homgy(T,C*) ~ 7.
Enunciamo i seguenti risultati riguardanti i tori.

Proposizione 1.2.1. Siano T} e T due tori, e sia ® : T1 — Ty un morfismo che sia un
omomorfismo di gruppi. Allora I'tmmagine di ® ¢ un toro ed é chiusa in T5.
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Proposizione 1.2.2. Sia T un toro e sia H C T una sottovarieta irriducibile di T', che
sia anche sottogruppo. Allora H & un toro.

Per la dimostrazione dei due precedenti risultati, si rimanda a [2].

Consideriamo ora uno spazio vettoriale W di dimensione finita su C. Supponiamo che
un toro 7T agisca linearmente su W, ove si denoti con ¢ - w 'azione di t € T'su w € W.
Dato x™ € M, definiamo:

Wy ={weWte t-w=x"(t)wVt e T}

Definizione 1.2.2 (Sottogruppo a un parametro). Un sottogruppo a un parametro di un
toroT' & un morfismo \: C* — T che é un omomorfismo di grupp:.

Per esempio u = (by,...,b,) € Z" fornisce un sottogruppo a un parametro \* : C* —
(C*)™ definito da:
Ne(t) = (... 1)

Si dimostra che tutti i sottogruppi a un parametro di (C*)" si ottengono in questo modo;
si veda [2]. Segue che il gruppo dei sottogruppi a un parametro di (C*)"™ & naturalmente
isomorfo a Z". Dato T un toro arbitrario, i sottogruppi a un parametro formano un
gruppo abeliano libero N di rango uguale alla dimensione di 7. Ovvero se T' ~ (C*)",
allora N = Homy(C*,T) ~ Z".

Si puo definire come segue un prodotto scalare naturale:

() MxN=Z

e INTRINSECQO: dato un carattere x™ e un sottogruppo a un parametro A“, la loro
composizione Y™ o A* : C* — C* ¢ un carattere di C*, dato da ¢ — ¢ per qualche
[ € Z. Allora abbiamo che <m, u> =1

e CONCRETO: Se T = (C*)" con m = (ay,...,a,) € Z", u = (by,...,b,) € Z",

allora abbiamo che: .

<m, u> = Z a;b;

=1

ossia 'usuale prodotto scalare.

Ne segue che i caratteri e i sottogruppi a un parametro di un toro 7' formano gruppi
abeliani liberi M e N di rango finito con prodotto scalare <,> : M x N — Z che
identifica N con Homyz(M,Z) e M con Homy(N,Z).

1.3 Reticoli e ideali torici

Definizione 1.3.1 (Varieta torica affine). Una varieta torica affine é una varieta affine
irriducibile V' tale che:
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o il toro Ty = (C*)" sia contenuto in V', e sia esso sottoinsieme aperto rispetto alla
topologia di Zariski di 'V

e ['azione di T su se stesso si estende a un’azione di T su V.

Nella precedente definizione, con azione si intende quella data dalla struttura di gruppo,
ossia quella data dal morfismo Ty x V' — V ove la coppia (¢,v) viene mandata in t - v e
dove - & loperazione di gruppo ereditata da Ty = (C*)™.

Esempio 1.3.1.
La curva piana C' = V(2% — 4?) C C? ha una cuspide nell’origine. Essa costituisce una
varieta torica affine con toro

Ty =C*~C\ {0} =CN(C")?*={(t* ) t.c. t € C*},

ove l'isomorfismo ¢ dato da t — (¢2,¢3). In questo caso I'azione di Ty si estende a C' nel
seguente modo:

t- (ZE, y) = (t2ZE, tgy)

Definizione 1.3.2 (Reticolo). Un reticolo é un gruppo abeliano libero di rango finito.
Dunque un reticolo di rango n e isomorfo a Z".

Ad esempio, un toro Ty ha reticoli M dei caratteri e N dei sottogruppi a un parametro.
Dato un toro Ty con reticolo dei caratteri M, un insieme A = {my,...,m;,} C Z",
definisce i caratteri

X" Ty — C*

Consideriamo quindi la mappa
(I)A Iy — (O

definita da:
DA(t) = (X" (t),...,x™(t)) € C

Definizione 1.3.3. Dato un insieme finito A C Z", la varieta torica affine Y4 é definita
come la chiusura di Zariski dell’tmmagine della mappa ® 4 definita sopra.

La definizione e giustificata dal seguente risultato.

Proposizione 1.3.1. Dato A C Z" come sopra, sia ZA C M il sottoreticolo generato da
A. Allora Y, € una varieta torica affine il cui toro ha reticolo dei caratteri ZA < M. In
particolare, la dimensione di Y4 € uguale al rango di Z.A.

Dimostrazione.
Consideriamo la mappa tra tori

Py Ty — (C*)S
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Per la Proposizione [1.2.1] I'immagine 7 = ®4(T) & un toro ed & chiusa in (C*)*. Cio
implica che Y, N (C*)* = T, dal momento che Y, & la chiusura di Zariski dell'immagine.
Ne segue che I'immagine 7' & un aperto di Zariski in Y. Inoltre, T ¢ irriducibile (& un
toro), dunque anche la sua chiusura di Zariski Y4 ¢ irriducibile.

Si consideri ora I’azione di 7. Dal momento che T C (C*)*, un elemento ¢ € T agisce su
C*® e manda varieta in varieta. Allora:

T=t-TCt Yy

mostra che t - Y, € una varieta contenente 7. Dunque Y, C t-Y, per definizione di
chiusura di Zariski. Sostituendo ¢ con t~! si ottiene Y4 C t- Y4, dunque 'azione di T
induce un’azione su Y 4. Si conclude che Y4 € una varieta torica affine.

Resta da calcolare il reticolo dei caratteri di T, che sara temporaneamente denotato con
M’. Dal momento che T'= & 4(Ty), vi ¢ il seguente diagramma commutativo:

T —2(C*)*
N

Questo diagramma di tori induce un diagramma commutativo di reticoli di caratteri:

M 227

N

M/

Dal momento che CI/>J\4 : Z° — M manda la base standard eq, ..., es in mq,...,mg, 'imma-
gine di ® 4 ¢ ZA. Dal diagramma otteniamo che M’ ~ ZA. Allora si ottiene il risultato
voluto, dal momento che la dimensione di un toro equivale al rango del suo reticolo dei
caratteri. [

In termini concreti, fissata una base di M, assumiamo M = Z™". Allora gli s vettori in
A C Z" possono essere visti come le colonne di una matrice A n X s a entrate intere. In
questo caso, la dimensione di Y4 € semplicemente il rango della matrice A.

Sia Y4 C C*° = Spec(C[xy, ..., xs]) una varieta torica affine ottenuta da un insieme
finito A = {my,...,ms} C M. Possiamo descrivere 'ideale I(Y,4) < C[zy,...,xs] come
segue. Come nella dimostrazione della Proposizione [1.3.1, ® 4 induce una mappa tra i
reticoli dei caratteri .

D7 — M

che manda la base standard ey, ..., e, nella base mq,...,m,. Sia L il kernel di questa
mappa, abbiamo allora la seguente sequenza esatta sinistra:

0 —L—72°— M
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In parole pilt semplici, gli elementi | = (l4,...,l5) € L soddisfano »_;_, l;m; = 0. Dato
I =(ly,...,l5) € L definiamo
l+ = Z liei

;>0

l_ = — liei
1;<0
Notiamo che [ =1, —1_ e che [,,]l_ € N°. Il binomio

- l; —;
gt — ol = Hxl — I_I:Bz

1;>0 ;<0

si annulla sull'immagine di ®4 e dunque su Y4, dato che Y, ¢ la chiusura di Zariski

dell'immagine. Infatti:
H(tml)ll — H (tmj)fl]'
;>0 l]' <0

tzli>0 mily tle <0™Mjlj )

Proposizione 1.3.2. L%deale della varieta torica affine Y, C C® e dato da:
I(Yy) =z —a2-te l e L)= (x* =2 te. a,fEN ea—f ¢ L)

Dimostrazione.

L’uguaglianza dei due ideali risulta evidente dalle definizioni precedenti. Denotiamo 1i-
deale a destra dell'uguaglianza con Iy. Ricordiamo che I(Y,4) = {f € C* t.c. f(p) =
0V p € V}. Abbiamo appena mostrato che x'+ — x!= si annulla in Yy, quindi per defi-
nizione appartiene a I(Y,), da cui si ottiene I, C I(Y,4). Dobbiamo provare 'inclusione
opposta. Si scelga un ordine monomiale > su Clzy, ..., x;] e un isomorfismo Ty ~ (C*).
Allora possiamo assumere che M = Z" e che la mappa ¢4 : (C*)” — C* sia data dai
monomi di Laurent ¢" nelle variabili ¢y,...,t,. Se per assurdo I # I(Y,), scegliamo
f € 1(Ya)\ I, tale che il suo monomio principale 2* = [[;_, 2§ abbia grado minimo.
Dal momento che f(t™,...,t™) & identicamente nullo come polinomio nelle variabili
ty,...,t,, deve verificarsi una cancellazione che coinvolge il termine proveniente da x®. In

altre parole, f contiene un monomio z° = | xfl < x tale che

S S

H(tmi)ai — H(tmi)bi

i=1 i=1

cio implica che
S S
i=1 =1

ossia tale che « — 8 = Y7 (a; — b;)e; € L. Allora 2® — 2 € I, per la definizione di
Ir. Segue che f — 2%+ a® € I(Y4) \ I, e ha un termine di grado massimo strettamente
minore di quello di f che pero era stato scelto di grado minimo. Questa contraddizione
completa la dimostrazione. [
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Da risulta naturale la seguente definizione.

Definizione 1.3.4 (Ideale di reticolo, ideale torico). Sia L C Z° un sottoreticolo.
o Llideale I = (2% — a2’ t.c. o, EN e — B € L> si dice ideale di reticolo.
e Un ideale di reticolo primo si dice ideale torico.

Dal momento che le varieta toriche sono irriducibili, gli ideali considerati nella Proposi-

zione sono ideali torici.

Proposizione 1.3.3. Un ideale [ <Clz1, ..., x,] & torico se e solo se é primo ed é generato
da binomi del tipo x* — xP.

Dimostrazione.

Per definizione se I € torico allora esso € primo e generato da binomi. Supponiamo dunque
che I sia primo e generato da binomi 2% — z%. Osserviamo ora che V(I) N (C*)* & non
vuoto, dal momento che contiene (1,...,1) ed ¢ un sottogruppo di (C*)°*. Dal momento
che V(I) C C® ¢ irriducibile, segue che V(1) N (C*)® ¢ una varieta irriducibile di (C*)?,
che & anche sottogruppo. Per la Proposizione [1.2.2) T = V(I) N (C*)* & un toro. La
proiezione sulla i-esima coordinata fornisce un carattere T' — (C*)* — C*, che puo essere
scritto come x™i : T — C* per m; € M. Segue che V(I) =Y, per A = {my,...,ms} e
dato che I ¢ ideale primo, abbiamo I = I(Y4) per il teorema degli zeri di Hilbert. Allora
I & ideale torico per la Proposizione [1.3.2, [

1.4 Semigruppi affini

Definizione 1.4.1 (Semigruppo). Un semigruppo é un insieme S dotato di un’operazione
associativa binaria dotato dellidentita.

Affinche un semigruppo sia un semigruppo affine, richiediamo che:

e l'operazione binaria su S sia commutativa. Indicheremo 'operazione con + e I’ele-
mento identico con 0. Dunque un insieme finito A C S fornisce:

NA:{Zammt.c.amEN}gs

meA

e Il semigruppo ¢ finitamente generato, ossia vi ¢ un insieme finito A C S tale che

NA=S
e [l semigruppo puo essere immerso in un reticolo M.

Definizione 1.4.2 (Algebra di semigruppo). Dato un semigruppo affine S C M, lalgebra
di semigruppo C[S] ¢ lo spazio vettoriale su C con base S e moltiplicazione indotta dalla
struttura di semigruppo di S.
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Precisamente, si pensi ad M come il reticolo dei caratteri di un toro Ty, cosi m fornisce
il carattere x. Allora abbiamo:

C[S] = { Z emX" tc. e €Cecy,,=0Vm e S\ F con F insieme fim'to}
mesS

con moltiplicazione indotta da:

Se S = NA per ./4 - {mla s 7m8}’ allora (C[S] = C[Xm17 T ’Xms]'

Esempio 1.4.1.

Se eq,...,e, € una base di un reticolo M, allora M ¢ generato da A = {+ey,...,%e,}
come semigruppo affine. Ponendo ¢; = x*, si identifica I’algebra del semigruppo C[M]
con 'anello dei polinomi di Laurent:

ClM] =C[ty,..., 7],
come visto in precedenza, C[M] risulta essere 1'anello delle coordinate del toro Ty.

I semigruppi affini permettono di generare varieta toriche affini come segue.
Proposizione 1.4.1. Sia S C M un semigruppo affine.
e C[S] ¢ un dominio di integrita ed é finitamente generato come C-algebra.

o Spec(C[S]) € una varieta torica affine il cui toro ha reticolo dei caratteri 7S, e se
S =NA, con A C M insieme finito, allora Spec(C[S]) = Y4.

Dimostrazione.

Come ¢ stato osservato in precedenza, se A = {my, ..., ms}, allora C[S] = C[x™, ..., x™],
dunque C[S] ¢ finitamente generato. Dal fatto che S C M, segue che C[S] C C[M], quin-
di dall’Esempio segue che C[S] & dominio di integrita. Consideriamo il seguente
omomorfismo di C-algebre:

7 Clzy,...,xs) — C[M]
x;, — X

cio corrisponde al morfismo
d A - Ty — (O

definito da:
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equivalentemente, possiamo scrivere m = (®4)*. Si puo verificare che il kernel di 7 &

'ideale torico I(Y4). L’'immagine di e C[x™, ..., x| = C[S], e 'anello delle coordinate
di Yy @
ClYal = Clzy,...,x,]/1(Yy)
= Clxy,...,z,|/ker(m)
~ Im(m)=C[5].

Cio prova che Spec(C[S]) = Y4. Dal momento che S = NA implica ZS = ZA il toro
Spec(C[S]) = Y ha il reticolo di caratteri desiderato per la Proposizione [[.3.1 O

Il seguente esempio chiarisce il significato della Proposizione [1.4.1}

Esempio 1.4.2.

Si consideri il semigruppo S C Z generato da 2 e da 3, dunque S = {O 2,3,...}. Per
studiare P'algebra di semigruppo C[S] ci riconduciamo all’Esempio . Ponendo A =
{2,3}, allora ®4(t) = (t%,1%) e l'ideale torico ¢ dato da I(Yj,) <;E y*). Dunque

abbiamo che :
Clz, ]

(2% —y?)

e la varieta torica affine Y & la cubica cuspidale 23 = y2.

C[S] = C[, ] ~






Capitolo 2

Varieta toriche proiettive e politopi

Nel Capitolo 1, sono state introdotte le varieta toriche affini. In generale, una varieta
torica ¢ una varieta irriducibile X su C contenente un toro 7 ~ ((C*))" come aperto di
Zariski, tale che l'azione di (C*)" su seé stesso si estenda a un’azione su X.

2.1 Varieta proiettive

In questo capitolo tratteremo di varieta toriche proiettive. Ricordiamo che lo spazio
proiettivo P™ ¢ definito da
P" = (C™\{o})/C*

dove C* agisce via omotetie, ossia A-(ag, . . ., a,) = (Aag, ..., A\a,) per A € C* e (ag, .. .,a,) €
C*1. Allora (ay, . .., a,) sono coordinate omogenee di un punto in P" e sono ben definite
a meno di omotetie.

Diciamo che un polinomio p € C|z,..., z,] si azzera in un punto [w,,...,w,| se
p(Awy, ..., A\w,) = 0 VA € C*. Sinoti che questa condizione implica che ogni componente
omogenea di p si annulla. Verra considerata la topologia di Zariski su P™: un chiuso di
Zariski in P™ & un insieme di zeri comuni di un numero finito di polinomi di Clz, ..., z,].

Un aperto di Zariski e il complementare di un chiuso.

Un’ipersuperficie in P™ e I'insieme degli zeri di un polinomio omogeneo non costante
in Clz, ..., 2,)\{0} il grado del quale ¢ detto grado dell'ipersuperficie. Ricordiamo che
un polinomio si dice ridotto se ciascuno dei suoi fattori irriducibili ha molteplicita 1.

Definizione 2.1.1 (Varieta proiettiva). Una varieta proiettiva é un sottoinsieme non
vuoto e chiuso di uno spazio proiettivo P".

Definizione 2.1.2 (Topologia di Zariski su varieta proiettive). La topologia di Zariski
su una varieta proiettiva X C P™ e la topologia secondo la quale gli aperti di Zariski
(rispettivamente 1 chiusi) sono tutti gli insiemi ottenuti intersecando X con un aperto
(rispettivamente con un chiuso) in P™.

Una varieta proiettiva X si dice irriducibile se non puo essere scritta come unione di
due opportuni sottoinsiemi chiusi.
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Esempio 2.1.1.
Il prodotto di due spazi proiettivi € una varieta proiettiva. Cido puo essere visto tramite
I"simmersione di Segre:

SP X P s P
(] [w]) = [ow]

Le coordinate omogenee di un punto dell’immagine [z ® w| sono
Yij = zwj, 1=0,...,n, 7=0,...,m
L’immagine di S e descritta dal sistema di equazioni
YiiYki = YriYil, 0,k =0,...,n; 7,0l =0,...,m

Dunque S(P™ x P™) ~ P" x P™ & un sottoinsieme chiuso non vuoto di P*+"*™_  In
particolare, S(P' x P!) ¢ il sottoinsieme di punti [yoo : Yo1 : %10 : y11] € P?, determinato
dall’equazione quadratica

YooY11 = Yo1Yio

dunque S(P! x P!) ¢ una ipersuperficie non degenere di grado 2 in P3.

Sia X C P™ una varieta proiettiva.

Definizione 2.1.3 (Funzione regolare). Una funzione regolare su X é una funzione X —
C che, localmente in un intorno di ogni punto x € X, puo essere scritta come quoziente
di due polinomi omogenei dello stesso grado, tale che il denominatore non si annulla in
x. L’anello delle funzioni regolari su X si indica con C[X].

Tutte le funzioni regolari su P" sono costanti. Piu genericamente, si dimostra che C[X] =
C ogniqualvolta che X & una varieta torica irriducibile [3]. L’anello C[X] non fornisce
dunque molte informazioni.

Siano X C P" e X' C P due varieta proiettive. Ricordiamo la mappa di affinizzazio-
ne:

Ve :=A{lz0,...,20] t.c. 2y #0} ~ C"

20 Zk—1 Rk+1 Zn
[ZOZ...,Zn] —> —_— e, —, ..., —
Zk 2k 2k 2k

Definizione 2.1.4 (Mappa regolare tra varieta toriche). Una mappa regolare da X a X'
e una mappa ¢ : X — X' tale che per ogni x € X esiste un intorno U di x e un intorno
affine V di p(x) per i quali o(U) CV e @ :U — V ¢é data da m funzioni regolari.

Esempio 2.1.2.

L’immersione di Veronese di grado d ¢ una mappa V : P* — PV dove N = (”;d) —1le
[20 : -+ : z,] € mappato nel punto di coordinate omogenee date dai monomi 28‘0 oz,
ove gli esponenti )\, ..., \, sono interi non negativi tali che A\g +--- 4+ A\, = d.
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In particolare, se n = 1,d = 2, 'immersione di Veronese e semplicemente data da:
VPl - P?
[20: 21] — [25: 2021 1 2]]

L’immersione di Veronese ¢ una mappa regolare e permette di passare da problemi
concernenti lo studio di ipersuperficie di grado d in P" a casi di iperpiani in P,

2.2 Varieta toriche proiettive

Si osservi che P™ ¢ una varieta torica con toro

Ten = P"\ V(zg...zn)={[ag: - :a,] €P" t.c.ag...a, #0}
{[T:ty:-- ity €P e ty,...,t, € C*} =~ (C*)"

L’azione di Tpr su se stesso si estende ad un’azione su P, e cio rende P" una varieta
torica. Per descrivere i reticoli associati a Tpn, si utilizza la seguente sequenza di tori:

1—C" — (C)" 5 Tpn — 1
derivante dalla definizione di P, ove

T (CHY"T — Tpa

t tn
1:—2:---: + )
t1 t1

(trs o tpgr) —

Quindi il reticolo dei caratteri di Tpn €

Mn = {(CLOu.. .,an> € Zn+1 t.c. Za,l- = 0}
1=0

e il reticolo dei sottogruppi a un parametro e il quoziente
N, =2"17(1,...,1)

Sia T un toro con gli usuali reticoli M e N. Nel Capitolo 1, abbiamo usato un
sottoinsieme finito di M, A = {my,...,ms} C M per creare una varieta torica affine Y,
che sia la chiusura di Zariski dell'immagine della mappa

(I)AZTN—>(CS

definita da:

Da(t) = (X™(1),...,x™(t) € C°
Per costruire una varieta torica proiettiva, si consideri ® 4 come mappa in (C*)*, e la si
componga con "'omomorfismo 7 : (C*)® — Tps—1 per ottenere

Ty 24 (C*)° = Tpeor C P!
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Definizione 2.2.1 (Varieta torica proiettiva ). Dato un insieme finito A C M, la varieta
torica proiettiva X 4 & la chiusura di Zariski in P*=1 dell’immagine della mappa 7o ® 4.

Le varieta toriche sono semplici da costruire, come mostra il seguente esempio.

Esempio 2.2.1.
Sia A = {AW ... A&} un sottoinsieme finito di Z". Resta associata ad A I'azione di
(C*)™ sullo spazio proiettivo P*~! definita da:

A(s)

w-[z1:---:zs]:[w’\(l>z1:---'w 2]

per w € (C*)™. Sia X 4 la chiusura dell’orbita di (C*)™ rispetto a [1: ---: 1]. Allora (C*)"
€ una varieta torica proiettiva.

L’Esempio [2.2.1] ¢ molto importante e ha le seguenti conseguenze.

Esempio 2.2.2.
Fissato un intero positivo d, sia

A= {D=No,.. ., \) €Z" te. iy >0Vi, Ao+ + A, =d}
= 2O A

che corrisponde all’insieme di tutti i monomi di Laurent in n variabili di grado d, non
contenenti potenze negative. Allora

Xq={[w™: 0wV te w e (C)+1} = V(P?) ~ P"

ove V : P* — PV & la mappa di Veronese di grado d descritta nell’ Esempio [2.1.2]

2.3 Varieta toriche proiettive equivarianti

Definizione 2.3.1 (Varieta torica proiettiva equivariante). Sia X una varieta torica per
un toro (C*)". X ¢ proiettiva equivariante se esiste un’immersione (C*)"-equivariante
X < P* per qualche k e per qualche azione di (C*)" su P*.

Sia A = {AM ... A®)} un sottoinsieme finito di Z". Si consideri I'Esempio [2.2.1]

X4 ={[w - wr?] € PE-1 te w € (C*)n)

La varieta torica X 4 e chiaramente equivariantemente immersa in P*~!, ossia 1’azione del
toro X 4 si estende a tutto P+~

Il seguente teorema mostra che ogni varieta torica proiettiva equivariante ¢ equivalente a
una varieta della tipologia di X 4 per qualche insieme finito A C Z".
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Teorema 2.3.1. Sia X wuna varieta torica (C*)"-equivariantemente immersa in P71,
Sia Y il minimo sottospazio proiettivo in P contenente X, e sia k — 1 la dimensione
di Y. Allora esiste un sottoinsieme A C Z" contenente k elementi e un isomorfismo
(C*)"-equivariante X4 — X che si estende a un isomorfismo proiettivo equivariante
| &

Dimostrazione.
Ogni azione di (C*)" su P!~! puo essere vista, tramite trasformazioni proiettive, come
un’azione lineare su C'. Ogni azione lineare di (C*)" su C' & diagonalizzabile, dunque in
opportune coordinate ¢ data da un insieme di \® € Z",i = 1,...,1 tale che w € (CH™
agisce come moltiplicazione per

w,\<l>

®
’LU)\

Si consideri un punto z = [z : -+ : z]| € X sull’orbita aperta del toro. Sia A C Z"
I'insieme dei A®) per i quali z; # 0.
Allora il sottospazio proiettivo minimale di P'~! contenente X &
Y i={[wy:-:w] €P"te 2z =0= w; =0}

La dimensione di Y & k—1, ove k ¢ la dimensione di A. Si ottiene dunque un isomorfismo
(C*)"-equivariante:

Pl =Y

X_A — X

O

Esempio 2.3.1.

Non tutte le varieta toriche proiettive sono proiettive equivarianti, per esempio, la cubica
nodale X C P? data dall’equazione

Z()Zg = Zig’ - Z()Z%

€ una varieta torica, ma non ammette immersioni proiettive equivarianti. Per una dimo-
strazione di questo fatto, si veda [5], pagina 169.

2.4 Politopi

Definizione 2.4.1 (Politopo). Un politopo in R™ ¢ linviluppo convesso di un numero
finito di punti in R™, ossia, dato un insieme finito S C R"™, un politopo € un insieme del

tipo:
P = Conu(S) = {Z/\“u t.c. Ay >0 Zx\u: 1} CR"

ueS uesS
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La dimensione di un politopo P C R" e la dimensione del piu piccolo spazio affine di
R™ contenente P. Sia u un vettore nello spazio duale (R")* e b € R. Otteniamo i due
seguenti insiemi:

Hyup={m e R" t.c. (m,u) = b}

Hf, ={m eR" t.c. (m,u) > b}.

Un sottoinsieme ) C P si dice faccia di P se esiste un vettore u come sopra, b € R tale
che:

Q = H,NnP
P C Hj,b,

in questa situazione, H,; si dice iperpiano affine di supporto. L’immagine mostra un
politopo con le linee di supporto delle sue facce 1-dimensionali. Le frecce nella figura
indicano i vettori w.

N

Possiamo anche vedere P come faccia di se stesso. Ogni faccia di P e ancora un
politopo. Le facce di P di particolare interesse sono chiamate faccette, spigoli o vertici,
e hanno rispettivamente dimensione dimP-1,1 e 0. Di seguito troviamo alcune proprieta
delle facce di un politopo P:

e P e l'inviluppo convesso dei suoi vertici.

e Se P=Conuv(S), ogni vertice di P appartiene a S.

e Se () € una faccia di P, allora le facce di ) sono le facce di P appartenenti a ().

e Ogni faccia non banale ) di P e data dall’intersezione delle faccette contenenti Q).

Un politopo P C R"™ puo essere scritto come intersezione finita di H ut b

S
_ +
P = m Huivbi’
=1

il viceversa e vero se 'intersezione e limitata. Di seguito e riportato il famoso esempio del
politopo di Birkhoff.
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Esempio 2.4.1.

Una matrice d x d M € M, 4(R) si dice doppiamente stocastica se le sue entrate sono non
negative e la somma delle entrate di ogni riga e di ogni colonna da 1. Se consideriamo
Mg q(R) come lo spazio affine R con coordinate a;j, allora l'insieme M, di tutte le
matrici bistocastiche ¢ definito dalle disuguaglianze:

CLij Z 0, VZ,j

d d
Zaij > 1, Zaijﬁlvj
i—1 i—1

d

d
Zaij Z 1, Zaij S 1 Vi.
j=1

J=1

Queste disuguaglianze implicano facilmente che 0 < a;; <1 V4, j, dunque M, ¢ limitato
e dunque ¢ un politopo.

Birkhoff e Von Neumann hanno provato indipendentemente che i vertici di M, sono
le n! matrici di permutazione e che dimMy = (d — 1)%. In letteratura, M, ha vari nomi,
tra cui politopo di Birkhoff e politopo di trasporto.

2.5 Decomposizione orbitale

Sia A = {\V ... A®} un sottoinsieme finito di Z". La varieta torica associata ad A &,
come mostrato nella sezione 2.2.

Xp={[w i € PFL te w € (C*)n}

Proposizione 2.5.1. Sia P l'inviluppo convesso in R™ dell’insieme A di cui sopra. Allora
vi & una funzione biunivoca tra le facce non vuote del politopo P e le (C*)™-orbite in X 4
data da:

{facce del politopo P} — {(C*)" — orbite in X4}

F — X°%F)
ove
XOF)={[u) € Xqtc.VA: uy=0 < \¢ F}

La dimensione di X°(F) ¢ la dimensione di F'. Inoltre, la chiusura di X (F) di X°(F) ¢
uguale alla varieta torica X g4np. Se F' e F' sono due facce di P, allora

X(F)CX(F) < F CF

Dimostrazione.
Sia u = (uy,...,u) € C* tale che [u] := [uy : - : ux] € X4. Dato A¥ € A, abbiamo che
la A®-esima componente di v ¢ data da

Uy = (0,...,O,ui,0,...,0)
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Dimostriamo innanzitutto che la corrispondenza ¢ ben definita, ossia che X°(F) ¢ effetti-
vamente un’orbita. Chiaramente X°(F) ¢ invariante

[u] € X°(F) = w - [u] € X°(F)

Inoltre, ogni coppia [u], [v/] & in relazione: per mostrare che esiste infatti un w € (C*)"

tale che uy = w*uy VA € F, si noti che uy = w} e uy = wy per qualche w;,w, € (C*)",
quindi basta prendere w = wywy .
Per provare I'iniettivita, dobbiamo mostrare che

F'#F = X°(F") # X°(F)

Senza perdere di generalita, assumiamo che esista un A € F” tale che A ¢ F. Percio, se
[u] € X°(F), allora uy = 0, dunque [u] ¢ X°(F").

Per provare la suriettivita, dobbiamo mostrare che ogni [u] € X4 appartiene a qualche
XO(F). Introduciamo la notazione

V; = 1 )\(Z) < F
[UF] = [Ul el Uk] tale che { v = 0 )\(z) ¢ F
In particolare avremo che [vp] = [1 : --- : 1]. Per definizione di X4, gli [u] € X4 sono

della forma
fu] = lim £(2) - [vr]
per una qualche mappa analitica f definita sul disco punturato data da:
f:{zeC te |z| <e} — (CH)"

f2)=(cz"+...,...,cpz" +...)

per alcune costanti ¢; € C*, alcuni esponenti a; € Z e dove i puntini di sospensione
rappresentano termini di grado piu alto.

Dato a = (ay,...,a,) € R", sia f, : R — R la funzione lineare definita dal prodotto
interno con a, f,(A) :=a- A\
Sia

F, :={\ € P dove il valore di f, & minimo}

L’insieme F, ¢ una faccia di P, chiamata faccia di supporto di f,. Per semplicita, suppo-
niamo che F, N A = {)\(1), )\(2)}. Il caso generale e piu complesso solo dal punto di vista

della notazione. Sia ¢ = (cq,...,¢,) € (C*)™ Allora si ha che:
Wl = tim £() - for)
— L A A(R)
=t [P s ()
e [CA(l)—f-...:C/\(2)+...:..‘]
= lim[™": 001 0]
z—0

= c-[vg) € XF,)
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. . . A
ove, nell’'uguaglianza centrale, tutte le coordinate omogenee sono state divise per 2%~ =

A2 . ... . . .. .. .
20N e i puntini di sospensione rappresentano dei termini con sole positive potenze di
z. O]






Capitolo 3

Varieta toriche simplettiche

In questo capitolo andremo a definire le varieta toriche simplettiche, ma prima di tutto
introdurremo delle nozioni base di geometria simplettica e di meccanica hamiltoniana.

3.1 Prerequisiti di geometria simplettica

Definizione 3.1.1 (Forma simplettica, varieta simplettica). Una forma simplettica su
una varieta M e una 2-forma chiusa w su M non degenere in ogni punto di M. Una

varieta simplettica é una coppia (M,w) ove M ¢ una varieta e w é una forma simplettica
su M.

La dimensione di una varieta simplettica ¢ necessariamente pari.

Esempio 3.1.1.
Sia M = R?" con coordinate lineari x1,...,%pn, Y1, .., Yn. La forma simplettica standard
su R?" ¢

Wy = Z dxy N dyp
k=1

Definizione 3.1.2 (Simplettomorfismo). Siano (My,wi), (Ms,ws) delle varieta simplet-
tiche 2n-dimensionali, e sia @ : My — My un diffeomorfismo. Allora ¢ € un simpletto-
morfismo se il pull-back di wy rispetto a ¢ e uguale a wy, ossia se:

*
@ W = W

Teorema 3.1.1 (Teorema di Darboux). Sia M una varieta differenziale di dimensione
pari e w una 2-forma simplettica definita su di essa. Esiste un atlante di M, detto atlante
simplettico, tale che in tutte le sue carte w assume la forma canonica:

w=dqgAdp

ove con (q,p) si denotano le coordinate locali.
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Dunque ogni varieta simplettica (M,w) ¢ localmente simplettomorfa a (R*",wj), ove 2n
e la dimensione di M.

Definizione 3.1.3 (Campo vettoriale hamiltoniano e simplettico). Sia (M,w) una varieta
simplettica. Un campo vettoriale X su M e hamiltoniano se la contrazione txw € esatta.
Un campo vettoriale X su M e simplettico se la contrazione txw € chiusa.

Localmente, su ogni insieme aperto contraibile, ogni campo vettoriale simplettico e
hamiltoniano. Indichiamo con £xw la derivata di Lie di w rispetto a X. Vale la seguente
formula, detta formula di Cartan:

Lxw =dixw + txdw
ove, nel nostro caso tyw € contrazione chiusa e dw = 0. Dunque si ha che
ﬁxw =0.

Se un campo vettoriale X e hamiltoniano con tyw = dH per qualche funzione liscia
H: M — R, si ha che:
LxH=1xdH =1xtxw=0

Definizione 3.1.4 (Funzione hamiltoniana). Una funzione hamiltoniana per un campo
vettoriale hamiltoniano X su M ¢ una funzione liscia H : M — R tale che t.xw = dH.

In quanto w & non degenere, ogni funzione H € C*°(M) & un’hamiltoniana per un qualche
campo vettoriale hamiltoniano, perché 'equazione txw = dH puo essere sempre risolta
per un campo vettoriale X liscio. Un campo vettoriale hamiltoniano X definisce una
funzione hamiltoniana a meno di una funzione localmente costante.

Esempio 3.1.2.
Si consideri la 2-sfera simplettica standard (S?,df A dh). Tl campo vettoriale X = % e
hamiltoniano con funzione hamiltoniana data dalla funzione altezza:

Lx(dO A dh) = dh.

Il moto generato da questo campo vettoriale ¢ una rotazione attorno all’asse verticale,
che naturalmente preserva area e altezza.

3.2 Azioni hamiltoniane

Definizione 3.2.1 (Gruppo di Lie). Un gruppo di Lie G € una varieta differenziale dotata
di un’operazioe G X G — G dotata delle sequenti proprieta:

ep-(qg-r)=(p-q) -rVp,qreg (associativita),

e JlcGtc.p-I=1-p=pVpeG (elemento neutro),
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eVpeGIpteGte p-pt =1 (inverso),
e le mappe (p,r) — p-r, p+—> p~ ! sono lisce.

Definizione 3.2.2 (Azione di un gruppo di Lie). Un’azione di un gruppo di Lie G su una
varieta M e un omomorfismo di gruppi

v:G — Diff(M)

g > 1y,

ove Dif f(M) indica il gruppo dei diffeomorfismi di M. La mappa di valutazione associata
con azione ¥ : G — Dif f(M) é

evy : Mx§G — G
(p,g) = Yy(p).

L’azione 1 ¢ liscia se la mappa evy, € liscia.

D’ora in avanti assumeremo sempre che 1’azione sia liscia.
Sia (M,w) una varieta simplettica, G un gruppo di Lie con azione ¢ : G — Dif f(M).

Definizione 3.2.3 (Azione simplettica). L’azione 1 é un’azione simplettica se
Y G — Sympl(M,w) C Diff(M)
ove Sympl(M,w) indica il gruppo dei simplettomorfismi di (M, w).

Esempio 3.2.1.

Si consideri la 2-sfera simplettica (S?,df A dh) in coordinate cilindriche. Il gruppo dei
diffeomorfismi dato dalla rotazione attorno all’asse verticale ¥,(0,h) = (0 +t,h), t € R
¢ un’azione simplettica del gruppo S! ~ R/ <27r>, dal momento che preserva la forma
do A dh.

Definizione 3.2.4 (Algebra di Lie). Un’algebra di Lie di campi vettoriali é una collezione
di campi vettoriali chiusa per combinaziont lineari e commutazione.

Sia (M,w) una varieta simplettica, G un gruppo di Lie con azione ¢ : G — Dif f(M),
e sia g l'algebra di Lie di G con spazio vettoriale duale g*.

Definizione 3.2.5 (Azione hamiltoniana). La mappa 1 € un’azione hamiltoniana se esiste
una mappa

w: M — g*

che soddisfa le due sequenti condizioni:
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e VX € g, siap*: M — R, uX(p) = </L(p),X> la componente di ju lungo X, e sia X
il campo vettoriale su M generato dal sottogruppo a un parametro {exp(tX) t.c. t €

R} C G. Allora
dp™ = 1xw

o0ssia la funzione u* ¢ una funzione hamiltoniana per il campo vettoriale X,

e la mappa p € equivariante rispetto alla data azione v di G su M e rispetto all’azione
coaggiunta Ad* di G su g*

,uozﬂg:Ad;o,quég.
(M,w,G, u) si dice G-spazio hamiltoniano, e p si dice mappa dei momenti.

Esempio 3.2.2.

Si consideri nuovamente la situazione presa in esame nell’Esempio [3.2.1] Si tratta di
un esempio di azione di S' con mappa dei momenti data dalla funzione altezza, sotto
un’opportuna identificazione del duale dell’algebra di Lie di S! con R.

3.3 Varieta toriche simplettiche

Teorema 3.3.1. Sia (M,w) una varieta simplettica compatta e connessa, e sia T™ un
m-toro. Si supponga che 1 : T™ — Sympl(M,w) sia un’azione hamiltoniana con mappa
dei momenti u: M — R™. Allora si ha che:

e le curve di livello di i sono connesse,
e ['immagine di | € connessa,
o ['immagine di p e l'inviluppo convesso dell’immagine dei punti fissi dell’azione.

L’immagine p(M) della mappa dei momenti si dice politopo dei momenti. Una dimo-
strazione del Teorema si puo trovare nel testo [7].

Un’azione di un gruppo G su una varieta M si dice effettiva se € iniettiva come mappa
G — Diff(M), ossia se ogni elemento del gruppo g # e ha almeno un punto non fisso,
che ¢ (,cp; Gp = {e} ove G, = {g € G t.c. g- p=p} ¢ lo stabilizzatore di p.

Definizione 3.3.1 (Varieta torica simplettica). Una varieta torica simplettica ¢ una va-
rieta simplettica compatta e connessa (M,w) munita di un’azione hamiltoniana effettiva
di un toro T tale che:

1
dimT = §dz'mM ,
e con la scelta di una corrispondente mappa dei momenti .

Definizione 3.3.2. Due varieta toriche simplettiche, (M;,w;, T;, p;), i = 1,2 si dicono
equivalenti se esiste un isomorfismo X : 17 — Ty e un simplettomorfismo A-equivariante
¢ : My — My tale che py = ps o ¢.
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Esempio 3.3.1.
La circonferenza S! agisce sulla 2-sfera (S?, wstandara = d A dh) tramite rotazioni attorno

all’asse verticale: ‘
e (0,h) = (0 +t, h),

con mappa dei momenti data dalla funzione altezza p = h e politopo dei momenti [—1, 1].






Capitolo 4

Teorema di Delzant

In questo capitolo verranno descritte le classi di equivalenza di varieta toriche simplettiche
mediante i loro politopi dei momenti p(M). La riduzione simplettica ¢ la tecnica che
viene usata per la costruzione di una varieta torica simplettica tramite 1'utilizzo di un
appropriato politopo.

4.1 Politopi di Delzant

Definizione 4.1.1 (Politopo di Delzant). Un politopo di Delzant /A € R™ é un politopo
soddisfacente alle sequenti proprieta:

e SIMPLICITY: in ogni vertice si incontrano n spigoli;

o RATIONALITY: gli spigoli che si incontrano nel vertice p sono razionali, 0ssia sono
della forma p + tu;, t > O, ove u; € Z";

e SMOOTHNESS: per ogni vertice, i corrispondenti uy,...,u, possono essere scelti
come una Z-base di Z".

Esempio 4.1.1.
Di seguito vi sono alcuni politopi di Delzant in R2.

Esempio 4.1.2.
Ora sono riportati alcuni esempi di politopi che non sono di Delzant:
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Osservazione. Il politopo di sinistra non rispetta la condizione di smoothness: dal
momento che il triangolo non ¢ isoscele, presi uno dei due cateti e il lato obliquo, essi
non generano una base di Z2, mentre il politopo di destra non rispetta la condizione di
simplicity.

Il teorema di Delzant classifica le classi di equivalenza di varieta toriche simplettiche in
termini di politopi di Delzant.

Teorema 4.1.1 (Teorema di Delzant). Le wvarieta toriche simplettiche possono essere
classificate mediante politopi di Delzant. Nello specifico, la corrispondenza biunivoca tra
questi due insiem: € data dalla mappa der momenti:

{varieta toriche simplettiche} — {politopi di Delzant}
(M, w,T" p) — (M)

Nelle seguenti sezioni verra descritta la costruzione che prova la suriettivita della
mappa biettiva definita nel Teorema di Delzant. Prima di tutto, pero, verra fornita una
descrizione algebrica dei politopi di Delzant.

Sia A un politopo di Delzant in (R")*, cioe il duale di R™, con un numero di faccette
paria d. Siav; € Z™" con i = 1,...,d il vettore primitivo normale alle faccette di A. Con
vettore v € Z" primitivo si intende un vettore che non puo essere scritto come v = ku
conu € Z", k € Z, |k| > 1. Allora possiamo descrivere A nel seguente modo:

A={zeR") te (z,v) <N, i=1,...,d} per qualche \; € R.

Esempio 4.1.3.
In riferimento alla figura sottostante, si ha:
A = {z€(R)H te. x>0, 29>0, 11 +25 < 1}
= {(R*" t.c. (z,(-1,0))<0, {(z,(0,-1))<0,(z,(1,1))< 1}
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4.2 Spazi orbitali
Sia ¢ : G — Dif f(M) una qualsiasi azione.

Definizione 4.2.1 (Orbita, stabilizzatore). Sia p € M. L’orbita di G rispetto a p é data
da {¢y4(p) t.c. g € G} . Lo stabilizzatore dip € M e G, = {g € G t.c. Y,(p) = p}

Definizione 4.2.2. L’azione di G su M si dice:

e transitiva se c’e solo un’orbita,

e libera se tutti gli stabilizzator: sono banali,

e localmente libera se tutt: gli stabilizzatori sono discreti.
Sia ~ la seguente relazione di equivalenza. Se p,q € M

p~q <= peqsono sulla stessa orbita

L’insieme quoziente M /G := M/ ~ viene detto spazio orbitale. Si consideri la seguente
mappa:

M — M/G
p +—— orbita di p,

essa viene detta proiezione punto-orbita.
Dotiamo M /G della topologia quoziente rispetto a m, ossia la piu fine topologia per
cui 7 & continua, ovvero tale che U C M/G & aperto se e solo se 71 (U) & aperto in M.

4.3 Riduzione simplettica

Sia w = %Zdzk A dz la forma simplettica standard su C". Tramite 'utilizzo delle
coordinate polari, possiamo scrivere z = re?, e dunque esprimere w nel seguente modo:

w :ZdeT’k/\dek
Infatti si ha che:
7
w = 5 Z dzp N\ dzy,
7 . o _ o
= 5 Z(drkew’“ +rie ekdé’k) N (drke O _ 1TRe ekdﬁk)
- 5 ZZdeQk A\ d?“j — Tk A d@k

= ZT‘de‘k/\ddgk
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Si consideri la seguente azione di S' su (C", w)
t € St — Yy = moltiplicazione per t.
L’azione ¢ hamiltoniana con mappa dei momenti:

pw:C" — R

Ik
2

— + costante.

Cio si verifica facilmente tramite il passaggio alle coordinate polari, dal momento che:

dp = —%ﬂz i)

_ 9 9
20, 7 T a0,

Lxw = —Zrkdrk:—%Zdr;ﬁ.

Se poniamo la costante uguale a %, allora p~'(0) = S?! ¢ la sfera unitaria. Lo spazio

orbitale del livello zero della mappa dei momenti e
ufl(o)/Sl — Sanl/Sl — Pnfl.

Oltretutto, questa costruzione induce una forma simplettica su P*~!, come particolare
conseguenza del seguente teorema.

Teorema 4.3.1 (Marsden-Weinsten, Meyer). Sia (M,w, G, 1) un G-spazio hamiltoniano
per un gruppo di Lie compatto G. Sia i: u~1(0) — M la mappa di inclusione. Si supponga
che G agisca liberamente su u='(0). Allora

e lo spazio orbitale M,cq = = (0)/G & una varieta;

o : 1 (0) = M,eq & un G-fibrato principale;

e c’¢c una forma simplettica pireq su M,eq che soddisfa ©*w = T wWyeq-
Per una dimostrazione del Teorema si veda, ad esempio, [§].

Definizione 4.3.1 (Riduzione simplettica). La coppia (M, eq, wreq) St dice Tiduzione sim-
plettica di (M,w) rispetto a G e p.
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4.4 Costruzione di Delzant

In questo paragrafo verra dimostrata la parte relativa alla suriettivita nel Teorema di Del-
zant, tramite 'utilizzo della riduzione simplettica per associare a un politopo di Delzant
A n-dimensionale una varieta torica simplettica (Ma,wa, T, pa).

Sia A un politopo di Delzant con d faccette. Sia v; € Z", ¢ = 1,...,d, il vettore
primitivo rivolto verso I'esterno normale alle faccette. Per qualche \; € R si ha che:

A={ze[R") te (z,v) <N, i=1,...,d}.
Sia e; = (1,0,...,0),...,e4 = (0,...,0,1) la base canonica di R?. Si consideri la mappa:

7:RY — R"

e; FH—— ;.

Lemma 4.4.1. La mappa 7 ¢ suriettiva e mappa Z¢ in Z".

Dimostrazione.
L’insieme {ey,...,eq} ¢ una base di Z%. L’insieme {v1,...,v4} genera Z" per la seguente
ragione. Si consideri un vertice p, i vettori che individuano gli spigoli u; ...,u, € (R")*

formano una base per (Z")*, la quale, a meno di un cambio di coordinate se necessario,
si puo assumere essere la base canonica. Allora i corrispondenti vettori primitivi normali
alle faccette che si incontrano in p sono simmetrici agli u;, e dunque formano una base
per Z". [

Dunque 7 induce una mappa suriettiva, chiamata ancora =, tra tori:
r:T*=R%/(27rZ%) — T"=R"/(27Z")

Il kernel N di 7 ¢ un sottogruppo di Lie (d — n)-dimensionale di T con inclusione i :
N — T¢. Sia n I'algebra di Lie di N. La sequenza di tori:

1> N—=T =T =1
induce una sequenza di algebre di Lie:
0—=n—=R!>R" =0

con sequenza dei duali:
0— (R")* = (RY)* = n* — 0.

Si consideri ora C? con la forma simplettica w = % > dz A dZg, e azione hamiltoniana
standard del toro T? data da:

(em, .. .,eitd) (21,00, 2q) = (eitlzu e ,eitdzd)'
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La mappa dei momenti ¢ data da ¢ : C* — (RY)* definita da:

1
d(21, .., 2q) = —§(|zl|2, . |zd|?) + costante
ove la costante viene scelta uguale a (Aq,..., ;). Ora, N agisce in modo hamiltoniano
con mappa dei momenti
i*og:Cl—n*

Sia Z = (1* 0 ¢)~1(0).
Claim 1. L’insieme Z e compatto e N agisce liberamente su Z. Si posponga per un
momento la dimostrazione del Claim 1.

Dal momento che i* e suriettiva, 0 € n* e un valore assunto da ¢*o¢. Dunque, Z ¢ una
sottovarieta compatta di C? di dimensione reale 2d — (d — n) = d + n. Lo spazio orbitale
M = Z/N & una varieta compatta di dimensione dimZ -dimN = (d+n) — (d—n) = 2n.
La mappa punto-orbita p : Z — M e un N-fibrato principale su Ma. Si consideri il
seguente diagramma;

Ty C*
Jr
Mn
ove j : Z — C?% & linclusione. Il Teorema garantisce l'esistenza di una forma
simplettica wa su Ma che soddisfa:
prwa = jw.

Dal momento che Z e connessa, anche la varieta simplettica compatta 2n-dimensionale
(Ma,wa) € compatta.

Dimostrazione Claim 1. L’insieme Z e chiaramente chiuso, dunque per mostrare
che e compatto, e sufficiente, per il Teorema di Heine-Borel mostrare che Z & limitato.
Sia A\’ 'immagine di A tramite 7*. Mostreremo che ¢(Z) = A/.

Lemma 4.4.2. Sia y € (R%)*. Allora:
ye N < yep(2).

Dimostrazione.
y € ¢(Z) se e solo se sono soddisfatte le seguenti condizioni:

e y appartiene all'immagine di ¢;

-k

o "y =0.

Usando l'espressione di ¢ e la terza sequenza riguardante i duali, si verifica che queste
condizioni sono equivalenti a :
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° <y,ei> <\, i1=1,...,d;
e y = 7" (z) per qualche z € (R")*.

Si supponga che valga la seconda condizione. Allora:

<y, €i> <\, Vi <= <7T*<33),€i> <\, Vi
“— <m,7r(ei)> <\, Vi
<~ <l’,1)i> < /\i7 A4
= zeA.
Dunque, y € ¢(2) <= yen*(A)=4" O

Dal momento che A’ & compatto e che ¢(Z) = A', si conclude che Z deve essere
limitato, e dunque compatto.

Rimane da mostrare che N agisce liberamente su Z.

Si consideri un vertice p di A, e sia I = {iy,...,i,} Uinsieme degli indici delle n
faccette che si intersecano in p. Sia z € Z tale che ¢(z) = 7*(p). Allora p ¢ caratterizzato
da n equazioni <p, vi> <\, coni € I

(p,mle)) < N\
<7T*(p), €i> <\
(¢(2),e:) < N\

i — esima coordinata di ¢(z) = \;

<p7 vi> S )\z

1

1reeed

Dunque otteniamo che z; = 0 per ogni ¢ € I. Dunque i vertici di /A corrispondono a punti
in Z che hanno esattamente n coordinate uguali a zero. Senza perdere di generalita, si
puo assumere che I = {1,...,n}. Lo stabilizzatore di z ¢&:

(TY, = {(t1, ..., tn, 1,...,1) € T}

Dal momento che la restrizione 7 : (R?), — R" mappa i vettori e; ..., e, in una base di Z,
vy, ..., v, di Z" rispettivamente, dunque 7 : (T?), — T deve essere biettiva. Poiché N &
il kernel di 7 : T — T", si conclude che NN (T?), = {e}, dunque N agisce liberamente su
ogni vertice. Dal momento che i vertici si identificano con punti in Z aventi n coordinate
uguali a 0, lo stabilizzatore di ogni punto deve essere incluso nello stabilizzatore di qualche
vertice. Cio conclude la dimostrazione del claim 1.

Dato un politopo di Delzant A, abbiamo costruito una varieta simplettica (Ma,wa)
ove Man = Z/N & una varieta compatta 2n-dimensionale e wa ¢ la forma simplettica
ridotta. Claim 2. La varieta (Ma,wa) € un T"-spazio hamiltoniano con mappa dei
momenti pa tale che pa(Ma) = A.
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Dimostrazione Claim 2. Sia z tale che ¢(z) = 7*(p), ove p indica un vertice di A,
come nella dimostrazione del Claim 1. Sia ¢ : T" — (T9), l'inversa della biezione pre-
cedentemente introdotta 7 : (R%), — R™. Dal momento che abbiamo trovato un’inversa
destra per m:

1 N _—t,Td_T ,n 1

otteniamo un isomorfismo

(i,0) : N x T" —=—T¢

L’azione di T™ discende dal quoziente M = Z/N. Rimane da mostrare che I’azione di
T™ su M e hamiltoniana con un’opportuna mappa dei momenti. Si consideri il seguente
diagramma

g J  od_? (R4)* Zn*@(Rn)*U_*)(Rn)*
|
Mn

ove l'ultima mappa orizzontale ¢ semplicemente la proiezione sul secondo fattore. Dal
momento che la composizione delle mappe orizzontali ¢ costante lungo le N-orbite, si ha
una mappa

UA MA — (Rn)*
che soddisfa

pupop=oc og¢oj.
Questa costituisce una mappa dei momenti per l'azione di T" su (Ma,wa). L’'immagine
di pup e:

pa(Ma) = (pa o p)(Z) = (0" 0 ¢oj)(Z) = (0" o) (A) = A,

poiche ¢(Z) = *(A) e 0" o* = (w0 0)* = id. Si conclude che (Ma,wa, T pua) € la
varieta torica richiesta corrispondente a A. [
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