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1. Introduzione 
La tematica che verrà in seguito esposta riguarda la valutazione dell’influenza della rigidezza dei 

materiali costituenti un incastro sulla deformazione di una trave a sbalzo. In particolar modo tale 

problematica è stata analizzata rispetto all’approssimazione di incastro perfetto alla quale 

comunemente si fa ricorso per la soluzione delle strutture. L’incastro ideale infatti è supposto non 

cedevole ed in grado di invalidare ogni grado di libertà, diversamente dalla realtà in cui il 

comportamento dei vincoli non ha tali caratteristiche.  

È stata considerata inizialmente la situazione ideale di una trave in acciaio (modulo elastico   

E=206000 MPa e rapporto di Poisson ν=0,3)  incastrata e caricata a sbalzo con una forza F=1000 N 

(Figura 1). 

L=1000 mm

F=1000 N

 

b=40 mm

h=70 mm

 

Figura 1. Trave con incastro perfetto e relativa sezione. 

 

Successivamente, è stato analizzato l’incastro reale secondo lo schema di seguito riportato per 

diversi valori del rapporto dimensionale c/L (0,05 – 0,1 – 0,15 – 0,2) dove c è la lunghezza del 

vincolo ed L indica la lunghezza della trave che è stata mantenuta costante. Per ogni circostanza, 

mantenendo sempre la trave costituita dallo stesso acciaio ipotizzato per la condizione ideale, è 

stato fatto variare il materiale dell’incastro (Tabella 1). In tal modo è stata valutata per ciascuna 

situazione l’influenza della rigidezza del vincolo mettendo in relazione la freccia ottenuta nel caso 

di vincolo perfetto con la freccia ricavata caso per caso. Inoltre, è stata analizzata la rotazione della 

sezione incastrata corrispondente a ciascuna modellazione di incastro reale. 
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L=1000 mm

6c

c

 
Figura 2. Modello di incastro reale. È stato riprodotto uno schema che meglio approssima la situazione reale di una 
trave stretta tra un morsetto. 

 

Materiale Incastro E 
 (MPa) 
  

Composito carbon/epoxy UD (in direzione // fibre) 600000 

Acciaio 206000 

Ghisa 120000 

Titanio 110000 

Lega leggera Alluminio 70000 

Magnesio 45000 

Composito glass/epoxy UD (in direzione // fibre) 42000 

Composito carbon/epoxy UD (in direzione ┴ fibre) 14000 

Composito glass/epoxy UD (in direzione ┴ fibre) 12000 

Poliammide + 35% fibre corte vetro (Nylon) 10000 

Resina epossidica 4000 

PEEK 3500 

PVC 3000 

Poliammide (Nylon) 2000 

Teflon 500 

 

Tabella 1. Materiali scelti per l'incastro. Il rapporto di Poisson è stato considerato costante (pari a ν=0,3). 

 



 

 

5

Quanto sopra esposto è stato valutato attraverso un’analisi agli elementi finiti (FEM). Inoltre sono 

state ricavate e valutate possibili soluzioni analitiche partendo dalla considerazione generale che un 

vincolo è caratterizzato da una propria rigidezza.  

Vi è infatti una rappresentazione generale equivalente che evidenzia tale proprietà tramite l’impiego 

di molle, ciascuna caratterizzata da una propria costante elastica (Figura 3).  

 

kx

ky

kϕ

 
Figura 3. Schema equivalente di incastro tramite molle. 

 

L’approssimazione di vincolo perfetto, cui si ricorre generalmente, è tanto più piccola quanto 

elevate sono le rigidezze. Infatti si considera l’incastro ideale costituito da molle con rigidezza 

infinita.  
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2. Trattazione analitica 

2.1   Incastro ideale 

La situazione ideale della trave incastrata è stata studiata partendo dall’equazione differenziale della 

linea elastica: 

( )
IE

xM

dx

xd

⋅
−= )(

2

2η
          2.1.1 

Dove:  � M(x) = momento flettente 

�  E = modulo elastico longitudinale della trave 

�  I = momento geometrico del secondo ordine  

 

Considerando lo schema seguente: 

F

FF
F L

L

x x'

(a)

(b)

 
Figura 4. (a) Rappresentazione struttura ideale; (b) Schema del corpo libero. 

 

Per convenzione si considera momento positivo quello sinistrogiro (ovvero quello che sollecita a 

trazione le fibre inferiori di una trave) e abbassamento positivo quello rivolto verso il basso, 

secondo i due sistemi di riferimento tracciati si ha: 

xFLFxM ⋅+⋅−=)(    oppure  ')'( xFxM ⋅−=     2.1.2 

Quindi riscrivendo per il caso specifico la 2.1.1: 

( )
IE

xFLF

dx

xd

⋅
⋅−⋅=

2

2η
         2.1.3 

Integrando una volta, si ottiene l’equazione per la determinazione delle rotazioni ϕ. 

( ) ( ) 1

2

2

1
c

xF
xLF

IE
x

dx

xd +






 ⋅−⋅⋅
⋅

== ϕη
       2.1.4 
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Per la determinazione della costante c1 si impone la condizione al contorno per cui: 

( ) 0000 1 =⇒=→= cx ϕ  

Integrando nuovamente, si ricava la relazione per il calcolo degli abbassamenti. 

( ) 2

32

62

1
c

x
F

x
LF

IE
x +








⋅−⋅⋅

⋅
=η         2.1.5 

Ora la condizione al contorno è: 

( ) 0000 2 =⇒=→= cx η  

Quindi all’estremità cui è applicata la forza F con  x=L, si avrà: 

( )
IE

LFx
F

x
LF

IE
Lx

⋅
⋅⋅=








⋅−⋅⋅

⋅
==

332

3

1

62

1η       2.1.6 

( )
IE

LFx
FxLF

IE
Lx

⋅
⋅⋅=








⋅−⋅⋅

⋅
==

22

2

1

2

1ϕ       2.1.7 

 

 

2.2   Incastro reale 

La problematica del calcolo delle deformazioni in situazioni reali di vincoli cedevoli elasticamente 

è stata analizzata in questa sede facendo ricorso a due configurazioni semplificate:  

• Incastro schematizzato tramite utilizzo di molle equivalenti. 

• Incastro schematizzato tramite letto di molle (Modello di Winkler). 

 

2.2.1  Incastro schematizzato tramite utilizzo di molle equivalenti 

In questo caso l’incastro è stato considerato costituito da due elementi; uno resistente alle 

sollecitazioni normali e l’altro contrastante l’azione torcente. Entrambi caratterizzati rispettivamente 

da una rigidezza assiale (indicata con ka) e una rigidezza torsionale (indicata con kϑ).  

Nella sezione in corrispondenza dell’incastro (indicata in Figura 5 con A) sono presenti le 

sollecitazioni di taglio (Rw) e di momento flettente (Mf) dalle quali si ricavano l’abbassamento e la 

rotazione.  

A deformazione avvenuta infatti si raggiunge una nuova condizione di equilibrio per cui: 

ϑ

ϕ
k

LF
LFM f

⋅=⇒⋅=          2.2.1.1 

a
incastrow k

F
wFR =⇒=         2.2.1.2 
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Quindi la freccia massima che si ha in corrispondenza del punto di applicazione del carico si ottiene 

come somma di tre contributi: l’abbassamento dovuto alla cedevolezza assiale del vincolo, la 

freccia dovuta al prodotto della rotazione della sezione incastrata per la lunghezza della trave e 

l’abbassamento ideale dovuto alla flessione della trave. 

ηϕ +⋅+= Lww incastro           2.2.1.3 

F

ka

kϑ F

L

A

(a)

(b)

ϕ
w w

u

A

 
Figura 5. Schematizzazione incastro: (a) Condizione iniziale; (b) Condizione a deformazione avvenuta (per chiarezza 
non è stata disegnata la deformazione della trave). 
 
Sono tuttavia incognite le rigidezze presenti nelle equazioni 2.2.1.1 e 2.2.1.2.  

Per quanto riguarda l’asse verticale si considera nuovamente la trave trattenuta tra due molle aventi 

lunghezza pari a t.  

t

c

t

 
Figura 6. b (non disegnata) è la profondità della trave, ovvero la base della sezione. 
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A questo punto considerando le due molle come fossero in parallelo è possibile ricavare la rigidezza 

assiale incognita.  








⋅⋅⋅=
mm

N

t

bcE
k i

a 2          2.2.1.4 

Dove:  � Ei = modulo elastico dell’incastro 

� c · b = area su cui è appoggiata la molla  

� t = lunghezza della molla  

Per ricavare la rigidezza torsionale si consideri lo schema in seguito riportato.  

t

c

t

kvkv

kv kv

ϕ

 
Figura 7. Concio di trave incastrata in cui b (non disegnata) è la profondità della trave. 

 
Esso è costituito da quattro molle aventi ciascuna lo stesso coefficiente elastico kv, poste ai vertici 

del tratto di trave effettivamente incastrato. Si consideri che avvenga una rotazione rigida intorno al 

baricentro di tale concio e che ciascuna molla lavori su metà area di appoggio tra la trave e 

l’incastro. Quindi la rigidezza totale vale: 

[ ]mmNkck v ⋅⋅= 2
ϑ          2.2.1.5 

Dove:  � 
t

bcE
k i

v

⋅⋅= 2
= rigidezza di ogni singola molla  

In alternativa è stata utilizzata una rigidezza torsionale rispettiva alla disposizione delle molle in 

mezzeria ovvero a c/4 dai vertici secondo la quale: 

[ ]mmN
kc

k v ⋅
⋅

=
4

2

ϑ          2.2.1.6  

In conclusione note le rigidezze assiali e torsionali, si possono calcolare le deformazioni relative 

all’incastro tramite le equazioni 2.2.1.1 e 2.2.1.2.  



 

 

11

2.2.2  Incastro schematizzato tramite letto di molle  

In questa configurazione l’incastro è stato modellato come una successione (idealmente infinita) di 

molle che bloccano la trave inferiormente e superiormente.  Lo schema di riferimento per le formule 

che vengono ora presentate è il seguente.  

c

F

L

k

k

x

w(x)

 
Figura 8. Modello della trave su letto di molle. 

 

L’equazione che descrive la deformazione della trave w(x) è: 

0)(4 4
4

4

=+ wxH
dx

wd λ           2.2.2.1 

In cui:  � 




<
>

=
00

01
)(

xper

xper
xH  

 � 
3

4 3

4 hbE

k

IE

k

⋅⋅
⋅=

⋅⋅
=λ      

dove 2⋅⋅=
t

bE
k i = rigidezza delle molle     2.2.2.2 

Poste le condizioni al contorno e risolta l’equazione differenziale, si ricava la freccia della trave che 

ha equazione: 

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )













≤≤⋅⋅⋅⋅






 +−⋅⋅⋅⋅+

+⋅⋅⋅⋅






 −−⋅⋅⋅⋅⋅

≤≤−+⋅⋅−⋅⋅+⋅

⋅⋅⋅
⋅=

cxperxx
A

xxB

xx
A

xxL

xLperBxAxL
x

hbE

F
xw

0sinhcos
2

1
coshcos

coshsin
2

1
sinhsin

0
3

6
)(

23
33

33

λλλλ

λλλλλ

λλλ

λ
  

2.2.2.3 



 

 

12 

Dove:  � 
( ) ( )
( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) 









⋅−⋅
⋅⋅⋅+⋅⋅⋅⋅⋅⋅+









⋅−⋅
⋅+⋅=

cc

cccc
L

cc

cc
A

λλ
λλλλλ

λλ
λλ

2222

22

sinsinh

cossincoshsinh
2

sinsinh

sinsinh
 

� 
( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )
( ) ( )
( ) ( )







⋅−⋅
⋅+⋅⋅⋅+









⋅−⋅
⋅⋅⋅−⋅⋅⋅=

cc

cc
L

cc

cccc
B

λλ
λλλ

λλ
λλλλ

22

22

22 sinsinh

sinsinh

sinsinh

cossincoshsinh
 

 

Le formule di questo modello fino a questo punto  riportate sono state tratte da [1]. 

 

Per il calcolo delle rotazioni è stata derivata l’equazione 2.2.2.3, quindi si ha: 

[ ] ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) [ ] ( ) ( )












≤≤⋅⋅⋅⋅⋅−⋅+⋅⋅⋅⋅⋅−
+⋅⋅⋅⋅+⋅⋅⋅⋅⋅+⋅

≤≤−⋅−⋅⋅⋅+⋅

⋅⋅⋅
⋅=

cxperxxBLxxA

xxxxBL

xLperAxLx

hbE

F
x

0coshsincoshcos

sinhsinsinhcos

02

6
)(

2

2

323

33

λλλλλλλ
λλλλλλλ

λλλ

λ
ϕ

 
 

2.2.2.4 

 

 Dove:  � 
( ) ( )
( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) 









⋅−⋅
⋅⋅⋅+⋅⋅⋅⋅⋅⋅+









⋅−⋅
⋅+⋅=

cc

cccc
L

cc

cc
A

λλ
λλλλλ

λλ
λλ

2222

22

sinsinh

cossincoshsinh
2

sinsinh

sinsinh
 

� 
( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )
( ) ( )
( ) ( )







⋅−⋅
⋅+⋅⋅⋅+









⋅−⋅
⋅⋅⋅−⋅⋅⋅=

cc

cc
L

cc

cccc
B

λλ
λλλ

λλ
λλλλ

22

22

22 sinsinh

sinsinh

sinsinh

cossincoshsinh
 

 
Anche in questo caso quindi  a questo punto, attraverso le equazioni 2.2.2.3 e 2.2.2.4 è possibile 

avere una stima, seppur approssimata, dell’abbassamento e della rotazione dell’incastro.  
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3. Trattazione tramite elementi finiti 
Per l’analisi attraverso gli elementi finiti (FEM) è stato utilizzato il programma Ansys versione 11. 

L’analisi che è stata condotta è di tipo bidimensionale. 

 

3.1  Incastro ideale 

Per lo studio della configurazione ideale è stata modellata la trave facendo ricorso all’elemento 

trave appunto (Preprocessor  → Element Type → Add → Beam→2D ELASTIC 3). Avente le 

seguenti caratteristiche geometriche (Preprocessor  → Real Costant → Add) : 

228007040area mmmmmmhbA =⋅=⋅==  

4333 11433337040
12

1

12

1

 ordine secondo del momento

mmmmmmhb

I zz

=⋅⋅=⋅⋅=

=
 

mmh 70sezione della altezza ==  

Il comportamento del materiale (acciaio con modulo elastico E=206000 MPa e rapporto di Poisson 

ν=0,3) è stato supposto lineare elastico ed isotropo (Preprocessor  → Materiel Models → 

Structural → Linear → Elastic → Isotropic). Per la modellazione sono stati utilizzati 2 keypoints 

(Preprocessor → Modeling → Create → Keypoints → On Working Plane) uniti da una linea 

(Preprocessor → Modeling → Create → Lines → Strainght Line) ad essa è stato assegnato un 

numero di suddivisioni pari a 10  (Preprocessor → Meshing → Size Controls → Manual Size → 

Lines) ed è stata succesivamente meshata (Preprocessor → Meshing → Size Control → Lines). 

Tale linea è stata vincolata ad una estremità impedendo qualsiasi grado di libertà (Solution → 

Define Loads → Apply → Structural → Displacement → On Keypoints → All DOF), mentre 

all’altro estremo è stata applicata la forza F pari a 1000 N rivolta verso il basso (Solution → Define 

Loads → Apply → Structural → Force/Moment → On Keypoints) (vedi Figura 10). 

Successivamente è stata risolta la struttura (Solution → Solve → Current LS). Per la visualizzazione 

dei risultati è stato usato il comando Query Results (General Postprocessor → Query Results → 

Subgrid Solution) . 

In questo caso l’unico risultato letto è stato l’abbassamento lungo l’asse y (asse verticale) ovvero la 

freccia con la quale si andranno a normalizzare tutte le frecce risultanti dai casi con incastro reale 

modellato, in quanto la rotazione della sezione incastrata è identicamente nulla. 
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Figura 9. Trave idealmente vincolata con numero di suddivisioni pari a 10. 

 

Figura 10. Soluzione trave con incastro perfetto tramite Ansys. 
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3.2  Incastro reale 

Per la modellazione del vincolo di incastro reale è stato preso come riferimento, la rappresentazione 

della Figura 2. Sono stati studiati quattro diversi rapporti c/L (0,05 - 0,1 – 0,15 – 0,2) in modo da 

poter analizzare quattro diverse possibili geometrie. 

Per tutti i casi, il tipo di elemento utilizzato è stato 8 node 183 in quanto permette una deformazione 

migliore dell’elemento rispetto ad un modello con 4 nodi, il quale a deformazione avvenuta diviene 

un trapezio e ciò influirebbe pesantemente sui risultati. Le condizioni di vincolo imposte riguardano 

le linee superiore ed inferiore dell’incastro e impediscono tutti i gradi di libertà (All DOF). La 

condizione di carico è analoga alla situazione precedente ovvero una forza F pari a 1000 N posta 

all’estremità libera della trave.  

È stato definito il numero di suddivisioni di ciascuna linea manualmente in modo da ottenere una 

meshatura ottimale. L’aspetto comune riguarda la mesh della trave, mantenuta costante per evitare 

di condizionare i risultati (numero di divisioni pari a 50 per la linea di lunghezza L=1000 mm e 

numero di divisioni pari a 10 per l’altezza della trave h=70 mm). Prima tuttavia sono state create le 

aree (Preprocessor → Modeling → Create → Areas → Arbitrary). In tutti i casi la mesh utilizzata è 

stata di tipo mapped  (Preprocessor → Meshing → Mesh → Areas → Mapped → 3 o 4 sided).  

L’analisi propone di studiare l’influenza del tipo di materiale (ovvero della rigidezza) del vincolo di 

incastro sulla deformazione della trave. Per adempiere a questa necessità sono stati definiti due 

materiali (materiale 1 e materiale 2) entrambi con caratteristiche lineari elastiche ed isotrope, quindi 

al momento della creazione delle aree è stato assegnato un materiale alla trave (acciaio con modulo 

elastico E=206000 MPa e rapporto di Poisson ν=0,3), ed un materiale all’incastro (Preprocessor → 

Meshing → Mesh → Attributes). Quest’ultimo a differenza del materiale della trave è stato fatto 

variare semplicemente ridefinendo per ciascun accoppiamento le proprietà dello stesso.  

Per quanto riguarda i risultati, come nel caso ideale è stato utilizzata la funzione Query Results. Per 

ciascun caso e per ogni singolo materiale è stato visualizzato: l’abbassamento lungo y 

corrispondente all’estremità libera della trave; le rotazioni nei nodi superiore ed inferiore della 

sezione di incastro secondo l’asse z e per gli stessi punti gli spostamenti lungo l’asse x (tali valori 

sono stati utilizzati per un calcolo più fedele della rotazione della sezione incastrata, mentre i primi 

valori sono stati visualizzati come riferimento di massima). Si veda Figura 11. 

 

(Per i percorsi specifici di Ansys non indicati, si veda paragrafo 3.1). 
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L=1000 mm

6c

c

F

sezione incastrata 

y

xz

 
Figura 11. Schema generale del modello con relativo sistema di riferimento. 

 

3.2.1  Rapporto c/L=0,05 

 

In questo caso si ha: 




 mmL=

 mmc=

1000

50
 

 
Figura 12. Geometria della configurazione c/L=0,05; la figura presenta in numero di suddivisioni di ciascuna linea ed 
inoltre i vincoli nell’incastro e la forza agente sulla trave. 
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Figura 13. Mesh del modello c/L=0,05.  
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Figura 14. Modello c/L=0,05 risolto. 
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3.2.2  Rapporto c/L=0,1 

 

In questo caso si ha: 




 mmL=

 mmc=

1000

100
 

 
Figura 15. Geometria della configurazione c/L=0,1; la figura presenta in numero di suddivisioni di ciascuna linea ed 
inoltre i vincoli nell’incastro e la forza agente sulla trave. 
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Figura 16. Mesh del modello c/L=0,1. 
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Figura 17. Modello c/L=0,1 risolto. 
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3.2.3  Rapporto c/L=0,15 

 

In questo caso si ha: 




 mmL=

 mmc=

1000

150
 

 

Figura 18. Geometria della configurazione c/L=0,15; la figura presenta in numero di suddivisioni di ciascuna linea ed 
inoltre i vincoli nell’incastro e la forza agente sulla trave. 
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Figura 19. Mesh del modello c/L=0,15. 
 

1

X

Y

Z

                                                                                

ELEMENTS

U
F
NFOR
RFOR

 
Figura 20. Modello c/L=0,15 risolto. 
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3.2.4  Rapporto c/L=0,2 

 

In questo caso si ha: 




 mmL=

 mmc=

1000

200
 

   
Figura 21. Geometria della configurazione c/L=0,2; la figura presenta in numero di suddivisioni di ciascuna linea ed 
inoltre i vincoli nell’incastro e la forza agente sulla trave. 
 
 

 

 

 

 

 

 

 

 



 

 

23

1

X

Y

Z                                                                                

ELEMENTS

 
Figura 22.  Mesh del modello c/L=0,2. 
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Figura 23. Modello c/L=0,2 risolto. 
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4. Risultati 
Per i calcoli in seguito riportati è stato utilizzato il programma Excel e attraverso lo stesso sono stati 

realizzati i grafici e le tabelle che verranno esposte.  

 

4.1   Risultati analitici 

È bene innanzitutto porre attenzione sul fatto che le formule presentate nel capitolo 2 sono state 

ottenute secondo percorsi diversi. Infatti per quanto riguarda il caso di incastro ideale la trattazione 

è affermata ed utilizzata. Mentre per ciò che riguarda il caso reale le formule sono state ricavate 

compiendo numerose approssimazioni seppur corrette. Per le considerazioni seguenti quindi è bene 

prendere atto di questo aspetto. 

 

4.1.1  Incastro ideale 

Nel caso di incastro ideale si può calcolare l’abbassamento del punto in cui è applicato il carico, 

mentre supponendo appunto l’indeformabilità del vincolo si impone nullo l’abbassamento e la 

rotazione della sezione incastrata.  

( ) mm
mmMPa

mmN

IE

LF
Lx 4153,1

1143333206000

10001000

3

1

3

1
4

333

=
⋅

⋅⋅=
⋅
⋅⋅==η    4.1.1.1 

( ) radx 00 ==ϕ           4.1.1.2 

( ) mmx 00 ==η           4.1.1.3 

 

4.1.2   Incastro reale 
In questa configurazione è stato preferito riportare direttamente il foglio Excel relativo a ciascun 

rapporto c/L per una migliore chiarezza espositiva.  
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• Rapporto c/L=0,05 
Modello con molle equivalenti  

        
 
→ Molle poste ai vertici del concio di trave incastrata 

Materiale 
incastro 

E ka kϑ kv w incastro ϕ  w 

(MPa) (N/mm) (N·mm) (N/mm) (mm) (rad) (mm) 

Composito 600000 20869565 1,3E+10 5217391,3 0,00005 0,00008 1,4917 

Acciaio 206000 7165217 4,48E+09 1791304,3 0,00014 0,00022 1,6384 

Ghisa 120000 4173913 2,61E+09 1043478,3 0,00024 0,00038 1,7986 

Titanio 110000 3826087 2,39E+09 956521,7 0,00026 0,00042 1,8334 

Lega leggera 70000 2434783 1,52E+09 608695,7 0,00041 0,00066 2,0726 

Magnesio 45000 1565217 9,78E+08 391304,3 0,00064 0,00102 2,4379 

Composito 42000 1460870 9,13E+08 365217,4 0,00068 0,00110 2,5109 

Composito 14000 486956,5 3,04E+08 121739,1 0,00205 0,00329 4,7028 

Composito 12000 417391,3 2,61E+08 104347,8 0,00240 0,00383 5,2507 

Poliammide 10000 347826,1 2,17E+08 86956,5 0,00288 0,00460 6,0179 

Resina epos. 4000 139130,4 86956522 34782,6 0,00719 0,01150 12,9222 

PEEK 3500 121739,1 76086957 30434,8 0,00821 0,01314 14,5661 

PVC 3000 104347,8 65217391 26087,0 0,00958 0,01533 16,7579 

Nylon 2000 69565,22 43478261 17391,3 0,01438 0,02300 24,4294 

Teflon 500 17391,3 10869565 4347,8 0,05750 0,09200 93,4725 

 
→ Molle poste in mezzeria (distanza pari a c/4) 

Materiale 
incastro 

E ka kϑ kv w incastro ϕ  w 

(MPa) (N/mm) (N·mm) (N/mm) (mm) (rad) (mm) 

Composito 600000 20869565 3,26E+09 5217391,3 0,00005 0,00031 1,7217 

Acciaio 206000 7165217 1,12E+09 1791304,3 0,00014 0,00089 2,3083 

Ghisa 120000 4173913 6,52E+08 1043478,3 0,00024 0,00153 2,9486 

Titanio 110000 3826087 5,98E+08 956521,7 0,00026 0,00167 3,0880 

Lega leggera 70000 2434783 3,8E+08 608695,7 0,00041 0,00263 4,0440 

Magnesio 45000 1565217 2,45E+08 391304,3 0,00064 0,00409 5,5045 

Composito 42000 1460870 2,28E+08 365217,4 0,00068 0,00438 5,7966 

Composito 14000 486956,5 76086957 121739,1 0,00205 0,01314 14,5599 

Composito 12000 417391,3 65217391 104347,8 0,00240 0,01533 16,7507 

Poliammide 10000 347826,1 54347826 86956,5 0,00288 0,01840 19,8179 

Resina epos. 4000 139130,4 21739130 34782,6 0,00719 0,04600 47,4222 

PEEK 3500 121739,1 19021739 30434,8 0,00821 0,05257 53,9946 

PVC 3000 104347,8 16304348 26087,0 0,00958 0,06133 62,7579 

Nylon 2000 69565,22 10869565 17391,3 0,01438 0,09200 93,4294 

Teflon 500 17391,3 2717391 4347,8 0,05750 0,36800 369,4725 
 

Tabella 2. Risultati analitici dell’incastro reale modellato facendo ricorso a molle equivalenti (c/L=0,05). 
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Modello con letto di molle 
 

Materiale 
incastro 

E k λ A B w ϕ 
(MPa) (Mpa) (1/mm)   (mm) (rad) 

Composito 600000 417391,3 0,025799 98,54772 52,52935 1,7361 -0,00031 

Acciaio 206000 143304,3 0,019749 140,6835 64,8131 2,1989 -0,00077 

Ghisa 120000 83478,26 0,017253 176,3932 73,22387 2,7035 -0,00126 

Titanio 110000 76521,74 0,016882 183,2716 74,71926 2,8134 -0,00137 

Lega leggera 70000 48695,65 0,015078 224,8995 83,14257 3,5668 -0,00210 

Magnesio 45000 31304,35 0,013501 276,7189 92,49253 4,7177 -0,00322 

Composito 42000 29217,39 0,01327 285,9616 94,05769 4,9479 -0,00345 

Composito 14000 9739,13 0,010083 487,7015 123,2458 11,8534 -0,01018 

Composito 12000 8347,826 0,009702 526,1913 128,0479 13,5798 -0,01187 

Poliammide 10000 6956,522 0,00927 575,7711 133,9774 15,9967 -0,01422 

Resina epos. 4000 2782,609 0,007372 907,3255 168,3088 37,7490 -0,03544 

PEEK 3500 2434,783 0,00713 969,7002 174,0086 42,9281 -0,04049 

PVC 3000 2086,957 0,00686 1047,102 180,8312 49,8336 -0,04723 

Nylon 2000 1391,304 0,006199 1281,715 200,0911 74,0027 -0,07080 

Teflon 500 347,8261 0,004383 2561,273 282,9048 291,5252 -0,28298 
 
Tabella 3. Risultati analitici dell’incastro reale secondo il modello di letto di molle (c/L=0,05). 
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• Rapporto c/L=0,1 

Modello con molle equivalenti  
 
→ Molle poste ai vertici del concio di trave incastrata 

Materiale 
incastro 

E ka kϑ kv w incastro ϕ  w 
(MPa) (N/mm) (N·mm) (N/mm) (mm) (rad) (mm) 

Composito 600000 18113208 4,53E+10 4528301,9 0,00006 0,00002 1,4371 
Acciaio 206000 6218868 1,55E+10 1554717,0 0,00016 0,00006 1,4795 
Ghisa 120000 3622642 9,06E+09 905660,4 0,00028 0,00011 1,5257 
Titanio 110000 3320755 8,3E+09 830188,7 0,00030 0,00012 1,5358 
Lega leggera 70000 2113208 5,28E+09 528301,9 0,00047 0,00019 1,6048 
Magnesio 45000 1358491 3,4E+09 339622,6 0,00074 0,00029 1,7102 
Composito 42000 1267925 3,17E+09 316981,1 0,00079 0,00032 1,7313 
Composito 14000 422641,5 1,06E+09 105660,4 0,00237 0,00095 2,3638 
Composito 12000 362264,2 9,06E+08 90566,0 0,00276 0,00110 2,5219 
Poliammide 10000 301886,8 7,55E+08 75471,7 0,00331 0,00133 2,7433 
Resina epos. 4000 120754,7 3,02E+08 30188,7 0,00828 0,00331 4,7358 
PEEK 3500 105660,4 2,64E+08 26415,1 0,00946 0,00379 5,2102 
PVC 3000 90566,04 2,26E+08 22641,5 0,01104 0,00442 5,8427 
Nylon 2000 60377,36 1,51E+08 15094,3 0,01656 0,00663 8,0566 
Teflon 500 15094,34 37735849 3773,6 0,06625 0,02650 27,9813 
 
→ Molle poste in mezzeria (distanza pari a c/4) 

Materiale 
incastro 

E ka kϑ kv w incastro ϕ  w 
(MPa) (N/mm) (N·mm) (N/mm) (mm) (rad) (mm) 

Composito 600000 18113208 1,13E+10 4528301,9 0,00006 0,00009 1,5034 
Acciaio 206000 6218868 3,89E+09 1554717,0 0,00016 0,00026 1,6724 
Ghisa 120000 3622642 2,26E+09 905660,4 0,00028 0,00044 1,8569 
Titanio 110000 3320755 2,08E+09 830188,7 0,00030 0,00048 1,8971 
Lega leggera 70000 2113208 1,32E+09 528301,9 0,00047 0,00076 2,1726 
Magnesio 45000 1358491 8,49E+08 339622,6 0,00074 0,00118 2,5935 
Composito 42000 1267925 7,92E+08 316981,1 0,00079 0,00126 2,6777 
Composito 14000 422641,5 2,64E+08 105660,4 0,00237 0,00379 5,2031 
Composito 12000 362264,2 2,26E+08 90566,0 0,00276 0,00442 5,8344 
Poliammide 10000 301886,8 1,89E+08 75471,7 0,00331 0,00530 6,7183 
Resina epos. 4000 120754,7 75471698 30188,7 0,00828 0,01325 14,6733 
PEEK 3500 105660,4 66037736 26415,1 0,00946 0,01514 16,5673 
PVC 3000 90566,04 56603774 22641,5 0,01104 0,01767 19,0927 
Nylon 2000 60377,36 37735849 15094,3 0,01656 0,02650 27,9316 
Teflon 500 15094,34 9433962 3773,6 0,06625 0,10600 107,4813 

 

Tabella 4. Risultati analitici dell’incastro reale modellato facendo ricorso a molle equivalenti (c/L=0,1). 
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Modello con letto di molle 
        

Materiale 
incastro 

E k λ A B w ϕ 
(Mpa) (Mpa) (1/mm)   (mm) (rad) 

Composito 600000 181132,1 0,02094 45,20615 24,11383 1,6397 -0,00022 

Acciaio 206000 62188,68 0,016029 43,39447 24,19487 1,7863 -0,00036 

Ghisa 120000 36226,42 0,014003 46,68159 25,71655 1,9405 -0,00051 

Titanio 110000 33207,55 0,013702 47,50753 26,04298 1,9739 -0,00054 

Lega leggera 70000 21132,08 0,012238 53,249 28,07783 2,2026 -0,00075 

Magnesio 45000 13584,91 0,010958 61,45925 30,59375 2,5511 -0,00109 

Composito 42000 12679,25 0,010771 62,99889 31,03234 2,6208 -0,00115 

Composito 14000 4226,415 0,008184 99,0967 39,68363 4,7098 -0,00314 

Composito 12000 3622,642 0,007875 106,2606 41,15641 5,2320 -0,00364 

Poliammide 10000 3018,868 0,007524 115,5522 42,98526 5,9630 -0,00433 

Resina epos. 4000 1207,547 0,005983 178,6656 53,70926 12,5417 -0,01059 

PEEK 3500 1056,604 0,005787 190,6415 55,503 14,1081 -0,01208 

PVC 3000 905,6604 0,005568 205,5274 57,65305 16,1966 -0,01407 

Nylon 2000 603,7736 0,005031 250,7657 63,73572 23,5062 -0,02103 

Teflon 500 150,9434 0,003558 498,6717 89,99188 89,2924 -0,08363 
 
Tabella 5. Risultati analitici dell’incastro reale secondo il modello di letto di molle (c/L=0,1). 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



 

 

30 

• Rapporto c/L=0,15 

Modello con molle equivalenti  
 
→ Molle poste ai vertici del concio di trave incastrata 

Materiale 
incastro 

E ka kϑ kv w incastro ϕ  w 
(MPa) (N/mm) (N·mm) (N/mm) (mm) (rad) (mm) 

Composito 600000 17349398 9,76E+10 4337349,4 0,00006 0,00001 1,4253 
Acciaio 206000 5956627 3,35E+10 1489156,6 0,00017 0,00003 1,4450 

Ghisa 120000 3469880 1,95E+10 867469,9 0,00029 0,00005 1,4665 
Titanio 110000 3180723 1,79E+10 795180,7 0,00031 0,00006 1,4712 
Lega leggera 70000 2024096 1,14E+10 506024,1 0,00049 0,00009 1,5033 

Magnesio 45000 1301205 7,32E+09 325301,2 0,00077 0,00014 1,5524 
Composito 42000 1214458 6,83E+09 303614,5 0,00082 0,00015 1,5622 
Composito 14000 404819,3 2,28E+09 101204,8 0,00247 0,00044 1,8566 

Composito 12000 346988 1,95E+09 86747,0 0,00288 0,00051 1,9302 
Poliammide 10000 289156,6 1,63E+09 72289,2 0,00346 0,00061 2,0333 
Resina epos. 4000 115662,7 6,51E+08 28915,7 0,00865 0,00154 2,9607 

PEEK 3500 101204,8 5,69E+08 25301,2 0,00988 0,00176 3,1815 
PVC 3000 86746,99 4,88E+08 21686,7 0,01153 0,00205 3,4759 
Nylon 2000 57831,33 3,25E+08 14457,8 0,01729 0,00307 4,5064 

Teflon 500 14457,83 81325301 3614,5 0,06917 0,01230 13,7805 
 
→ Molle poste in mezzeria (distanza pari a c/4) 

Materiale 
incastro 

E ka kϑ kv w incastro ϕ  w 
(MPa) (N/mm) (N·mm) (N/mm) (mm) (rad) (mm) 

Composito 600000 17349398 2,44E+10 4337349,4 0,00006 0,00004 1,4560 

Acciaio 206000 5956627 8,38E+09 1489156,6 0,00017 0,00012 1,5345 
Ghisa 120000 3469880 4,88E+09 867469,9 0,00029 0,00020 1,6202 
Titanio 110000 3180723 4,47E+09 795180,7 0,00031 0,00022 1,6389 

Lega leggera 70000 2024096 2,85E+09 506024,1 0,00049 0,00035 1,7668 
Magnesio 45000 1301205 1,83E+09 325301,2 0,00077 0,00055 1,9623 
Composito 42000 1214458 1,71E+09 303614,5 0,00082 0,00059 2,0014 

Composito 14000 404819,3 5,69E+08 101204,8 0,00247 0,00176 3,1741 
Composito 12000 346988 4,88E+08 86747,0 0,00288 0,00205 3,4673 
Poliammide 10000 289156,6 4,07E+08 72289,2 0,00346 0,00246 3,8777 

Resina epos. 4000 115662,7 1,63E+08 28915,7 0,00865 0,00615 7,5718 
PEEK 3500 101204,8 1,42E+08 25301,2 0,00988 0,00703 8,4513 
PVC 3000 86746,99 1,22E+08 21686,7 0,01153 0,00820 9,6241 

Nylon 2000 57831,33 81325301 14457,8 0,01729 0,01230 13,7286 
Teflon 500 14457,83 20331325 3614,5 0,06917 0,04919 50,6694 

 

Tabella 6. Risultati analitici dell’incastro reale modellato facendo ricorso a molle equivalenti (c/L=0,15). 
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Modello con letto di molle 
        

Materiale 
incastro 

E k λ A B w ϕ 
(Mpa) (Mpa) (1/mm)   (mm) (rad) 

Composito 600000 115662,7 0,018719 38,60315 19,79109 1,6556 -0,00023 

Acciaio 206000 39710,84 0,014329 30,96559 16,59257 1,7474 -0,00032 

Ghisa 120000 23132,53 0,012518 29,22211 16,14978 1,8286 -0,00040 

Titanio 110000 21204,82 0,012249 29,09865 16,15008 1,8457 -0,00041 

Lega leggera 70000 13493,98 0,01094 29,2149 16,4491 1,9602 -0,00052 

Magnesio 45000 8674,699 0,009796 30,63974 17,18836 2,1319 -0,00068 

Composito 42000 8096,386 0,009628 30,98733 17,34078 2,1661 -0,00071 

Composito 14000 2698,795 0,007316 41,76221 20,98783 3,1855 -0,00166 

Composito 12000 2313,253 0,007039 44,17851 21,67386 3,4399 -0,00189 

Poliammide 10000 1927,711 0,006726 47,37492 22,53923 3,7959 -0,00222 

Resina epos. 4000 771,0843 0,005349 70,05126 27,79048 6,9989 -0,00520 

PEEK 3500 674,6988 0,005173 74,45428 28,6862 7,7614 -0,00591 

PVC 3000 578,3133 0,004978 79,95121 29,7637 8,7781 -0,00685 

Nylon 2000 385,5422 0,004498 96,77127 32,82912 12,3365 -0,01016 

Teflon 500 96,38554 0,00318 190,0933 46,19407 44,3608 -0,03990 
 
Tabella 7. Risultati analitici dell’incastro reale secondo il modello di letto di molle (c/L=0,15). 
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• Rapporto c/L=0,2 

Modello con molle equivalenti  
 
→ Molle poste ai vertici del concio di trave incastrata 

Materiale 
incastro 

E ka kϑ kv w incastro ϕ  w 
(MPa) (N/mm) (N·mm) (N/mm) (mm) (rad) (mm) 

Composito 600000 16991150 1,69912E+11 4247787,6 0,00006 0,00001 1,4209 
Acciaio 206000 5833628 58336283186 1458407,1 0,00017 0,00002 1,4323 
Ghisa 120000 3398230 33982300885 849557,5 0,00029 0,00003 1,4447 
Titanio 110000 3115044 31150442478 778761,1 0,00032 0,00003 1,4474 
Lega leggera 70000 1982301 19823008850 495575,2 0,00050 0,00005 1,4660 
Magnesio 45000 1274336 12743362832 318584,1 0,00078 0,00008 1,4943 
Composito 42000 1189381 11893805310 297345,1 0,00084 0,00008 1,4999 
Composito 14000 396460,2 3964601770 99115,0 0,00252 0,00025 1,6698 
Composito 12000 339823 3398230088 84955,8 0,00294 0,00029 1,7122 
Poliammide 10000 283185,8 2831858407 70796,5 0,00353 0,00035 1,7717 
Resina epos. 4000 113274,3 1132743363 28318,6 0,00883 0,00088 2,3066 
PEEK 3500 99115,04 991150442,5 24778,8 0,01009 0,00101 2,4340 
PVC 3000 84955,75 849557522,1 21238,9 0,01177 0,00118 2,6039 
Nylon 2000 56637,17 566371681,4 14159,3 0,01766 0,00177 3,1983 
Teflon 500 14159,29 141592920,4 3539,8 0,07063 0,00706 8,5481 
 
→ Molle poste in mezzeria (distanza pari a c/4) 

Materiale 
incastro 

E ka kϑ kv w incastro ϕ  w 
(MPa) (N/mm) (N·mm) (N/mm) (mm) (rad) (mm) 

Composito 600000 16991150 42477876106 4247787,6 0,00006 0,00002 1,4386 
Acciaio 206000 5833628 14584070796 1458407,1 0,00017 0,00007 1,4837 
Ghisa 120000 3398230 8495575221 849557,5 0,00029 0,00012 1,5330 
Titanio 110000 3115044 7787610619 778761,1 0,00032 0,00013 1,5437 
Lega leggera 70000 1982301 4955752212 495575,2 0,00050 0,00020 1,6173 
Magnesio 45000 1274336 3185840708 318584,1 0,00078 0,00031 1,7297 
Composito 42000 1189381 2973451327 297345,1 0,00084 0,00034 1,7522 
Composito 14000 396460,2 991150442,5 99115,0 0,00252 0,00101 2,4265 
Composito 12000 339823 849557522,1 84955,8 0,00294 0,00118 2,5950 
Poliammide 10000 283185,8 707964601,8 70796,5 0,00353 0,00141 2,8310 
Resina epos. 4000 113274,3 283185840,7 28318,6 0,00883 0,00353 4,9551 
PEEK 3500 99115,04 247787610,6 24778,8 0,01009 0,00404 5,4608 
PVC 3000 84955,75 212389380,5 21238,9 0,01177 0,00471 6,1351 
Nylon 2000 56637,17 141592920,4 14159,3 0,01766 0,00706 8,4952 
Teflon 500 14159,29 35398230,09 3539,8 0,07063 0,02825 29,7356 

 
Tabella 8. Risultati analitici dell’incastro reale modellato facendo ricorso a molle equivalenti (c/L=0,2). 
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Modello con letto di molle 
        

Materiale 
incastro 

E k λ A B w ϕ 
(Mpa) (Mpa) (1/mm)   (mm) (rad) 

Composito 600000 84955,75 0,017329 35,78129 18,34393 1,6757 -0,00025 

Acciaio 206000 29168,14 0,013265 27,70063 14,40535 1,7626 -0,00033 

Ghisa 120000 16991,15 0,011589 24,72215 13,15512 1,8240 -0,00039 

Titanio 110000 15575,22 0,011339 24,33337 13,00961 1,8360 -0,00040 

Lega leggera 70000 9911,504 0,010128 22,78044 12,50883 1,9123 -0,00047 

Magnesio 45000 6371,681 0,009069 22,09441 12,4216 2,0210 -0,00057 

Composito 42000 5946,903 0,008913 22,06743 12,44211 2,0422 -0,00059 

Composito 14000 1982,301 0,006773 24,90105 13,87338 2,6625 -0,00115 

Composito 12000 1699,115 0,006517 25,84095 14,22526 2,8161 -0,00129 

Poliammide 10000 1415,929 0,006226 27,14711 14,68533 3,0310 -0,00149 

Resina epos. 4000 566,3717 0,004952 37,37884 17,69028 4,9609 -0,00324 

PEEK 3500 495,5752 0,004789 39,4627 18,22337 5,4202 -0,00365 

PVC 3000 424,7788 0,004608 42,0873 18,86919 6,0324 -0,00421 

Nylon 2000 283,1858 0,004164 50,22825 20,72653 8,1750 -0,00615 

Teflon 500 70,79646 0,002944 96,49321 28,98038 27,4561 -0,02363 

 
Tabella 9. . Risultati analitici dell’incastro reale secondo il modello di letto di molle (c/L=0,2). 
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4.2  Risultati ottenuti tramite elementi finiti 

Come descritto in precedenza, i risultati di seguito riportati sono stati estratti direttamente 

dall’analisi compiuta al calcolatore e successivamente riportati in un foglio di lavoro.  

Anche in questo caso, si è preferito presentare gli estratti di tali fogli.  

 

4.2.1  Incastro ideale 

Nel caso ideale l’unico risultato di interesse è l’abbassamento lungo y dell’estremo su cui è 

applicata la forza, in quanto la rotazione è per ipotesi nulla. 

mm415,1=η  

rad0=ϕ  

 

4.2.2  Incastro reale 

Nelle tabelle successive è stato riportato tutto ciò che è stato ricavato tramite FEM.  

Per il calcolo effettivo delle frecce e delle rotazioni, imponendo Ansys nelle analisi bidimensionali 

profondità unitaria, è stato necessario dividere uy e ϕ per la base della sezione delle trave (b). 










=

=

b

b

u
w y

'ϕϕ
           4.2.2.1 

Dove è stato utilizzato come valore di rotazione della sezione incastrata ϕ‘ il risultato della seguente 

formula. 

  
( ) ( )

h

uu sotto
x

sopra
x −='ϕ          4.2.2.2 

I valori corrispondenti alla Query Results ROTZ sono stati considerati solo come riferimento di 

massima. 
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• Rapporto c/L=0,05 

 

Ansys 

        

Materiale 
incastro 

E uy w ROTZ ux ϕ' ϕ 
(MPa) (mm) (mm) (rad) (mm) (rad) (rad) 

    sopra sotto sopra sotto   

 

Composito 600000 -62,835 -1,5709 0,1435 -0,1765 0,17965 -0,1797 0,00513 0,00013 

Acciaio 206000 -66,557 -1,6639 0,2747 -0,2762 0,31706 -0,3171 0,00906 0,00023 

Ghisa 120000 -70,261 -1,7565 0,41073 -0,3762 0,44876 -0,4488 0,01282 0,00032 

Titanio 110000 -71,048 -1,7762 0,43995 -0,3975 0,47641 -0,4764 0,01361 0,00034 

Lega leggera 70000 -76,342 -1,9086 0,63832 -0,5411 0,66091 -0,6609 0,01888 0,00047 

Magnesio 45000 -84,255 -2,1064 0,9378 -0,7562 0,93395 -0,934 0,02668 0,00067 

Composito 42000 -85,824 -2,1456 0,99742 -0,7989 0,9879 -0,9879 0,02823 0,00071 

Composito 14000 -132,3 -3,3075 2,77358 -2,0659 2,5777 -2,5777 0,07365 0,00184 

Composito 12000 -143,86 -3,5964 3,21633 -2,3811 2,97227 -2,9723 0,08492 0,00212 

Poliammide 10000 -160,02 -4,0006 3,83592 -2,8222 3,52408 -3,5241 0,10069 0,00252 

Resina epos. 4000 -305,32 -7,6329 9,40779 -6,7862 8,4808 -8,4808 0,24231 0,00606 

PEEK 3500 -339,89 -8,4973 10,734 -7,7296 9,66017 -9,6602 0,27600 0,00690 

PVC 3000 -385,99 -9,6498 12,5023 -8,9873 11,2325 -11,233 0,32093 0,00802 

Nylon 2000 -547,32 -13,6829 18,691 -13,389 16,735 -16,735 0,47814 0,01195 

Teflon 500 -1999,1 -49,9773 74,385 -53,001 66,2499 -66,25 1,89285 0,04732 

 
Tabella 10.  Risultati delle Query Results riguardanti uy, ROTZ e ux (in corsivo); poi utilizzati per il calcolo di w e 
ϕ.  c/L=0,05.    
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• Rapporto c/L=0,1 

 

Ansys 
        

Materiale 
incastro 

E uy w ROTZ ux ϕ' ϕ 
(MPa) (mm) (mm) (rad) (mm) (rad) (rad) 

    sopra sotto sopra sotto   

 

Composito 600000 -61,208 -1,5302 0,08693 -0,1302 0,12361 -0,1236 0,00353 0,00009 

Acciaio 206000 -63,349 -1,5837 0,15467 -0,186 0,20623 -0,2062 0,00589 0,00015 

Ghisa 120000 -65,291 -1,6323 0,22188 -0,237 0,27661 -0,2766 0,00790 0,00020 

Titanio 110000 -65,688 -1,6422 0,23601 -0,2474 0,29067 -0,2907 0,00830 0,00021 

Lega leggera 70000 -68,258 -1,7064 0,3299 -0,3152 0,3804 -0,3804 0,01087 0,00027 

Magnesio 45000 -71,901 -1,7975 0,4674 -0,4117 0,50501 -0,505 0,01443 0,00036 

Composito 42000 -72,606 -1,8152 0,49438 -0,4304 0,52892 -0,5289 0,01511 0,00038 

Composito 14000 -92,581 -2,3145 1,2778 -0,9608 1,19806 -1,1981 0,03423 0,00086 

Composito 12000 -97,443 -2,4361 1,47068 -1,09 1,36007 -1,3601 0,03886 0,00097 

Poliammide 10000 -104,22 -2,6055 1,74003 -1,2701 1,58574 -1,5857 0,04531 0,00113 

Resina epos. 4000 -164,71 -4,1178 4,15248 -2,8779 3,5971 -3,5971 0,10277 0,00257 

PEEK 3500 -179,07 -4,4768 4,72585 -3,2595 4,0743 -4,0743 0,11641 0,00291 

PVC 3000 -198,21 -4,9552 5,49014 -3,7681 4,71023 -4,7102 0,13458 0,00336 

Nylon 2000 -265,14 -6,6286 8,16421 -5,5473 6,93442 -6,9344 0,19813 0,00495 

Teflon 500 -867,15 -21,6786 32,2209 -21,548 26,9359 -26,936 0,76960 0,01924 

 
Tabella 11. Risultati delle Query Results riguardanti uy, ROTZ e ux (in corsivo); poi utilizzati per il calcolo di w e 
ϕ.  c/L=0,1.    
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• Rapporto c/L=0,15 

 

Ansys 
        

Materiale 
incastro 

E uy w ROTZ ux ϕ' ϕ 
(MPa) (mm) (mm) (rad) (mm) (rad) (rad) 

    sopra sotto sopra sotto   

          

Composito 600000 -60,729 -1,5182 0,06512 -0,1168 0,1062 -0,1062 0,00303 0,00008 

Acciaio 206000 -62,494 -1,5624 0,11381 -0,1624 0,1759 -0,1759 0,00503 0,00013 

Ghisa 120000 -63,989 -1,5997 0,16022 -0,2011 0,23085 -0,2309 0,00660 0,00016 

Titanio 110000 -64,284 -1,6071 0,16978 -0,2087 0,24144 -0,2414 0,00690 0,00017 

Lega 
leggera 

70000 -66,132 -1,6533 0,2319 -0,2567 0,30637 -0,3064 0,00875 0,00022 

Magnesio 45000 -68,597 -1,7149 0,3194 -0,3208 0,39056 -0,3906 0,01116 0,00028 

Composito 42000 -69,058 -1,7264 0,3362 -0,3327 0,4061 -0,4061 0,01160 0,00029 

Composito 14000 -81,048 -2,0262 0,79882 -0,6441 0,80166 -0,8017 0,02290 0,00057 

Composito 12000 -83,813 -2,0953 0,90909 -0,7158 0,89188 -0,8919 0,02548 0,00064 

Poliammide 10000 -87,626 -2,1907 1,06204 -0,8146 1,01599 -1,016 0,02903 0,00073 

Resina epos. 4000 -120,83 -3,0208 2,41201 -1,6746 2,09284 -2,0928 0,05980 0,00149 

PEEK 3500 -128,63 -3,2159 2,73092 -1,8766 2,3455 -2,3455 0,06701 0,00168 

PVC 3000 -139,02 -3,4754 3,15561 -2,1454 2,68161 -2,6816 0,07662 0,00192 

Nylon 2000 -175,25 -4,3812 4,6395 -3,0832 3,85426 -3,8543 0,11012 0,00275 

Teflon 500 -500,21 -12,5052 17,967 -11,494 14,3681 -14,368 0,41052 0,01026 

 
Tabella 12. Risultati delle Query Results riguardanti uy, ROTZ e ux (in corsivo); poi utilizzati per il calcolo di w e 
ϕ.  c/L=0,15.    
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• Rapporto c/L=0,2 

 

Ansys 
        

Materiale 
incastro 

E uy w ROTZ ux ϕ' ϕ 
(MPa) (mm) (mm) (rad) (mm) (rad) (rad) 

    sopra sotto sopra sotto   
          

Composito 600000 -60,55 -1,5138 0,05687 -0,1117 0,10096 -0,101 0,00288 0,00007 

Acciaio 206000 -62,201 -1,5550 0,09809 -0,1541 0,1672 -0,1672 0,00478 0,00012 

Ghisa 120000 -63,541 -1,5885 0,13585 -0,1885 0,21684 -0,2168 0,00620 0,00015 

Titanio 110000 -63,801 -1,5950 0,14352 -0,1952 0,2262 -0,2262 0,00646 0,00016 

Lega leggera 70000 -65,397 -1,6349 0,19263 -0,2363 0,28235 -0,2823 0,00807 0,00020 

Magnesio 45000 -67,449 -1,6862 0,25992 -0,2892 0,35225 -0,3523 0,01006 0,00025 

Composito 42000 -67,824 -1,6956 0,27262 0,29883 0,36483 -0,3648 0,01042 0,00026 

Composito 14000 -76,858 -1,9214 0,60314 -0,5299 0,65952 -0,6595 0,01884 0,00047 

Composito 12000 -78,81 -1,9702 0,67844 -0,5796 0,72209 -0,7221 0,02063 0,00052 

Poliammide 10000 -81,454 -2,0363 0,78165 -0,6467 0,80654 -0,8065 0,02304 0,00058 

Resina epos. 4000 -103,44 -2,5859 1,66493 -1,2027 1,50321 -1,5032 0,04295 0,00107 

PEEK 3500 -108,49 -2,7122 1,87053 -1,3302 1,66268 -1,6627 0,04751 0,00119 

PVC 3000 -115,18 -2,8795 2,14358 -1,499 1,87384 -1,8738 0,05354 0,00134 

Nylon 2000 -138,39 -3,4597 3,09394 -2,0843 2,60577 -2,6058 0,07445 0,00186 

Teflon 500 -344,94 -8,6234 11,5864 -7,2891 9,11225 -9,1123 0,26035 0,00651 

 
Tabella 13. Risultati delle Query Results riguardanti uy, ROTZ e ux (in corsivo); poi utilizzati per il calcolo di w e 
ϕ.  c/L=0,2.    
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4.3  Grafici 

I grafici sono stati realizzati utilizzando i valori normalizzati del modulo elastico longitudinale 

rispetto all’acciaio della trave (E0=206000 MPa), così come l’abbassamento dell’estremo libero il 

quale è stato rapportato alla freccia del caso di incastro rigido ideale (f0=η=1,415 mm). Mentre per 

quanto riguarda le rotazioni sono stati impiegati i risultati in valore assoluto. 

 

Prima di procedere nell’analisi è necessario compiere una scelta in merito ai due diversi modelli 

analitici di molle equivalenti sopra presentati. Per fare ciò sono stati calcolati gli errori percentuali 

dei modelli proposti rispetto ai valori ricavati tramite l’analisi FEM (Tabelle 14), secondo 

l’equazione: 

%
FEM

FEMcalcolato

valore

valorevalore −=∆  

 

Da tali risultati si nota una notevole differenza degli errori percentuali (Grafico 1 e Grafico 2).  

Per quanto riguarda i valori più elevati la differenza nella scelta di un modello piuttosto di un altro 

porta ad errori percentuali di ben un ordine di grandezza inferiori. È tuttavia obbiettivo notare che in 

alcuni casi, in particolar modo per rapporti di rigidezza molto contenuti, i modelli risultano essere 

equivalenti ed in altri l’affidabilità dell’uno prevalere sull’altro e viceversa. 

In conclusione però risulta più corretto tralasciare, nella modellazione tramite molle equivalenti, la 

configurazione secondo la quale le molle sono disposte a c/4 dai vertici. Pertanto si terrà come 

riferimento la rappresentazione della Figura 7 (in cui le molle sono poste ai vertici del concio di 

trave incastrata). Inoltre si può considerare l’errore percentuale medio totale (media di tutti gli errori 

percentuali considerati in valore assoluto) pari 30,7% nel caso scelto, a fronte di 212,2% della 

configurazione trascurata. 
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Errori del modello: molle equivalenti 
 

→ Molle poste ai vertici del concio di trave incastrata 
c/L 0,05 0,1 0,15 0,2 

Materiale 
incastro 

E0/E F/f0 ϕ F/f0 ϕ F/f0 ϕ F/f0 ϕ 
  (rad)  (rad)  (rad)  (rad) 

Composito 0,3 -5,0% -40,3% -6,1% -75,0% -6,1% -86,5% -6,1% -91,8% 

Acciaio 1,0 -1,5% -1,4% -6,6% -56,3% -7,5% -76,2% -7,9% -85,6% 

Ghisa 1,7 2,4% 19,6% -6,5% -44,1% -8,3% -68,9% -9,1% -81,0% 

Titanio 1,9 3,2% 22,9% -6,5% -42,0% -8,5% -67,6% -9,3% -80,1% 

Lega leggera 2,9 8,6% 39,2% -6,0% -30,3% -9,1% -59,9% -10,3% -75,0% 

Magnesio 4,6 15,7% 53,2% -4,9% -18,4% -9,5% -51,0% -11,4% -68,8% 

Composito 4,9 17,0% 55,2% -4,6% -16,5% -9,5% -49,5% -11,5% -67,7% 

Composito 14,7 42,2% 78,5% 2,1% 10,6% -8,4% -23,3% -13,1% -46,5% 

Composito 17,2 46,0% 80,6% 3,5% 13,7% -7,9% -19,6% -13,1% -42,9% 

Poliammide 20,6 50,4% 82,7% 5,3% 17,0% -7,2% -15,3% -13,0% -38,7% 

Resina epos. 51,5 69,3% 89,8% 15,0% 28,9% -2,0% 2,8% -10,8% -17,8% 

PEEK 58,9 71,4% 90,5% 16,4% 30,1% -1,1% 4,9% -10,3% -15,0% 

PVC 68,7 73,7% 91,1% 17,9% 31,3% 0,0% 7,0% -9,6% -12,1% 

Nylon 103,0 78,5% 92,4% 21,5% 33,8% 2,9% 11,7% -7,6% -5,1% 

Teflon 412,0 87,0% 94,4% 29,1% 37,7% 10,2% 19,8% -0,9% 8,5% 

 
→ Molle poste in mezzeria (distanza pari a c/4) 

c/L 0,05 0,1 0,15 0,2 

Materiale 
incastro 

E0/E F/f0 ϕ F/f0 ϕ F/f0 ϕ F/f0 ϕ 
  (rad)  (rad)  (rad)  (rad) 

Composito 0,3 9,6% 139,0% -1,8% 0,0% -4,1% -46,0% -5,0% -67,4% 

Acciaio 1,0 38,7% 294,4% 5,6% 74,7% -1,8% -5,0% -4,6% -42,6% 

Ghisa 1,7 67,9% 378,4% 13,8% 123,5% 1,3% 24,3% -3,5% -24,0% 

Titanio 1,9 73,9% 391,6% 15,5% 132,1% 2,0% 29,6% -3,2% -20,5% 

Lega leggera 2,9 111,9% 456,8% 27,3% 178,7% 6,9% 60,5% -1,1% 0,1% 

Magnesio 4,6 161,3% 512,9% 44,3% 226,5% 14,4% 95,9% 2,6% 24,8% 

Composito 4,9 170,2% 520,8% 47,5% 234,0% 15,9% 101,9% 3,3% 29,1% 

Composito 14,7 340,2% 613,8% 124,8% 342,4% 56,7% 206,8% 26,3% 114,2% 

Composito 17,2 365,8% 622,2% 139,5% 354,6% 65,5% 221,7% 31,7% 128,2% 

Poliammide 20,6 395,4% 631,0% 157,9% 367,9% 77,0% 238,9% 39,0% 145,2% 

Resina epos. 51,5 521,3% 659,4% 256,3% 415,7% 150,7% 311,3% 91,6% 228,9% 

PEEK 58,9 535,4% 661,9% 270,1% 420,3% 162,8% 319,4% 101,3% 239,8% 

PVC 68,7 550,4% 664,4% 285,3% 425,1% 176,9% 328,0% 113,1% 251,8% 

Nylon 103,0 582,8% 669,6% 321,4% 435,0% 213,4% 346,6% 145,5% 279,4% 

Teflon 412,0 639,3% 677,7% 395,8% 450,9% 305,2% 379,3% 244,8% 334,0% 
 
Tabella 14. Errori percentuali dei due modelli proposti riguardanti l’utilizzo di molle equivalenti. 
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Grafico 1. Errori percentuali dei due modelli di molle equivalenti proposti, relativi ai soli valori delle frecce 
normalizzate. 
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Grafico 2. Errori percentuali dei due modelli di molle equivalenti proposti, relativi ai soli valori delle rotazioni. 
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In aggiunta allo scopo di valutare l’affidabilità del modello letto di molle sono stati calcolati e 

riportati, anche in questo caso, gli errori percentuali (Tabella 15) ed i relativi grafici.  

Appare evidente che tale trattazione porta a stime, soprattutto delle rotazioni della sezione 

incastrata, sostanzialmente diverse da quanto ricavato tramite elementi finiti visti i più elevati valori 

degli errori nella maggior parte delle condizioni analizzate. Una possibile spiegazione è stata 

individuata nella differenza che si ha tra il modello di molle suggerito e l’incastro ideale cui si fa 

riferimento. Il letto di molle non vincola minimamente la trave in direzione orizzontale, ovvero si 

può affermare che sia caratterizzato da rigidezza orizzontale nulla, mentre l’incastro ideale 

eliminando ogni grado di libertà anche orizzontalmente è considerato costituito da rigidezza 

orizzontale infinita. Per una verifica qualitativa di quanto affermato, nel Grafico 3 e Grafico 4 è 

stato riportato in aggiunta l’andamento degli errori rispetto ad una situazione media ottenuta 

appunto compiendo una media tra i risultati ottenuti tramite letto di molle e la condizione ideale. 

 
Errori del modello: letto di molle 

 
→ Secondo [1] 

c/L 0,05 0,1 0,15 0,2 

Materiale 
incastro 

E0/E F/f0 ϕ F/f0 ϕ F/f0 ϕ F/f0 ϕ 
  (rad)  (rad)  (rad)  (rad) 

Composito 0,3 10,5% 144,9% 7,2% 147,9% 9,0% 208,3% 10,7% 250,8% 

Acciaio 1,0 32,2% 238,1% 12,8% 143,4% 11,8% 154,8% 13,3% 179,8% 

Ghisa 1,7 53,9% 292,5% 18,9% 155,8% 14,3% 140,1% 14,8% 152,3% 

Titanio 1,9 58,4% 301,2% 20,2% 158,7% 14,8% 138,8% 15,1% 148,7% 

Lega leggera 2,9 86,9% 344,8% 29,1% 177,8% 18,6% 136,8% 17,0% 133,8% 

Magnesio 4,6 124,0% 383,1% 41,9% 201,2% 24,3% 143,0% 19,9% 126,7% 

Composito 4,9 130,6% 388,5% 44,4% 205,1% 25,5% 144,6% 20,4% 126,3% 

Composito 14,7 258,4% 453,1% 103,5% 267,0% 57,2% 189,3% 38,6% 144,6% 

Composito 17,2 277,6% 459,0% 114,8% 274,5% 64,2% 197,1% 42,9% 150,4% 

Poliammide 20,6 299,9% 465,1% 128,9% 282,6% 73,3% 206,4% 48,8% 158,0% 

Resina epos. 51,5 394,6% 485,1% 204,6% 312,3% 131,7% 247,7% 91,8% 201,4% 

PEEK 58,9 405,2% 486,9% 215,1% 315,3% 141,3% 252,5% 99,8% 207,6% 

PVC 68,7 416,4% 488,7% 226,9% 318,3% 152,6% 257,6% 109,5% 214,4% 

Nylon 103,0 440,8% 492,3% 254,6% 324,6% 181,6% 268,9% 136,3% 230,4% 

Teflon 412,0 483,3% 498,0% 311,9% 334,7% 254,7% 288,7% 218,4% 263,1% 
 
Tabella 15. Errori percentuali della modellazione con letto di molle. 
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Grafico 3. Errori percentuali del modello letto di molle, relativi ai soli valori delle frecce normalizzate. Inoltre sono 
riportati gli errori che si avrebbero nel caso si supponga una rigidezza orizzontale media. 
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Grafico 4. Errori percentuali del modello letto di molle, relativi ai soli valori delle rotazioni. Inoltre sono riportati gli 
errori che si avrebbero nel caso si supponga una rigidezza orizzontale media. 
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Per chiarezza e semplicità espositiva verranno di seguito presentati, in tabelle distinte, i valori delle 

frecce normalizzate e delle rotazioni di tutte le diverse configurazioni c/L rispettivamente del 

modello con molle equivalenti scelto, del modello di letto di molle e ricavati da FEM.   

 

Modello Molle Equivalenti 
c/L= 0,05 0,1 0,15 0,2 

Materiale 
incastro 

E0/E F/f0 ϕ F/f0 ϕ F/f0 ϕ F/f0 ϕ 
  (rad)  (rad)  (rad)  (rad) 

Composito 0,3 1,0542 0,00008 1,0156 0,00002 1,0073 0,00001 1,0042 0,00001 

Acciaio 1,0 1,1579 0,00022 1,0456 0,00006 1,0212 0,00003 1,0122 0,00002 

Ghisa 1,7 1,2711 0,00038 1,0782 0,00011 1,0364 0,00005 1,0210 0,00003 

Titanio 1,9 1,2957 0,00042 1,0853 0,00012 1,0397 0,00006 1,0229 0,00003 

Lega leggera 2,9 1,4647 0,00066 1,1341 0,00019 1,0624 0,00009 1,0360 0,00005 

Magnesio 4,6 1,7229 0,00102 1,2086 0,00029 1,0971 0,00014 1,0560 0,00008 

Composito 4,9 1,7745 0,00110 1,2235 0,00032 1,1040 0,00015 1,0600 0,00008 

Composito 14,7 3,3235 0,00329 1,6705 0,00095 1,3121 0,00044 1,1800 0,00025 

Composito 17,2 3,7108 0,00383 1,7823 0,00110 1,3641 0,00051 1,2100 0,00029 

Poliammide 20,6 4,2529 0,00460 1,9387 0,00133 1,4369 0,00061 1,2521 0,00035 

Resina epos. 51,5 9,1323 0,01150 3,3468 0,00331 2,0924 0,00154 1,6301 0,00088 

PEEK 58,9 10,2940 0,01314 3,6821 0,00379 2,2484 0,00176 1,7202 0,00101 

PVC 68,7 11,8431 0,01533 4,1291 0,00442 2,4565 0,00205 1,8402 0,00118 

Nylon 103,0 17,2646 0,02300 5,6937 0,00663 3,1847 0,00307 2,2603 0,00177 

Teflon 412,0 66,0583 0,09200 19,7747 0,02650 9,7388 0,01230 6,0411 0,00706 
 

 

Tabella 16. Dati riguardanti la parte analitica in particolare la modellazione tramite molle equivalenti, utilizzati per i 
grafici (si noti che F/f0=w/η in riferimento alle tabelle 2, 4, 6, 8  ed alla formula 4.1.1.1). 
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Modello Letto di Molle 
c/L= 0,05 0,1 0,15 0,2 

Materiale 
incastro 

E0/E F/f0 ϕ F/f0 ϕ F/f0 ϕ F/f0 ϕ 
  (rad)  (rad)  (rad)  (rad) 

Composito 0,3 1,2269 0,00031 1,1588 0,00022 1,1700 0,00023 1,1842 0,00025 

Acciaio 1,0 1,5540 0,00077 1,2624 0,00036 1,2349 0,00032 1,2456 0,00033 

Ghisa 1,7 1,9106 0,00126 1,3714 0,00051 1,2923 0,00040 1,2891 0,00039 
Titanio 1,9 1,9883 0,00137 1,3950 0,00054 1,3044 0,00041 1,2975 0,00040 

Lega leggera 2,9 2,5207 0,00210 1,5566 0,00075 1,3853 0,00052 1,3515 0,00047 

Magnesio 4,6 3,3341 0,00322 1,8029 0,00109 1,5067 0,00068 1,4282 0,00057 
Composito 4,9 3,4968 0,00345 1,8522 0,00115 1,5308 0,00071 1,4433 0,00059 

Composito 14,7 8,3770 0,01018 3,3285 0,00314 2,2512 0,00166 1,8816 0,00115 

Composito 17,2 9,5970 0,01187 3,6975 0,00364 2,4310 0,00189 1,9902 0,00129 

Poliammide 20,6 11,3051 0,01422 4,2141 0,00433 2,6826 0,00222 2,1420 0,00149 
Resina epos. 51,5 26,6777 0,03544 8,8634 0,01059 4,9462 0,00520 3,5060 0,00324 

PEEK 58,9 30,3379 0,04049 9,9704 0,01208 5,4851 0,00591 3,8305 0,00365 

PVC 68,7 35,2181 0,04723 11,4463 0,01407 6,2036 0,00685 4,2632 0,00421 

Nylon 103,0 52,2988 0,07080 16,6121 0,02103 8,7184 0,01016 5,7774 0,00615 
Teflon 412,0 206,0249 0,28298 63,1042 0,08363 31,3504 0,03990 19,4036 0,02363 

 

Tabella 17. Dati riguardanti la parte analitica modellata tramite il letto di molle, utilizzati per i grafici (si noti che 
F/f0=w/η in riferimento alle tabelle 3, 5, 7, 9  ed alla formula 4.1.1.1). 
 

Ansys 
c/L= 0,05 0,1 0,15 0,2 

Materiale 
incastro 

E0/E F/f0 ϕ F/f0 ϕ F/f0 ϕ F/f0 ϕ 
  (rad)  (rad)  (rad)  (rad) 

Composito 0,3 1,1102 0,00013 1,0814 0,00009 1,0729 0,00008 1,0698 0,00007 

Acciaio 1,0 1,1759 0,00023 1,1192 0,00015 1,1041 0,00013 1,0990 0,00012 

Ghisa 1,7 1,2414 0,00032 1,1536 0,00020 1,1305 0,00016 1,1226 0,00015 

Titanio 1,9 1,2553 0,00034 1,1606 0,00021 1,1358 0,00017 1,1272 0,00016 

Lega leggera 2,9 1,3488 0,00047 1,2060 0,00027 1,1684 0,00022 1,1554 0,00020 

Magnesio 4,6 1,4886 0,00067 1,2703 0,00036 1,2120 0,00028 1,1917 0,00025 

Composito 4,9 1,5163 0,00071 1,2828 0,00038 1,2201 0,00029 1,1983 0,00026 

Composito 14,7 2,3374 0,00184 1,6357 0,00086 1,4319 0,00057 1,3579 0,00047 

Composito 17,2 2,5416 0,00212 1,7216 0,00097 1,4808 0,00064 1,3924 0,00052 

Poliammide 20,6 2,8272 0,00252 1,8413 0,00113 1,5482 0,00073 1,4391 0,00058 

Resina epos. 51,5 5,3943 0,00606 2,9101 0,00257 2,1348 0,00149 1,8275 0,00107 

PEEK 58,9 6,0052 0,00690 3,1638 0,00291 2,2727 0,00168 1,9167 0,00119 

PVC 68,7 6,8196 0,00802 3,5019 0,00336 2,4561 0,00192 2,0349 0,00134 

Nylon 103,0 9,6699 0,01195 4,6845 0,00495 3,0962 0,00275 2,4450 0,00186 

Teflon 412,0 35,3196 0,04732 15,3206 0,01924 8,8376 0,01026 6,0943 0,00651 
 

 

Tabella 18. Dati riguardanti la parte di elementi finiti utilizzati per i grafici (si noti che F/f0=w/η in riferimento alle 
tabelle 10, 11, 12, 13 ed alla formula 4.1.1.1).  
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Da una prima osservazione prettamente numerica, si può notare come nella modellazione tramite 

molle equivalenti e dai risultati ottenuti tramite FEM all’aumentare del rapporto c/L (ovvero 

considerando sempre più grande l’incastro della trave) i valori della freccia normalizzati 

decrescono. Fisicamente quindi maggiore è la dimensione dell’incastro minore sarà 

l’approssimazione che si compie nel considerare l’incastro reale come ideale. Quanto detto si può 

notare più facilmente considerando solamente il caso in cui si ha lo stesso materiale sia per la trave 

sia per l’incastro (acciaio su acciaio). Infatti man mano che le dimensioni dell’incastro aumentano 

la freccia risultante tende sempre più a coincidere con la freccia ricavata per l’incastro ideale, di 

fatto il rapporto F/f0 tende sempre più all’unità. Per quanto riguarda il modello letto di molle invece 

si assiste ad un andamento non molto definito di tale parametro per rapporti di rigidezza inferiori a 

10, oltre tale valore comunque si ha una tendenza analoga ai casi suddetti.   

Per quanto concerne le rotazioni si giunge alle medesime considerazioni. 

Un’altra importante considerazione, lampante anche in questa fase iniziale, risulta essere il fatto che 

all’aumentare del rapporto tra la rigidezza della trave e la rigidezza dell’incastro sia la freccia 

normalizzata (quindi l’abbassamento assoluto all’estremità della trave) sia la rotazioni della sezione 

incastrata assumono valori via via crescenti. 

 

Per  visualizzare meglio ed individuare altre tendenze che almeno in un primo momento è difficile 

stabilire vengono di seguito riportati grafici che hanno in comune la definizioni degli assi: nell’asse 

delle ascisse si riporta il valore normalizzato del modulo elastico longitudinale (E0/E) e nell’asse 

delle ordinate invece si riportano le frecce normalizzate (F/f0) oppure le rotazioni (ϕ).  
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Grafico 5. Sono riportate tutte le frecce normalizzate ricavate secondo i tre differenti percorsi, per ogni rapporto c/L 
analizzato. 
 

Esaminando il grafico sopra riportato trova conferma quanto prima asserito in merito alla bontà 

dell’approssimazione che si compie considerando l’incastro ideale rispetto quello reale. Si nota che 

per il rapporto c/L=0,2 i valori delle frecce ottenute tramite trattazione analitica attraverso molle 

equivalenti risultano essere pressoché coincidenti con i risultati letti da FEM.  

Per quanto riguarda la modellazione di letto di molle si conferma quanto detto in precedenza, 

ovvero una sostanziale scarsa affidabilità dei risultati. 
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Inoltre è opportuno evidenziare che l’influenza della rigidezza del materiale è tanto minore quanto 

le dimensioni dell’incastro risultano ampie. Ricordando inoltre che i valori rappresentati sono 

rapporti rispetto al caso ideale, si evince come il ricorso ad un incastro ideale risulta tanto più 

corretto quanto la differenza tra modulo elastico del vincolo e modulo elastico della trave risulta 

contenuta. Eccezione va fatta considerando tuttavia un vincolo costituito da un materiale avente 

modulo elastico molto maggiore rispetto alla trave, in quanto l’analisi condotta porta a risultati di 

abbassamenti più bassi.  
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Grafico 6. Sono riportate tutte le frecce normalizzate ricavate secondo i tre differenti percorsi, per ogni rapporto c/L 
analizzato. 
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Dal Grafico 6 si nota come anche nel caso delle rotazioni la tendenza è analoga agli spostamenti 

verticali in quanto all’aumentare delle dimensioni del vincolo le rotazioni diminuiscono ed allo 

stesso tempo l’influenza del materiale di cui è costituito in vincolo tende a scemare.  

 

Per completezza vengono riportati in seguito i grafici appena analizzati aventi tuttavia assi 

logaritmici. 
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Grafico 7. Sono riportate le frecce di ogni modello studiato per ciascuna configurazione analizzata, la scala degli assi 
cartesiani è di tipo logaritmico.  
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Grafico 8. Sono riportate le rotazioni della sezione incastrata di ogni modello studiato per ciascuna configurazione 
analizzata, la scala degli assi è di tipo logaritmico.  
 

Quanto finora esposto ha però una valenza puramente “didattica”, nella realtà infatti si suppone che 

una trave in acciaio verrà vincolata attraverso un incastro costituito da un materiale tra quelli 

presenti nella Tabella 19.  

 

Materiale Incastro E 
 (MPa) 

Acciaio 206000 

Ghisa 120000 

Titanio 110000 

Lega Leggera di Alluminio 70000 

Magnesio 45000 
 
Tabella 19. Elenco dei materiali da costruzione che si suppone possano essere impiegati in accoppiamento ad una trave 
in acciao. 
 

Quindi si è posto un focus rispetto tali materiali e per essi in seguito verranno ripresentati i grafici di 

abbassamenti e rotazioni. In aggiunta sono stati realizzati grafici considerando singolarmente i 

rapporti c/L. 
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Grafico 9. Frecce relative ai soli materiali da costruzione di tutti i rapporti dimensionali analizzati. 
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Grafico 10. Rotazioni relative ai soli materiali da costruzione di tutti i rapporti dimensionali analizzati. 
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Grafico 11. Abbassamenti relativi al rapporto c/L=0,05. 
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Grafico 12. Rotazioni relative al rapporto c/L=0,05. 
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Grafico 13. Abbassamenti relativi al rapporto c/L=0,1. 
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Grafico 14. Rotazioni relative al rapporto c/L=0,1. 
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Grafico 15. Abbassamenti relativi al rapporto c/L=0,15. 
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Grafico 16. Rotazioni relative al rapporto c/L=0,15. 
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Grafico 17. Abbassamenti relativi al rapporto c/L=0,2. 
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Grafico 18. Rotazioni relative al rapporto c/L=0,2. 
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Considerando solamente i cosiddetti materiali da costruzione, diversamente da quanto affermato a 

livello generale, il modello letto di molle risulta essere anche se non molto marcatamente più 

coerente con i valori FEM per ogni rapporto dimensionale. Tale affermazione è corretta a meno del 

caso c/L=0,05 nel grafico del quale si osserva la netta differenza rispetto i risultati della 

modellazione tramite molle equivalenti.  

Per i rapporti c/L maggiori di 0,05 si nota come i risultati tramite FEM risultano compresi tra le 

linee derivanti dai calcoli analitici, perciò si può supporre che compiendo un media dei valori 

analitici si giunga ad una più corretta soluzione. 

Di seguito verrà riportata la tabella dei valori medi analitici calcolati applicando semplicemente la 

seguente formula:  

2
molledilettoiequivalentmolle

medio

valorevalore
valore

+
=  

Per verificare quanto ipotizzato sopra, viene riportata la tabella degli errori percentuali (Tabella 21) 

che verrà confrontata con la Tabella 14 e con la Tabella 15. Inoltre si prendano in considerazione il 

Grafico 19 e il Grafico 20.  

Ad esclusione dei casi con rapporto dimensione pari a 0,05 e 0,1 gli errori percentuali calcolati 

considerando i valori medi, riguardanti i soli materiali da costruzione, sono tutti inferiori rispetto ad 

entrambi i casi precedenti. Ciò è chiaro sia per quanto riguarda gli abbassamenti sia per quanto 

riguarda le rotazioni della sezione incastrata. Comunque trova conferma la diminuzione dell’errore, 

nel caso in cui si consideri una media di valori analitici, solo per le rigidezze caratteristiche dei soli 

materiali da costruzione. 

 

Successivamente sono stati presentati i grafici, riguardanti appunto i materiali da costruzione, 

comprendenti tutti i rapporti dimensionali analizzati, utilizzando però come dati analitici i dati medi 

appena ricavati. Risulta evidente come l’approssimazione delle soluzioni analitiche risulta essere 

molto meno cospicua. 
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Valori Medi Analitici 
c/L= 0,05 0,1 0,15 0,2 

Materiale 
incastro 

E0/E F/f0 ϕ F/f0 ϕ F/f0 ϕ F/f0 ϕ 
  (rad)  (rad)  (rad)  (rad) 

Composito 0,3 1,1406 0,0002 1,0872 0,0001 1,0886 0,0001 1,0942 0,0001 

Acciaio 1,0 1,3559 0,0005 1,1540 0,0002 1,1281 0,0002 1,1289 0,0002 

Ghisa 1,7 1,5908 0,0008 1,2248 0,0003 1,1644 0,0002 1,1550 0,0002 

Titanio 1,9 1,6420 0,0009 1,2402 0,0003 1,1720 0,0002 1,1602 0,0002 

Lega leggera 2,9 1,9927 0,0014 1,3453 0,0005 1,2238 0,0003 1,1937 0,0003 

Magnesio 4,6 2,5285 0,0021 1,5058 0,0007 1,3019 0,0004 1,2421 0,0003 

Composito 4,9 2,6356 0,0023 1,5378 0,0007 1,3174 0,0004 1,2516 0,0003 

Composito 14,7 5,8502 0,0067 2,4995 0,0020 1,7817 0,0010 1,5308 0,0007 

Composito 17,2 6,6539 0,0079 2,7399 0,0024 1,8976 0,0012 1,6001 0,0008 

Poliammide 20,6 7,7790 0,0094 3,0764 0,0028 2,0598 0,0014 1,6970 0,0009 

Resina epos. 51,5 17,9050 0,0235 6,1051 0,0070 3,5193 0,0034 2,5680 0,0021 

PEEK 58,9 20,3160 0,0268 6,8262 0,0079 3,8668 0,0038 2,7753 0,0023 

PVC 68,7 23,5306 0,0313 7,7877 0,0092 4,3301 0,0044 3,0517 0,0027 

Nylon 103,0 34,7817 0,0469 11,1529 0,0138 5,9515 0,0066 4,0188 0,0040 

Teflon 412,0 136,0416 0,1875 41,4395 0,0551 20,5446 0,0261 12,7223 0,0153 
 
Tabella 20. Media dei valori dei modelli analitici. 
 

Errori Percentuali dei Valori Medi 
c/L= 0,05 0,1 0,15 0,2 

Materiale 
incastro 

E0/E F/f0 ϕ F/f0 ϕ F/f0 ϕ F/f0 ϕ 
  (rad)  (rad)  (rad)  (rad) 

Composito 0,3 2,7% 52,3% 0,5% 36,5% 1,5% 60,9% 2,3% 79,5% 

Acciaio 1,0 15,3% 118,4% 3,1% 43,5% 2,2% 39,3% 2,7% 47,1% 

Ghisa 1,7 28,2% 156,0% 6,2% 55,8% 3,0% 35,6% 2,9% 35,7% 

Titanio 1,9 30,8% 162,0% 6,9% 58,4% 3,2% 35,6% 2,9% 34,3% 

Lega leggera 2,9 47,7% 192,0% 11,6% 73,7% 4,7% 38,5% 3,3% 29,4% 

Magnesio 4,6 69,9% 218,2% 18,5% 91,4% 7,4% 46,0% 4,2% 28,9% 

Composito 4,9 73,8% 221,9% 19,9% 94,3% 8,0% 47,5% 4,5% 29,3% 

Composito 14,7 150,3% 265,8% 52,8% 138,8% 24,4% 83,0% 12,7% 49,1% 

Composito 17,2 161,8% 269,8% 59,1% 144,1% 28,1% 88,8% 14,9% 53,7% 

Poliammide 20,6 175,1% 273,9% 67,1% 149,8% 33,0% 95,5% 17,9% 59,7% 

Resina epos. 51,5 231,9% 287,5% 109,8% 170,6% 64,9% 125,3% 40,5% 91,8% 

PEEK 58,9 238,3% 288,7% 115,8% 172,7% 70,1% 128,7% 44,8% 96,3% 

PVC 68,7 245,0% 289,9% 122,4% 174,8% 76,3% 132,3% 50,0% 101,2% 

Nylon 103,0 259,7% 292,4% 138,1% 179,2% 92,2% 140,3% 64,4% 112,6% 

Teflon 412,0 285,2% 296,2% 170,5% 186,2% 132,5% 154,3% 108,8% 135,8% 
 
Tabella 21. Errori percentuali dei valori medi analitici rispetto ai risultati letti tramite Ansys. 
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Grafico 19. Errori percentuali degli abbassamenti dei modelli analitici messi a confronto con gli errori percentuali degli 
abbassamenti dei valori medi. 
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Grafico 20. Errori percentuali delle rotazioni dei modelli analitici messi a confronto con gli errori percentuali delle 
rotazioni dei valori medi. 
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Grafico 21.  Frecce relative ai soli materiali da costruzione di tutti i rapporti dimensionali analizzati considerando la 
media dei valori analitici. 
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Grafico 22. Rotazioni relative ai soli materiali da costruzione di tutti i rapporti dimensionali analizzati. 
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Grafico 23. Abbassamenti relativi al rapporto c/L=0,05 (utilizzando i valori medi analitici). 
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Grafico 24. Rotazioni relative al rapporto c/L=0,05 (utilizzando i valori medi analitici). 
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Grafico 25.  Abbassamenti relativi al rapporto c/L=0,1 (utilizzando i valori medi analitici). 
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Grafico 26. Rotazioni relative al rapporto c/L=0,1 (utilizzando i valori medi analitici). 
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Grafico 27. Abbassamenti relativi al rapporto c/L=0,15 (utilizzando i valori medi analitici). 
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Grafico 28. Rotazioni relative al rapporto c/L=0,15 (utilizzando i valori medi analitici). 
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Grafico 29. Abbassamenti relativi al rapporto c/L=0,2 (utilizzando i valori medi analitici). 
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Grafico 30. Rotazioni relative al rapporto c/L=0,2 (utilizzando i valori medi analitici). 
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5. Conclusioni 
Per quanto riguarda l’incastro ideale, il risultato della trattazione comunemente utilizzata nella 

risoluzione delle strutture risulta essere coincidente con la lettura dell’abbassamento della trave 

ottenuto attraverso gli elementi finiti. 

In merito alla modellazione dell’incastro reale le considerazioni risultano essere numerose e 

dipendenti le une dalle altre.  

Innanzitutto la trattazione analitica non è consolidata come nel caso precedente, infatti per a tale 

scopo sono state valutate ben tre diverse soluzioni. Il modello di molle equivalenti, basato 

principalmente su ipotesi e semplificazioni provenienti da considerazione puramente fisiche, è 

risultato essere, nel caso delle due diverse disposizioni delle molle, si ingegneristicamente 

accettabile ma numericamente discorde. La scelta della disposizione delle molle ai vertici del 

concio di trave è quasi obbligata, in questo modo infatti la corrispondenza di tale trattazione rispetto 

ai risultati letti tramite FEM è accettabile tanto più le dimensioni del vincolo aumentino.  

Per quanto concerne la modellazione attraverso letto di molle la formulazione ricavata da [1] porta a 

risultati che, seppur corretti matematicamente, sono molto diversi  dai valori ottenuti tramite 

l’analisi agli elementi finiti. Una possibile motivazione di tale marcata inaffidabilità si suppone sia 

legata al fatto di considerare nulle le sollecitazioni che nascono orizzontalmente, o meglio il 

modello letto di molle non definisce alcuna rigidezza orizzontale quindi non contrasta in nessuna 

misura gli sforzi subiti secondo tale direzione. 

 

In particolar modo, l’analisi focalizzata ai soli materiali da costruzione ha suggerito, per una 

migliore precisione e conseguente affidabilità del metodo, di effettuare una media dei valori ottenuti 

precedentemente dai due modelli analitici in conclusione scelti. Facendo ciò la corrispondenza 

rispetto quanto ottenuto attraverso FEM è, anche se in maniera limitata ai due rapporti dimensioni 

maggiori, migliore (è bene sottolineare che tale corrispondenza è sempre più marcata all’aumentare 

della dimensione del vincolo).  

 

In conclusione la deformabilità della trave, calcolata considerando la cedevolezza elastica del 

vincolo, dipende sostanzialmente da  due grandezze: 

• geometria e dimensione del vincolo; 

• rigidezza del vincolo. 
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La geometria dell’incastro, la quale è stata fatta variare di dimensione, ha un’influenza significativa 

rispetto la deformazione della trave; maggiore è la lunghezza dell’incastro minore risultano essere 

l’abbassamento all’estremità e la rotazione delle sezione incastrata. Allo stesso modo, ovvero per 

rapporti c/L crescenti, la sensibilità del vincolo nei confronti della rigidezza del materiale risulta 

diminuire notevolmente. 

Per ciò che riguarda la rigidezza del materiale costituente l’incastro si nota come ad una 

diminuzione del modulo elastico longitudinale corrisponde un aumento dell’abbassamento e della 

rotazione, ma come scritto poc’anzi tale influenza varia al variare delle dimensioni. 

 

Quindi, in conclusione per poter valutare il contributo della rigidezza rispetto alla cedevolezza del 

vincolo, quindi di conseguenza sulla deformata della trave, è necessario considerare anche le 

dimensioni in quanto i due parametri risultano essere dipendenti.  
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