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INTRODUZIONE

Introduzione

L’uomo, sin dall’antichita, si € interrogato sulla natura di due entita: lo Spazio e il
Tempo e sulla loro essenza. Che cosa ¢ lo Spazio? e il Tempo? come sono legati tra loro?.
Per gran parte della storia queste due entita sono state concepite come assolute, immutabili
e, soprattutto, separate. Per Aristotele, lo spazio era un mero contenitore, un sistema di
luoghi statici, mentre il tempo era la "misura del movimento secondo il prima e il poi”,
un flusso universale e costante per tutti. Questa visione culmino nel XVII secolo con Isaac
Newton, che pose uno ”spazio assoluto” e un ”tempo assoluto”, che scorre uniformemente,
come pilastri indiscutibili della sua meccanica.

Questa concezione, tanto potente quanto intuitiva, inizid a mostrare le prime crepe
solo alla fine del XIX secolo, con lo sviluppo della teoria dell’elettromagnetismo di Maxwell.
Le sue equazioni prevedevano che la velocita della luce fosse una costante universale, un
risultato in palese conflitto con la meccanica newtoniana, secondo cui le velocita dovrebbero
sempre sommarsi. Un fisico e filosofo austriaco, Ernst Mach, espresse un ”principio” sfidando
la meccanica e la gravitazione Newtoniana. Nel suo testo La meccanica nel suo sviluppo
storico-critico(1883) scrisse questo:

” L’esperimento di Newton con il secchio d’acqua rotante ci insegna soltanto che la
rotazione relativa dell’acqua rispetto alle pareti del secchio non risveglia nessuna
forza centrifuga degna di nota, mentre la sua rotazione relativa alla massa della
Terra e degli altri corpi celesti le risveglia.”,

per poi continuare cosi:

” Nessuno puo dire quale sarebbe il risultato dell’esperimento se le pareti del sec-
chio diventassero sempre pit spesse e massicce, fino a raggiungere lo spessore
di parecchie leghe. C’¢ solo un esperimento che si possa concepire, e 10 prego il
lettore di non considerare oziosa questa fantasticheria. Teniamo fisso il secchio
di Newton e facciamo ruotare il cielo con le sue stelle fisse: chi puo dire quali
sarebbero le forze che nascerebbero nel secchio?”.

Quindi, il suo ”Principio” si puo riassumere cosi: ”[linerzia di un oggetto mon é una sua
proprieta intrinseca, ma é determinata dalla sua interazione con tutta la materia presente
nell’universo.”

La svolta epocale avvenne pero nel 1905, chiamato anche ” Annus Mirabilis”, ”con la
”Teoria della Relativitd Speciale” di Albert Einstein. Lo scienziato demoli completamente,
per la prima volta nella storia, i concetti di spazio e tempo assoluti, dimostrando che sono
inestricabilmente intrecciati in un’unica entita: lo spaziotempo.

Dieci anni piu tardi, con la "Relativita Generale”, Einstein portdo a una rivoluzione
ancora piu grande. Lo spaziotempo non era piu solo un’entita passiva, ma acquisi dinamicita,
un tessuto flessibile la cui geometria viene curvata dalla presenza di massa ed energia.

Nonostante la sua straordinaria potenza nel descrivere i fenomeni gravitazionali, dalla
predizione e calcolo delle orbite alla correzione nel GPS che usiamo ogni giorno. La Relati-
vita Generale, pero, presenta predizioni tanto affascinanti quanto problematiche: 'esistenza
delle singolarita spaziotemporali. Questo lavoro di tesi si inserisce proprio in questo per-
corso storico. Dopo aver abbandonato le nozioni classiche, ci addentreremo nella moderna
descrizione geometrica di questo universo dinamico. Verranno poste le fondamenta matema-
tiche per comprendere la natura di questa nuova entita chiamata spaziotempo, preparando
il terreno per analizzare le singolarita.



INTRODUZIONE

Tuttavia, definire rigorosamente e formalmente cosa sia davvero una singolarita ¢ una
sfida particolarmente intricata. L’approccio piu ingenuo, ovvero considerare una singolarita
come un ”punto mancante” della varieta spaziotemporale, si rivela insoddisfacente a causa
della facilita di aggirare questo problema eliminando queste ”singolarita”. E quindi neces-
saria una caratterizzazione piu profonda che catturi I’essenza fisica di un confine invalicabile
per la storia di un osservatore.

Lo scopo di questo lavoro di tesi e intraprendere un percorso rigoroso per giungere a
una definizione formale e robusta di singolarita spaziotemporale. Attraverso 'analisi dei
fondamenti matematici dello spaziotempo e dei postulati della Relativita Generale, si in-
tende mostrare come il concetto di incompletezza delle traiettorie causali sia proprio quel
criterio fondamentale di caratterizzazione per l'esistenza di una singolarita. La trattazione
si basera principalmente su opere fondative della letteratura, quali “General Relativity for
Mathematicians” di Sachs e Wu e “The Large-Scale Structure of Space-Time” di Hawking
ed Ellis.

Outline della tesi:

Il primo capitolo ¢ dedicato alla costruzione dell’apparato matematico necessario per
descrivere lo spaziotempo. Partendo dalla definizione di varieta differenziabile, si introduce
la metrica lorentziana, che attribuisce la struttura causale allo spaziotempo, distinguendo tra
tre tipi di direzioni: quelle di tipo tempo (Time-like), di tipo luce (Light-like) e di tipo spazio
(Space-like). Verranno approfonditi i concetti di orientabilita temporale, che permette di
definire in modo coerente il ”futuro” e il ”passato” e che verra ritrattato nell’ultimo capitolo,
e la nozione di ”osservatore”. Infine, introdurremo il tensore energia-momento, che descrive
la distribuzione di materia ed energia e che, come vedremo, agisce da “sorgente” per la
curvatura dello spaziotempo.

Il secondo capitolo introduce i postulati fondamentali della Relativita Generale. Si
discutera il Principio di Equivalenza di Einstein (EEP) e il Principio di Covarianza. Questo
culminera nella derivazione delle equazioni di campo di Einstein attraverso un approccio
variazionale basato sul principio di azione stazionaria, dimostrando cosi come la geometria
(descritta dal tensore di Einstein) sia legata alla materia (descritta dal tensore energia-
momento).

Il terzo e ultimo capitolo affronta il nucleo della tesi: il problema della definizione
delle singolarita in uno spaziotempo. Si inizia ampliando la definizione di orientabilita tem-
porale, per poi approfondire ulteriormente la struttura causale precedentemente discussa,
analizzando le condizioni che prevengono l'insorgenza di paradossi come le curve temporali
chiuse. Successivamente, si introduce il concetto di incompletezza geodetica e della sua insuf-
ficienza per una soddisfacente definizione delle singolarita. Per superare questa limitazione,
si introduce il concetto di parametro affine generalizzato, conducendo in modo naturale alla
definizione finale di b-incompletezza, che cattura davvero 'idea che la storia di un generico
osservatore possa avere una fine inspiegabile.



1 SPAZIO-TEMPO

Spazio-Tempo

Basato su ”General relativity for Mathematicians” di R. K. Sachsé H.
Wu, Cap. 1-2

In questo capitolo andiamo a costruire la base matematica dello spaziotem-
po. Partendo dalle definizioni geometriche di base, si introduce la struttura
causale che distingue il futuro dal passato. Si definisce poi la figura dell’osser-
vatore e il modo in cui misura il tempo e lo spazio, per concludere con l'in-
troduzione del tensore Momento-Energia che sara fondamentale per i capitoli

successivi.

1.1 Notazione

Posta M come varieta differenziabile connessa, Para-compatta, C'°°, T2
per cui M ={): indichiamo con (M,g) una varieta Riemanniana ( o pseudo-
Riemanniana) n-dimensionale; con T, M, T*M /TM e TM* rispettivamente il
suo spazio tangente, co-tangente rispetto z € M e il suo fibrato tangente e
co-tangente.

Invece F(M),X(M), Q' (M), T (M) sono rispettivamente lo spazio delle
funzioni C*°, dei campi vettoriali, delle 1-forme e dei campi tensori del tipo
(¢,p) su M.

-Una carta (U, ¢) di un Atlante completo ¢ definita essere C"~ se lo ¢ ¢,
i.e.se: ¢ & C" ! e se le derivate (r — 1)-esime delle coordiante sono Localmente
Lipshitziane.

-Definiamo anche il simbolo di Levi—Clivita come il seguente tensore (0,4):

Nabed = v/ =9 - A 64,050.07 = /=g Z SE0(0) 0z ()0 (1) O () O

oESy

dove 6;'- ¢ la delta di Kronecker.

1.2 Equivalenza Fisica

Presa (M, g) definiamo una relazione di equivalenza tra campi tensoriali

attraverso la metrica g. Infatti, Vz € M, allora g|, induce un isomorfismo
T M———TF M

s () wimg (w0) Vv € T,M. Questo si puo facilmente estende-

metrico ¢,
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re unicamente a tensori con numero di indici totali fissato: supposto r +
s =p+qA e TLIM),B € T (M) allora definiamo I'isomorfismo ¢, :
To. (M) — T2, .(M) tale per cui:

( Z,z)(“l®"'®Uq®w1®-~-®wp) :¢Z(U1)®®¢Z(Uq)®wl®®wp

(analogo per 7,(M) ). Andiamo quindi a definire la relazione di equivalenza
in questo modo:
A~ B« ¢; .(A) =¢,.(B)

8,2

Definizione 1.2.1 Presi A, B 2 campi tensoriali definiti in U C M si dice
che:
A e fisicamente equivalete a B <= Az ~ Bz Vz e U

1.3 Carattere Causale

Sia (V, g) spazio vettoriale Lorentziano n-dimensionale.

Definizione 1.3.1 Sia W <V allora definiamo il suo carattere causale

come:
1. Space-like <= glw definita positiva;
2. Light-like <= g¢|w semi-definita positiva, ma non definita positiva,
3. Time-like <= glw definita negativa,

-Preso v € V definiamo il suo carattere causale come quello di < v >

-Inoltre se v € V ¢ Light/Time-like allora lo chiamiamo Causale
Osservazione 1.3.2 (a) 0, é Space-like; v # 0, ¢ Space-like sse g(v,v) > 0,
Light-like sse g(v,v) =0, Time-like g(v,v) < 0;
(b)) W<V
o W Space-like sse tutti i suot vettori sono Space-like;

o W Light-like sse contiene un vettore Light-like, ma non ne contiene
di Time-like;

o W Time-like sse contiene un vettore Time-like;
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Proposizione 1.3.3 Sia W < V. Allora:

(a) W Time-like < W+ Space-like;

(b) W Space-like <= W+ Time-like;

(c) W Light-like <= W NW+ # 0 < W+ ¢ Light-like;
Dimostrazione.

(a) -W Time-like = Jw € W | w ¢ Time-like e unitario = 3{ey, -+ ,eny_1,w}
base orto-normale di V. Dato che W+ < span({e;li=1,--- ,N —1})
in cui g & definita positiva = W+ & Space-like.

-Viceversa, posto W+ Space-like prendiamo v € V Time-like = v =
w+w' con (w,w') € W x Wt = g(w,w) = g(v,v) — gw,w) <0 = w
e Time-like = W e Time-like;

(b) Segue da W+ =W;

(c) -Se W Light-like = Jw, € W Light-like, ma non ne contiene Time-like.
Quindi, Va € R,Vw € W g(w + awy, w + awy) = g(w,w) + 2ag(w, wy) +
g(wo, wy) = g(w,w) + 2ag(w,wy) > 0. Per arbitrarieta di a, g(w,wy) =
OVw eW = wy € Wt =WnW+ #£0,

-Viceversa, se 0, # wy € W N W+ = wq ¢ Light-like. Dato che W non

puo contenere vettori Time-like per (a), W Light-like per 1.3.2b e perché
wy € W.

Corollario 1.3.4 w € W Time-like sse w* C V Space-like
Corollario 1.3.5 2 vettor:i Light-like sono ortogonali sse proporzionali

Dimostrazione.

-Presi v,w € V Light-like, e € V Time-like per cui g(v,w) = 0. Per il
Corollario 1.3.4 g(e,v) # 0 = Ja € R tale per cui g(e, w+av) = 0. Sempre per
1.3.4 w+av & Space-like, ma g(w+av, w+av) = g(w, w)+2ag(v, w)+g(v,v) =
0 = w+ av = 0 quindi v, w sono proporzionali

-Viceversa, presi v,w € V Light-like tali per cui w = av, con a € R =

g(U,w) = g(U,CLU) = ag(v,v) =0
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O

Definizione 1.3.6 Sia (M,g) varieta Lorentziana e ¢ : N — M immersione
della varieta N. Se do,(T,M) C Ty M ha lo stesso carattere causale Vx € N,
allora lo attribuiamo a ¢ e ¢p(N).

-X campo vettoriale su U C M ¢ Space/Light/Time-like sse Vx € U, Xx
Space/Light/ Time-like.

-1l carattere causale ¢ mantenuto per tensori fisicamente equivalenti,
quindi se w := g(X,-) I-forma associata al campo vettoriale X definito su

U C M definiamo il carattere causale di w come quello di X

Definizione 1.3.7 7 := {v € V|v Time — like} C V ¢ sotto-varieta aperta,

con 2 componenti connesse (sconnesse da 0,):
o 7" :={ve Rlgle,v) <0} CV;

o 7y ={ve Flgle,v) >0} CV

-Con e € V un qualsiasi vettore Time-like

Definizione 1.3.8 %, := {v € V|v Light — like} C V prende il nome di

cono di luce in V
Proposizione 1.3.9 %, ¢ una varieta Light-like

Dimostrazione.

-Z, varieta: Stav e 4 = g(v,v)=0ev#0, SiaUe Av|0,¢U
allora definisco ¢ :g:é?fu)::g(w’w), allora 4 NU = {3 = 0}. Inoltre, dg # 0 su
U in quanto g e non-degenere. Quindi per il teorema della funzione implicita
si ha %) ¢ sotto-varieta.

-% Light-like: Sia v € % e w € T,V, inoltre definiamo ¢, : T,V —
V' lisomorfismo canonico. Allora: w € 1,4 <= wg = 0 < dg(w) =
g(ppw,v) = 0 <= g(w, ¢, (v)) = 0. Quindi T,.% = (¢,'(v))* < T,V, ma
o, (v) € T,V & Light-like in quanto g(¢, ' (v), ¢, (v)) = g(v,v) =0 = T,.%
e Light-like per 1.1.2b. Per arbitrarieta di v allora %, ¢ Light-like.

O

10



1 SPAZIO-TEMPO

Null cone

Null vectors lie
on the null cones

Timelike vectors
lie inside the
null cones

Spacelike vectors lie

/ outside the null cones
l E,

Hyperplane spanned by
1o wees Eomoy

Null cone

1.4 Time-Orientation

Consideriamo adesso i concetti di "passato” e ”futuro”. Sia (M, g) varieta
Lorentziana connessa, definiamo 7'M il fibrato tangente [[ : TM — M la
proiezione, allora definiamo il Carattere causale di (z,Z) € T'M con quello di

ZeTl,M

Proposizione 1.4.1 L’insieme 7 C T'M dei punti di carattere causale Time-

like ¢ una sotto-varieta aperta. Inoltre, 7 ha 1 o 2 componenti connesse.

Dimostrazione.

Definiamo K :{"7 7% . 4. yz.= K € C*. T = K~'(~00,0) quindi 7
¢ aperto. Sia ./ componente connessa di 7. Se ¢ : . — 7 & I'endomorfismo
definito da ¥(z,7) = (z,—Z), allora ¥.o/ & anch’essa componente connessa
di . Siano # = o Uy, € = T ~AB. PB,€ sono aperti e chiusi in
T = A, % sono aperti in T M.

Assumiamo che [[Z N][][% = (. Se cosi non fosse allora esisterebbero
(x,Z) € Be (x,Y)€e € cone e M. Sia?/ C T, M la componente connessa
di 7N {x} x T, M che contiene (z,Y); allora € N% # (). Dato che € & unione
di componenti connesse di J = % C €. Ora o (z,Z) o (x,—Z) sono in ¥,
ma entrambi sono in Z per definizione = BN¥ # ) = % C % in quanto
% unione di componenti. Segue che N % # () che ¢ una contraddizione.

Quindi possiamo assumere: [[BN][[€ =0e [[ZBU]]E = M. Ma dato
che M ¢ per definizione connessa, [[€ =0 = ¢ =0= T = & Up. Se
A N =0, 7 ha 2 componenti connesse. Senno, & = p.o/ .

11



1 SPAZIO-TEMPO

O

Definizione 1.4.2 Sia (M, g) varieta Lorentziana connessa. (M, g) ¢ definita

time — orientable sse T presenta 2 componenti connesse.

Definizione 1.4.3 Sia (M, g) time — orientable. (M,g) é definita time —
oriented sse prese I e T, componenti connesse di .7, si indica T con

"futuro” e 7~ con “passato”.

Definizione 1.4.4 Sia X € X(M) causale. Sia ¢ : T — (—00,0) U (0, +00)
tale che Y(x, W) := g(X, W), ¥ é suriettiva e C*. Allora 7 non é connesso
e (M, g) ¢é time-orientable. Ora ponendo T+ := ¢ ~(—00,0), allora (M, g) &
time-oriented da X. Inoltre, 7+ > Xx Vz € M.

Definizione 1.4.5 Sia (M, g) varieta Lorentziana time-oriented, n-dimensionale,
conn > 3; allora Ve € M, ;" .= 7+ N[ {z} C {z} x T,M. Definiamo
quindi la corrispondente componente connessa del cono di luce in {x} x T,M
come L5 e la chiamiamo cono di luce futuro.

-X € T, M ¢ definito future pointing sse (x,X) € Tt UZLTF;

-Un campo vettoriale X definito su U C M é future pointing sse Xx €
T, M ¢ future pointing Vx € U.

-Una 1-forma w definita su U C M e future pointing sse lo é il suo campo
vettoriale fisicamente equivalente.

-In modo duale si vanno a definire il cono di luce passato 7, e past pointing.

Ritorneremo nel capitolo 8 sul concetto di Time-Orientation per approfon-

dirlo e per fare altrettanto sulla struttura Causale dello Spazio-Tempo.

1.5 Spazio-Tempo

Definizione 1.5.1 Uno Spazio—Tempo (M, g, V) é una varieta Lorentizia-
na 4-dimensionale, T2, C* (in realta basterebbe C™ con r > 2), connessa,
orientata e time-oriented su cui definiamo la connessione di Levi—Civita : V9
di g su M

-Grazie alle ipotesi di essere T2 e di avere una metrica Lorentiziana g,

allora M ottiene anche ['attributo di Para-compattezza.

12
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Definizione 1.5.2 Presi 2 Spazio-Tempi (M, g,V9) e (M',¢', V), allora di-
ciamo che sono equivalenti se sono isometrici, i.e. se F : M — M’ diffeo-
morfismo che trasporta la metrica (dipg = 1.9 = ¢ ).

-L’sometria tra 2 Spazio-Tempi € una relazione di equivalenza

Percio formalmente uno Spazio-Tempo non € propriamente una terna come
definita in 1.5.1, bensi una classe di equivalenza [(M, g, V)] con ~ definita
dalla 1.5.2.

Definizione 1.5.3 Sia (M, g,V9) uno Spazio-Tempo allora diciamo che lo
Spazio-Tempo C™ (M',g',V9) ¢ una C" — estensione di (M,g,V9) se 3y :
M — M’ embedding isometrico C".

Definizione 1.5.4 Lo Spazio-Tempo (M, g,V9) ¢ C" — inestensibile sse non
esiste nessuna C" — estensione (M’ g',V9') per cui p(M) # M’

Proposizione 1.5.5 Siano (M, g, V9) Spazio-Tempo e (M',¢',V9) una sua
estensione. Se VA : & — M’ geodetica Light-like tale che N(&) N .4 # 0,
NE)C M = M =M.

Percio da ora in poi assumiamo (M, g, V9) come inestensibile.

1.6 Osservatori

Definizione 1.6.1 Un osservatore in (M, g,V9) é definito come una curva
future-pointing, Time-like v : & — M | g(7«,7) = —1. L’assunzione di
essere Time-like e per traslare matematicamente il fatto che un osservatore ha
necessariamente velocita minore di quella della luce c.

-u € & ¢ definito come tempo proprio, ed é il tempo misurato da un

orologio che "viaggia” su Y& ; puo essere espresso come lunghezza d’arco in

/\7*s|ds:/ ds=u—a

Y« € la 4-velocita dell’osservatore;

questo modo:

A, = V.. v, & la 4-accelerazione dell’osservatore;
Y Yx )

-L’osservatore & definito in caduta libera sse v é una geodetica

Definizione 1.6.2 Definiamo il concetto di osservatore istantaneo:

13



1 SPAZIO-TEMPO

e Osservatore istantaneo: ¢ la coppia (z,Z) dove z € M,Z € T,M

future — pointing, Time — like;

Sia (z,Z) osservatore istantaneo e X € T,M causale e future-pointing,
ey : & — M un nuovo osservatore tale che yu = 2z, y,u = X. Dato che
per (z, Z) il vettore Z rappresenta il muoversi solo nella coordinata temporale
u, in quanto per lui la propria posizione e ferma, allora possiamo introdurre
per (z,7) il concetto di decomposizione ortogonale (unica) di 7,M in una

componente puramente temporale e in una componente puramente spaziale:
X=eZ+p

cone:=—g(X,7),pe Z+.

e La componente temporale: eZ. Il coefficiente e = —g(X, Z) rappresenta
I’energia relativa per unita di massa di X misurata dall’osservatore istan-
taneo (z, Z). Poiché entrambi i vettori sono causali future-pointing, si ha
e > 0.

e La componente spaziale: p. Questo vettore appartiene allo spazio
di simultaneita dell’osservatore, che e il sottospazio ortogonale a Z.
Matematicamente:

peZt = g(p,Z)=0

Definizione 1.6.3 Grazie alla discussione sopra:

1. Sia (z,Z) un osservatore istantaneo allora definiamo:

o T, :=span(Z) il suo asse di tempo locale;
e R, :=span(Z)* il suo spazio di riposo locale;

e q.:T.M —T,, p,:T.,M — R, le proiezioni ortogonali;
-Allora TM =T, ® R, = (p. ® ¢.)(T.M) .

2. Sia v : & — M wun osservatore allora il "suo” osservatore istantaneo al
tempo proprio u € & €& (yu,vsu). Quindi la decomposizione ortogonale
di TyyM =T, ® Ry = (1au) & (vau)®™. Quindi la 4-accelerazione A, u

giace su R,.

Definizione 1.6.4 Definiamo con £ la velocita Newtoniana di~y osservata
da (z,7).
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-1l fatto che v,u sia Time-like si traduce nel fatto che la velocita newtoniana

e minore della velocita della luce c.

L’idea chiave & che I'osservatore (z, Z) interpreta il rapporto tra la com-

ponente spaziale e quella temporale come una velocita classica (Newtoniana).

e Velocita relativistica (3-velocita): v =2

9(p,p)

o |U| = < 1 (assumendo ¢ = 1)

Definizione 1.6.5 Sia (z,Z) un osservatore istantaneo allora é ben definito
il tensore di proiezione h : T,M x T,M — R | h(X,Y) := g(p.(X),p.(Y)).

(a) h forma bilineare simmetrica;
(b) h
(C) h<Z> ) =0;

Rz = gz Rz 7.
Definizione 1.6.6 Siano X,Y € T, M causali definiamo angolo e lunghez-
za Newtoniani osservati da (z,7):

1. Angolo newtoniano tra X e Y :

h(X,Y)
[B(X, X)h(Y,Y))]2

cosl =

2. Lunghezza di X:

(NI

[ (X, X)]

Definizione 1.6.7 Sia z € M wuna particella di luce corrisponde a un
vettore Y € T, M future-pointing e Light-like.

-Andiamo a definire {(e,U)} Uinsieme dell’energia delle particelle di luce
e delle direzioni da cui l'osservatore istantaneo (z,Z) le vede arrivare, con

U=7—- %Y. Quindi rappresenta ’esperienza dell’osservatore con il mondo.

1.7 Isotropia Spaziale

Definizione 1.7.1 Sia (yu,v.u) un osservatore istantaneo. Definiamo allora:
O3, = {1 : TWuM — Ty M | p(ysu) = yeu, g(X,Y) = g(0X,0Y) VXY € T, M}.

15
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3 ‘ .
e Ley € O, sono lineari,

~Y

e )|p, = id, allora v ¢ determinata completamente da |g,, = (’)iu =

Aut(R.,) = SO3(R);

-Possiamo estendere ¢ in modo unico a g : T,

w§<T)(Ul7"' 7UT7W17"' 7ws) = T(d}(vl)a"' 7w(UT>7¢*(w1>7"' 7¢*(w8>)'

(M) = T (M).

Sia T € T],(M) diciamo che ¢ spazialmente isotropico per (yu,v.u) sse

UI(T) =T, Y € O3 ;

yu

Definizione 1.7.2 Sia ¢ : M — M wun isometria che preserva orientazione e
time-orientation e tale per cui {3(;11:)(;)712 = ¢y = dpy, € O3,
-(M,g,V9) ¢é definito spazialmente isotropico per v sse VXi, Xy €

Ry | 9(X1,X1) = 9(X2, Xo) = 1 allora 3¢ : M — M isometria | ¢, X7 = Xs.
Osservazione 1.7.3 Possiamo sottolineare:

e Lo spazio di Minkowski € spazialmente isotropico per ogni osservatore

1stantaneo;

1.8 Fermi-Walker Connection

Un osservatore v per poter effettuare osservazioni deve essere in grado di
poter decidere quando un vettore unitario X € R, ha "la stessa direzione” di
un altro vettore unitario X € R,;. Quindi vogliamo dare una definizione di

osservazione di rotazione per un osservatore.

Definizione 1.8.1 Se v ¢é un osservatore in caduta libera allora si puo ben
definire che X, X come sopra, hanno la stessa direzione spaziale sse X é

trasportato parallelamente a X .

La definizione 1.8.1 presenta perd un enorme limitatezza in quanto, prende
in considerazione solo gli osservatori 7 in caduta libera. Infatti, non vale per
osservatori in moto accelerato per il motivo seguente:

Se v ha A, # 0, allora X € R,, non implica pit che la connessione
di Levi — Ciwvita V9 trasporti parallelamente X in R,, . Percio dobbiamo
trovare una definizione di ”"stessa direzione spaziale” che funzioni anche per

osservatori con accelerazione non nulla. In quanto in Relativita Generale se

16
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un corpo ¢ accelerato allora non segue una geodetica, che ¢ quella che ¢ dettata
dalla gravita, e allora il suo vettore tangente e il suo ortogonale non vengono
trasportati parallelamente da V9 nei corrispettivi assi temporali e spazi di
riposo.

Sia (M, g,V9) uno Spazio-Tempo e v : & — M un osservatore allora
possiamo ben definire le seguenti proiezioni ortogonali p., : T, M — R, e
Gy TouM — T, Quindi se X € X(7&) , allora pX € X(7€) e ¢X € X(78)
definiti da (pX)yu 1= Pyu(X ), (¢X)yu = gyu(Xu)

Definizione 1.8.2 Definiamo la Fermi- Walker connection su~y come una
generalizzazione della derivata covariante e quindi anche della connessione di
Levi — Civita. F : X(v&) x X(v&) — T, M :

Fy X == [p(v"V)yp + q(v*V9)yql X

-F' estrae singolarmente le variazioni puramente spaziali e puramente tem-

porali;
Proposizione 1.8.3 F' ¢ connessione su .

Dimostrazione. La connessione Fy X ¢ R — lineare in X e C* — lineare
(rispetto alle funzioni definite su ) in Y. Inoltre, se f ¢ C® suy = Fy(fX) =
Y X+ (Y f) PP+ ¢A)X = fFyX + (Y f)X. Imponendo Fy f =Y f allora
esiste esattamente una estensione di F' ad una connessione su spazi tensoriali

definiti su v che commuta con le contrazioni.

O

Proposizione 1.8.4 Siano X,Y € X(v&), allora la Fermi- Walker con-

nection F su v presenta le sequenti proprieta:

(a) F,X =V X+ g(ve, X)Ay — g(Ay, X)7.

In particolare, F.,, = v*V9 sse vy é in caduta libera;
(b) w9(X,Y) =g(F.X,Y) +g(X,E.Y) ;
(C) F'Y*f)/* = O

(d) Se Xu,Yue R,,,Vue &= F, X, ;Yo R,,Vue& eg(F,X,Y)=
9(V§.X.Y)

17
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Sia 7 ¢ una curva se V € T,, M per qualche u € & allora c¢’¢ un unico campo
vettoriale V' F' — parallelo su « tale che Vu = V. Se fissiamo ug € &, e
{X;} come base di T},,M = c’¢ esattamente un insieme di campi vettoriali
{X;} F — paralleli su ~ tali che X;ug = X; Vi = 1,...,4. In particolare, se
{X;} & base orto-normale allora da 1.8.4b abbiamo che {X;u} ¢ orto-normale
Yu € &.

Se inoltre, X, = ~.ug, allora per 1.8.4.c X; = 7., quindi abbiamo che
Vu € &, R,, =< Xju,Xou,X3u >. L’interpretazione che possiamo dare
a X,u e essere il "wvettore unitario al tempo proprio u lungo l’asse del o —
estmo giroscopio trasportato da ~v”, in quanto il concetto di assi trasportati
in meccanica Newtoniana si puo formalizzare con il trasporto di un giroscopio
per ognuno dei 3 assi spaziali.

Percio adesso possiamo fare quello che ci siamo ripromessi di ben definire

a inizio sotto-capitolo:

Definizione 1.8.5 Siano X, € R,,,, X2 € R, unitari allora diciamo che
X1 e Xy hanno la stessa direzione spaziale <= Jay,as,a3 € R per cui X; =
Yoo o(Xpur), Xo =Y ar(X,ug) <= X € F-trasporto parallelamente da X,.

Cosi quindi abbiamo formalizzato il concetto di mancanza di rotazione in

termini di g e VY.

1.9 Sistemi di Riferimento

Definizione 1.9.1 Un sistema di riferimento Q su uno Spazio-Tempo
(M, g,V9) é un campo vettoriale tale per cui tutte le sue curve integrali sono
osservatori. Quindi Q sistema di riferimento sse g(Q, Q) = —1 e Q ¢
future-pointing.

-Q ¢ sistema di riferimento geodesico <= @ ¢ sistema di riferi-
mento e V,Q = 0;

-Tutti gli osservatori in un sistema di riferimento geodetico Q sono

in caduta libera,

Sia ora w la 1-forma fisicamente equivalente a Q. Se v € un osservatore in Q,
allora du = —y*w dato che (Y'w)(d/du) = w(v*) = 9(Q, V<) = g(Vs, 1) = —1.
In questo modo possiamo associare le proprieta geometriche di w al tempo

proprio u degli osservatori di Q.
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Definizione 1.9.2 Un sistema di riferimento Q si dice:
e Sincronizzabile: se 3h,t funzioni C* su M | h >0 e w = —hdt;

e Sincronizzabile secondo il tempo proprio: se 3t funzione C*(M) tale
che w = —dt,;

e Localmente sincronizzabile: se w N\ dw = 0;
e Localmente sincronizzabile secondo il tempo proprio: se dw = 0;

-t ¢ chiamata funzione tempo/funzione tempo proprio;

Proposizione 1.9.3 Diamo delle "inclusioni” rispetto alle definizioni sopra-

citate:
(a) Sincronizzabile = Localmente Sincronizzabile;

(b) Sincronizzabile secondo tempo proprio = Localmente Sincro-

nizzabile secondo tempo proprio;

Dimostrazione.
(a) Dato che w = —hdt = w Adw = —hdt A d(—hdt) = 0;
(b) Dato che w = —dt = dw = —d*t =0;
U

Se una funzione tempo t esiste, allora non e unica. Se esiste una funzione

tempo proprio t, allora du = y*dt Vv osservatore di Q.

Definizione 1.9.4 W € X(v&) ¢ chiamato un vicino di v in Q sse AW €
X(vE) | pW =WeLogW =0

La condizione pW’ = W da la possibilita agli osservatori vicini di avere dire-
zioni dei loro vettori tangenti diverse. Mentre la condizione LW’ = 0 dice
che W’ ¢ costante sulle curve integrali di Q, quindi W’ & simmetrico rispetto
al flusso di Q. Va quindi a definire un sistema di riferimento perfettamente

rigido e non deformabile.

Definizione 1.9.5 Sia F la F' — Wconnection su ~y. Allora:

(a) F,. W ¢ la 3-velocita degli osservatori vicini relativa a ;
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(b) Fv2 W ¢ la 3-accelerazione degli osservatori vicini relativa a y;

-(Fy, W)u, (FZ W)u € R, in quanto presa V la 3-velocita allora pW =
W, qW=0 = V=pVi W = pV =V. Abbiamo usato 1.8.3, 1.8.4,

1.8.4¢ (analogo per 'accelerazione).

Proposizione 1.9.6 Se Q sistema di riferimento geodetico, allora un vicino

W di v in Q deve soddisfare Lo W = 0.

Dimostrazione. Usiamo la relazione tra derivata di Lie e connessione di
Levi — Civita:
LW = Q, W] = V‘?QW - V%VQ

Dato che Q e un sistema di riferimento geodetico allora valgono 2 condi-
zioni:
L. V5Q = 0;
2. W e trasportato parallelamente dalle geodetiche di Q, quindi non ruota:
VoW =0;
Andandole a sostituire nella relazione otteniamo:

LW = VHW — V{Q = 0 - V{Q = —V4,Q

Usiamo ora un sistema di coordinate normali attorno a v, in questo modo
abbiamo: I“gl,|7 = 0. In queste coordinate, possiamo identificare i vettori del
sistema di riferimento con i vettori di base delle coordinate, ad esempio Q = 0,
e W = 0,. Quindi:

(0, )"
4 Qr| = (w500 = 0| ] @] ~o
v ‘ v ozr |y v v
I1 termine a(g%’ = 0 in quanto i vettori di base di un sistema di coordinate

sono costanti.

O

Fisicamente possiamo interpretare 1.9.6 con il fatto che quindi LwQ =
0 < Vi Q = 0. La seconda significa che le geodetiche vicine hanno accele-
razione relativa nulla e che quindi localmente lo Spazio-Tempo ¢ diffeomorfo a

quello piatto privo di curvatura, cosa che globalmente in generale non ¢ vera.
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Definizione 1.9.7 Sia (z,Z) osservatore istantaneo e sia T,M = T, ® R,.
Denotando con R il tensore di curvatura di Riemann andiamo a definire
Y, R, —> R, t. c. . X — RyxZ.
-9V, X,Z) =9g(RzxZ,7Z) =0VX € R, in quanto Rzx ¢ anti-aggiunto;
b, € auto-aggiunto rispetto a gz|g., in quanto YV, W € R,, g(¢,V,W) =

J(RvZ,W)=RW,Z,Z, V) =RV, Z, ZW) = g(RzwZ,V) = g(v,W, V).

Dove R ¢ il (4,0)-campo tensoriale fisicamente equivalente a R;

Proposizione 1.9.8 Sia Q sistema di riferimento geodetico e W un vicino

dell’osservatore v in Q. Allora, la 3-accelerazione di W relativa a v soddisfa:
F2 W =19 W,con (¢ Wyu = ,,( Wu)

Dimostrazione. Per 1.9.6 LqW = 0. Fissatou € & esia W campo vettoriale
definito in un intorno di yu t. ¢. Ly Q =0¢e W o~ = W. Adesso, usando il

fatto che la tornione ¢ nulla:

V4 W = V4 (V5Q+ LaW)

= V4V%Q
=RowQ+ V5 VoQ + Vo ¢ Q

Abbiamo usato la condizione V(QQQ = (. Restringendoci su v, abbiamo V‘g W =
R, w7« Dato che v ¢ geodetica allora F' = v*V7 e allora ’equazione prece-
dente diventa:

F2W = R, wr. = oW,

O

La proposizione 1.9.8 permette di verificare se un sistema di riferimento in
caduta libera e in uno spazio tempo piatto come quello di Minkowski oppure
curvo. Infatti, presi 2 osservatori se le loro 3-accelerazioni sono reciprocamente
non nulle, allora il tensore di curvatura di Riemann R # 0 che ¢ una misura
dell’olonomia e si traduce nel fatto che lo Spazio-tempo € curvo e quindi non

isometrico allo Spazio-Tempo piatto di Minkowski.
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Proposizione 1.9.9 Sia Q un sistema di riferimento e v un suo osservatore.
s . g . . . .
L’assegnazione X — —V% Q definisce una trasformazione lineare Ag : R, —

R, che assegna a ogni vicino di v l'opposto della sua 3-velocita relativa a 7.

Dimostrazione.

-Aq(Ry.) C Ry, Sia X € R,,. Poiché Q & un campo vettoriale unitario
(9(Q,Q) = —1), usando l'identita Xg(V, W) = g(V%V, W) + g(V, V5 W), si
ha:

9(AQX, Q) = —g(VxQ,Q) = —%Xg(Q, Q) = —%X(—l) =0 VX €R,

Questo mostra che AgX ¢ ortogonale a Q e quindi appartiene a R.,,.
Sia W un vicino di v in Q. Dobbiamo mostrare: F,, W = —Aq(Wu), i.e. :

F’y*uw - V%VuQ Yu € E

Questo ¢ equivalente a mostrare che g(F,,,W,V) = g(V{{, Q. V) VV € R,.
Da 1.8.4d, abbiamo che g(F,,,W,V) = g(VJ ,W, V). Percio, ci riduciamo a

dover dimostrare:
9(V5.,W,V)=g(V{,Q, V) VVER,

Un vicino W ¢ la proiezione di un campo vettoriale W’ definito lungo v per
cui LW’ = 0. Allora, W' = W + f~, per una qualche funzione C*° f definita
su v. Estendiamo questi campi a un intorno ¢ di yu. Esiste un campo W’ su
U tale che W' oy = W’ e [W/,Q] = 0. Estendiamo anche f a una funzione
F su U tale che F oy = f. Definiamo infine W = W’ — FQ. Questo campo
estende W, poiché W oy = (W' — FQ)oy =W’ — fr, = W.

Ora calcoliamo V¥ Q:

VeQ = VLW + W, Q]
= VLW + W - FQ, Q]
= VoW + (W', Q] - [FQ, Q|
= VoW +0— (F[Q,Q] - (QF)Q)
= VLW +(QF)Q
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Restringendo questa equazione alla curva v nel punto u, otteniamo:

V%VuQ =V? W+ f/(u)’}/*u

et

dove f’ ¢ la derivata di f rispetto al tempo proprio u.

Definizione 1.9.10 Sia Q sistema di riferimento. Allora lo si chiama:

e Irrotazionale in x = yu sse Ag € auto-aggiunto rispetto a gw‘ .
Yu

e Rigido in x = vyu sse Ag ¢ anti-aggiunto rispetto a gw‘ RS
Yu

e Irrotazionale/Rigido sse lo é per ogni x € M.

Proposizione 1.9.11 Un sistema di riferimento Q ¢ irrotazionale sse ¢ lo-

calmente sincronizzabile.

Dimostrazione.

Sia Q un sistema di riferimento e w la sua 1-forma fisicamente equivalente,
tale che w(-) = ¢(Q, ). Un sistema di riferimento Q ¢ irrotazionale se e solo se
I'operatore associato Aq, definito da AqX = —V%Q, ¢ auto-aggiunto rispetto
alla metrica g sullo spazio di riposo R.,.

Consideriamo campi vettoriali X, Y in un intorno sufficientemente piccolo
tali che siano puramente spaziali rispetto a Q, ovvero g(Q,X) = ¢(Q,Y) = 0.
In questo intorno allora w Adw =0 & dw(X,Y) =0« w(X,Y]) =0«
9(Q.X,Y)) = 0 & g(V4Q.Y) = ¢(V4Q.X) in quanto V4Y — VX —
(X, Y]=0eg(Q.X)=9(QY)=0« g(AQXvY) - g(X,AQY) =0

O

1.10 Tensore Energia-Momento

Definizione 1.10.1 Una particella con massa a riposo m € [0,+00) é una
curva y : & — M future-pointing | g(7«, 1) = —m?.

-y in caduta libera sse v geodetica;

-Una particella v con m # 0 esiste sempre una sua parametrizzazione
affine che é un osservatore. La sua lunghezza d’arco € anch’essa definita tempo
Proprio;

Y, € vettore energia-momento di y;
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Definizione 1.10.2 Un flusso di particelle (P,n) di massa a Tiposo m & una
funzione densita n : M — [0,+00), e P € X(M) le cui curve integrali sono
particelle con massa a riposo m.

-Sia D C M dominio Space-like e ¢ : N — M la sua tmmersione allora
definiamo il numero di particelle in D come: N = [, i(nP)Q con Q Uelemento
di volume metrico su M;

-Diciamo che il flusso di particelle ha densita conservata se div(nP) = 0;

Definizione 1.10.3 Un tensore B Energia-Momento su (M,g,V9) ¢ un
tensore (2,0), simmetrico tale che B(w,w) > 0 Yw € T4M causali, ¥z € M.

Preso (P,n) flusso di particelle il suo tensore Energia-Momento ¢: T =
nP® P.
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2 RELATIVITA GENERALE

Relativita generale

In questo capitolo introdurremo i postulati che danno vita alla teoria della
Relativita Generale, con discussioni sui loro significati per poi presentare le
equazioni di campo di Einstein. Andando quindi a formalizzare e capire come

energia e momento influenzano la curvatura dello Spazio-Tempo.

2.1 Postulati

Prima di parlare dei postulati propri della Relativita Generale introdurre-
mo altri 2 postulati: Causalita Locale e Conservazione Locale di Energia

e Momento.

e Causalita Locale: ”Le equazioni che governano i campi di materia sono
tali per cui se preso % intorno di coordinate normali convesso di p e
g, allora un segnale puo essere spedito in % tra p e ¢ se e solo se questi
possono essere uniti attraverso una curva regolare C'! in % il quale vettore

tangente ¢ appunto sempre causale.”

e Conservazione Locale di Energia e Momento: "Le equazioni che
governano i campi di materia sono tali per cui 37" tensore Energia-
Momento che dipende dai campi, dalle loro derivate covarianti e dalla

metrica g:”

1. T gvanisce su insiemi aperti % sse tutti i campi di materia svani-

scono su 7% (Tutti i campi di materia hanno energia)

2. VIT" = (0 (Conservazione dell’energia)

Il principio di C'ausalita Locale ¢ proprio quello che da alla metrica g il suo
distinto carattere geometrico, distinguendola da tutti gli altri campi su M.

Questi postulati verranno usati nel prossimo capitolo per cercare una
buona definizione delle singolarita Spazio-Temporali, mentre ora, tornando
strettamente alla Relativita generale, andiamo a parlare dei principi che la
caratterizzano:

Per il primo postulato si va a generalizzare il pit vecchio WEP o Princi-
pio di Equivalenza Debole: "la massa gravitazionale mg, e quella inerziale

m; di un qualsiasi corpo sono uguali”. Questo implica che non ¢’¢ modo di
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distinguere gli effetti di un campo gravitazionale da quelli di un sistema di
riferimento uniformemente accelerato.

Dopo che Einstein pubblico la sua Teoria sulla Relativita Speciale nel 1905
pero il concetto di massa cambio radicalmente in quanto divento chiaro che la
massa non era altro che una manifestazione di energia e momento. Quindi Ein-
stein cerco di generalizzare il WEP arrivando cosi a formulare nel 1907 il EEP
o Principio di Equivalenza di Einstein: ”Localmente nello Spazio-Tempo,
le leggi della fisica si riducono a quelle predette dalla Relativita Speciale; é
quindi tmpossibile rilevare l’esistenza di un campo gravitazionale”.

L’EEP puo essere formalizzato matematicamente, in questo modo diven-
ta: ”le leggi fisiche quando sono espresse in coordinate Riemanniane Normali
o sul punto p € M sono descritte da equazioni che prendono la stessa forma
che prenderebbero se lo Spazio-Tempo (M, g, V9) fosse piatto”. Questo intuiti-
vamente puo essere notato con il fatto che in coordinate Riemanniane Normali
i simboli di Christoffel svaniscono in un intorno sufficientemente piccolo, an-
dando quindi a riportarci al caso dello Spazio-Tempo piatto, in cui appunto ¢
definita la Relativita Speciale.

Prendiamo per esempio il caso di osservatori v in caduta libera nello Spazio-

Tempo piatto, questo si traduce nella seguente condizione:

d?at(y(u))

du?

=0

Ora per 'EEP questa equazione dovrebbe rimanere invariata per Spazio-
Tempi curvi a patto di essere in coordiante Riemanniane Normali. La con-

dizione di geodetica si scrive:

P (VW) | de(1(w) dz”(y(w))

du? B du du =0

VI e =

Pero dato che siamo in un sistema di coordiante Riemanniane Normali allora:
Fg’a . = (. Allora:
d*zt(y(u))
du?

Quindi qui possiamo rivedere, come avevamo gia detto nel capitolo 1, che le

=0.

particelle libere si muovono lungo le geodetiche dello Spazio-Tempo (M, g, V9).
In questo modo per particelle libere abbiamo trovato che la curvatura del-

lo Spazio-Tempo ¢ necessaria per la descrizione del fenomeno gravitazionale.
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Mostriamo ora la sufficienza.

Definizione 2.1.1 Defintamo con limite Newtoniano il caso di un osservatore
v con un vicino W che denotiamo con la curva v per cui (a) |F,, W] << c,
(b) il campo gravitazionale é sufficientemente debole e statico da essere visto

come piccola perturbazione dello Spazio-Tempo piatto.

Osservando l'equazione di caratterizzazione delle geodetiche, dato che sia-

mo nel caso di vicini con 4-accelerazione nulla, allora la connessione F' — W

coincidera con quella di Levi — Civita. Quindi:
(v (u)

Fy 7 (w) = ()" Vi () = —— 57—+ 5,

dz®(+'(w)) dzP (v (u))
du du

= 0.

, con t il tempo coordinato, quindi

La 2.1.1a si traduce in dxi%(”)) << W)

d du
I’equazione sopra diventa:

d* 2 (+'(u))

di(y' () 2 _
du? o ) =0

Ora per 2.1.1b abbiamo che per la staticita del campo semplifica I'):

1 1
I = §9M(309A0 + Jogox — Ongoo) = —ég“Aﬁxgoo

Ora utilizzando la 2.1.1b per la debolezza del campo gravitazionale possiamo

decomporre la metrica in quella di Minkowski + una piccola perturbazione

appunto:
-1 0 0 0
0 1.0 0
v =N + hy, con |h,| <<1len,, =
Iu Ny 1 || Y 0 01 0
0 0 01

Inoltre, per definizione della metrica inversa si ha:
g = — p

In quanto ¢"¢g,, = 6% e W = n*’n"h,,, usando la metrica di Minkowski
n per sollevare o abbassare gli indici su qualsiasi ordine di h, in quanto le

correzioni contribuirebbero soltanto su ordini maggiori.
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2 RELATIVITA GENERALE

Quindi ora otteniamo: I'fj, = —%g‘“&\hoo. Percio 'equazione della geode-

tica diventa:
A2t (' (u))
du?

Dato che per la staticita del campo dyhgg = 0, presa la componente i = 0:

20(y'(u) _ d*t('(w))

du? du?

1 dt(~'
:§nu>\a)\h00( (zéu»)Q

1 dt(~' 1 dt(~'
_ 5770’\8)\1100( (25“)))2 _ 5770060%0( (ZhEU)))Q —0.

Quindi W e costante. Per invece = 1,2, 3:

Pty (W) 1 at(+ ()
du? 2
Allora, per la regola di concatenazione delle derivate e invertendo ¢ = ¢(u) si

nota facilmente la seguente identita:

Az (' (u(t)))

1
dt2 = 5 0khoo

Notiamo adesso che questa identita ha la struttura molto simile alla legge di
gravitazione universale di Newton, infatti sono uguali una volta identificato
hoo = =29, i.e.: goo = —(1 + 2P).
In questo modo abbiamo mostrato che la curvatura dello Spazio-Tempo e
sufficiente a descrivere la gravita nel limite Newtoniano, se goo = —(1 + 29).
Il secondo principio su cui si basa la Relativita Generale ¢ il fatto che le

Leggi della fisica devono essere indipendenti dalle coordinate.

2.2 Principio di Covarianza

I 2 principi citati nel sottocapitolo precedente portano come conseguenza
al Principio di Covarianza che non e altro che un processo per il quale presa
una legge fisica definita nello Spazio-Tempo scritto in forma differenziale, allora
per 'EEP questa dovra rimanere invariata, in uno Spazio-Tempo curvo, quindi
in presenza di gravita, se ci poniamo in coordinate Riemanniane Normali.
Poi troviamo l'equivalente legge in forma tensoriale in questo modo la legge
diventera in maniera naturale uguale a quella dello Spazio-Tempo. Inoltre,
dato che i tensori sono indipendenti dalle coordinate e allora la legge sara

indipendente dal sistema di coordinate usato.
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L’EEP non ¢ propriamente un principio fondamentale della natura, questo
perché il Principio di Covarianza non da in maniera unica la forma tensoriale
di tutte le leggi fisiche. La problematica risiede nel passaggio dalla forma
in derivate parziali a quella tensoriale delle leggi. Infatti, mentre le derivate
parziali possono essere commutate questo non e vero per le derivate covariante.
Percio cambiando il loro ordine si potrebbero ottenere formule finali in forma

tensoriale diverse. La differenza ¢ data da:
Yyrwv, v, X" -vy"wW,V, X" =-R,Y'X".

Il generalizzare le leggi fisiche dallo Spazio-Tempo piatto a quello curvo non
da regole rigorose sul come gestire 1'ordine delle derivate, creando percio una

profonda ambiguita.

2.3 Equazioni di campo di Einstein

In questo sotto capitolo andremo a derivare le Equazioni di campo di Ein-
stein che legano la geometria intrinseca dello Spazio-Tempo alla distribuzio-
ne in esso dell’energia e del momento, utilizzando il Principio di azione

stazionaria.

Definizione 2.3.1 Definiamo con S l'azione del sistema universo (gravita +
materia,).

S =5Sqg+ Su.
Dove Sg ¢ chiamata azione Hilbert e Sy ¢ invece lazione della materia.

Definizione 2.3.2 L’Azione di Hilbert per il campo gravitazionale € data
da:

1 4
SG = /RR\/—gd Z.

Dove G ¢ la costante di gravitazione universale, R ¢ lo scalare di Ricci, g ¢
il determinante del tensore metrico g,,, \/—g d*z é Uelemento di volume cova-
riante in 4 dimensioni. Le costanti presenti si ricavano dal limite Newtoniano

che deve essere rispettato.

Definizione 2.3.3 [’Azione della materia é:
SM_/ﬁM\/—gd4$.
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dove Ly € la densita Lagrangiana che descrive v campi di materia.

Il Principio di Azione Stazionaria dice che la variazione 65 dell’azione

totale, quando si varia la metrica g, , deve essere nulla:
0S =056+ 05u =0

Continuiamo calcolando §S,:

1 dg 5L

N — —aqd*
2g dgtv M 5g/“/> ga

5SM:5/L’M\/—_gd4x:/(

Definizione 2.3.4 [l tensore energia-momento T, lo definiamo come varia-

zione funzionale dell’integranda dell’azione materia rispetto alla metrica:

1 dg SLar
—= —2—.
gogm Eu ogh

py =

Allora: .
Sy = /(—§Tuu)6g“”\/—g d*x
Adesso variamo l'integrando di Sg:

0(Rv/=g) = (OR)V=g + R(6v/—9g).

Ora utilizzeremo 2 identita che non dimostreremo:

1. La variazione dello scalare di Ricci, nota come identita di Palatini, si

scompone in un termine tensoriale e un termine di divergenza totale:
OR = R,,0g" +V,(...)

Il termine di divergenza, quando integrato, si annulla al contorno per il

teorema di Stokes.

2. La variazione del determinante della metrica é:
1 v
5\/__ - _5\/__gguuégu

Combinando percio le 2 identita, e ignorando il termine di divergenza, la

variazione dell’integrando diventa:

S(RV=9) = (R — 3 Re)09" /=g
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Quindi, la variazione dell’azione gravitazionale é:

1 1
- = = uy 4
0Sq T6nC /(RW 2Rguy)5g V—gd'z

Ora sommiamo le due variazioni e le poniamo uguali a zero:

1

1 1
— §Rguy) — §ij:| 69’1“/\/ —g d4I =0

Poiché la variazione della metrica dg"” e arbitraria in ogni punto dello spazio-
tempo, I'espressione nelle parentesi quadre deve essere identicamente nulla per

soddisfare 1’equazione.

1 1 1
— (R — =Rgw | — =T =0
167TG(“ 2 g“) 2 H

Moltiplicando per 167G, otteniamo le equazioni di campo di Einstein:

1
R, — §RgW = 8nGT,,

Definendo il tensore di Einstein G, := RW—%RQW, possiamo ulteriormente
compattare I’equazione:
G, = 87GT,,

Questa equazione, o meglio, questo sistema di 16 equazioni differenziali
non lineari (10 in realta, in quanto i tensori presenti sono simmetrici) con cui
concludo il capitolo, rappresenta il cuore della teoria; lega la geometria dello
Spazio-Tempo con l'energia e la materia che vi risiedono.

A sinistra abbiamo il tensore di Einstein G, oggetto puramente geome-
trico che descrive la curvatura dello Spazio-Tempo.

A destra troviamo invece il tensore energia-momento 7}, che & invece

2
un oggetto puramente fisico che descrive la distribuzione di massa e energia
nell’universo.

In questo modo, la gravita cessa di essere una forza per diventare una
manifestazione della geometria. Queste equazioni governano 1’evoluzione del-
I'universo, ma, come vedremo nel capitolo successivo, portano con sé an-
che le previsioni piu estreme della teoria, tra cui l'inevitabile esistenza delle

singolarita.
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Singolarita Spazio-Temporali

Basato su ”The large scale structure of space-time” di S. W. HAWKING
¢ G. F. R. ELLIS, Cap. 3-6-8

In questo capitolo si indagano le proprieta delle relazioni causali all’interno
dello Spazio-tempo, stabilendo una serie di risultati che verranno impiegati poi

per dimostrare e ben definire 'esistenza delle singolarita, in uno Spazio-Tempo.

3.1 Orientabilita

In un intorno dello Spazio-Tempo possiamo definire una linea del tempo
che ci viene data localmente dalla direzione di aumento dell’Entropia in sistemi
termodinamici quasi-isolati. Noi richiediamo non che esista in ogni punto
in maniera continua questa linea temporale, bensi che in maniera continua
possiamo associare una divisione in future-pointing e past-pointing dei vettori
di tipo causale.

Iniziamo con una ”generalizzazione” del concetto di time — orientation

Definizione 3.1.1 Se (M, g, V) non é time-orientable allora esiste (M, g, V9)
un suo doppio ricoprimento che é time-orientable.

-M lo possiamo definire come questo insieme: {(p, ) | p € M, a ¢ una delle
2 orientazioni del tempo}; allora con la proiezione m: M — M | w(p,a) :=p

st ha che é un doppio ricoprimento di M.
Proposizione 3.1.2 Seguono 2 risultati:

(a) Se M & composto da 2 componenti connesse distinte = (M, g,V9) ¢é
time-orientable;

(b) Se M & connesso = (M, g, V) non é time-orientable, ma (M, g,V9) lo

é;

Queste proposizioni sono molto importanti perché da ora in poi assumere-
mo che almeno uno dei 2 spazi sia time-orientable, infatti ci porta al fatto che
se si hanno singolarita nel doppio ricoprimento allora se ne avranno anche in
(M, g,V9).
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3 SINGOLARITA SPAZIO-TEMPORALI

Definizione 3.1.3 Uno spaziotempo (M, g, V) ¢é detto space-orientable se
e possibile dividere le basi di tre assi di tipo spazio in bast destrorse e sinistrorse

m modo continuo.

Si puo dimostrare sotto alcune assunzioni che se uno Spazio-Tempo & time-

orientable = ¢ anche space-orientable.

3.2 Curve Causali

Definizione 3.2.1 Siano ., % C M andiamo a definire il Futuro/Passato
Cronologico di .7 relativo a % , come: 17/~ (S, %) = {p € % | p puo essere
raggiunto da . da una curva future/past-pointing, Time-like definita in % }.
-Dato che la definizione di curva che usiamo non comprende i punti singoli,
allora potrebbe succedere che S L 1T =(S, U).
I (F) =1 (S, ).

Proposizione 3.2.2 17/~ () ¢ aperto.

Dimostrazione.  Sia p € It/ ~ () allora p puo essere raggiunto da una curva
future-pointing, Time-like partendo da . = esiste un intorno sufficientemente
piccolo di p che puo essere anch’esso raggiunto da una curva dello stesso tipo.

Quindi abbiamo che I/~ (%) & intorno di ogni suo punto ed & percio aperto.

O

Definizione 3.2.3 Definiamo il Futuro/Passato Causale di ¥ relativo a
U come: IV (L U) = (S NU)U{p €U | p puo essere raggiunto da .
da una curva future/past-pointing, Causale definita in U }.

JH () = I (S, ). Rappresenta la regione di Spazio-Tempo che

puo essere influenzata causalmente da eventi in ..

Presa una curva causale tra 2 punti, che non era una geodetica Light-like
allora la possiamo deformare in una curva Time-like tra i 2 punti. Quindi se %
aperto, fissiamo p,q,r € % . Allora se q € J+/_(p, U), re I+/_(q, % ) oppure
qeI™~(p,%), r € I/~ (q,%), abbiamo in ogni caso che r € I/~ (p, %).

Percio IV ~(p, %) = I~ (p, %) e 01/~ (p, %) = 0/~ (p, %).

Definizione 3.2.4 L’Orizzonte futuro/passato di . relativo a % ¢: BV~ (., U) =
JVAS U —T (L, %). Sitratta dell’insieme dei punti di % che possono
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3 SINGOLARITA SPAZIO-TEMPORALI

essere raggiunti da . spostandosi esattamente alla velocita della luce. Rap-
presenta il confine che separa cio che é raggiungibile da particelle con massa

da cio che e raggiungibile soltanto dalla luce.
E/ () =B (S, ).

Proposizione 3.2.5 Se % ¢ aperto = i punti di BT/~ (.7, U) giacciono su
geodetiche future/past-pointing, Light-like che partono da ..

Adesso andiamo a indebolire la definizione di curva causale dall’essere diffe-
renziabile a tratti a essere solo continua. Anche se queste curve in generale

non hanno in maniera ben definita e unica un vettore a loro tangente:

Definizione 3.2.6 Una curva continua v : & — M, con & connesso ¢ future-
pointing e causale se ¥Vt € &, G intorno dit in & e U intorno di y(t) in M
tale che Vt, € G

V() € IT(v(1),U) = (1), set <t
V() € I-(v(1),U) = ~(t), sety <t

- Diremo che una curva v é future-pointing e Time-like se possiamo sosti-
tuire I a J nella definizione sopra.

-Diremo che vy e~ sono equivalenti se una é riparametrizzazione dell’altra.

Definizione 3.2.7 Un punto p € M ¢ detto future-endpoint di una curva
v & — M future-pointing, causale se YV intorno di p It € & tale che
v(t1) €V, Vt; € & pert <ty

Definizione 3.2.8 Una curva v : & — M e future-inextendible in .7 se

non presenta nessun future-endpoint su .7 .

Definizione 3.2.9 Diamo la definizione di Punto Limite e Curva Limaite:

e Un punto p € M ¢ definito Punto Limite di un’infinita sequenza di

curve causali {\,}nen € ogni intorno di p interseca un infinito numero
di {)\n}nEN;

e Una curva causale \ é una Curva Limite di una sequenza {\,}nen se

F{\,, tren sotto-successione tale che Vp € A = \,, —— p.

n—oo
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Lemma 3.2.10 (Lemma della curva limite) Sia .7 aperto e {\, }nen Suc-
cessione di curve causali in . future-inextensible su .. Se p € . ¢ punto
limite di {\; }nen = per p passa una curva causale A future-inextensible su .

che ¢ una curva limite di {\, }nen-

Dimostrazione.  Si parte prima con una costruzione locale per poi andare a
globalizzarla.

Senza perdere di generalita consideriamo il caso . = M, poiché essendo
un insieme aperto, puo essere considerato a sua volta come una varieta con
una metrica Lorentziana. Sia U] un intorno di coordinate normali convesso
attorno di p. Sia B,(¢) palla aperta. Fissiamo b > 0 | m C U,. Poiché
p punto limite di {A\,}nen = I{A1,0)n fnen sotto-successione di A, N, che
converge a p.

0B, (p) € compatto, quindi conterra punti limite della successione di curve
{Aa,0n}nen. Preso y uno di questi punti limite allora: y € J~(p,U;) oppure
ay € Jt(p,U;), poiché in caso contrario esisterebbero intorni disgiunti di
y e p tra i quali nessuna curva causale potrebbe passare. Scegliamo z1; €
J*(p,U1)NOBy(p) come uno di questi punti limite futuri. Sia allora {Aq1)n }ren
sotto-successione di {A(1,0yn }nen, che converge a z11. Il punto z; € il primo
punto, non contando p, della nostra curva limite .

Si procede in modo induttivo, suddividendo l'intervallo [0,b] in sotto-

intervalli sempre piu piccoli e, definendo:
Ti5 € J+(p, Z/{l) N aBlb(p)

come punto limite per {A;_1-1)n fnen Per j = 0, {\ij—1)n}nen Peri > j > 1
e definendo {A(; jyn}nen come sua sotto-successione che converge a x;;. Presi
2 punti z;; qualsiasi allora saranno connessi da una curva causale, allora la
chiusura dell'unione degli x;;, j > 4 ci dara una curva causale A da p = ;0 a
T11 = Tis-

Ci rimane il dover costruire {\,, }ren sotto-successione di {\, }nen | Vg €
A = { A, ren converge a q. Definiamo A, := Agnm)n che interseca ognuna
delle palle B (x,,;) con 0 < j < m. Quindi X sara una curva limite di {\, }nen
da p a xq;1. 6ra poniamo Us intorno di coordinate normali convesso di z11 e
ripeto la costruzione usando la sequenza )\, , la curva A non puo avere un

punto finale futuro, percio si puo estendere indefinitamente.
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O

3.3 Confini Acronici

Definizione 3.3.1 Un insieme .7 ¢ detto Acronico se I (/)N =10, i.e.

se non ci sono coppie di punti con una separazione di tipo Time-like in ..

Definizione 3.3.2 Un insieme . ¢ detto Futuro/Passato se I'/~() C

.
-Se . € futuro allora, ¢ € passato.

Banalmente I (.47), J*(.4") sono futuri VN (analogamente per i loro duali col
77_77).
Proposizione 3.3.3 Se . ¢ un insieme Futuro = 0. ¢ una varieta C'~

immersa, chiusa, acronica 3-dimensionale.

Dimostrazione.

Per definizione il 0. chiuso in quanto intersezione di 2 chiusi. Se ¢ € 0.7,
ogni intorno di ¢ interseca . e .#°. Se p € I (q) allora ¢’¢ un intorno di ¢
in I7(p), quindi esiste z appartenente a questo intorno che appartiene anche
a . in quanto ¢ € 0., ma allora essendo . futuro si ha che I*(z) C .7,
ma z € I"(p). Quindi p € I(z) C .7, ellora: I™(q) C .. Analogamente
I(q) € &% Ser € I(q) = 3TV intorno di r tale che V C I*(q) C 7.
Quindi 7 ¢ 0.. Per arbitrarieta di r nel futuro di q, si conclude che nessun
punto su 0. puo trovarsi nel futuro cronologico di un altro punto del confine.
Pertanto, 0.7 & acronico

Introduciamo coordiante normali (z', 2% 23, %) in un intorno %, di ¢ con
% Time-like e con le curve {z' = d | d fissato, i = 1,2,3} che intersecano
I"(q,%,) e 1" (q,%,). Ognuna delle 3 curve contiene esattamente 1 punto
di 0.#. La coordianta z* di questi punti dovra essere funzione Lipshitziana
delle altre 3 coordinate dato che non ci sono coppie di punti separati in modo
Time-like.

Percid ¢, : &/ N U, — R? definita da ¢,(p) = x'(p) per i = 1,2,3 e
p € . N, ¢ un omeomorfismo. Quindi {(.¥ N%,)}, ¢ un atlante per 0.7.

O

Definizione 3.3.4 Un confine acronico 0. ¢é un insieme con le proprieta

della proposizione 3.3.3.
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Un confine acronico 0. puo essere scritto come unione disgiunta di 4 insiemi:
0N, 0L, 0.7, 0.%. Sia q € 0. allora la sua classificazione dipende
dall’esistenza o meno di altri 2 punti nel suo orizzonte passato e futuro: p,r €
0 con p € E (q) ~q, r € ET(¢) ~ ¢. In questo modo se q appartiene al
confine, allora e rispettivamente: punto dentro un segmento di geodetica Light-
like, punto finale di una geodetica Light-like, punto iniziale di una geodetica
Light-like e punto senza altri punti sia nel suo orizzonte futuro che passato.

Se q € 0y = r € Ef(p) dato che r € J*(p) e per 3.3.3 r ¢ I7(p).
Questo significa che ¢’¢ un segmento di geodetica Light-like in 0. passante
per q.

-Se ¢ € 0.7.(0_) = ¢ & un future(past)-endpoint di una geodetica
Light-like in 0.7.

-0.%, € non-causale.

dp A
ACAE

=} sy w—
g 1o #

Figura 1: Classificazione punti in 9.7

Lemma 3.3.5 (Lemma di Penrose, 1968) Sia W intorno di ¢ € 0. con

< insieme futuro. Allora:
(a) SeIt(q) CITT (S ~W) = q€ISNUIL,;
(b) SeI (q) CI" (M~ (LUW)) = q€0SNUIL;

Dimostrazione.  Proviamo solo (a) in quanto per (b) possiamo fare lo stesso
ragionamento dato che 0. puo essere visto come confine di M \ 0.%.

Sia {x,, fnen successione di punti in I*(¢) MWW che converge a . Se I (q) C
I (& W) ci sara una curva A, Time-like da tutti iz, a . ~ W. Da 3.2.10
esiste una curva limite \ past-pointed da ¢ a . ~ W. Dato che I~ (q) C M\
e aperto, allora I7(¢) N = (. Quindi A deve essere una geodetica Light-like
in 0.7.

O
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Definizione 3.3.6 Un insieme aperto % ¢ detto Causalmente Semplice

se per ogni K C % compatto:
I EK)NU =E"K)NU, edI (KN =E (K)N%,

ie.: 0JH(K),0J(K) sono chiusi in % .

3.4 Condizioni di Causalita

In 2.1 abbiamo parlato del Principio di C'ausalita Locale, ma non si ¢
parlato dell’aspetto Globale, come la possibilita di avere curve Time-like chiuse.
Questa possibilita porta banalmente a dei possibili paradossi logici o anche
piu profondi, percio per ovviare a questo problema andiamo ad assumere vera
la piu basica condizione di causalita, la Condizione Cronologica: ”Nello
Spazio-Tempo non ci sono curve Time-like chiuse”. Dobbiamo essere pero
"realisti” e dire che ci potrebbero essere punti in cui questa condizione non

viene rispettata per ad esempio estreme condizioni dello Spazio-tempo.

Definizione 3.4.1 L’insieme dei punti che violano la C'ondizione C'ronologica
¢ chiamato insieme Cronologicamente Violante di M. Coincide con l'in-

siteme di punti attraversati da curve Time-like chiuse.

Proposizione 3.4.2 (Caratterizzazione di Carter)

L’insieme Cronologicamente Violante di M ¢ unione disgiunta di insiems
della forma I (q) NI~ (q), con q € M.

Dimostrazione. Se g ¢ nell'insieme Cronologicamente Violante = 3\
future-pointing, Time-like con future-endpoint e past-endpoint in ¢. Se r €
I"(q) NI (q) allora 3uy, us curve Time-like, rispettivamente past-pointing e
future-pointing da q a r. Allora: (u;)™' o X o g & curva future-pointing e
Time-like con past-endpoint e future-endpoint in 7.

Inoltre, se

re I (NI (NI (p)NT (p)] = pcI (NI (q) =T"(p) NI (p).

Per concludere notiamo che ogni punto r nell’insieme C'ronologicamente Violato

appartiene a I (r) NI~ (r)
]
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Proposizione 3.4.3 Se M compatto = l’insieme C'ronologicamente Violante

di M ¢ non-vuoto.

Dimostrazione. Banalmente M = {J ¢, I"(¢) quindi {I"(q)}qerr ricopri-
mento aperto di M. Se la Condizione Cronologica ¢ verificata in ¢ = ¢ ¢
I"(¢). Quindi se la Condizione Cronologica ¢ verificata Vg € M = M non
potrebbe essere ricoperto da un sotto-ricoprimento finito di {I*(¢)}qen. Que-
sto perché se per assurdo riuscissimo ad estrarre {I*(gx)}x=1.. » allora ogni ¢
sara contenuto in un futuro cronologico di almeno uno degli altri g, k& # 7.
Questo porta ad una assurdo perché inevitabilmente si riuscira a creare una

curva Time-Like chiusa che contiene g;.
O

Quindi la 3.4.3 non dice altro che se abbiamo uno Spazio-Tempo (M, g, V9)
con M compatto, allora questo contiene sempre curve Time-like chiuse. Quindi

e logico assumere la varieta M dello Spazio-Tempo come non — compatta.

3.5 Il problema di definizione delle Singolarita

Si potrebbe pensare di voler definire le singolarita Spazio-Temporali come
punti in cui il tensore metrico g € non definito o non e sufficientemente regolare,
per poi eliminarli dalla varieta. Questo pero perde di senso in quanto per 3.4.3
gli universi causali non possono essere compatti, e potremmo semplicemente
togliere questi ” punti singolari” in cui le leggi fisiche non e detto che rimangano
valide. La criticita pero si sviluppa appunto cosi nel concetto di singolarita
che diventa particolarmente arbitrario e facilmente aggirabile. Infatti:

Se si definisse una singolarita semplicemente come un ”punto difettoso”
nella varieta spaziotemporale, si potrebbe banalmente eliminare la questione
rimuovendolo dalla varieta: M’ = M ~ {p}. In questo modo otteniamo M’
che & uno spaziotempo perfettamente regolare e privo di singolarita. Que-
sto approccio e insoddisfacente perché, permette di "risolvere” il problema
semplicemente ignorandolo.

Per questo quando abbiamo discusso lo Spazio-Tempo lo abbiamo preso
come inestensibile in modo da non omettere né punti regolari né singolari.

L’approccio che useremo per definire le Singolarita Spazio — Temporali

e quello usato da Hawking & Ellis.
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3 SINGOLARITA SPAZIO-TEMPORALI

Il problema di definire se uno Spazio-Tempo presenta delle singolarita di-
venta adesso il problema di vedere se sono stati rimossi dei punti singolari

cercando di caratterizzare un qualche tipo di concetto di completezza.

Definizione 3.5.1 Se (M, g) varieta Riemanniana con metrica definita posi-
tiva, allora si puo andare a definire una funzione distanza py : M x M — R=0

con
’ILy
pe(x,y) = inf{/ [Veslds | v curva i y(u,) = 2, v(uy) =y}

pg € una metrica nel senso topologico.

Definizione 3.5.2 (M, g) ¢ Metricamente Completo o m-completo se

V{xp tnen successione di Cauchy rispetto a p, converge a un punto in M.
-Fquivalentemente possiamo dare un altra definizione per la m-Completezza

data da: se ogni curva Ct di lunghezza finita ha endpoint, in cui non deve

essere necessariamente Cl .

Definizione 3.5.3 (M, g) ¢ Geodeticamente Completo o g-completo se
Vv : & — M geodetica massimale, allora & = (—o0,+00), quindi ogni geode-

tica puo essere estesa a valori arbitrari del suo parametro affine.

Proposizione 3.5.4 Se (M, g) ha la sua metrica p, definita positiva = &

g-completo sse m-completo.

Nel nostro caso pero (M, g, VY) non definisce una metrica topologica in
quanto la metrica non ¢ definita positiva e quindi non possiamo definire su di

esso il concetto di m-completo, rimanendo solo con quello di g-completo.

Definizione 3.5.5 Si possono classificare 3 tipi di g-incompletezza: Time-like,
Light-like e Space-like.

Se andiamo a rimuovere un punto da M allora questa sara g-incompleta in tutti
e 3 imodi, ma se ¢ completa in uno dei 3 modi allora non implica la completezza
negli altri. Infatti, presentiamo adesso un controesempio presentato da Geroch
nel 1968:

Si prenda uno spazio di Minkowski 2-dimensionale con coordiante z,t e
metrica gq. Definiamo una nuova metrica: §op = Q2gq dove: (i) Q > 0,
(i) = 1 nella regione tra le 2 rette x = 1, (iii)Q(¢,z) = Q(t, —z), (iv)
fissata x, t2Q0 —— 0.

t—+o00
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3 SINGOLARITA SPAZIO-TEMPORALI

Percio da (iii) fissata la x la curva coordinata ¢ ¢ una geodetica Time-
like perché per simmetria di g, una curva lungo l'asse non viene ”spinta”
lateralmente dalla curvatura, ed ¢ incompleta in quanto la condizione (iv) ci
dice che Q diminuisce pitt velocemente di 1/t?, e quindi il tempo proprio totale
u = [ Qdt converge a un valore finito. Invece. ogni geodetica Light/Space-like
deve abbandonare definitivamente la regione delimitata dalle 2 rette z = +1
andando nella parte di spazio uguale a quello di Minkowski che ¢ g-completo,

quindi c¢’¢ completezza Light/Space-like ma non Time-like.

Fisicamente il concetto di incompletezza geodetica di tipo Time-like rap-
presenta la possibilita per la quale potrebbero esserci degli osservatori in ”ca-
duta libera” la cui storia non esiste prima o dopo di un intervallo finito di
tempo proprio. Questo e un altro tipo di comportamento singolare al pari
della curvatura infinita, ed ¢ quindi ragionevole considerare anch’esso nella
definizione di singolarita.

Possiamo parlare pitt o meno nello stesso modo con le geodetiche Light-
like, anche se il loro parametro affine non e esattamente classificabile come
tempo proprio. Andremo a considerare anche 1’ incompletezza geodetica di
tipo Light-like come un tipo di singolarita per 2 motivi: il primo e che le
geodetiche Light-like sono la storia di particelle con massa nulla, e il secondo ¢
che vi sono esempi di singolarita in cui pero abbiamo g—completezza Time-like,
ma non Light-like.

Non andremo a discutere 'incompletezza geodetica di tipo Space-like in
quanto la nostra teoria non va a trattare le particelle che si muovono piu veloci

della luce, i Tachioni, e percio la sua interpretazione fisica non verra discussa.

Dopo questa discussione e ragionevole andare quindi a dire che g—completezza
di tipo Time-like e Light-like sono le condizioni minime per considerare uno
Spazio-Tempo (M, g, V?) non-singolare. Conseguentemente andiamo a dare la

seguente definizione di Spazio — tempo singolare.

Definizione 3.5.6 Se (M, g,V9) é g — incompleto di tipo Time-like o Light-

like, allora diremo che presentera Singolarita.
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La criticita che viene a sorgere con questa definizione ¢ che questa comprende
una piccola classe delle possibili singolarita in quanto ci limitiamo a osservatori
in ”caduta libera”, e che quindi viaggiano sulle geodetiche. Questa definizione,
sebbene utile, copre solo una classe molto specifica di osservatori: quelli che
non accelerano. Sorge percio naturalmente una domanda, cosa succede agli

osservatori che usano i motori, come un astronauta su un’astronave?

Infatti, e stato dimostrato da Gerloch che nel 1968 riusci a costruire
uno Spazio-Tempo g — completo che contiene una curva Time-like con 4-
accelerazione limitata e lunghezza finita. Quindi un osservatore potrebbe
percorrere questa curva con una spinta finita e costante, percio fisicamente
ragionevole. Inoltre, il fatto che sia finita significa che il suo tempo proprio
totale misurerebbe una quantita finita.

Questo porta appunto all’insorgenza di un paradosso: questo Spazio-Tempo
e g—completo, percio per 3.5.6 sara privo di sitngolarita. Ma per un osservatore
che viaggia su tale curva non sarebbe piu rappresentabile nello Spazio-Tempo
dopo una quantita di tempo finita.

Questo dimostra che la definizione basata solo sulle geodetiche non e

sufficiente, e c¢’e bisogno di una sua generalizzazione.

Il problema scaturisce nel definire le singolarita usando la g-incompletezza,
e quindi usando il parametro affine del tempo proprio. La limitatezza di questo
approccio € che anche se misura effettivamente la lunghezza della curva, si
possono ottenere delle curve inestensibili con lunghezza finita anche se la g-
completezza e verificata. Il caso di curve inestensibili con lunghezza finita pero
dovrebbe logicamente anch’esso far parte della nostra definizione di singolarita,
in quanto come detto precedentemente si possono trovare degli Spazio-Tempi in
cui degli osservatori con accelerazione limitata dopo un tempo finito cessano
di essere rappresentati all’interno dello Spazio-Tempo. E necessario quindi
andare ad estendere il concetto di tempo proprio agli osservatori accelerati.

Andiamo quindi a generalizzare il concetto di parametro affine a tutte le
curve C', non limitandoci quindi alle geodetiche. Utilizziamo la definizione
introdotta da Schmidt e Ehresmann:

Sia A : & — M una curva C' passante per p € M, e {E;}i=12,34 base per
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3 SINGOLARITA SPAZIO-TEMPORALI

T,M. Andiamo a trasportare parallelamente la base lungo A cosl da ottenere
una base per T,,M, Yu € &. Allora, il vettore tangente alla curva V := (2]

puo essere espresso in termini della base parallelamente trasportata: V =
Vit)E;.

Definizione 3.5.7 (Parametro Affine Generalizzato) Definiamo il Pa-

rametro Affine Generalizzato u di \ con:
U= /g(z V) 2at,

andando cost a valutare tutti 1 contributi datt dai diversi valori di velocita lungo
A.

Il parametro u dipende banalmente dal punto p e dalla base {E;};—1 234 di
T,M. Se {E}i—1234 ¢ un’altra base di T,M = 3JA7 invertibile tale che
E, = AZ E;. Dato che le 2 basi sono trasportate parallelamente lungo A, A{

rimane costante. Quindi:

V(t) = ALVI(t).
Per invertibilita di A7 = 30 >0 | CY,VE < 3, VP < L3 VP, Percio

la lunghezza di A & finita nel parametro u sse lo & rispetto a u/. Dato che non
c’e dipendenza dalla base per la finitezza o meno della lunghezza della curva,
possiamo sempre porci in una base orto-normale senza perdere di generalita.
Questa e quindi una buona definizione, che nel caso di una geodetica va a
coincidere con la solita definizione di parametro affine.

Siamo ora pronti a dare la versione generale di definizione di singolarita.

Definizione 3.5.8 (M, g,VY) ¢ detto b-completo se esiste un endpoint per

ogni curva C di lunghezza finita misurata da un parametro affine generalizzato.

Proposizione 3.5.9 Se g metrica definita positiva, allora: (M,g,V9) é m-

completo < b-completo.

Dimostrazione.  Se g e metrica definita positiva, allora: il parametro affine
generalizzato definito dalla base orto-normale ¢ proprio la lunghezza d’arco,

da qui la tesi.
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La grande proprieta della b — completezza ¢ il fatto che puo essere definito,
definendo una connessione su M, anche se la metrica non e definita, positiva;

e quindi anche in uno Spazio-Tempo.
Proposizione 3.5.10 (M, g, VY) b-completo = g-completo.

Dimostrazione. Dato che una geodetica ¢ una curva C!, allora per b —
completezza e per il fatto che per una geodetica il parametro affine genera-
lizzato u coincide con il tempo proprio della geodetica, allora ogni curva di
lunghezza finita v ha un endpoint.

Quindi ogni geodetica che puo essere estesa solo per un intervallo finito del
suo parametro affine deve avere un punto finale.

Per assurdo assumiamo che sia verificata la g —incompletezza, allora esiste
almeno una geodetica che si estende per un intervallo finito del suo parametro
affine, ma non ha endpoint. Ma questo ¢ assurdo.

Quindi se uno Spazio-Tempo € b — completo, non puo esistere alcuna

geodetica incompleta. Pertanto, deve essere necessariamente g — completo.
O
Possiamo quindi dare ora la definizione piu generale di Spazio-Tempo singolare.

Definizione 3.5.11 Uno Spazio-Tempo (M, g,V9) ¢é detto Singolare sse é

b — incompleto.

Le Singolarita di uno Spazio-Tempo intuitivamente sono collegate alla ”cur-
vatura illimitata in zone vicine ad esse”; € percio necessario andare a definire

formalmente questo concetto.

Definizione 3.5.12 Definiamo il concetto di "punti vicini a una singolarita”
dicendo che questi sono punti a cui corrispondono valori del parametro affine

generalizzato che sono vicini al limite superiore di quest’ultimo.

Invece per il concetto di curvatura illimitata la questione e decisamente pitu
complicata in quanto le componenti del tensore di curvatura di Riemann
dipendono dalle coordinate.

Un modo di approcciare il problema e osservando i polinomi scalari in
R{[Gab, Nedess Rgnar], che non sono altro che i polinomi in cui tutti gli indici dei
tensori presenti sono saturati, cioe nel polinomio sono presenti solo tensori

scalri (0,0).
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Definizione 3.5.13 Una curva b—incompleta corrisponde a una singolarita
da curvatura da polinomio scalare o singolarita da curvatura p.s.

se almeno 1 dei polinomi scalari in gap, Nedes, Rgna € tllimitato, lungo la curva.

Anche se questo sembra il modo piu intuitivo di definire le singolarita da cur-
vatura, questa definizione non la comprende tutte. Infatti, in una varieta
Lorentziana questi polinomi non caratterizzano propriamente il tensore di cur-
vatura di Riemann; si possono avere casi in cui la curvatura ¢ ”infinita”, ma

tutti gli scalari polinomiali sono nulli.

Andiamo quindi a generalizzare la definizione:

Definizione 3.5.14 Una curva b — incompleta corrisponde a una singola-
rita da curvatura rispetto a una base propagata parallelamente o sin-
golarita da curvatura p.p. se almeno 1 delle componenti del tensore di

curvatura di Riemann é illimitata, rispetto a tale base.

Proposizione 3.5.15 Una singolarita da curvatura p.s. ¢ anche una

singolarita da curvatura p.p..
Proposizione 3.5.16 Se si ha singolarita da curvatura = b-incompletezza.

Dimostrazione.
Sia v(t) : [0,T) — M una curva C! e sia V(¢) il suo vettore tangente. Sia
{E;(t)}i=1234 base orto-normale trasportata parallelamente lungo v, allora la

sua evoluzione e governata dall’equazione del trasporto parallelo:
VyE; =0

L’ipotesi di una singolarita da curvatura p.p. implica l’esistenza di un
valore finito 1" tale che, per ¢ — T'~, almeno una componente del tensore di
curvatura Rgp.q, misurata nella base {F;}, diventi illimitata.

L’evoluzione della base {F;(t)} ¢ descritta da un sistema di equazioni dif-
ferenziali ordinarie i cui coefficienti sono i simboli di Christoffel I'f,. Il tensore
di curvatura e costruito a partire da questi simboli e dalle loro derivate pri-
me. Pertanto, la divergenza delle componenti di R implica la divergenza dei
coefficienti I' (o delle loro derivate) lungo la curva all’avvicinarsi di ¢ a T'.

Quindi non possiamo estendere la soluzione oltre un punto in cui i suoi
coefficienti divergono. Di conseguenza, il trasporto parallelo della base {E;(t)}

e, con essa, le componenti V(¢) non possono essere definite per ¢t > T
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L’integrale che definisce u(t) viene percio interrotto a un valore finito del
parametro t. Poiché le componenti V' sono limitate su ogni intervallo compatto
[0,t'] con ¢’ < T, I'integrale converge a un valore finito tyax:

lim u(t) = Upax < 00
t—T-

La curva vy possiede dunque una lunghezza finita rispetto al parametro affine
generalizzato. Tuttavia, per ipotesi, essa non ha un punto finale nella varieta
M (poiché la singolarita non ¢ un punto dello spaziotempo). Per definizione,

una curva che soddisfa queste due condizioni ¢ b-incompleta.
O

Anche se una curva ”termina” in modo anomalo, potrebbe non essere as-
sociata a curvature infinite di tipo p.s. e p.p.. Questo lo si nota nella soluzione
di Taub-NUT data dalla metrica:

ds® = —Udt* + (21)?U(dyp + cosfdg)? + (#* + 17)(d6* + sin*0dp?),

con U(t) == —1+ 2250 1 m>0,0<0<m,0<¢p<2me0 <y < dnm.

In questo spazio le geodetiche incomplete sono intrappolate in un intorno

compatto dell’orizzonte su cui la metrica ¢ regolare, e si ha che non vi sono
singolarita di curvatura di tipo p.s. e p.p..

Infatti, prendendo una base orto-normale come:

0 1 0 1 0 1 0 0
eg = \/ﬁ—; (l=——=—;6=—F—-—=—; 3= ——— | — —cosf—
ot 20/ U O ViZ 1200 V2 + 2sinf \ 09 o
Una singolarita e di tipo p.p. se almeno una componente del tensore di Rie-
mann diverge in una base ortonormale. Analizziamo quindi le componenti
Rapea = Rleq,ep)ec - eq. 1 calcoli mostrano che tutte le componenti o sono
costantemente nulle oppure hanno a denominatore (¢? +1?)? che per ¢t — 0 non

divergono. Pertanto, non vi ¢ singolarita di tipo p.p..
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GEODETICHE
TIME-LIKE

ODETICHE
éii,.rr-uks

{497 ceopETICHE
{ SPE-LIKE

Figura 2: Diagramma di Pensrose dello Spazio-Tempo di Taub-NUT. La regione centrale
(IT) & I'insieme compatto in cui si hanno delle geodetiche sia Time-like (le curve che vanno
dal vertice in basso a quello in alto) che Light-like (le curve tratteggiate in corrispondenza

degli orizzonti) incomplete.

Se un osservatore rimane intrappolato nell’intorno compatto definito da
t_ <t <ty elasuastoria si interrompe, non si puo semplicemente ”estendere”
lo spaziotempo per continuare la sua traiettoria. Questo perché, se per assurdo
la curva incompleta A non € una vera singolarita, dovremmo essere in grado di
estendere il nostro spaziotempo M a uno Spazio-Tempo piu grande e regolare
M’ in cui A puo continuare e avere un endpoint ¢. Sia p € M il punto a cui
tende la curva in M allora, qualsiasi intorno del punto intersechera la ”fine”
della curva. Analogamente con ¢, in quanto suo endpoint ogni suo intorno
contiene la ”fine” della curva. E percio impossibile trovare 2 intorni separati
di p e q, ma allora M’ non sarebbe T2.

L’ipotesi iniziale ¢ falsa, e quindi non & possibile risolvere I'incompletezza
estendendo lo spaziotempo. Quindi I'incompletezza non deriva dalla rimozione
di un punto, bensi si tratta di una singolarita di natura topologica piuttosto

che di curvatura.
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L’esempio dello spaziotempo di Taub-NUT dimostra quindi che puo esi-
stere una singolarita anche senza curvatura infinita. In questo caso invece, la
singolarita non ¢ legata alla curvatura, ma ha una natura puramente topolo-
gica. Pertanto, la b-incompletezza cattura l’essenza fisica di una singolarita:
I’esistenza di un confine invalicabile oltre il quale la storia di un osservatore

cessa di esistere in modo inspiegabile.
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Conclusione

In questo lavoro di tesi, ¢ stato intrapreso un percorso attraverso i fonda-
menti geometrici e fisici della Relativita Generale, con I'obiettivo centrale di
arrivare a una definizione rigorosa e significativa di singolarita spaziotempora-
le. Partendo dalla costruzione dell’apparato matematico dello spaziotempo nel
primo capitolo e introducendo le equazioni di campo di Einstein nel secondo,
si sono poste le basi per affrontare, nel terzo capitolo, uno dei concetti piu
complessi e profondi della fisica moderna.

L’analisi ha evidenziato come le definizioni piu intuitive di singolarita, co-
me un "punto mancante” dalla varieta o un luogo dove la curvatura diventa
infinita, si rivelino insufficienti o ambigue. Il vero problema, come emerso dalla
trattazione, risiede nell’'incompletezza della struttura causale dello spaziotem-
po. Si € mostrato come il criterio dell’incompletezza geodetica rappresenti un
passo fondamentale, legando per la prima volta la presenza di una singola-
rita al destino di un osservatore in caduta libera, la cui storia si interrompe
bruscamente.

Tuttavia, la conclusione principale di questo studio e che la nozione di
b-incompletezza costituisce la definizione piu generale e soddisfacente. La b-
incompletezza, estendendo il concetto di "lunghezza finita” a qualsiasi curva,
non solo alle geodetiche, fornisce la definizione piu completa di singolarita.
Essa identifica uno spaziotempo come singolare se la storia di qualsiasi osser-
vatore, anche accelerato, puo terminare bruscamente. Questo criterio cattura
I’essenza fisica di una singolarita: "l’esistenza di un confine invalicabile dello
spaziotempo, oltre il quale la fisica classica cessa di poter effettuare predizio-
ni”. Questo approccio, basato sulla struttura del fibrato dei riferimenti, si
dimostra robusto anche in casi patologici in cui la curvatura rimane finita, ma
la struttura topologica impedisce allo spaziotempo di essere completo, come
per lo Spazio-Tempo di Taub-NUT.
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