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Gm1m2 G =[X,Y. Z] = gm,dV
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A ‘,ﬂ‘ — (M rremmrere——— > SI Zi' )

AV =GA P du :G///pA ! dv = 0
v v [

82V+28V+i_82‘/+c0t98v+ 1 0%V
or2  r Oor 7?2 062 r2 00  r2sin?@ ON?

=0

2) Trovare le soluzioni di >{< - Funzioni armoniche sferiche —» v _ Z Y, (0.0 e V=) Y”(Q_;{\)
solide =0 = 7

- Funzro..; e armonica sferica -
I 5 Y, (0N = Z (@ P (€08 8) o8 mA + by Py (cos 8) sin mA]

m=0

Vir,0,0) =500 oS @ P (€08 0) cos mA + by, P (cos 0) sin mA]
3) Trovare la soluzione completa come C.L. delle due —

Ve(r, 0,0 =3, ?m% S oltnm Prm (cos @) cos mA + by, P (cos 0) sin mA]

—

ICHE (da ricercare) -
" r. Ei e we. W e e Wewe e - "/;’ j’"‘»
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Una funzione generica del tipo f(#, A) appartenente alla superficie di una sfera puo’ essere espansa attraverso una serie di armoniche sferiche superficiali =
n= G =0 m=0
Rum(0, ) = an(cos (9) COS MA Snm (0, X)) = Py (cos ) sinmA
4) Semplificare tramite «relazioni di ortogonalita» e trovare un’espressione utile per i coefficienti della C.L.

Unm € bpm !

S Rum (8. X) Rep(6,N)do = 0

7. se §5 n oppure r= m o entrambi
J[Snm (0, A) Ssr (0, N)do =

Qo = M(n—m)’fjf 0, AR (0, \)do

2 (n+m)!
................. . se m%o
J[ R 0. 803 =0 sempr b = 2L L (8, 2)S (8, X) o
9 | - S - .- iare casi i . _ . . .
]f Rom (6, \)] 2dor — // S (6.0 dor — - _7|T_ 1 EZ J_r 2;! L’espansione necessita di differenziare casi in cui m = 0 da casi in cui m # 0

5) «Normalizzare» le armoniche

- nm = T 0, \N)Rpm (6, M)d
Roun8: ) = /2020 + ) B Ry (0, 0) 2 ‘ //f o
sSe m

(n—m)!
'rI,TrL 9 )\ \/2 2n + 1 (?’LJr'm)r “m(g )\) brm = ] f 9 )\ nm 9 )\

1 coefficienti dell’ espansione non sono che la media integrale del prodotto
f (97 )\) — E E [anman (93 )\) -+ bnmSnm (9 ) }\)J della funzione stessa per le corrispondenti funzioni armoniche normalizzate
n=0 rm=—>0
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6) Espandere il reciproco della distanza «I» tra i punti di interesse
1_ 1 B 1 i . , - .
|~ 2 con 112 R e Pl :Oa W) = Po(u) + aPy(u) + o Pou) + ...

1 o0 T,fn %k
7 = Z mPﬂ,(COSw)

7) Esprimere la funzione di Legendre in funzione delle coordinate sferiche
Si vuole esprimere P, (cos®) in funzione delle coordinate sferiche 0, A, 8", \’ Formula di decomposizione

Pa(costp) = Po(cosf)Py(cosf) +2 ) H[an(ﬂ, MRm (01, N) + S (0, NS (0°, X))

. 9]

1 PH(COS 9) n - (n - m)T Rnrn(gu )\) n Sn'm(ga A) ™
7= Z{ " P, (cos ') + 2 Z ( "Ry (8, N) 4 =522 g (07 X))

Tn—H n -+ m)f T'n—l-l T’n—!—l

m=1

Y 1 . ~ IR o o RV — P
Pafcos ) = 5 > Ram B AR (0, ) + Spin (6, A) S (6, V)] V=G / / /V Tdv

m={

Rpm (0, X
T-n+1

R (8, N)

it 1

Spm (0, A)

Snm(gs )‘) ) " Sam (# )\’)} }dﬂ’f

20 son| | veefl (S5

n=_0m=0

T!nﬁnm/(eﬂf’ )\,) ' T_Jnﬁ/nm(g/?/\/) +
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[ & Ram(0,0) i S (0, 0)
Vm ’J’Hf?’i !fn Wm 9.’ A.[ ?’n‘?’?’b // .rfn . 9,! }‘/[
Sy Bl I ol er @ vans 3 SB[ gL, @

=0 m=0 12=0 =0

J g o m4s AR
Anm—anf/femr Roum (0, N )M — ) -
c + =33 A Beee) 1 5

JI[ S i e S —
eart

funzione p{r’,#’, \) non nota: Dirichlet’s boundary-value problem <—

nm

2n+1

8) Riorganizzare l'espressione di V esprimendo le armoniche con nuovi coefficienti

R (0, A S (0, )
o ZZ ) ( )}

I
rnt+l +‘Bnm
n=0 m=0

rn+1
{Anm — GMa"C,,,

n+0
By = GMa™S,,.,

V =

3

ey (2)" [ComRum(8.3) + SunSum (8. A)]}

n=1m=0

9) Estrarre le armoniche di grado n e ordine 0 (armoniche zonali)

V = Gy{1—-2(g) Jn P (cos @) +ZZ( ) Crm cosmA + Sy sin mA] nm(cos@)}

1i=>2 n=2m=1
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GM = /a\" =\ = /a\" .
V = - 1— 2:2 (;) Jn P (cosf) + 222 Zl (;) [Crum cosmA + Sy sin mA| Ppy, (cos 0)

Come determiniamo il valore delle armoniche (i coefficienti)?
Rappresentazione fisica

Satellite traCking delle armoniche zonali, tesserali e settoriali

Ps(cos )

Misura delle perturbazioni osservate nelle orbite dei satelliti stessi

Gravimetria in superficie

Utilizzo di apparati ultra-sensibili e delicati (gravimetri) che misurano
I'accelerazione gravitazionale locale

Pys ¢(cos 9)cos 6A P 5(cos ¥)cos 6A

[4]

Dati altimetrici

Utilizzo di altimetri che misurano 'altezza dei satelliti sopra il livello del mare
determinando il livello medio della superficie
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81) Trasformare V in coordinate ellitttche, distinguere patenzzale «gravitazionale» da potenziale della |

«gravita», ri-convertire in coordinate sferiche

Ut )= 3 TUBL L psing) + e § B eos’

i+ b
V(Uaﬁ) Z Qn( ‘E)ARPR(SiHﬁ) n=0 Qn(@g)
n=0 Qn( E) e ponendoci sull’ellissoide Sy, u = b, U = Uy:

2r..2 2 2 o >IE = \/&2 — b2 = \/(12 — 2 (su So u:b)
d(u, 5) = —w u” + E7)cos . 1
( /8) 9 ( ) p ZAnPn(Smﬁ) + §w2(u2 + EZ) cos? B8 =U; cos? 3 — ;[1 ~ Py(sin )]

n=0
,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,, N P P ey
* * By — 1L
1 IL’espressione sara’ pari a 0 solo se tutti i coefficienti Qali E) = —ttan
Z A P (blnﬁ) "f‘ w a + Sw a PQ(SIHB) UO == O dei PTL si annullano QQ(Z%) e % ]_ -+ ?’;'2 tan— % . 311‘,
l “V(u,ﬁ):z;oag §jg§A Py (sin B) Qolit) = i/ (1+ 3% tan ' E — 3L
esplicitando i1 primi tre termini delia serie e raccogliendo: Ay = Uy — w202 l
L 5 5 : : 1 E
(Ag + Fwa - Ug)Py(sin 3) + A1 Py (sin 5) A =0 V(u, 8) = (U — %wZaQ)Ean 1%
1,.2.2 an~ -

Loy oo o . o K
+ (Ag — gw a”)Po(sin 3) + 323 A, P, (sinf3) =10 l \
2 2 Qalig)

1
, , - —wta Py(sin 3)
Qo(z%) 3 Qalig)

1
+ E);(,LJZCLQ';“PQ (SiIl ﬂ)
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tan~t £ =L 4 O(1/u?) L F E 3
{%%—}-O(I/TS) —  tan E—?—}—O(l/r)
V= (U 3wPa®) Bt + O
V = QTA/I; 4 0(1/7“3) (Noto dalla meccanica celeste)
l GM 1 E 1
= (Un — = 2. 2y =2 O 1 3
r (Lo 3{'{}CIJ)1:;3J1r1_1%7“jL (1/r%)
Moltiplicando per r € mandando r — 0:
1 E
GM = (Up — ~w?a?®)———
l (Yo 3wa)tan_1%—
GM E 1
)=t g e
1 tan~ ' £ 1 q
Viu,B) = (Uy — —w?a?) ———L + —w?a? = Py (sin
( 6) ( 0 3 )tan_l % 3 a0 2( /B)

GM E 1
V= —tan~ ! — + mw2a2-g-P2 sin 3
E U 3 do

Conversione in coordinate sferiche (armoniche restano ellittiche)

V- GM +A2P2(C(;89)A4P4(cgst9) . GM N 1
r T r

GM oo 1
p + anl AQnW

V =
_ GME?" 2 e
AQn - (_1)?7: 2n+1 (1 o 27?::3 ?QQ )

(V= G152 o () Pon(cost)]

_ _ n 3e2" C—A
Cop = —Jon = (—1) (2n+1§(2n+3) (1 —n+on )

ME?
C—A C—A
\CZG — T MaZ2 — J2 — Ma2

LN
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Geoid height (GEM1, nmax=24) Geoid height (JGM1, nmax=60)

oM hCo
ooo0o

OHEN
SO00

Geoid height (OSU81, nmax=180) Geaichaght (FMIR mma=320)

Geoid height (EGM2008, nmax=1000)
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Grawty dlsturbance (SE1, nmax=15) Grawty disturbance (GEM1 nmax=24) Grawty dlsturbance (JGM1 nmax=60)
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Grawty disturbance (EGM96 nmax=360)
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Ales Bezdek e Josef Sebera: "Matlab script for 3D visualizing geodata on a rotating globe”
International Centre for Global Earth Models (ICGEM) [2]
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GEOSYNCI

progrem geosyncl Longitudinal Acceleration of Geosynchronous Satellite

=
G
< equilibrium longitudes, radii and acceleration > =)
-
] o
-
_—
0]
location east longitude radius drift acceleration %
[degreesz) (kilometers) (degrees/day™2) &
ik}
=
i 75,0602 42166.2409 -2.074153051258e-15 ES
=
2 162 .0816 42 166.2847 —-2.1909590887e-17 2
=
o
3 255.0880 42166.2411 9.3970810959e-19 o
 T—
@2
ik}
4 345.5962 42166.2811 4. 537689611 7e-18 B
G
g
drift cycle period at longitude 75.0602 degrees = 2339.2602 days b=
=
o
drift cycle period at longitude 255.08380 degrees = 2883.5951 days E
4 : : : )

0 60 120 180 240 300 360
East longitude (degrees)

< please press any key to continue >
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program geosynos

GEOSYNC2

Longitude Evolution of Geosynchronous Satellites

< geosyhchronous ozculating semimajor axis >

initial calendar date
initial universal time

initial mweah east longitude
final mean east longitude

initial geodetic latitude
final geodetic latitude

reflectivity constant

cross—-sectional area

spacecraft mass

degree of gravity model
order of gravity model

nurber of orbits modeled

27-Feh-Z0Z2
ad:00:00. 000

45
11z

10.

2000,

15.
15.

s0.

mninininin]n]
LG79992

a0aooo
336662

350000

aooaooo

Qooaooo

degrees
degrees

degrees
degrees

S4r meters

kilograms

East longitude (degrees)

45.045

45.04

45.035

45.03

45.025

45.02

45.015

45.01

45.005

45

44 995
0

iy

simulation time (days)

10
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GEOSYNC?2

Sitvazione
iniziace

Simvéazione

A = 112,.88°

C‘.'onrf’-'&um!ione
di equieibrio
A = ¥5.0602°

discesa, verso i€
/ punto di equieibeio

conff.auza.zione
di equieibrio
A = ¥5.0602°
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program geosynos
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simulation time (days)

30

nurkber of orbhits modeled
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program geosyncd

GEOSYNC4

East-west Stationkeeping of Geosynchronous Satellite

< east-west stationkeeping of geosynchronous satellites >

satellite east longitude 45.
total longitude deadband 1.
initial drift rate o.
single maneuver delta-wv 0.
total annual deltca-v 1.
drift cycle period 69,
geosynchronous semimajor axis 42166,
drift cycle semimaljor axis 42170,
delta semimajor axis 4.,

aaoao

aaoao

o575

JZ6Z

7113

G245

2534

Tanve
4738

degrees

degrees

degrees/day

meters/second

meters/second/ year

days

kilometers

kilometers
kilometers

Delta-semimaijor axis (kilometers)

5_

(4]
T

L]
T

=l
T

o]
T

5
44 4

44 6 44 .8 45 452 45.4 456
East longitude (degrees)
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Ahmed Kamel, Donald Ekman e Richard Tibbitts: ”East-west stationkeeping requirements of nearly synchronous satellites due to Earth’s triaxiality and luni-solar effects” [5]

Thomas J. Kelly, Lisa K. White e Donald W. Gamble: ”Stationkeeping of geostationary satellites with simultaneous eccentricity and longitude control” [7]
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