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Abstract

Nella seguente tesi mostreremo una rappresentazione categoriale della quantifi-
cazione esistenziale della logica predicativa (intuizionista o classica) e una sua
costruzione libera avvalendosi di strumenti sviluppati all'interno della Teoria
delle Categorie, quali la nozione di funtore aggiunto e quella di dottrina prima-
ria ed esistenziale alla Lawvere. Tale costruzione costituisce un modo alternativo
a quello sintattico per aggiungere ad una dottrina sintattica la quantificazione
esistenziale.






Introduzione

Questa tesi ha ’obiettivo di indagare alcuni aspetti della cosiddetta Logica Ca-
tegoriale, disciplina sorta dall’applicazione di concetti propri della Teoria delle
Categorie all’interno della Logica.

Partiremo introducendo le definizioni di base della Teoria delle Categorie,
concentrandoci sul concetto di funtore aggiunto e il caso particolare di connes-
sione di Galois. Poi passeremo a rappresentare categoricamente i connettivi e
i quantificatori della logica predicativa, sia intuizionista che classica, come par-
ticolari funtori aggiunti tramite il concetto categoriale di iperdottrina di F.W.
Lawvere. Successivamente considereremo le dottrine primarie ed esistenziali,
che rappresentano categorialmente rispettivamente il frammento della logica in-
tuizionista predicativa intuizionista con la sola congiunzione e costante del vero e
quello ottenuto arricchendo quest’ultimo con la quantificazione esistenziale. In-
fine mostreremo come produrre liberamente una dottrina esistenziale a partire
da una primaria seguendo il lavoro di D.Trotta.



Capitolo 1

Preliminari sulle categorie

In questo capitolo forniremo alcune definizioni di base della Teoria delle Ca-
tegorie che verranno utilizzate ampiamente anche nei capitoli successivi. Si e
qui scelto di presentare la quasi totalita di queste definizioni nella stessa for-
ma utilizzata da Saunders Mac Lane e Ieke Moerdijk nel capitolo introduttivo
del volume Sheaves in Geometry and Logic:A First Introduction to Topos Theo-
ry(1992), mentre gli esempi di categorie esposti sono stati attinti perlopit da
Categories for the Working Mathematician(1971) del gia citato Mac Lane.

1.0.1 Le categorie
Definizione 1.0.1 (Categoria). Una categoria C ¢ il dato di:

e una collezione ObC di oggetti (spesso denotati con le lettere maiuscole
A,B,C,...)

e una collezione MorC di morfismi (o mappe o archi) (f,g,...)
e quattro operazioni:

— due di queste associano ad ogni morfismo f di C il suo dominio
indicato come dom(f) (o do(f)) e il suo codominio indicato come
cod(f) (o d1(f)), rispettivamente, entrambi oggetti di C. Scriviamo

f:C - D (o C EA D) per indicare che f & un morfismo di C con
dominio C e codominio D, e si dice che f & un morfismo da C' a D.

— le altre due operazioni sono:

* un’operazione che associa ad ogni oggetto C' di C un morfismo
1¢ (0 id¢) di C chiamato il morfismo identita di C.

* un’operazione di composizione che associa ad ogni coppia (f,g)
di morfismi di C tali che dy(f) = d1(f), un altro morfismo f o g.

Queste operazioni devono soddisfare i seguenti assiomi:
1. do(lc) =(C-= dl(lc)



2. do(fog)=do(g),di(fog)=di(f)
3. 1pof=f,folc=f
4. (fog)oh=fo(goh)

Definizione 1.0.2 (Isomorfismo). Data una categoria C, un morfismo f:C —
D & detto isomorfismo se esiste un morfismo g:D — C tale che fog =1p e
gof =1c¢ (g prende allora il nome di inverso di f.) Se tale morfismo esiste,
allora diciamo che C' e isomorfo a D, in simboli C' ¢ D.

Dati due oggetti C e D, denotiamo con le notazioni Homc(C, D) o Hom(C, D),
la collezione dei morfismi con dominio C e codominio D.

Definizione 1.0.3 (Categorie piccole). In generale assumeremo di lavorare
in un qualche fissato universo U di insiemi. Chiameremo quindi i membri di U
insiemi piccoli, mentre una collezione di membri di U tale da non appartenere
essa stessa ad U, sara chiamata un insieme grande.Definiamo quindi una certa
categoria C localmente piccola se per ogni due oggetti C' e D di C, l'insieme
Hom(C, D) & un insieme piccolo, mentre C ¢ detta piccola se sia I'insieme degli
oggetti che quello dei morfismi sono piccoli.

Definizione 1.0.4 (Categoria opposta). Data una categoria C, & possibile
costruire la categoria C°P, detta categoria opposta o duale di C, prendendo gli
stessi oggetti ma invertendo la direzione di tutti i morfismi e I'ordine delle loro
composizioni. In altri termini, possiamo dire che un morfismo C' — D in C°P ¢
equivalente ad un morfismo D — C' in C.

Definizione 1.0.5 (Funtore (covariante)). Definiamo il funtore (covariante)
da una categoria C a una categoria D come un’operazione F' che associa ogni
oggetto C in C ad un oggetto F(C) in D, e ogni morfismo f di C ad un morfismo
F(f) in D, in modo tale che F rispetti le operazioni di dominio, codominio,
identita e composizione: F(do(f)) = do(F(f)), F(di(f)) = di(F(f)),F(1l¢) =
lpccy e F(fog)=F(f)oF(g). Per indicare il funtore scriveremo F:C — D.
Data una categoria C, esiste il funtore identita idc: C — C. Inoltre, dati due
funtori F:C — D e G:D — E, ¢ possibile ottenere per composizione il nuovo
funtore Go F:C - E.

Osservazione 1.0.1. Date due categorie C e D definiamo un funtore F: C°P - D
un funtore controvariante da C a D.

Definizione 1.0.6 (Funtore dimenticante). Chiamiamo funtore dimentican-
te (in inglese forgetful) un funtore che ¢ definito dal fatto di ”dimenticare” una
qualche struttura. Per esempio, il funtore dimenticante da Grp a Set dimentica
la struttura di gruppo, ricordando soltanto 'insieme sottostante.

Definizione 1.0.7 (Trasformazione naturale). Dati due funtori F e G en-
trambi da una categoria C ad una categoria D, chiamiamo trasformazione natu-
rale a da F' a G (in simboli: «: F' — @), un’operazione che manda ogni oggetto
C di C in un morfismo a¢: FC - GC tale che, per ogni morfismo f: C' - C in



C, il diagramma
(e %ol

FCo' — GC’
F(f)l lG(f)
FC —— GC

ac

sia commutativo, ovvero G(f)oacor = ag o F(f).

Definizione 1.0.8 (Oggetto terminale e iniziale). Sia C una categoria,
definiamo oggetto terminale T € C, se esiste, un oggetto tale che per ogni A € C
esiste un unico morfismo ter 4: A — T. Definiamo invece oggetto iniziale 0 € C, se
esiste, un oggetto tale che per ogni A € C esiste un unico morfismo in4:0 - A.

Osservazione 1.0.2. L’oggetto iniziale e 'oggetto terminale se esistono sono uni-
ci: se vi fossero due oggetti iniziali 0 e 0 allora esisterebbero unici due morfismi
ing:0 — 0 e ing:0 — 0 e sarebbero tali che ing o ing = idy, ing o ing = ido, e
analogamente per l'oggetto terminale.

Definizione 1.0.9 (Coprodotto e prodotto binario). Si considerino due
oggetti A, B € ObC, con C categoria, definiamo coprodotto binario di A, B un
oggetto A@® B di C dotato di due morfismi i4:A > A® Beip:B—> A® B, tali
che per ogni coppia di morfismi f:A - C e g:B - C, con C € ObC, esiste un
unico morfismo [f,g]: A® B — C per cui vale: [f,gloia=fe[f,g]lcig=g.

Definiamo invece prodotto binario di A, B, un oggetto A x B di C, dotato
di due morfismi, le proiezioni m4: Ax B - A e mg: A x B — B, tali che per ogni
coppia di morfismi f:C - A e g:C — B, con C € ObC, esiste un unico morfismo
(f,9):C—>AxBevale: mao(f,g)=fempo(f.g)=g

Definizione 1.0.10 (La categoria prodotto). Date due categorie C e D,
chiamiamo categoria prodotto la categoria C x D, i cui oggetti sono le coppie
(A,B) con A € ObC e B € ObD, cio¢ le coppie ordinate di oggetti di C e
D, e i morfismi sono gli elementi (f,g), dove f € MorC e g € MorD, cioe¢
sono coppie ordinate di morfismi rispettivamente in C e D. In questi ultimi la
composizione ¢ definita componente per componente, ovvero se fi, fo € MorC
e g1,92 € MorD tali che di(f1) = do(f2) e di1(g1) = do(g2), allora si ha che:
(f1,91) © (f2,92) = (fio g1, f2 0 g2) e I'identita su (A, B) ¢ data da: (ida,idp).

Definizione 1.0.11 (Categorie cartesiane). Una categoria C ¢ detta carte-
siana se per ogni coppia di oggetti A, B € ObC, esiste il prodotto binario A x B
e se inoltre C possiede un oggetto terminale T.

Definizione 1.0.12 (Il funtore diagonale). Data una categoria C si definisce
il funtore diagonale: A:C — C x C tale che A(A) = (A,A) e A(f) =(f,[) per
ogni Ae ObC e f e MorC.

Definizione 1.0.13 (Categorie fetta). La categoria fetta C/C di una cate-
goria C su un oggetto C € C & cosi composta:

e ha per oggetti tutti gli archi f € C tali che cod(f) = C;



e ha per morfismi ¢ X — X' e Cda f: X — C a f: X' — C tale che
freg=1r.
Esiste un funtore dimenticante U.: C/C — C che manda un oggetto f: X —

C nel suo dominio X e un morfismo ¢:X — X' ¢ C/C (da f:X — C a
f': X" — C tale che f'og = f) nel morfismo g: X — X".

1.0.2 Funtori aggiunti

Definizione 1.0.14 (Il funtore aggiunto (tramite isomorfismi)). Siano C
e D due categorie e siano definiti i due funtori F:C - D e G:D — C. Allora
F & Vaggiunto sinistro di G e G & 'aggiunto destro di F se Homp(F(C), D) =
Homc(C,G(D)) con C € ObC e D € ObD. In altre parole, devono esistere gli
isomorfismi:

Homp(F(C),D) — Homc(C,G(D))
(F(C) % D)~ (C L G(D))
(F(C) L D)« (¢ L a(Dy)

dove f e g sono i morfismi trasposti di f e g, tali che i due assiomi siano
soddisfatti:

(F(C) % DL D)= (c % a) 29 ')

o2 cLam) = e ™ rey L by

per ogni g,¢,p, f.
Scriveremo allora

FAaG

Definizione 1.0.15 (Il funtore aggiunto (tramite unita e counita)). Sia-
no C e D due categorie, e siano F:C - D e G:D — C due funtori. Diciamo
che F ¢ aggiunto sinistro di G e G ¢ aggiunto destro di F se esistono due
trasformazioni naturali:

7 lc— GoF

egFoG—1p

dette rispettivamente wunita e counita, tali da soddisfare le seguenti identita
triangolari:

F(o) 2 par(c)

EF(C)
1F(C’x \L

F(C)
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G(D) X2 GFG(D)

1@% lG(ED)

G(D)

In questo caso scriveremo:

FAaG

Un’aggiunzione tra C e D ¢ una quadrupletta (F,G,n,e) dove F e G sono
funtori definiti come sopra, mentre 1 e € sono trasformazioni naturali tali da
soddisfare le identita triangolari appena introdotte.

1.0.3 Alcuni esempi

Forniamo qui alcuni esempi di categorie importanti:

0 ¢ la categoria vuota, non ha oggetti e non ha morfismi;
1 ¢ la categoria con un oggetto e un morfismo identita;

2 ¢ la categoria con due oggetti a,b e un solo morfismo a — b diverso
dall’identita.

Un monoide € una categoria con un oggetto. Ogni monoide e quindi deter-
minato dall’insieme di tutti i suoi morfismi, dal morfismo identita, e dalla
regola di composizione dei morfismi. Visto che ogni coppia di morfismi
ha un composto, un monoide puo essere descritto come un insieme M con
un’operazione binaria M x M — M associativa con identita. Infatti un
monoide € esattamente un semigruppo con identita.

Anche un gruppo G puo essere considerato come una categoria: si tratta
di una categoria con un singolo oggetto e con gli elementi del gruppo che
diventano i morfismi della categoria, dove la moltiplicazione del gruppo &
usata come ’operazione di composizione nella categoria corrispondente.

Per ogni anello commutativo K, I'insieme Matrgk di tutte le matrici trian-
golari con entrate in K € una categoria i cui oggetti sono gli interi positivi
m,n,..., e ogni A matrice m xn & considerata come un arco A:n - m, con
I’'usuale prodotto tra matrici a svolgere il ruolo della composizione.

Ogni insieme parzialmente ordinato (su questo concetto torneremo ampia-
mente in seguito) (P, <) da origine ad una categoria con gli elementi di P
come oggetti, e con un morfismo da p a ¢ se e solo se p< g.

La categoria Set & quella i cui oggetti sono insiemi e i cui morfismi sono
le funzioni dotate dell’usuale composizione. In modo simile ¢ possibile
costruire la categoria Top i cui oggetti sono gli spazi topologici e i cui
morfismi sono le mappe continue da uno all’altro (e ancora, allo stesso
modo, la categoria Grp con gruppi/omomorfismi e spazi vettoriali/mappe

lineari).

11



e La categoria Cat ha per oggetti le categorie piccole e per morfismi i funtori.
La regola della composizione € ottenuta come composizione delle singole
componenti dei funtori e il funtore identita ¢ dato dalle mappe identita
delle sue componenti.
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Capitolo 2

Preliminari algebrici

Richiamiamo a questo punto alcune nozioni algebriche di particolare importanza
per la trattazione successiva, ove verranno riviste in versione categoriale. Si e
qui ripresa la presentazione di Ravi Ferigo nella tesi Semantica categoriale delle
logiche intuizionista e classica(2021).

2.0.1 Semireticoli e reticoli

Definizione 2.0.1 (Semireticolo). Un semireticolo & una coppia (X, *) con
X insieme e »: X x X - X, (z,y) = x * y operazione tale che:

o T =1
o T xY=Y*T;
o (pry)rz=ar(yxz).

Definizione 2.0.2 (Estremi inferiore e superiore). Sia (5,<) un insieme
parzialmente ordinato (poset) e siano x,y € S. L’estremo inferiore di x e y ¢ un
elemento = Ay € S tale che:

e TANY<rexANy<Ly;
e per ogni z € S tale che z<z e z<y, allora z<z Ay.
Viceversa, ’estremo superiore di x e y & ’elemento = v y € S tale che:
e r<xvyey<xrVy;
e perogni ze S taleche x<zey<z allorazvy<z.

I semireticoli caratterizzati da estremo inferiore (rispettivamente superiore) pren-
dono anche il nome di inf-semireticoli(rispettivamente sup-semireticoli).

13



Definizione 2.0.3 (Incontro e giunzione). Sia (X,*) un semireticolo, di-

. def . . o
ciamo che z <y < = * y = x. Usando questo ordinamento, ’operazione binaria

si pud chiamare incontro (in inglese meet). In questi casi allora A sostituira .
Se invece consideriamo l'ordinamento dato da y < x < x * y = x, I'operazione
binaria si pud chiamare giunzione (in inglese join).In questi casi v sostituira x.

Definizione 2.0.4 (Reticolo). Un reticolo & una tripletta (X, A, v) dove (X, A)
¢ un semireticolo con incontro e (X, V) & un semireticolo con giunzione tali da
indurre lo stesso ordine su X. In altre parole, un reticolo & una tripletta (X, A, V)
tale che:

e LAT=T eXTVI=y;

e TANY=yAT€eITVvVY=yvae;

o (xAry)rz=xA(ynz)e (xvy)vz=azVv(yVvz);
e xn(zvy)=zexzVv(zAry)=u.

Definizione 2.0.5 (Reticolo distributivo). Sia (X, A, V) un reticolo, esso
viene detto reticolo distributivo se valgono le due seguenti proprieta:

e xv(ynz)=(zvy)A(zvy);
e xn(yvz)=(zAry)Vv(zAy).

Definizione 2.0.6 (Reticolo completo). Un reticolo (X, A, V) viene detto
completo se ogni sottoinsieme Z ¢ X ha estremo inferiore e superiore.

Definizione 2.0.7 (Minimo e massimo). Sia (X, A, V) un reticolo. Un ele-
mento z € X e detto il minimo del reticolo se z < x per ogni « € X. Un elemento
z € X ¢ invece detto il massimo del reticolo se x < z per ogni x € X. Notiamo
che, se il minimo ed il massimo di un reticolo esistono, allora essi sono unici. Il
minimo ed il massimo sono comunemente denotati con 0 e 1 rispettivamente.

Definizione 2.0.8 (Complemento e reticolo complementato). Sia (X, A, V)
un reticolo con 0 e 1, sia inoltre z € X. Il complemento di x & un elemento = € X
tale che

Un reticolo con 0 e 1 e dotato di complemento T per ogni x € X viene detto
reticolo complementato. In generale il complemento di un elemento non € neces-
sariamente unico, quando pero il reticolo ¢ distributivo, allora il complemento
€ sicuramente unico.
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2.0.2 Algebra di Heyting

Definizione 2.0.9 (Algebra di Heyting). Un’Algebra di Heyting & una strut-
tura (X,<,A,v,0,1,—) dove (X,<,A,v,0,1,—) & un reticolo con minimo O,
massimo 1, < ordine parziale associato al reticolo (come in precedenza) e

- X xX—X
(z,y) — (z > y)

¢ un operatore tale che (z <z —y) < (z Az <y).

2.0.3 Algebra di Boole

Definizione 2.0.10 (Algebra di Boole). Un’algebra di Boole ¢ un reticolo
distributivo complementato (X,<,A,v,0,1) ove < & lordine parziale associato
al reticolo come in precedenza.

Osservazione 2.0.1. L’algebra di Boole & un caso particolare di algebra di Hey-
ting. Infatti, basta esibire in un’algebra di Boole un’operazione che si comporti
nello stesso modo dell’algebra di Heyting.Vale quindi il seguente:

Teorema 2.0.1. Sia (X,<,A,Vv,0,1) un’algebra di Boole. Allora ¢ anche un’al-
gebra di Heyting.

Dimostrazione. Basta mostrare che e possibile costruire un’operazione —: X x
X — X,(z,y) — x — y tale che z < & — y se e solo se z Az <y, per ogni
x,y,z € X.

Definiamo ¢ — y = T vy per ogni z,y € X, dove con Z indichiamo il
complemento di z.

Sia z € X tale che z < x — y, allora vale che z < z v y. Dunque abbiamo che
zaz<(zvy)rz<(zaz)v(yaz)=0v(zay)=zAy<y;

Sia ora z € X tale che z Az <y, allora x v (z Az) < zvy. Usando la
distributivita abbiamo che: (z Vv z)A(xvz) <z vy, ovvero (zvz)Al <z vy,
cioé x Vv z <z vy. Per definizione di estremo superiore: z < x V y. O

2.0.4 Algebra di Lindenbaum

Definizione 2.0.11 (Algebra di Lindenbaum). Sia £ un linguaggio propo-
sizionale: chiamiamo algebra di Lindenbaum della logica Intuizionista proposi-
zionale LI, lalgebra di Heyting costruita a partire dall’insieme Ai(L) = {[pr] |
pr € PROP(L)}, dove [pr] = {a e PROP(L) |- a < pr & derivabile in LI},
dotato della relazione d’ordine: [pri] < [pre] = pry - pro ¢ derivabile in LI.

Similmente e possibile costruire ’algebra di Lindenbaum per la logica Clas-
sica proposizionale LCy,, partendo questa volta dall’algebra di Boole per pro-
posizioni pr derivabili in LCy,.

Osservazione 2.0.2. L’algebra di Lindenbaum per la logica proposizionale in-
tuizionista € un’algebra di Heyting. Cio & facilmente dimostrabile notando che:

15



la relazione d’ordine descritta & riflessiva (pr + pr per ogni pr € PROP(L)
grazie all’assioma d’identitd), transitiva (siano ¢, 1, x € PROP(L), se ¢+ 1 e
¥ + x allora per la regola ammissibile della composizione in LI si ottiene che
¢ + X) e antisimmetrica (se ¢ + 1) e ¢ + ¢ allora si ottiene che + ¢ < 1)?).
Sono poi presenti due operazioni binarie, una di inf : (=) A (=) e una di sup:
(=) v (=) per cui: [pr1] A [pra] = [pr Apra] € [pr] v [pra] = [pr1 v pra) per
pri,pre € PROP(L). Sono anche presenti un massimo 1 = [tt] e un minimo
0 = [L1] e per ogni prl,pr2 € PROP(L) & definito l'operatore implicazione:
[pra]lP1] = [pri — pra]. Allo stesso modo si pud verificare che Palgebra di
Lindenbaum per la logica Classica proposizionale ¢ un’algebra di Boole dove
il complemento di una proposizione pr € PROP(L) & [pr]® = [-pr] = =[pr] =
[pr —1].
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Capitolo 3

Le categorie preordinate e
le connessioni di Galois

In questa sezione si intende esibire lo stretto collegamento tra insiemi preordinati
e categorie, per poi introdurre il concetto fondamentale di connessione di Galois.
Il riferimento qui, cosi come nel capitolo successivo, & stata la tesi On Logical
Connectives and Quantifiers as Adjoint Functors(2017) di Stefano Mengato.

3.0.1 Preordini e poset

Definizione 3.0.1 (Insieme preordinato). Un insieme preordinato (A,<),
detto anche preordine, € un insieme A dotato di una relazione binaria < che sia
riflessiva e transitiva.

Definizione 3.0.2 (Insieme parzialmente ordinato). Un insieme parzial-
mente ordinato (A,<), detto anche poset, & un insieme preordinato con la
proprieta che se x <y e y < x allora x =y, per ogni z,y € A.

Osservazione 3.0.1. Come anticipato in 1.0.3 a pagina 11, un preordine (A, <)
puo essere considerato una categoria i cui oggetti sono in corrispondenza biuni-
voca con gli elementi di A e in cui per ogni coppia di oggetti ¢’e¢ al massimo un
morfismo dall’uno all’altro. Possiamo quindi creare un parallelismo tra 1'unico
morfismo A; — A, tra gli oggetti della categoria A; e As e la relazione d’ordine
a1 < ag tra i corrispondenti elementi di A.

Anche ogni poset puo essere considerato come una categoria, in questo caso
vale la proprieta che per ogni coppia di oggetti della categoria, se esiste un
isomorfismo tra loro, allora essi coincidono necessariamente.

Chiamiamo Preord la categoria avente come oggetti gli insiemi preordinati
e come morfismi le funzioni monotone tra loro. Chiamiamo invece Poset la
categoria che ha come oggetti gli insiemi parzialmente ordinati e come morfismi
le funzioni monotone tra loro.
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Lemma 3.0.1. Siano C e D due insiemi preordinati e siano C e D le cate-
gorie corrispondenti, allora un funtore F: C — D corrisponde ad una funzione
monotona f:C — D, che sara crescente se F' € covariante o decrescente se F' e
controvariante. Allo stesso modo, una funzione monotona f:C — D corrisponde
ad un funtore F: C - D, covariante se f é crescente o controvariante se f é
decrescente.

Dimostrazione. Dato F:C — D funtore covariante, allora esso manda un morfi-
smo Cy - C3 in un morfismo F(C;) - F(C3) di D. Sia f una funzione cosi defi-
nita: f:C' = D, con ¢+~ f(c) dove f(c) & I'elemento di D corrispondente all’og-
getto F(C) € Ob(D), e ¢ & 'elemento di C corrispondene all’oggetto C € Ob(C).
Dato che C; —» Cy in C se e solo se ¢; < ¢y in C e F(Cy) - F(Cs) in D se e
solo se f(c1) < f(e2) in D, possiamo concludere che ¢1 < ¢g = f(c1) < f(c2),
che e esattamente la definizione di funzione monotona da C a D.

Sia F:C — D un funtore controvariante, allora un morfismo C; — C5 in
C viene mandato in un morfismo F(C3) — F(C;) in D. Costruiamo una
funzione f:C — D,c — f(c¢) dove f(c¢) & l'elemento di D corrispondente al-
Voggetto F(C) € Ob(D), mentre ¢ & l'elemento di C corrispondente all’og-
getto C' € Ob(C). Dato che C; — Cy in C se e solo se ¢; < ¢ in C e
F(Cy) — F(C1) in D se e solo se f(cz2) < f(e1) in D, possiamo concludere
che ¢1 <2 — f(c2) < f(e1). Quindi abbiamo che f & una funzione monotona
decrescente da C' a D.

Sia ora f:C' — D una funzione monotona crescente. Definiamo un funtore
F:C - D nel modo seguente: se C1 € Ob(C) e ¢; ¢ il suo elemento corrispon-
dente nel preordine C, allora F'(C;) € Ob(D) ¢ l'oggetto di D corrispondente
all’elemento f(c;) nel preordine D. Sia Cy - Cy un morfismo nella categoria
C, allora ¢; < ¢ nel preordine C dove c¢1,cy in C' corrispondono a Cp,Cy in
Ob(C), quindi f(c1) < f(c2) in D dato che f & crescente e quindi possiamo
trovare un morfismo F(Cy) - F(C3) in D, con f(c1), f(c2) che corrispondono
a F(C1),F(C3). Usando la monotonia di f si pud provare facilmente che F'
rispetta la composizione e l'identita, allora & un funtore covariante.

Consideriamo una funzione decrescente f:C — D. Definiamo un funtore
F:C - D nel modo seguente: se C; € Ob(C) e ¢ ¢ il suo elemento corrispon-
dente nel preordine C, allora F(C7) € Ob(D) ¢ 'oggetto di D corrispondente
all’elemento f(c1) nel preordine D. Sia Cy - C3 un morfismo nella categoria
C, allora ¢; < ¢o nel preordine C con ¢, ¢ in C' che corrispondono a Cy,Cy in
0b(C), dunque f(c2) < f(e1) in D dato che f & decrescente; quindi possiamo
trovare un morfismo F(Cs) — F(C4) in D, con f(c1), f(c2) che corrispondono
a F(C1),F(C2). Per la monotonia di f, puo essere facilmente provato che F'
rispetta la composizione e ’identita, quindi si puo conludere che ¢ un funtore
controvariante. O

Ora ha finalmente senso considerare il funtore:

Preord — Cat
(A,9)~ A
(A—> B) < (A— B)
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che manda ogni preordine (A,<) nella corrispondente categoria A e (grazie
al lemma precedente) associa ogni funzione monotona crescente ad un funtore
covariante.

3.0.2 Le categorie preordinate

Definizione 3.0.3 (Categoria preordinata). Una categoria C viene detta
preordinata se valgono le seguenti due condizioni:

e ¢& piccola (cioe & in Cat)

e per ogni coppia di oggetti A, B € ObC esiste al pit un morfismo f: A - B,
e si definisce A < B se e soltanto se Hom(A, B) # &, ovvero esiste unico
ftA—-> B, feMorC.

Possiamo a questo punto considerare anche il funtore:

Cat — Preord
A~ (Aa,<A)
(A — B) < (Aa — Bg)

in cui se A € una categoria piccola allora Aa € un insieme contenente un ele-
mento per ogni oggetto di A e nel quale dati ay,as € A vale che a1 <A as se e
solo se esiste un morfismo A; — Ay in A (con Aj, Ay oggetti corrispondenti agli
elementi aq,asz).

3.0.3 Connessioni di Galois

Definizione 3.0.4 (Connessione di Galois). Dati (4,<) e (B, <) due insiemi
parzialmente ordinati. Una connessione di Galois tra i due poset A e B ¢ il
dato di due funzioni monotone f:A — B e g: B — A, tali che:

Vae A,Vbe B(f(a) <b<a<g(b))

In un linguaggio piu strettamente categoriale possiamo dire che: dati due
funtori F:P - Q e G:Q — P, con P e Q categorie preordinate, allora questi
due funtori sono detti Galois-connessi se vale che per ogni pe P e g€ Q:

F(p)<qep<G(q)

Osserviamo che i due funtori cosi definiti, grazie alle proprieta del preordine
sono tali che F' sia aggiunto sinistro di G cioe F' 4 G. Viceversa dati i funtori
F e G tali che preservino l'ordine tra due categorie preordinate, e che F' 4 G, si
ottiene la condizione della definizione precedente. Possiamo quindi concludere
che due funtori sono Galois-connessi se e soltanto se F' 4 G.
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3.0.4 Le algebre di Heyting, di Boole e di Lindenbaum
come categorie

Teorema 3.0.1. Una categoria ordinata C ¢ un’algebra di Heyting se possiede
estremi superiori e inferiori binari, un elemento iniziale 0, un elemento termi-
nale T, e per ogni A € ObC il funtore: (AA-):C — C ha come aggiunto destro
il funtore: (A - -):C — C.

Dimostrazione. Dato il poset (C, <) che corrisponde alla categoria C, allora pos-
siamo affermare che & un reticolo: infatti possiede estremi superiori e inferiori
binari, un massimo e un minimo rispetto all’ordine (corrispondenti rispettiva-
mente all’elemento terminale e quello iniziale). Inoltre dato A € ObC, per ogni
X € ObC, esiste A - X tramite il funtore (A - -), e dato che questo fun-
tore ¢ aggiunto destro del funtore (A A —) vale che: Z < A - X se e solo se
ANZ < X perogni X, Z € ObC, ottenendo cosi la proprieta cercata dell’algebra
di Heyting. O

Ora che abbiamo enunciato e dimostrato questo teorema, possiamo consi-
derare un’algebra di Heyting come una categoria ordinata (H, <) dotata delle
due operazioni binarie A, vV, che corrispondono rispettivamente al prodotto e al
coprodotto binari.

Teorema 3.0.2. Sia data una categoria ordinata C. Allora essa é un’algebra
di Boole se é un’algebra di Heyting e il funtore (— - 0):C°P — C ha come
aggiunto sia destro che sinistro il funtore (- - 0): C — C°P.

Dimostrazione. Consideriamo un’algebra di Heyting C tale che soddisfi la con-
dizione dell’enunciato. Allora per ogni X € ObC, sfruttando il fatto che i due
funtori sono aggiunti sia a destra che a sinistra, vale che, ponendo X — 0 =
-X,-X <Y se esolose X <-Y per ogni X € ObC,Y € ObC°®P. In particolare,
ponendo prima X = =Y e poi Y = =X, e considerando che le disuguaglianze
valgono per ogni X,Y, si ottiene che per ogni X € ObC vale che: X = ==X, e
cio prova che si tratta di un’algebra di Boole. O

A partire dai due teoremi precedenti, & possibile costruire la versione ca-
tegoriale dell’algebra di Lindenbaum. Siano infatti (Ai(L),F) e (Ac(L),+)
un’algebra di Heyting e un’algebra di Boole dotate della relazione d’ordine:
[pri] < [pr2] se e solo se pry + pra con pri,pre proposizioni di £. Quindi un
morfismo [pri] — [prz] nella categoria ordinata dell’algebra di Lindenbaum
cosi definita & equivalente a [pri] < [pra]-
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Capitolo 4

Il quantificatore esistenziale
come funtore aggiunto

Dopo aver definito le iperdottrine e averne fornito un esempio, andremo ora a
mostrare come il quantificatore esistenziale possa essere considerato un partico-
lare funtore aggiunto.

4.0.1 Le iperdottrine

Per introdurre la nozione di iperdottrina, € necessario aggiungere alcuni concetti
riguardanti le categorie.

Lemma 4.0.1. Siano P e Q due categorie ordinate i cui ordini siano sub-
completi (vale a dire: esiste l’estremo superiore per ogni sottoinsieme del pre-
ordine), sia F:P — Q un funtore tra esse. Allora F' ha un aggiunto destro se
e solo se conserva gli estremi superiori arbitrari.

Dimostrazione. (=) Supponiamo sia G Paggiunto destro di F, vale a dire sia
F 4 G. Sia {4; € ObPJi € I} un sottoinsieme di oggetti di P con estremo
superiore P. Consideriamo l'insieme {F(A4;)}i € I}: & un sottoinsieme di oggetti
in Q e, per ipotesi, possiede estremo superiore, chiamiamolo (). Dato che F 4 G,
vale che FI(4;) < Q < A; < G(Q) per ogni i € I, allora P < G(Q) visto che P
& lestremo superiore degli A;,i € I, e usando la condizione F' -+ G, otteniamo
F(P) < Q. Inoltre, ogni mappa A; < P in P viene mandata dal funtore F' nella
corrispondente F'(4;) < F(P) in Q, ma questo significherebbe che @ < F(P).
Allora vale che F(P) = Q.

(<=) Supponiamo che F' conservi estremi superiori arbitrari e sia B € ObQ. In
questo caso 'insieme {A € ObP|F(A) < B} & un sottoinsieme di Ob(P), quindi
esiste il suo estremo superiore, che prendiamo come G(B). Grazie a questa
ipotesi, segue che esiste un funtore Q — P, B — sup{A € ObP|F(A) < B}.
Inoltre vale che A < G(B) < F(A) < B per ogni A € ObP e B € 0bQ, allora
F-G. 0
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Definizione 4.0.1 (Il funtore prodotto). Sia C una categoria dotata di
prodotto binario e sia C' € ObC. Possiamo definire un funtore da C a se stessa
come il prodotto per un oggetto fissato della categoria, in altri termini se C ¢
ObLC & un oggetto fissato della categoria, chiameremo il funtore prodotto con
loggetto C' il seguente funtore:

(—)XC:C—)C
X— XxC
(X —-Y)— (XxC—YxC)

Ora e possibile introdurre il concetto fondamentale di categoria cartesiana:

Definizione 4.0.2 (Categoria cartesiana). Sia C una categoria dotata di
prodotto binario. Diciamo che C & cartesiana chiusa se, per ogni oggetto C €
ObC, il funtore prodotto (=) x C: C — C ha come aggiunto destro (-)¢:C —
C, il quale manda ogni X € ObC nell’oggetto X detto spazio dei morfismi da
CalX.

A questo punto possiamo finalmente dare la definizione di iperdottrina per
la logica predicatica intuizionista:

Definizione 4.0.3 (Iperdottrina'). Una iperdottrina per la logica predicatica
intwizionista IL € un funtore

D:C°P — Ha
tale che:

e C ¢ una categoria dotata di prodotti finiti, e per ogni X € ObC la categoria
D(X) viene detta la fibra su X.
e per ogni proiezione m;: X1x X9 — X; (i = 1,2) in C, il funtore D(m;): D(X;) —
D(X;1 x X3) ha come aggiunto sinistro 3m;: D(X1 x X)) — D(X;), vale a
dire che:
I7; 4 D(m;)
in accordo con la condizione di Beck-Chevalley e la reciprocita di Frobenius.

La condizione di Beck-Chevalley per I'3 afferma che, date due proiezioni
qualsiasi m: X — A e n": X' — A’, per ogni diagramma di pullback

X’LA’

f’l lf
X — A
per ogni 8 € D(X) il morfismo:
3= D(f)(B) < D(f)3(8)

lsi veda [2] e [8]

22



¢ un isomorfismo.

La reciprocita di Frobenius afferma invece che, per ogni proiezione m: X —
A e per ogni « € D(A), § € D(X), il morfismo:

3, (D(7)() Ax B) <ana3(B)
¢ un isomorfismo.

e per ogni proiezione m;: X1x X9 — X; (i = 1,2) in C, il funtore D(m;): D(X;) —
D(X; x X2) ha come aggiunto destro Vm;: D(X; x Xo) — D(X;), vale a
dire che:
D(m) - Vﬂ'i
in accordo con la condizione di Beck-Chevalley.

La condizione di Beck-Chevalley per il V afferma che, date due proiezioni
qualsiasi m: X — A e n": X' — A’, per ogni diagramma di pullback

X’LA’

| |

X — A
per ogni 8 € D(X) il morfismo:
D(f)V=(B) <V=D(f)(B)

¢ un isomorfismo.

4.0.2 L’iperdottrina sintattica

Definizione 4.0.4 (La categoria dei contesti). Sia £ un linguaggio, definia-
mo la cateogoria dei contesti Cont come la categoria avente per oggetti le liste di
variabili distinte (z;,, ..., x;, ), e per morfismi delle liste di sostituzioni dei termi-
ni in £ nella forma = [t1 /21, oo tn/Trm]: (25, 5,) — (Tk1s s Thpm) CON
le variabili libere dei ¢; che si trovano tra gli (le, - xjn) per ogni i =1,...,m.

Dati due morfismi in Cont t:= [t; /2y, Ji=1,....m: (X1, s Tj,) = (Tk1s oo Thom)
e §= [si/xnilic,. 0 (@k1s ooy Thm) —> (Th1, ..., Thy), la loro composizione & il
morfismo Sot: = [s;(t1/Tk1, o tn/Thm) [Thili=1,.. 0 (L5, ) — (Zh1seons Thy)
che appartiene ancora a Cont e ogni termine s;(¢/2)/xn; ha le variabili libere
tra ;.. Tj,,- R

Consideriamo due morfismi in Cont, siano essi t:= [t;/Tk;]iz1,...m € §:=
[si/®hili=1,....m, diciamo che essi sono uguali, ovvero che: t = 5 se e solo se t; = s;
per ogni i€ {l,....,m}

Consideriamo ora i tre morfismi in Cont:

E:: [ti/xki]i=l,...,m: (lea "',xjn) - (xklv aka)
§:= [Si/zhi]izl,...,l: (zklr'kam) - (Ihla "'7xhl)

U= [wif/wg,;Jiz1,...pt (Th1y ooy Thy) —> (Tgyp,on xgp)
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Vale che: u;[3/47%][t/2%] = wi[5[t/2%]/2n] per ognii € {1,...,p} dato che 21, ..., Thm
non sono presenti negli u;. Abbiamo quindi verificato che 'operazione di com-
posizione ¢ associativa.

Data una lista di variabili (z;,, ..., x;, ), il morfismo identita sara nella forma
Bt (3 5,) > (20s5,)

L’oggetto terminale della categoria Cont corrisponde alla lista vuota &: in-
fatti un morfismo della categoria da qualsiasi lista di variabili distinte alla lista
vuota elimina tutte le dipendenze dalle variabili di quella lista.

Sono presenti i prodotti binari. Date infatti (z;,,...,2;,) € (Tk1,.s Thim), il
loro prodotto & la lista (2, ..., 25, , Tisk1s -, TItkm) OVe J = maz{ji,...,jn}-
Le proiezioni saranno:

i

(255, T/ B (Tgys oy T T Jabey s ooy TTakn) — (Tjys ey T4,))

[fj/é)fk/fk] ('rjla '-'7xjnaxJ+/€17"'7'TJ+k7m) - ($J+k17"'axJ+k7n)

j:

Tt

Sia (p1, ..., ;) € ObCont e si considerino i morfismi in Cont #: (x4, ..., p;) —
(Tjy5-rj,) € 8 (Th1y s Tng) —> (Th1, oo, Thy ), allora il morfismo

(_'7 §> (xhlv "'7whl) - (lea "'7xjn7$J+k17---axJ+k,,L)

¢ tale che 7jo(f, 5) = £ and 2}0(f, §) = 5. Vale inoltre I'unicita: se @: ()1, ..., Tp;) —>
(TjyseesTjps T Tty s os TIsk,, ) € tale che 20t =t e Tp 0t = 5, a119ra u; = T, per
ogni i € {1,...,n} € Uik, = T+, Per ogniie{l,...,m}, quindi (¢, 3) = 4.

Definizione 4.0.5 (L’iperdottrina sintattica). Sia £ un linguaggio per la
logica intuizionista I L_. Definiamo iperdotirina sintattica intuizionista Hp per
un linguaggio £ un funtore:

H;:Cont’” — Ha
definito nel seguente modo:

e per ogni oggetto Z = (z1, ..., 2, ) € ObCont, definiamo:

He =UL)(@):={[p(21,...,xn)]|p € Form,}

I’algebra di Lindenbaum-Tarski delle formule con variabili libere in Z, detta
fibra sulle variabili T;

e per ogni morfismo t = [t1/y1, -, tm/Ym ) (T1, s Tn) —> (Y1, Ym) in
Cont, definiamo:

H(E):ULY (Y1, s Ym) — UL) (@1, s )

il morfismo in Ha che manda ogni formula ¢(y1,...,¥m) & variabili libe-
re tra le yy, ..., ym nella formula ©(y1, ..., ym ) [y1/t1, s Ym/tm] @ variabili
libere tra le 1, ..., Z,.
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E anche possibile definire una iperdottrina sintattica classica: in questo
caso partiremo da un linguaggio £ per la logica classica C'L- e costruiremo
Iiperdottrina sintattica classica per il linguaggio £ come un funtore

H;:Cont’” — Ba
definito nello stesso modo del caso intuizionista.

Osservazione 4.0.1. Date T e &' liste di variabili e m: & — 7' proiezione, definia-
mo Hp(m):U(L)(Z") — U(L)(Z) un funtore di indebolimento. Questo funtore
manda formule con variabili libere in formule con piu variabili libere.

4.0.3 Il quantificatore esistenziale come funtore aggiunto

Sia dato un linguaggio £ per la logica predicativa intuizionista o classica. Sia
inoltre p(x1, ..., 2y, y) € Form una proposizione a variabili libere tra 1, ..., T, y,
ciod [o(z1, ..., @n,y)] €eU(L) (21, ..., Tpn,y). Consideriamo la quantificazione esi-
stenziale di quella formula [3y.o(x1, ..., Zn,y)]. In questo modo otterremo for-
mule a variabili libere tra x1,...,z,, vale a dire formule in U(L)(z1,...,2,).
Abbiamo quindi un morfismo:

Fy:UL) (21, s T, y) — UL) (21, 7))
[@(‘rlv "'7In7y):| — [3980(5517 aznay)]

Osservazione 4.0.2. Nel quantificatore esistenziale la sostituzione delle varia-
bili deve essere ben definita. In particolare, per ogni sostituzione del tipo
[Z/Z,y/y]: (1, ..., Tn,y) — (21, ..., Zm, t) vogliamo che:

Notiamo che la condizione di Beck-Chevalley per 1’3 viene rispettata.

Definizione 4.0.6 (L’algebra di Lindenbaum-Tarski). Sia £ un linguaggio
per la logica predicativa intuizionista o classica. Sia inoltre Z = (1, ...,2,) una
lista di variabili. Definiamo algebra di Lindenbaum-Tarski U(L)(Z) Palgebra di
Lindenbaum U (L) con formule a variabili libere tra (z1,...,%,).

A questo punto definiamo il funtore:
Jy: Ui (L) (21, ey Ty y) — Ui (L) (21, T0)
[QD(.’I,'h ,Sﬁ'n,y)] = [Vil/@(xla 7:En7y):|
([e(@1, s zn, )] < [O(21, s 20, 9)]) — ([Fy-p(@1, s 20, 9)] < [y (21, - 20, 9)])
Teorema 4.0.1. Sia £ un linguaggio per la logica predicativa intuizionista o
classica. Sia inoltre Hp il funtore definito come iperdotirina sintattica. Sia
Ti= (21,..y70), (Z,y) = (z1,...,2n,y) € ObCont e [Z/Z]: (1,...; Tn,y) —
(21, ..., zy) proiezione su Cont. Allora il quantificatore esistenziale Iy é aggiun-

to sinistro del funtore di indebolimento Hp([Z/Z]) del contesto delle variabili &
con variabile extra y:

Jy ~ H([Z/2])
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Dimostrazione. Svolgeremo la dimostrazione del caso intuizionista, in questo
modo varra anche per il caso classico. Sia [p(Z,y)] € Oblhi(L)(x,y)). Esiste il
morfismo [¢(Z,y)] < [Fy.(Z,y)] in U;(L)(Z,y) visto che esiste la derivazione
w(Z,y) + Jy.p(Z,y) nel cacolo dei sequenti intuizionista:

id—-ax
o(&,y) = o(Z,y), Jy.o(Z,y)
o(Z,y) F 3y.0(Z,y)

r

Siaora [a(Z)] € ObU;i (L) (x) esia [¢(Z,y)] < [a(Z)] un morfismo in U, (L) (Z,y),
dunque vale che ¢(Z,y) + a(Z). Dobbiamo mostrare lesistenza di un unico
morfismo [Jy.o(Z,y)] < [a(Z)], quindi dobbiamo trovare una derivazione di

y.0(Z,y) + a(2):
o(Z,y) - ()
y.0(Z,y) + a(?)

(yeFV(3y.o(2,y),a(2)))

dove la derivazione di ¢(Z,y) + a(Z) & data per ipotesi e 'unicita del morfismo
[Fy.0o(Z,y)] < [(Z)] segue dalla definizione di algebra di Lindenbaum. O
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Capitolo 5

Il completamento
esistenziale

Nel capitolo finale della tesi, avente come riferimenti The Ezxistential Comple-
tion(2020) di Davide Trotta e Quotient completion for the foundation of con-
structive mathematics(2010) di Maria Emilia Maietti e Giuseppe Rosolini, verra
esibito il processo tramite il quale & possibile ottenere una dottrina esistenziale
da una dottrina primaria.

5.0.1 Le dottrine primarie ed esistenziali

Introdurremo ora i concetti di dottrina primaria e di dottrina esistenziale, i
quali ricalcano da vicino quanto gia visto nella definizione di iperdottrina (ne
sono in effetti una versione debole).

Definizione 5.0.1 (Dottrina primaria'). Sia C una categoria dotata di
prodotti finiti. Una dottrina primaria ¢ un funtore

P:C°? — InfSL
che va dalla categoria opposta rispetto a C alla categoria degli inf-semireticoli.

Definizione 5.0.2 (Dottrina primaria esistenziale). Una dottrina primaria
P:C°P — InfSL ¢ esistenziale se, per ogni coppia di oggetti A1 e A5 in C, e
per ogni proiezione pr;: Ay x Ay — A; , i =1,2, il funtore

PprlP(A7) —> P(A1 X AQ)

ha aggiunto sinistro 3,, , e questi soddisfano la condizione di Beck-Chevalley e
la reciprocita di Frobenius, definite allo stesso modo che in 4.0.3 a pagina 22.

1si veda [6]
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Definizione 5.0.3 (La 2-categoria PD). La classe delle dottrine primarie
PD ¢ una 2-categoria? in cui:

e le 0-celle (o oggetti) sono le dottrine primarie;

e le I-celle (o morfismi o 1-morfismi) sono coppie del tipo (F,b)

cer
\ )
FeP b InfSL
R /
pov

tali che F:C' — D & un funtore che preserva i prodotti, e b: P — Ro F°P
¢ una trasformazione naturale tale che il funtore by: P(A) — RF(A)
preserva la struttura per ogni oggetto A in C, in altre parole b4 preserva
gli incontri finiti;

e le 2-celle (0 2-morfismi) 0: (F,b) = (G, ¢) sono le trasformazioni naturali
0: F — G tali che per ogni oggetto A in C' e per ogni « in P(A), vale che

ba(a) < Ry, (ca(a))

Osservazione 5.0.1. In modo simile possiamo definire una 2-sottocategoria di
PD, ovvero la 2-categoria delle dottrine esistenziali ED. In questo caso e
necessario che le 1-celle preservino le strutture appropriate, in particolare le 1-
celle di ED sono le coppie (F,b) tali che b preserva gli aggiunti sinistri per le
proiezioni.

5.0.2 Un esempio di dottrina primaria

Forniamo ora un esempio che ricalca quello dell’iperdottrina sintattica presentato
in 4.0.5 a pagina 24.
Sia H una teoria in un linguaggio di primo ordine £. Definiamo una dottrina
primaria
LTy;:C;) — InfSL

2La nozione di 2-categoria generalizza quella di categoria: una 2-categoria consiste infatti
di
e oggetti;
e l-morfismi tra oggetti;
e 2-morfismi tra morfismi.

I morfismi posso essere composti lungo gli oggetti, mentre i 2-morfismi possono essere composti
in due direzioni diverse: lungo gli oggetti, e in questo caso si parla di composizione orizzontale,
o lungo i morfismi, dando luogo alla composizione verticale.
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con C'y la categoria delle liste di variabili e sosituzioni dei termini. Analizziamo
nel dettaglio questa categoria, essa ha:

e come oggetti le liste finite di variabili Z:= (x1,...,2,), compresa la lista
vuota ();

e come morfismi tra due oggetti (z1,...,2n) € (Y1,.., Ym) le sostituzioni
[t1/y1, s tm/Ym ]| dove i termini ¢; sono costruiti in £ sulle variabili z1, ..., zy,.

La composizione di due morfismi [£/§]:Z2 — ¢ e [§/Z]:9 — Z ¢ data dalla
sostituzione
[s1[t/9)/ 2k, s s [E/9) )20 ): 2 — 2

Il funtore LT3:C3) — InfSL manda (1, ...,2,) nella classe LTy (21, ..., 2y )
delle formule ben formate nel contesto (x1,...,2,). Diciamo che ¢ < ¢ con
¢, € LTy (x1,...,25) S€ ¥ 34 ¢, € pol quozientiamo per ottenere un ordine
parziale su LTy (1, ..., 2,). Dato un morfismo di Cy

[tl/yla B3 t’m/y’m]: (‘rlv ceey Z‘n) - (y17 "~7ym)
il funtore LTy, /5 agisce come la sostituzione LTy /5 (¥(y1s -3 ym)) = Y[t]]

Proposizione 5.0.1. Una dottrina F:C3} — InfSL, con C} categoria dei
contesti di variabili, interpreta la logica delle predicati con la solo congiunzione
e costante true.

Dimostrazione. Come nelle Note di Logica Matematica (Maietti, 2021/2022),
pensiamo alla formula ¢[x1, ..., 2, ] su un contesto di variabili, che & una lista di
variabili che contiene le loro variabile libere.

Definiamo ora una interpretazione I che va dalle formule della logica sotto
contesto ad una dottrina primaria sopra C;’f per induzione, in modo che I(¢py -

1,...,yn]) sia un oggetto di F([y1,...,Yn])-
Procediamo in tal modo:

e Caso base: sia P(x1, ..., ) una formula atomica, e sia I(P(x1, ..., xn)[y1, --YUn])
definita come un oggetto di F([y1,...,yn]) a scelta (ricordiamo che per
definizione di formule sotto contesto, la lista [y1, ..., yn] deve contenere le
variabili libere [z1,..2,]).

e Caso induttivo: date due formule con x1, ..., Zpn, I(d[y1, -, yn] & Y[y1,.-syn]):=
(I() AI(Y))(F([91,---,Yn])) perché per induzione I(¢[y1,...,¥n]) sta in

F([y1s-ryn])-
Per quanto riguarda la costante true, nel caso base essa & pensata come I (true[yy, ..., yn]): =
1in F(y1,..-,Yn), € poi si procede col caso induttivo. O

Proposizione 5.0.2. Una dottrina esistenziale F*: C‘;f — InfSL, con C;’_f
categoria dei contesti di variabili, interpreta la logica delle predicati con la
congiunzione, costante true e [’3.
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Dimostrazione. Per la congiunzione e la costante true si veda la dimostrazione
precedente. Trattiamo quindi solo la parte dell’3.

Sia ancora ¢[x1, ..., ;] una formula su un contesto di variabili, che & una li-
sta di variabili che contiene le loro variabile libere. I(3y,,+1 ¢[y1,...,ym,ym1]) & ag-
giunto sinistro alla lista di proiezioni da [y,..ym+1] & [Y1, -, Um ] SUT(P[y,, yoia]) €

F([y17~-ym+1])~

5.0.3 Il completamento esistenziale

L’obiettivo & ora la costruzione di una dottrina esistenziale P¢:C'°? — InfSL
a partire da una dottrina primaria P:C°? — InfSL.

Sia d’ora in avanti P:C°? — InfSL una dottrina primaria fissata, e sia
A c C; un sottoinsieme di morfismi chiusi per pullback e composizioni, e tale
che contenga il morfismo identita.

Per ogni oggetto A di C' consideriamo il seguente preordine:

A
e gli oggetti sono le coppie del tipo (B Kl A,a e PB);

. (B@A,aEPB) < (D@)A,VGPD) se esiste w: B —> D tale che

B
w lh
D T> A

commuti e a < Py, (7).

Sia P¢(A) l'ordine parziale ottenuto identificando due oggetti® quando

(B"S A.aePB)$(DI5 A yePD)

Si consideri un morfismo f:A — B in C, allora Pf(C i B, e PC) &

loggetto
(D% 4, P, () e PD)

dove

¢ un diagramma di pullback perché g € A.

Proposizione 5.0.3. Si consideri una dottrina primaria P:C°P — InfSL.
Allora P¢:C°P — InfSL ¢é anch’essa una dottrina primaria, in particolare
vale che:

3Con abuso di notazione denoteremo la classe di equivalenza di un elemento allo stesso
modo.
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1. per ogni oggetto A in C, P¢(A) & un inf-semireticolo;

2. per ogni morfismo f: A — B in C, P§ ¢ ben definito ed € un omomorfismo
di inf-semireticoli.

id
Dimostrazione. 1. Per ogni oggetto A in C, abbiamo lelemento (A 4

. . . . h h
A,T4). Consideriamo i due elementi (4; — A,y € PA;) e (Ay —>
A, € PAy). 1l nostro obiettivo & quello di cercare il pitt grande estremo
inferiore di questi due oggetti. Consideriamo quindi il pullback

hih
Ay x4 Ag 2*1> Ay

hThZL ’ lhz
Ay h—) A
1

che esiste perché hy € A (e hy € A). Affermiamo che

hih}hs
(A1 xa Ay —" A, Py, (ar) A Puzp, (a2))

sia questo estremo inferiore. Verifichiamo che

hihih )
(A]_ X A A2 1—1>2 A,Ph;hz(al) /\Ph;,“(ozz)) < (Az L A,Oéi € PAZ)

per ¢ = 1,2. Per come abbiamo definito precedentemente I’ordinamento,
dobbiamo mostrare che: Jw;: A; x4 Ay — A; tale che

Ay x4 Az
wi lhlh;hQ
A ——— A
commuti e Pprp, (1) A Prsp, (@2) < Py, ().

e Caso con i=1:
Affinché il diagramma sia commutativo deve valere che

hlhihz = h1w1

Basta quindi scegliere come w; proprio hjhs. In questo modo abbia-
mo anche che:

Pyiny(a1) A Phspy (2) < P, (1) = Phip, (1)

Il caso con i=2 & del tutto equivalente.
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Ora perd noi vogliamo anche che tra gli estremi inferiori questo sia il
maggiorante. Considero quindi un oggetto (B 2, A, B € PB) tale che

(B-% A, BePB)<(A; 5 A a; € PA)

peri=1,2 e g=h;w;.
Allora esistera un morfismo w: B — A x4 As tale che
w2

B__/‘\
-

hih
Ay x4 Ay —25 A,

h{hgl ! l}u

Alh—1>A

sia commutativo e valga

B < Py, (a1) A Py, (a2) = Pw(Ph;hg(Oél) /\Ph;hl(%))

Osserviamo infine che ’estremo inferiore ¢ ben definito. Se infatti abbiamo
che

(AQEA,OAQGPAQ)E(AggA,OégepAg)

allora necessariamente esistono un ws: A — Az e un wy: Az — Ao tali
che hgws = ho, as < Pw3(a3), howy = hs e az < Pw4(0[2).

Dunque esiste ws: Ay x4 Ay — Ay x4 Az con

wgh;hz

A hihy
Al X A A3 — A3

h*hl ! lh-
173 3

Ay — A
1
tale che
Py, (1) A Prspy (a2) € Py (Prepg (a1) A Pusp, (a3))
Allora a questo punto possiamo concludere che

hihth hahth
(Arxady =" A, Pyep, (a1)APysp, (a2)) < (ArxaAs —>" A, Pyep, (01)APysh, (a3))

Usando lo stesso argomento si pud provare che

hihih hihlh
(A1xads =" A, Py, (01)APusn, (03)) < (Aixady =" A, Pyen, (a1)APyg, (a2))

Allora possiamo concludere che I'estremo inferiore ¢ ben definito.
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2. Proviamo innanzitutto che per ogni morfismo f:4 — B, P§ & un mor-
fismo di preordini. Una volta mostrato questo, avremo automaticamente
che P§ sara un morfismo ben definito di ordini parziali visto che identifi-

chiamo due elementi & e 3 di P*(B) se a 2 j3.

A A

Consideriamo (C nes B,ay € PCy) < (Cy gl B,ay € PCy) con gaw = g1
e a1 < P,(a2). Vogliamo provare che

% arp PD) < (D% AP PD

(D1 s Pyrp(ar) € PDy) < (D2 — A, Pyep(az) € PDy
Osserviamo che vale la catena di uguaglianze gowgi f = 197 f = ff g1
Allora esiste unico w: D1 — D5 tale che il diagramma seguente sia com-
mutativo

Cy —— B

Inoltre Pg(Py:f(c2)) = Pyrp(Pu(az)) < Pyry(ar), ed & facile notare che
P}? preserva gli elementi top. A questo punto basta osservare che Pf(a A

B) = P§(a) A PF(B).
0

Proposizione 5.0.4. Sia f: A —> B un morfismo di A, sia inoltre
3%(C L A,ae PC):= (Cﬂ B,a e PC)
quando (C LN A,ae PC) ¢ in P°(A). Allora 35 ¢ l'aggiunto sinistro di P§.

Dimostrazione. Siano a:= (Cy LN B,ay € PCy) e B:= (Do ELN A, By € PDsy).
Assumiamo che § < P§(@). Allora abbiamo che

D,
f2
D o A
gffl ’ lf

01T>B

w

e By < Pw(Pg;f(ozl)). Allora abbiamo che

Dy
ngwl Ytz

01T>B
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e B2 < Pygrs(ar). Allora 3?(8) <a.
Ora viceversa assumiamo che 35(8) < @

Dy
u,}l Yi
4 T) B

con By < Pg(ay). Allora esiste w: Do — D; tale che il seguente diagramma sia
commutativo

e B1 < Pg(ar) = Py(Pyss(a1)). Quindi possiamo concludere che B < Pi(a). O

Teorema 5.0.1. Per ogni dottrina primaria P:C°? — InfSL, P*:C? —
InfSL soddisfa:

1. la condizione di Beck-Chevalley: per ogni pullback

x L a
f’l ’ lf
X — A
con g € A (quindi anche g' € A), per ogni 3 € P°(X) wvale la sequente
uguaglianza:
3, P (B) = PF33(9)

2. la reciprocita di Frobenius: per ogni morfismo f:X — A di A, per
ogni elemento & € P¢(A) e § € P¢(X), vale la sequente uguaglianza

35(Pf(a) A B) = an ES(B)

Dimostrazione. 1. Consideriamo il pullback
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dove g,g" € A. Sia inoltre 5:= (O} LN X,y € PCy) € P¢(X). Cousideria-
mo ora il seguente diagramma

D, Iy x5y

hff'l ’ f’l ’ lf

O —— X — A
1

Visto che i due quadrati sono dei pullback, allora anche il quadrato piu
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grande & un pullback?. Quindi abbiamo che

gf h1 I (ghl)

(D1 " A", Ppeyi(B1)) = (Ds

e questi sono per definizione
38, P5(B) = PF35(B)

4Supponiamo che nel diagramma seguente i due quadrati siano dei pullback:

A P(ghl) f(ﬁl))

A4>B4>C
*>Y*>Z

Vogliamo mostrare che il rettangolo piu esterno ¢ ancora un pullback. Consideriamo allora il
diagramma

Q

f

HH

) A B C
| l l’ l
X*>Yi>Z

nel quale vale che r o7 =vowuoj. Dato che vo(uoj)=roi, per la proprietd universale del
quadrato di destra esiste un unico m:@Q — B tale che gom =i e gom =wuoj:

Ora, per la proprieta universale del pullback a sinistra esiste unico n: Q) - A tale che fon=m
epon=j:

Affermiamo che n & proprio il morfismo che stiamo cercando. Infatti, sappiamo gia che pon = j,
e gofomn =gom =i Rimane da mostrare I'unicitd di n. Supponiamo che n":Q - A
soddisfi pon’ = j e go fon' =i. Siam/ = fon/, e osserviamo che gom’ =go fon/ =ie
gom' =qofon/ =uopon’ =wuoj, allora per la proprietd di unicitd del quadrato a destra
abbiamo che m = m’ = n’ o f. Ora per la proprietd di unicitd del quadrato a sinistra vale
n =n', come volevamo dimostrare.
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Infatti: dato un 3 definito come sopra, abbiamo che

e _ f’*h
P§(B) = (D' "— X', Ppep(B1) e PD')

e quindi

e f/*h ’f’*h
Elg’(D, s X/aphff'(ﬂl) EPD/) = (D,g—)l A’aPh’{f'(ﬂl) GPD’)

D’altra parte,
= h
35(B) = (C1 7> A, By € PCy)
ma allora

. h F*(gha)
P{(Cy 55 A, 81 e PCy) = (D' =5 A Pignyye s (B1) € PD')

Abbiamo quindi provato che la condizione di Beck-Chevalley ¢ soddisfatta.

2. Consideriamo un morfismo f:X — A di A, un elemento a:= (Cy Ja,

A,a; € PCy) in P¢(A), e un elemento fi= (Dy ~% X,Bs € PDy) in
P¢(X). Osserviamo che il seguente diagramma ¢ un pullback

*hih hy
Dl Xx DQ(JC*I;)Dl ;f> Cl

iﬁﬂmd ’ leJ yl

D, " > X f>A

e cio implica che - -
ES(P5(6) A ) = a A E5(B)
Quindi abbiamo mostrato che la reciprocita di Frobenius e soddisfatta.
O

Introduciamo ora un lemma che ci permettera come corollario di applicare
la costruzione precedente alla classe delle proiezioni.

Lemma 5.0.1. Sia C una categoria con prodotti finiti. Allora la classe delle
proiezioni € chiusa per pullback e composizioni; contiene inoltre le identita.

Dimostrazione. Risulta semplice controllare che la composizione di due proie-
zioni € ancora una proiezione e che le identita sono proiezioni. Mostriamo quindi
che la classe e chiusa per pullback.

Consideriamo una proiezione pra:A x B — A e un morfismo arbitrario
f:C — A di C. Ma allora si puo concludere osservando che il quadrato

AxBx(C 2 ¢

(foro,pre )l lf

AXBT)A

¢ commutativo ed ¢ un pullback. O
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Corollario 5.0.1. Sia P:C°? — InfSL una dottrina primaria. Se A & la
classe delle proiezioni, allora la dottrina P¢:C°P — InfSL é esistenziale.

Osservazione 5.0.2. Chiamando sempre A la classe delle proiezioni, a partire
da una dottrina primaria P:C°? — InfSL, possiamo costruire una dottrina
esistenziale P¢: C°P — InfSL (nel senso della definizione 5.0.2 a pagina 27).
Allora la nozione di dottrina esistenziale puo essere generalizzata, in altre parole
una dottrina esistenziale puo essere definita come una coppia

(P:C°? — InfSL, A)

dove P:C°? — InfSL & una dottrina primaria e A & la classe dei morfismi di
C' chiusa per pullback, composizione ed identita, che soddisfa le condizioni del
teorema 5.0.1 a pagina 34.

D’ora in avanti assumeremo che i morifismi di A siano tutti proiezioni, visto
che per il lemma precedente questa classe e chiusa per pullback, composizioni e
contiene le identita. Definiamo innanzitutto un 2-funtore E:PD — ED dalla
2-categoria delle dottrine primarie alla 2-categoria delle dottrine esistenziali,
che manda una dottrina primaria P:C°? — InfSL nella dottrina esistenziale
P¢:Cop — InfSL.

Proposizione 5.0.5. Si consideri la categoria PD(P, R). Definiamo
Epr:PD(P,R) — ED(P°, R®)
come segue:
e per ogni I-cella (F,b), Ep r(F,b):= (F,b°), dove b%: P°A — R°F A man-
da un oggetto (C -2 A, o) nell’oggetto (FC I3, FAbo(a));
e per ogni 2-cella 0: (F,b) = (G,c) , Ep g0 é definita allo stesso modo.
Con questa definizione, E & un 2-funtore.

Dimostrazione. Proviamo che (F,b¢): P — R¢ ¢ una l-cella di ED(P¢, R).
Innanzitutto proviamo che per ogni A € C, b% preserva 'ordine.

Se (C1 AN A aq) < (Cy 2z, A, ag), allora esiste un morfismo w:C; — Cy

tale che il diagramma
Cq
y I

CQTA

sia commutativo e a1 < Py, (az).
Dato che b € una trasformazione naturale, abbiamo che b¢, Py, = R, bc,. Al-

lora possiamo concludere che (F'Cy oy FAbe,(a1)) < (FCs Tz FA b, (az))
dato che FgoFw = Fgy e be, (a1) <be, Py(az2) = R, (bo,as). Inoltre, dato che
F' preserva i prodotti, possiamo concludere che b preserva gli inf.
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Si puo provare che b°: P — R°F°P & una trasformazione naturale usando il
fatto che F preserva i prodotti (ipotesi necessaria per preservare le proiezioni).
Inoltre possiamo anche osservare che b preserva gli aggiunti sinistri lungo le
proiezioni. Allora (F,b¢) & una 1-cella di ED.

Consideriamo ora una 2-cella 0: (F,b) = (G, c) , e sia & = (C; > A, ay)
un oggetto di P¢(A). Allora

b, (@) = (FC1 28 F A, be, (1))
e *
Ry, (@) = (D1 "2 A, Rgyrgcon(an))
dove

0% G
D, 279 pA

GgfeAl ! leA

GCy <o GA

Ora si osservi che, visto che 6: F — G & una trasformazione naturale, allora
esiste un unico w: F'Cy — D; tale che il diagramma,

sia commutativo e allora b, (1) < R, cc, (a1) = Ry Ragro,co, (). Possiamo
quindi concludere che b4 (a) < R, c4(a), e allora 6: F — G & una 2-cella
0:(F,b°) = (G,c°), e Epr(07) = Epr(0)Epr(7).

Infine possiamo provare che il seguente diagramma commuta osservando che
per ogni (F,b) e PD(P,R) ¢ (G,c) e PD(R, D), (GF,c® xb°) = (GF,(c+ b))

PD(P,R) x PD(R,D) —2 PD(P, D)

Epr XERDl lEPD

ED(P¢, R°) x ED(R¢, D¢),—— ED(P¢, D°)

CpeRrepe

dove cprp € cpegepe denotano i funtori composizione delle 2-categorie PD e
ED. Allora possiamo concludere che E ¢ un 2-funtore. O

Ora proviamo che il 2-funtore E:PD — ED dato da E(P) = P¢ e dai fun-
tori I'p r definiti nella proposizione precedente, ¢ aggiunto sinistro del funtore
U:ED — PD che dimentica® la struttura esistenziale, vale a dire che manda
P¢in U(P®)=P.

5si veda la 1.0.6 a pagina 8
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Proposizione 5.0.6. Sia P:C°? — InfSL una dottrina primaria. Allora

(idc, LP)IP — P°

dove tpy: PA — P®A, che manda o in (A Y A ), ¢ una I-cella di dottrine
primarie. Inoltre
niidpp — UE

dove np:= (idc,tp), € una 2-trasformazione naturale.

Dimostrazione. Non ¢ difficile provare che tp4: PA — P¢A preserva tutte le
strutture. Per ogni morfismo f: A — B di C, possiamo notare che il seguente
diagramma commuta

PB -1 pA

LPBl lLPA

P‘B —— P°A
Py

Possiamo quindi concludere che (idg,tp): P —> P€ ¢ una l-cella di PD ed ¢
una verifica diretta la prova che n ¢ una 2-trasformazione naturale. O
Proposizione 5.0.7. Sia P:C°? — InfSL una dottrina esistenziale. Allora

(idc,(p): P — P
dove (pa: P°A — PA manda (C N A,a) in 35(a), é una I-cella di dottrine
esistenziali. Inoltre vale che

e PU — idgp

dove ep = (idc,(p), & una 2-trasformazione naturale.

Dimostrazione. Supponiamo (C AR A ) < (O 2, A ), con w:Cp —> Co,
gow =gl e a1 < P, (). Allora per Beck-Chevalley abbiamo 'uguaglianza

Elgignggm (a2) = Py, g, (a2)

ap < Pw(a2) < Pngzzlgz(OQ) = Pgl 392(a2)

Allora
EI91 (al) < 392 (aQ)

id
dato che 35, 4 Py, e T4 =Ca(A 4 A, T4). Ora proviamo la naturalita di {p.
Sia f: A — B un morfismo di C. Allora il diagramma seguente &€ commutativo

Py
P°B —— P°A

o Lo

PB —— PA
Py
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perché corrisponde alla condizione di Beck-Chevalley. Inoltre & facile vedere
che (p preserva gli aggiunti sinistri. Quindi possiamo concludere che per ogni
dottrina esistenziale P:C°? — InfSL, (p ¢ una 1l-cella di ED. Per provare la
naturalita di € basta usare il fatto che stiamo lavorando in ED, e quindi per
ogni 1-cella (F,b), b preserva gli aggiunti sinistri lungo le proiezioni. O

Proposizione 5.0.8. Per ogni dottrina primaria P:C°P — InfSL abbiamo
Epe O ’r]pe = de

Dimostrazione. Si consideri il diagramma

esia (C -5 A,a e PA) un elemento di P¢A. Allora
Lpi (C - Ajae PC) = (AX4 4,(C 2> A,a € PC) € P§)
idA g e e g
CPE(A—>A,(C—>A,QEPC) EPA):aidA(CHA,QEPC)

Per definizione di 3¢ vale che

¢ (CL5AaePC)=(C-L5 A,aePO)

ida

Quindi possiamo concludere che per ogni P:C°? — InfSL, abbiamo che €pe o
Npe = ’idpe. O

Corollario 5.0.2. eE o En=idg.
Teorema 5.0.2. Il 2-funtore E ¢ 2-aggiunto al 2-funtore U.

Dimostrazione. Non & complesso verificare che per ogni dottrina esistenziale
P:C°? — InfSL abbiamo che

eponp =tidp

e quindi Ue onU = idy. Dunque, per il corollario precedente, possiamo conclu-
dere che il 2-funtore E & 2-aggiunto al funtore dimenticante U, dove 1 & 'unita
di questa 2-aggiunzione, e ¢ € la counita. O
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Sia LT la dottrina sintattica della logica della congiunzione e costante
true. Sia invece LTy 3 la dottrina sintattica della logica della congiunzione,
costante true e quantificatore esistenziale.

Abbiamo allora il seguente conclusivo

Teorema 5.0.3. Il completamento esistenziale E(LTg ) = (LT )¢ ¢é isomorfo
a LT& ,3-

Dimostrazione. Per la dimostrazione si veda [9]. O

In altri termini, il completamento esistenziale applicato alla dottrina sin-
tattica della logica della congiunzione e costante true fornisce una costruzione
algebrica alternativa della dottrina sintattica della logica della congiunzione e
costante true con I'aggiunta della quantificazione esistenziale.
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Conclusioni

Utilizzando nozioni di Teoria delle Categorie, quali il concetto di aggiunzione
e di dottrina di Lawvere, abbiamo dapprima fornito una semantica categoriale
sia della logica intuizionista predicativa che classica.

Poi ci siamo soffermati ad analizzare una costruzione libera di una dottrina
con quantificazione esistenziale a partire da una primaria, ovvero di una dottrina
adatta ad interpretare la logica della sola congiunzione e costante vero.

Tale costruzione costituisce un modo algebrico, alternativo a quello sintatti-
co, per aggiungere ad una dottrina sintattica la quantificazione esistenziale.
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