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Obiettivo e struttura del lavoro Capitolo 1

Relazione per la prova finale - Lorenzo Peron

• Il lavoro riguarda lo studio di un meccanismo tergicristallo a 
doppia spazzola sincronizzata, modellato come 
meccanismo piano articolato a un grado di libertà.

• L’obiettivo principale è analizzare il comportamento del 
sistema dal punto di vista: 
o cinematico, determinando posizione, velocità e 

accelerazione dei membri;
o dinamico, valutando la coppia richiesta all’attuatore e il 

contributo dei principali termini resistenti e inerziali.

• Il lavoro è stato sviluppato secondo le seguenti fasi:
o definizione dello schema cinematico e analisi dei due 

loop articolati;
o implementazione numerica in ambiente MATLAB;
o costruzione del modello dinamico tramite formalismo 

lagrangiano;
o confronto numerico dei contributi alla coppia richiesta e 

discussione dei risultati.



Schema cinematico e impostazione dell’analisi Capitolo 1

Relazione per la prova finale - Lorenzo Peron

• Il meccanismo è modellato come catena cinematica piana 
articolata con un solo grado di libertà.

M = 3(N − 1) − 2J                                         M = 3(6 − 1) − 2·7 = 15 − 14 = 1

• La struttura può essere scomposta in due quadrilateri 
articolati:
o loop di comando, costituito da manovella, biella, 

bilanciere destro e telaio, che trasforma la rotazione della 
manovella nel moto del bilanciere destro;

o loop di sincronizzazione, costituito da bilanciere destro, 
tirante di sincronizzazione, bilanciere sinistro e telaio, che 
trasferisce il moto al bilanciere sinistro.

• Il primo quadrilatero ha come input la coordinata associata alla 
manovella 𝜑ଵ

• Il secondo quadrilatero assume invece come input l’angolo del 
bilanciere destro 𝜑ଷ

• L’analisi cinematica è stata sviluppata determinando in 
successione:
o posizione
o velocità
o accelerazione



Primo quadrilatero articolato – analisi di posizione

Relazione per la prova finale - Lorenzo Peron

Il loop di comando ha come input l’angolo della manovella:
𝜃 = 𝜑ଵ

mentre le incognite del problema sono l’angolo della biella 𝜑ଶe quello 
del bilanciere destro 𝜑ଷ

L’equazione vettoriale di chiusura del quadrilatero è:
𝑟ଵ 𝜑ଵ + 𝑟ଶ 𝜑ଶ + 𝑟ଷ 𝜑ଷ + 𝑟଴ 𝜑଴ = 0

introducendo i termini noti:
𝐴 = 𝑟ଵ cos 𝜑ଵ + 𝑟଴ cos 𝜑଴

𝐵 = 𝑟ଵ sin 𝜑ଵ + 𝑟଴ sin 𝜑଴

si definisce il vettore risultante noto

𝑅 = 𝐴ଶ + 𝐵ଶ

𝛿 = atan 2 −𝐵, −𝐴
Il problema viene così ricondotto alla soluzione geometrica di una 
diade RRR.
Applicando il teorema del coseno si ricava:

𝛼ଷ = arcocos ࣯
𝑅ଶ + 𝑟ଷ

ଶ − 𝑟ଶ
ଶ

2𝑅𝑟ଷ

Le espressioni finali degli angoli risultano:
𝜑ଷ = 𝛿 + 𝛼ଷ

𝜑ଶ = atan 2 −B − 𝑟ଷ sin 𝜑ଷ ࣯ − 𝐴 − 𝑟ଷ cos 𝜑ଷ



Secondo quadrilatero articolato – analisi di posizione Capitolo 2

Relazione per la prova finale - Lorenzo Peron

Il loop di sincronizzazione assume come input l’angolo del bilanciere destro:
𝜃 = 𝜑ଷ

determinato dalla soluzione del primo quadrilatero.

Le incognite del problema sono l’angolo del tirante di sincronizzazione 𝜑ସ   e 
quello del bilanciere sinistro 𝜑ହ

L’equazione vettoriale di chiusura del secondo quadrilatero è:
𝑟ଷ 𝜑ଷ + 𝑟ସ 𝜑ସ + 𝑟ହ 𝜑ହ + 𝑟௢ᇲ 𝜑଴ᇲ = 0

Il metodo di risoluzione è il medesimo del primo loop: anche in questo caso 
il problema viene ricondotto alla soluzione geometrica di una diade RRR. la cui 
configurazione è determinata imponendo la chiusura del triangolo avente lati 𝑟ସ, 𝑟ହ

e 𝑅ଶ. 
Applicando il teorema del coseno si ricava:

𝛼ହ = acos
𝑅ଶ

ଶ + 𝑟ହ
ଶ − 𝑟ସ

ଶ

2𝑅ଶ𝑟ହ

Le espressioni finali degli angoli risultano:
𝜙ହ = 𝛿ଶ + 𝛼ହ

𝜙ସ = atan 2 − 𝐵ଶ − 𝑟ହ sin 𝜙ହ ࣯ − 𝐴ଶ − 𝑟ହ cos 𝜙ହ



Analisi di velocità dei due loop cinematici

Relazione per la prova finale - Lorenzo Peron

Le relazioni di velocità si ottengono derivando nel tempo le equazioni di chiusura dei due poligoni ottendendo le equazioni di chiusura della 
velocità:

ቊ
−𝑟ଵ sin 𝜑ଵ 𝜑ଵ̇ − 𝑟ଶ sin 𝜑ଶ 𝜑ଶ̇ − 𝑟ଷ sin 𝜑ଷ 𝜑ଷ̇ = 0
𝑟ଵ cos 𝜑ଵ 𝜑ଵ̇ + 𝑟ଶ cos 𝜑ଶ 𝜑ଶ̇ + 𝑟ଷ cos 𝜑ଷ 𝜑ଷ̇ = 0

ቊ
−𝑟ଷ sin 𝜑ଷ 𝜑ଷ̇ − 𝑟ସ sin 𝜑ସ 𝜑ସ̇ − 𝑟ହ sin 𝜑ହ 𝜑ହ̇ = 0
𝑟ଷ cos 𝜑ଷ 𝜑ଷ̇ + 𝑟ସ cos 𝜑ସ 𝜑ସ̇ + 𝑟ହ cos 𝜑ହ 𝜑ହ̇ = 0

Poiché i membri del meccanismo sono assunti rigidi, le lunghezze dei vettori restano costanti:   𝑟௜̇ = 0
e quindi i contributi cinematici dipendono esclusivamente dalle velocità angolari dei membri.
Per il primo loop si ottiene l’equazione fondamentale del loop di comando:

𝜑ଶଷ̇ = 𝑊𝜑ଵ̇

da cui si ricavano i rapporti cinematici della biella e del bilanciere destro:

𝑘ଶ =
ఝ̇మ

ఝభ̇
=

௥మ

௥భ

ୱ୧୬(ఝభିఝయ)

ୱ୧୬ ఝయିఝమ
        𝑘ଷ =

ఝ̇య

ఝభ̇
=

௥య

௥భ

ୱ୧୬(ఝమିఝభ)

ୱ୧୬ ఝయିఝమ

Per il secondo loop, il procedimento è analogo e porta all’equazione fondamentale del loop di sincronizzazione:
𝜑ସହ̇ = 𝑊𝜑ଷ̇

Le relazioni di velocità si ottengono derivando nel tempo le equazioni di chiusura dei due poligoni cinematici.
da cui si ottengono i rapporti cinematici del tirante di sincronizzazione e del bilanciere sinistro:

𝑘ସ =
ఝ̇ర

ఝయ̇
=

௥ర

௥య

ୱ୧୬(ఝయିఝఱ)

ୱ୧୬ ఝఱିఝర
        𝑘ହ =

ఝ̇ఱ

ఝయ̇
=

௥ఱ

௥య

ୱ୧୬(ఝరିఝయ)

ୱ୧୬ ఝఱିఝర

I rapporti di velocità dipendono dalla configurazione istantanea del meccanismo e descrivono la trasformazione non lineare del moto tra 
ingresso e membri interni.



Analisi di accelerazione dei due loop cinematici

Relazione per la prova finale - Lorenzo Peron

Le relazioni di accelerazione si ottengono derivando una seconda volta le equazioni di chiusura dei poligoni 
cinematici
Per il loop di comando si ottiene l’equazione fondamentale dell’accelerazione come:

𝜑ଶଷ̈ = 𝑊௔ 𝜑ଵ̈ + 𝑄 𝜑ଵ
ଶ̇

Risolvendo il problema si arriva alla seguente formulazione:

𝜑ଶ̈ = 𝑘ଶ 𝜑ଵ̈ +
௥భ ୡ୭ୱ ఝభିఝయ ା௥మ௞మ

మ ୡ୭ୱ(ఝమିఝయ)ା௥య௞య
మ

௥మ ୱ୧୬(ఝయିఝమ)
             𝜑ଷ̈ = 𝑘ଷ 𝜑ଵ̈ −

௥భ ୡ୭ୱ ఝభିఝమ ା௥య௞య
మ ୡ୭ୱ(ఝయିఝమ)ା௥మ௞మ

మ

௥య ୱ୧୬(ఝయିఝమ)

Mentre per il loop di sincronizzazione:
𝜑ସହ̈ = 𝑊௔ 𝜑ଷ̈ + 𝑄 𝜑ଷ

ଶ̇

E si ottiene:

𝜑ସ̈ = 𝑘ସ 𝜑ଷ̈ +
௥య ୡ୭ୱ ఝయିఝఱ ା௥ర௞ర

మ ୡ୭ୱ(ఝరିఝఱ)ା௥ఱ௞ఱ
మ

௥ర ୱ୧୬(ఝఱିఝర)
       𝜑ହ̈ = 𝑘ହ 𝜑ଷ̈ −

௥య ୡ୭ୱ ఝయିఝర ା௥ఱ௞ఱ
మ ୡ୭ୱ(ఝఱିఝర)ା௥ర௞ర

మ

௥ఱ ୱ୧୬(ఝఱିఝర)



Posizione dei baricentri e significato fisico del moto

Relazione per la prova finale - Lorenzo Peron

Per la successiva analisi dinamica è necessario determinare le posizioni dei baricentri dei membri, 
insieme alle rispettive velocità e accelerazioni assolute.
Per i membri a pivot fisso (manovella e bilancieri), il baricentro viene espresso rispetto al pivot:

𝑟 = 𝑟ை +
𝑟

2

cos  𝜑 (𝜃)
sin  𝜑 (𝜃)

Per i membri che non ruotano attorno a un asse fisso nel telaio, ovvero biella e tirante, il baricentro viene 
ricavato come punto medio fra gli estremi:

𝑟 =
𝑟஺ + 𝑟஻

2

Dalla posizione si ottengono, per derivazione, velocità e accelerazioni dei baricentri.
Queste grandezze entreranno poi nel calcolo dell’energia cinetica e dei contributi inerziali.



Risultati della simulazione cinematica – manovella e biella

Relazione per la prova finale - Lorenzo Peron

• Manovella: rappresenta l’ingresso del sistema e mostra un 
andamento regolare, con posizione lineare nel tempo, 
velocità angolare pressoché costante e accelerazione 
prossima a zero, in accordo con l’ipotesi di moto imposto dal 
motoriduttore.

• Biella: presenta invece andamenti non sinusoidali di 
posizione, velocità e accelerazione, dovuti alla natura non 
lineare della trasmissione cinematica del quadrilatero 
articolato.

• Dal punto di vista fisico, la biella è il membro che trasforma la 
rotazione uniforme della manovella nel moto oscillatorio del 
bilanciere e risulta quindi soggetta a moto piano generale, 
con combinazione di traslazione del baricentro e rotazione del 
corpo rigido.

• L’asimmetria delle forme d’onda evidenzia che la trasmissione 
del moto non avviene in maniera uniforme lungo il ciclo, ma 
dipende dalla configurazione istantanea del meccanismo.



Risultati della simulazione cinematica – tirante e bilancieri

Relazione per la prova finale - Lorenzo Peron

• Bilanciere: mostra un moto oscillatorio limitato tra due 
configurazioni estreme, tipico del meccanismo crank–rocker.

• La velocità angolare si annulla ai punti estremi della corsa, 
corrispondenti alle inversioni del moto delle spazzole, mentre 
l’accelerazione presenta picchi nelle stesse regioni, per effetto 
della trasformazione cinematica non lineare.

• Tirante di sincronizzazione: presenta una variazione angolare 
molto ridotta, con velocità e accelerazione contenute, 
confermando il suo ruolo di collegamento cinematico tra i due 
bilancieri.

• Il secondo bilanciere risulta caratterizzato da andamenti 
pressoché identici a quelli del primo, grazie all’azione del tirante 
di sincronizzazione e all’ipotesi di modello piano, che trascura 
fenomeni tridimensionali secondari come vibrazioni, flessioni e 
disallineamenti fuori piano.

• La quasi sovrapposizione delle leggi di moto dei due membri di 
uscita conferma quindi l’efficacia del secondo loop nel garantire 
una movimentazione coordinata delle due spazzole.



Contributo resistente dovuto al contatto spazzole–parabrezza

Relazione per la prova finale - Lorenzo Peron

• Il principale carico resistente esterno del sistema è dovuto 
al contatto tra le spazzole e il parabrezza.

• La forza tangenziale è modellata tramite una legge di 
attrito di tipo Stribeck regolarizzata, in grado di 
rappresentare la dipendenza del coefficiente di attrito 
dalla velocità relativa di strisciamento.

𝜇 𝑣 = 𝜇௖ + 𝜇௦ − 𝜇௖ exp −
𝑣

𝑣ௌ

௞

• La forza resistente genera una coppia locale al pivot del 
tergicristallo, successivamente riportata alla coordinata 
generalizzata di ingresso.

𝐹௧,௝ 𝜃, 𝜃̇ = 𝜇 𝑣௥௘௟,௝ 𝜃, 𝜃̇  𝑁 𝜃 tanh
𝑣௥௘௟,௝ 𝜃, 𝜃̇

𝑣ఌ

𝜏௥௘௦,௝ 𝜃, 𝜃̇ = 𝐹௧,௝ 𝜃, 𝜃̇ 𝐿௘௙௙

𝑄ఏ
௖௢௡௧ 𝜃, 𝜃̇ = −𝜏௥௘௦,௝ 𝜃, 𝜃̇

𝑑𝜑௝

𝑑𝜃



Contributo inerziale dei membri mobili

Relazione per la prova finale - Lorenzo Peron

• Il contributo inerziale è ricavato a partire dall’energia 
cinetica dei membri mobili, espressa mediante:
o velocità dei baricentri;
o velocità angolari dei corpi.

𝑇 = ෍
1

2
𝑚௜𝑣ீ೔

ଶ +
1

2
𝐽ீ೔

𝜔௜
ଶ

௜ ∈ {ଵ,ଶ,ଷ,ସ,ହ,ଷᇲ,ହᇲ}

  

• Il formalismo lagrangiano consente di ricondurre tali 
contributi a una coppia equivalente lato ingresso.

𝜏௜௡
௜௡௘௥௭௜௔ 𝜃, 𝜃̇, 𝜃̈ = 𝐼௘௤ 𝜃 𝜃̈ +

1

2

𝑑𝐼௘௤

𝑑𝜃
𝜃̇ଶ

• Nel regime di velocità considerato, il contributo 
inerziale risulta dello stesso ordine di grandezza del 
termine di contatto e non può quindi essere trascurato.



Contributo dissipativo dovuto agli attriti nei giunti

Relazione per la prova finale - Lorenzo Peron

• Gli attriti interni del sistema sono stati modellati mediante 
una legge equivalente di tipo Coulomb–viscoso 
regolarizzata.

𝑀௞ = 𝑀௖,௞ 𝑠𝑔𝑛 𝜔௞ + 𝑐௞𝜔௞

• Ogni giunto contribuisce con un termine dissipativo 
proporzionale alla velocità relativa e a una componente di 
attrito secco.

• Il contributo equivalente complessivo viene poi riportato 
all’ingresso del meccanismo.

𝑄ఏ
௔௧௧௥ = − ෍ 𝑀௖,௞𝑠 𝑠𝑔𝑛

𝑑𝜑௞

𝑑𝜃
𝜃̇ + 𝑐௞

𝑑𝜑௞

𝑑𝜃
𝜃̇

𝑑𝜑௞

𝑑𝜃
௞



Coppia totale richiesta all’attuatore e confronto dei contributi

Relazione per la prova finale - Lorenzo Peron

• La coppia equivalente lato ingresso è ottenuta come somma dei 
tre contributi:

𝜏௧௢௧ = 𝜏௦௣௔௭௭௢௟௘ି௩௘ + 𝜏௜௡௘௥௭௜௔ + 𝜏௚௜௨௡௧௜

• La coppia richiesta al motore si ricava riportando il carico 
attraverso il rapporto di riduzione 𝑖 e il rendimento   𝜂

𝜏௠௢௧ 𝜃, 𝜃̇, 𝜃̈ =
𝜏௧௢௧ 𝜃, 𝜃̇, 𝜃̈

𝜂 𝑖

• Dai risultati numerici emerge che:
o il contributo di attrito spazzole–vetro resta il più importante;
o il contributo inerziale è però dello stesso ordine di 

grandezza e non più trascurabile;
o gli attriti nei giunti restano secondari.

• Ai fini del dimensionamento preliminare, la coppia può essere 
stimata assumendo come riferimento il contributo di contatto, 
maggiorato con un coefficiente di sicurezza pari a 1.5; tuttavia, 
una valutazione più accurata richiede di considerare l’intera 
coppia totale.



Conclusioni

Relazione per la prova finale - Lorenzo Peron

• È stato sviluppato un modello cinematico e dinamico di un meccanismo tergicristallo a doppia spazzola sincronizzata, 
trattato come sistema piano articolato a un grado di libertà.

• L’analisi cinematica ha consentito di determinare:
o configurazione dei membri;
o velocità e accelerazioni angolari;
o moto dei baricentri, necessario per la successiva trattazione dinamica.

• L’analisi dinamica ha mostrato che il contributo più importante alla coppia richiesta è quello dovuto al contatto spazzole–
parabrezza.

• Nel regime di velocità analizzato, il contributo inerziale risulta però dello stesso ordine di grandezza e non può essere 
considerato trascurabile.

• Le configurazioni più gravose si collocano nelle regioni prossime all’inversione del moto, dove si combinano effetti 
tribologici e inerziali.

• Il modello sviluppato costituisce una base utile per il dimensionamento preliminare dell’attuatore e per eventuali sviluppi 
futuri, quali:
o modelli di attrito più avanzati;
o introduzione di deformabilità e fenomeni tridimensionali;
o calibrazione sperimentale dei parametri


