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1 INTRODUZIONE

1 Introduzione

In questa prima sezione diamo una prima introduzione alla geometria di Poisson, la quale fornisce
un linguaggio naturale per la descrizione Hamiltoniana della meccanica. Dai recenti sviluppi, que-
sta branca di studio ha conquistato un enorme interesse e risulta tutt’ora un settore centrale della
geometria differenziale.

IMPORTANTE:In tutto il testo adotteremo indici alti per esprimere le coordinate sulla varieta
generica, e sfrutteremo la convenzione di Einstein sugli indici ripetuti quando non esplicitato.

1.1 Varieta di Poisson

Definizione 1.1. Una "varieta di Poisson” (M,{,}) é una varieta differenziabile M dotata di una
algebra di Poisson (C*°(M),-,{,}) sul campo R.

In particolare cio significa che, se (M,{,}) & una varieta di Poisson, sono definite delle parentesi
R-bilineari
{-}: C(M) x C®(M) = C*(M)

che soddisfano le proprieta seguenti per qualsiasi scelta delle funzioni f,g,h € C*°(M):
o (ANTISIMMETRIA):A{f,g} = —{9g, f};
e (REGOLA DI LEIBNIZ):{ f,gh} = g{f,h} + h{f,g};
e (IDENTITA’ DI JACOBI):{f.{g,h}} +{h,{f.g9}} +{9,{h, f}} =0.

Esempio:Sia M = R?" con coordinate locali (¢',...,q", p', ..., p"); possiamo costruire una varieta di
Poisson definendo le parentesi

X (afag  of dg
=3 (535~ o)

i=1

Sia ora (M, {,}) una varieta di Poisson, per ogni funzione f € C°°(M) possiamo interpretare {f,-}
come una derivazione su C*°(M) dal momento che viene soddisfatta la regola di Leibniz. Ora, dal
momento che esiste una corrispondenza biunivoca tra campi vettoriali e derivazioni

T(M) + derivazioni su C°(M)

X = Lx(fg) = 9Lx(f) + fLx(g)
per ogni f € C°°(M) esiste ed ¢ ben definito il campo vettoriale X tale per cui

Anche in questo contesto presentiamo la seguente

Definizione 1.2. Sia (M, {,}) una varieta di Poisson ed h € C*°(M). L’unico campo vettoriale
Xn € T(M) che soddisfa
{h, g} = Lx,(9) = Xilg) Vg e CF(M)

e detto ”campo Hamiltoniano”. La funzione h viene chiamata ”Hamiltoniana”.

Come abbiamo gia notato, se (M,w) € una varieta simplettica, allora M possiede una struttura di
Poisson data da {f,g} := w(Xy, X,). Presentiamo ora alcuni risultati analoghi a quelli gia riportati
nelle sezioni precedenti

Proposizione 1.1. Sia (M,w) una varieta simplettica ed f,g € C*(M). Allora la struttura di
Poisson definita da {f,g} = w(Xy, Xy) tmplica che:

(x) Lx,f =0 VfeC®M);
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(**) X{f,g} = [Xfan] \v/fvg € COO(M)

Dimostrazione. La prima ¢ ovvia per antisimmetria (Lx,f = w(Xy, Xy) = {f, f}), mentre per la
seconda basta sfruttare 'identita di Jacobi: siano infatti f,g,h € C°°(M) tre funzioni, allora

[Xf7 Xg](h) = XfXg(h) - Xng(h) = {fﬂ {gv h}} - {97 {fv h}}

={f{g.h}} +{g. {f, h}} = —{h.{F, 9}} = {{/. 9}, 1} = X561 (R)
O

Definizione 1.3. Sia (M, {,}) una varieta di Poisson, una funzione f € C>°(M) si dice essere "di
Casimir” se e solo se {f,g} =0 Yge& C>®(M).

NOTA:Una varieta simplettica (M,w) non possiede alcuna funzione di Casimir non banale dal
moemnto che w ¢ non degenere.

Vogliamo adesso riprendere in mano alcune definizioni che ci serviranno piu avanti, in particolare
dobbiamo riprendere il concetto di ”"campo k-vettoriale”: ricordiamo anzitutto che con

TyM®...QTpM k—wvolte

Tp(M) = | | Ti.(T, M)
peEM

indichiamo il fibrato dei tensori k-controvarianti su M. Se invece denotiamo

peEM

dove Ay (T,M) C Ty (T,M) denota l'insieme dei tensori k-controvarianti alternanti, siamo pronti a dare
la seguente

Definizione 1.4. Sia M una varieta differenziabile , un ”"campo k-vettoriale” é una sezione del fibrato
Ax(M). L’insieme di tutti i campi k-vettoriali

7TM—>Ak(M)

si denotera come X*(M) = (Ay(M)) In particolare, se & € TyM Vi =1,....k allora my(&1, ..., &) €
R.

Siano ora (x!,...,2™) le coordinate locali di M centrate in p € M, in tal caso Ag(T,M) possiede una
base {m%p, v 63k p} laddove 1 < iy < iy < ... < i < n =dim(M). Ma allora possiamo esprimere il

generico campo k-vettoriale 7 in coordinate locali come

. 0 0
_ 21 5eenslk
™= E s py AN py

1<it<...<ip<n

Dato un campo k-vettoriale € X*(M), possiamo poi definire una mappa multilineare ed antisimme-
trica
C®(M) x ...x C®(M) — C>®(M)
{f1, - S} i=mldfy, .. dfy) (1)
dove ricordiamo che (7(dfi, ..., df))p = mp(dfip, ..., dfkp).

Definizione 1.5. Sia (M, {,}) una varieta di Poisson, l'unico campo bi-vettoriale = € X2(M) definito
da

m(df,dg) == {f,g} <= mp(dfp,dgp) ={f.g9}p YpeM

viene detto "tensore di Poisson”.
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Definizione 1.6. Il tensore di Poisson w induce una mappa cost definita
7 AM) — X(M)
df = 7 (df) = m(df,) = X;
In altre parole si ha 7*(df )p = m,(dfp,-) : Ty M — R tale per cui 7t (df)p(dgp) = {f, g}p.

Possiamo dunque esprimere il tensore di Poisson mediante un sistema di coordinate locali

S g o .9
ozt Oxd

1<i<j<n

af dg  Of Og
n(df.dg) = Y (gLt - ST

1<i<j<n

Se ora riscrivo il tensore di Poisson con una somma non vincolata (ricordando di dividere poi per 2)

ottengo -
w0 0
= —— N —
m ; 2 Ox*  Oxd

in modo che

o= (L - 2L 2

r Oz 0x) Ozl Oxt
Questo significa che
Kl i _ o ji
{a!, 27} =) 5 (Okidyj = Guidyj) = ———— ="

In questo modo

i A i Pm orik  onik im Prik 7Pt Orik
{a {ad, 2k} = {2, 77} =3 T (0 S — ) = D -2
m p

2 (p L xm oxP 2 Oxz™ 2 OxP

p?m
_ ﬂ,zlalﬂ_]k

dove naturalente vi & una sommatoria implicita nell’ultima espressione. L’dentita di Jacobi puo dunque
essere espressa nella condizione

rlomik 4 7R o 4+ 7tk = 0 (2)
NOTA:Si consideri il campo Hamiltoniano X}, vogliamo esplicitarne la forma; sfruttando il fatto che

& 0
Xh = Z(Xh)z@

i=1
e che per definizione

Oh 0Og oh 0Og

Ozt Oz Oz Oxt )

Xn(g) = {h,g} = w(dh,dg) =) 7

1<J
B ; 8h@_%ag ; 8h dg i oh Og
B ;{x - }(333’ oxi  OxI 83:2 Z{ a OxJ Z{ }895] Ot
B i 8h dg iy Oh dg i (9h dg i (9h dg
=D (el gna + 2 g g = D el gn e n ) (el gn g
1<) 1<J 1<J i>7

Oh 0Og
= Eogpd
Z{ }axJ oxt



1.1 Varieta di Poisson 1 INTRODUZIONE

si trova infine la forma esplicita
n

(= Yot gt = S Q

=1 j=1

" . 9h O
— 1]
Xy = ‘le 78xj B
7’7]:

L’identita di Jacobi (28) assume una forma piu concisa se introduciamo le ”parentesi di Schouten-
Nijenhuis”
[ Jsn : T(Ap(M)) x T'(Ag(M)) = T(Apyq—1(M))

definite estendendo le parentesi di Lie (caso ¢ = p = 1) e la derivata di funzioni lungo campi vettoriali
(casop=1ed ¢=0)

[X.V]sn = £xY e [X.flsy = X(f) VXY € T(M) = X(M), f € C(M)

ed imponendone le proprieta

(a) Bilinearita:

[A, B + )\CO]SN = /\a[A,B]SN + /\C[A, C]SN
AaA+ NB,Clsn = Aa[A, Clsn + M[B, Clsn

(b) Antisimmetria rispetto al grado:

[A, Blgn = ,(,1)(p—1)(q—1)[B’A]SN

(c) Regola di Leibniz rispetto al grado:

[A,BAC|sny =[A, Blsy AC + (=1)1PHIB A [A, Clgn

per ogni multi-vettore X € I'(A,(M)), B € I'(Ay(M)) e C € T(M) generico.

Definizione 1.7. Siano Xi,...,X,,Y1,...,Y, € T(M) campi vettoriali sulla varieta M, definiamo le
"parentesi di Schouten-Nijenhuis”

(X1 A AXp VIA A Yoy = Y (FD)™ XA CAXA AKX A XL YIAYIA LAY A LAY,

1<i<p
1<j<q

dove ’elemento con il cappuccio va omesso.
E’ chiaro che tale definizione implichi le proprieta ricercate, viste le proprieta del prodotto wedge A:

(a) Per linearita basta verificarlo sui generici X1, ..., X,, Y1,...,Y,,C € T(M)

[XiAAXp, Y1 Ylsn = D (DM XA L AXGA AKX A XL YIAYIA LAY A LAY,

1<i<p
1<j<q

= —(—1)EVED N )TV A LAY A LAY A Y XA XA A XiA o A X,

1<i<p
1<j<q

dove ho scambiato (g-1)-volte il generico elemento Y; di (p-1)-posti ed utilizzato Pantisimmetria
delle parentesi di Lie.
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(b) Sempre sui campi introdotti

(XA AKX YIALAYAC sy = Y (—) XA AKGAAXGA[X G VIAYIALAYGALAYGAC

1<i<p
1<j<q

+ 3 (D)X A LAXG A LA X A X CIAYIA LAY,
1<i<p

=[Xi A AX YL Y e ACH (“D)P(=1)IYI AN L AYGA XA LA X, Clsh
dove si sono scambiati i q elementi Y; di p-posti e trattenuto dentro le parentesi il (—1)*7,
Inoltre in questa maniera si vede facilmente che I'identita di Jacobi (2) si puo riscrivere come
[m,7lsy =0
Per ulteriori dettagli rimandiamo al testo di Marsden[12].

Teorema 1.1 (di Darboux-Weinstein). Sia (M,{,}) una varieta di Poisson n-dimensionale, p € M
un punto di M. Allora esiste una carta (U,q", L LI LI TR ...,yl) centrata in p tale per cui

L i a d
2 " oyi

laddove ¢ (p) =0 Vi,j=1,...,1 e dim(M) = n = 2k + 1.

k

i:l

Per la dimostrazione di questo Teorema rimandiamo al testo [13].

2  Sui sistemi integrabili

Sia (M, w, h) un sistema Hamiltoniano, dal Teorema di Liouville-Arnold sappiamo che quest’ultimo
risulta integrabile se e solamente se possiede esattamente %dzm(M ) integrali primi. In caso contrario
non tutto € perduto, dal momento che anche pochi integrali primi permettono di restringere lo spazio
delle fasi ed aiutarci nello studio della dinamica di tale sistema.

La ricerca di tali integrali primi tuttavia non e sempre facile, se non a volte impossibile. In questa
sezione esponiamo un metodo che permette, sotto opportune condizioni, di trovare tali integrali del
moto.

2.1 Rappresentazione di Lax

La teoria moderna sui sistemi integrabili nacque grazie all’osservazione, dovuta a Peter Lax, che a
volte ¢ possibile riscrivere delle equazioni differenziali non lineari nella ”forma di Lax”
dL
dt

dove L,M sono operatori visti come funzioni delle variabili dinamiche. Come vedremo, gli autovalori
di L risultano integrali primi.

= [L, M]

Definizione 2.1. Dato un campo vettoriale X € T(N) sulla varieta differenziabile N, U C N un
aperto, una “rappresentazione di Lax di (X,U)” é una coppia (L, M) dove L : U — gl(n,R) é un
immersione ed M : U — gl(n,R) é una mappa liscia in modo che sia soddisfatta la relazione

(LX) L(z) = [L(x), M ()] (4)

0, in modo equivalente
dL
C2(@) = [L(@), M(2)

visto come un campo vettoriale su Im(L).
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Proposizione 2.1. Sia (L, M) una coppia di Laz, allora gli autovalori Ai(x),...,\p(z) di L sono

integrali del moto
dlet) oy, n
dt

Dimostrazione. Si definiscano i valori t;, := T'r(LF), si osservi che il polinomio caratteristico associato
ad L si puo scrivere come

Det(L — M¥) = (—=1)"Det(ME — L) = (=1)" (A" + A" L+ ...+ ¢n)

dove si osservi che abbiamo considerato il coefficente corrispondente a A™ con (—1)", il quale & associato
al prodotto dei termini lungo la diagonale (si verifica facilmente che ¢ 'unica possibile scelta di tale
coefficente).

A questo punto possiamo esprimere i coefficenti di tale polinomio in funzione dei valori ¢y definiti
all’inizio, avvalendoci della ”formula di Newton”

t 1 tit; 1 titjt, tm

o - _ L 2 STk (=)™l
m m+2!, - ij 3! Z ijk ot (1) m)!
i+j=m i+j+k=m

la cui dimostrazione puo essere recuperata in [14].

A questo punto, siccome i coefficenti ¢; dipendono esplicitamente dalle traccie t;, mostrando che
quest’ultime sono costanti del moto avremo finito (il polinomio caratteristico rimane lo stesso, dunque
pure le sue soluzioni). Ma effettivamente se si sfrutta I'invarianza ciclica della traccia

d dLF . cyelino. : dL
—Tr(LF) =Tr Y BT (LLPY) = k(== LF !
(L) =Tr(—-(t) kTr( ) =kTr(— L")
= kTr([L, M]LFY) = kTr(LMLF — MLF) =0
dal momento che Tr(ABC) = Tr(BCA) = Tr(CAB) per ogni scelta di A, B,C € M(n,R). O

Teorema 2.1. Sia (M, L) una coppia di Lax per un qualche campo vettoriale sulla varieta N, e sia
G : N — GL(n) una mappa differenziabile. Allora

=GLG™' M :=GMG™' - %G‘

costituisce un ulteriore rappresentazione di Lax per il campo vettoriale considerato.

Dimostrazione. Partiamo dalla relazione

d(GG™Y) len dG

dG_1 dG
_ 1_ e 1
7 =0= 7 G 0= 7 G~ G
troviamo L J e e
L —L L,M LG -
o dt(G G = i G+ G |Gt - GLG il — Gt
=K
dG dG
=G g+ [GLG Y, GMG™ - GLG™ — - G™1
[‘fG L)+ [L,GMG™Y) = L/, M)
O
Corollario 2.1. Gli integrali del moto di L sono gli stessi di L’.
Dimostrazione. Ovvia dal momento che G rappresenta un semplice cambio di base. O



2.2 Esempio: Toda lattice 2 SUI SISTEMI INTEGRABILI

2.2 Esempio: Toda lattice

Si consideri un sistema meccanico di n particelle ¢, ..., g, giacenti nella retta reale ed interagenti

mediante il potenziale
n—1

V(q17 - Qn) — Z e?i—qi+1
i=1
ossia dove ognuna di esse interagisce con solamente la sua prima vicina mediante una forza forza di
tipo esponenziale. Tale potenziale prende il nome di ” Toda lattice”, e per tale sistema I’Hamiltoniana
assumera la forma

n. 9 n—1
D; o
H(q17“'7QTL7p17"'7pn) = E ?Z"i_ E elim i+t
i=1 i=1

Le equazioni di Hamilton per tale sistema sono

. OH .
gi = o =p; Vi=1,..,n
3
SH —efT2  se 1=1
Ijz‘ = 5 =< eli-17% _ o%i—qi+1
q;

eh—n-1 se i =n

Introduciamo ora le suguenti variabili

a'z- = (qz‘_ng )ai = (W)al = (bi+1 - bl)az 1= 1, ey U — 1

by = —1pi = —5(etim17% — ti~Ui1) = 2(al —a? ;) i=1,..,n
Vogliamo mostrare che tale sistema si pud porre in forma di Lax:si consideri ora g = gl(n) e la si divida
nella somma diretta g = g+ @ g— dove g4 ¢ lo spazio delle matrici triangolari inferiori e g— = so0(n)
lo spazio di quelle antisimmetriche. Chiaramente infatti gy Ng_ = () e posso sempre scrivere A € g
come somma di due matrici S € g_ eT € g+, A =S5+ T ponendo

a1 ... Qip ail 0 0 0 ai a1n
| a12+a21 a2 0 n —aij2 O aon,
apl ... Gpp Alp +ap1 ... An—1n+ App—1 Gnn —Aaln ... —An-1n 0

In questo modo si ha
g% ~ g = {matrici simmetriche}

mentre
g~ gi = {matrici triangolari inferiori(strettamente)}

e possiamo cosl decomporre anche il duale g* = g% @ g*. Si considerino poi le proiezioni
pro(L) := (L) +a(L)" + d(L)
pr-(L) :==u(L) —a(L)"

laddove [ estrae la parte inferiore trangolare, u estrae la parte triangolare superiore e d la parte
diagonale. Allo stesso modo definiamo le proiezioni sul duale

{pr:@) d(L) +a(L) +a(L)"
pr* (L) =I(L) —u(L)T
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Definiamo la mappa R cosi costruita
{R(L) = pri(L) = pr-(L) = (L) + 20(L)" +d(L) —u(L)
R*(L) = pri(L) — pri(L) = d(L) + a(L) + 2a(L)" — (L)

Quello che faremo sara andare a ricavare la rappresentazione di Lax assoxiata a tale sistema.

Denotiamo ora
S:={b+aly +T a}Cg

laddove
al 0 . . 0 b1 0 . . 0
0 as . . . 0 b2
a = . o= . .
Ap—1 0 . bn—l 0
0 0 0 0 0 by
0 1 0 0 . 0
0 01 10
T+ — ,T, - 1

o
—_ .
o

A questo punto si osservi come

L LRI = {a = (birr = biJa
dt bi = 2(ai —ai ;)
Questo perche
L=b+al}+T_a
ma
0 ar . 0 0 0
0 0 a9 al 0
aly = . . , I a = az 0
0 Ap—1 . 0
0 0 0 an-1 0
bl aq 0 0
ap by
=L=10 0
. . . . an—1
0 . 0 anp—1 bn

Segue allora che (vedasi forma esplicita di R(L) a pagina precedente)

b1 —al 0 . 0
3a1 by . . .
RL)=|0 . . . 0
. . . . —Qan—-1
0 . 0 3an,1 bn

Possiamo dunque esplicitare ’equazione di Lax

61 dl 0 . 0 b1 al 0 . 0 bl —al 0 . 0
Cil b'g . . . al b2 . . . 3a1 b2

0 0 =10 0 0 0
. . . . Ap—1 . . . . Ap—1 . . . . —Anp—1
0 . 0 Gno1 Dby 0 . 0 ap1 by 0 . 0 3ap_1 by
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bl —aq 0 . 0 b] ai 0 . 0
3(11 b2 . . . aj bg . .
—1 0 . . . 0 o . . . 0
. . . . —anp—-1 . . . . Ap—1
0 . 0 3an—1 bn 0 . 0 ap1 by
b% + 3(1% —aiby +aby 0 . O b% — a% ai1by — aiby 0O . 0
a1b1 + 3a1by b% — a% + 3a§ .o 3a1b1 + a1bs b% — a% + 3(1%
= 0 . e — 0
0 . e 0
4a% 2&1 (bg - bl) 0 . 0
2a1(by — b1)  4(a3 — ai)
= 0
0

Abbiamo ottenuto proprio le equazioni del Toda lattice ricavate in prima istanza (a meno di un fattore
2, questo ¢ dovuto al fatto che in realtd andrebbe considerato %(pmr —pr_) = %L)) Questo ¢ un
classico esempio di sistema che non risulta integrabile ad una prima analisi ma che, con 'utilizzo delle
funzioni di Casimir, puo essere integrato facilmente.

3 Caso oco-dimensionale

A questo punto vogliamo estendere la nozione di sistema integrabile al caso in cui si abbia a che fare con
sistemi ad infiniti gradi di liberta. Questa esigenza nasce qualora si voglia ad esempio descrivere come
si comporti il profilo di una corda vibrante, oppure il profilo di un onda sotto opportune condizioni al
contorno.

Sinora abbiamo infatti sempre considerato sistemi a finiti gradi di liberta, il che si traduce nell’avere
a che fare con un numero finito di coordinate (¢',...,¢", p',...,p") sulla varietd. Per estendere tutto
cio al caso infinito vi sono due possibilita:

(a) La prima consiste nel passare al limite n — oo, mantenendo cosl una cardinalita discreta delle
coordinate;

(b) Laseconda invece & quella di associare alla generica ¢; un indice continuo {¢% }zer =: {v*(x)}zer,
in modo da poter descrivere il comportamento di un infinita di punti anzicheé della singola
coordinata (ad esempio,per una corda avro infiniti punti materiali che si muovono).

Per farlo pero, sono necessari alcuni accorgimenti che andremo a rimarcare quando sara necessario,
come prima cosa partiamo dalla

Definizione 3.1. Un 7sistema evolutivo di PDE” é un sistema di equazioni differenziali alle derivate
parziali della forma

ou
ot

laddove si sono indicate le derivate k-esime di u con ug := OFu®.

= F*(u,ui, ug...) a=1,.,N (5)

Si osservi che le variabili ©® vanno intese come funzioni della variabile z!

Come prima cosa & necessario decidere che tipo di funzioni vogliamo studiare, il che consiste nel
dichiarare il dominio di definizione delle varie u®:scegliamo qui di trattare le funzioni definite sul
cerchio S', il caso in cui il dominio sia tutto I’asse reale si tratta in modo analogo ma con opportune
correzioni.

10
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Tale sistema puo essere interpretato come un campo vettoriale sullo spazio infinito-dimensionale di
tutti i "loop” u : S' — V, con V uno spazio vettoriale N-dimensionale con base {ej,...,en} ed z la
coordinata su S'; in modo che u® sia la componente lungo e, di tale loop. E’ come se avessimo
dunque una varieta liscia in cui le coordinate siano funzioni, in questo caso definite sul cerchio.

Sia ora N > 1 e si consideri la variabile uj con 1 <a < N ed > 0.

Definizione 3.2. "L’anello dei polinomi differenziali” A,x _,~ = A € definito come l'anello dei
polinomi nelle variabili uis, con coefficenti appartenenti all’anello delle serie formali costruite nelle
variabili uy. In altre parole un elemento f(x,u,uy,...) € A sara esprimibile nella forma

<00
Flustg, ) =" > frm(wul .l = Z Yoo B el aln (6)

m=0 Im,Sm m=0 1<iq,..., im <N
81,--,8m=>1
dove nella prima scrittura si € usata la notazione compatta con multi-indici Iy, := (i1, ..., 0m), Sm =
(81, +s8m). A loro wolta i coefficenti f;'"7i" (u) saranno esprimibili come serie formali in u con
coefficenti in C
S1,. ,Sm o S1,.-y8m 1\j1 N\jN
flh lm (u) = Z Cila---vim§j17---7jN(u )t (u) (7)
L e
Jis-JN 20 oC

Definiamo poi il grado del monomio u$ come deg(us') := i, mentre indicheremo con AL il sottospazio
di A di grado k.

NOTA :Possiamo poi differenziare i polinomi cosi definiti in A mediante I'operatore differenziale

Op :A— A

x3—E u7’+18a

i>0

dove sfrutteremo la convenzione di Einstein sugli indici greci, ma non sugli indici romani.Si noti
anche che, nella formula (6), gli indici ¢; si riferiscono alla variabile considerata, mentre le potenze si
formano con ’avanzare dell’indice m.

Introduciamo adesso la nuova variabile formale € e definiamone il grado deg(e) := —1.
Definizione 3.3. Defniamo ora il nuovo anello
A = Alle]] = Cl[u]][uxo][[€]]

costituita da polinomi del tipo
> Xpe X, eA
n>0

Infine denotiamo con Al g1 sottospazio di A di grado k.

Definiamo poi lo "spazio dei funzionali locali” come il quoziente A= A/(Imaw@(C[[ 1), e ne denotiamo
AM g sua componente di grado k. La classe di equivalenza f(u;€) € A verra espressa in modo piu
suggestivo con f = Jou flu,ur, ug, ...s €)da.

Si osservi anzitutto che 9, ¢ ben definito anche in A. Definiamo invece in A la ”derivata variazionale”

5 o~
— A=A
ou®
5f ; Of
Fur = 2(~0:) 5
i>0 i
Inoltre ogni qualvolta f(u,uy, ua,...;€) € A coincide con la derivata totale di una qualche g(u, uq, ug, ...;€) €
A si trova
- 2w
= / f(u,uy,ug,...;€)de = 0rg(u, uy, ug,...;€)dr =0
st 0

11



3.1 Struttura di Poisson 3 CASO oco-DIMENSIONALE

Definizione 3.4. Una “trasformazione di Miura” é un cambio di coordinate del tipo

u® = u®(u, ui, ug, ...;€) = Zf,?‘(u,ul,w, )P 1<a< N
k>0
dove
afg

-
@ [k] = =
freA Da&mqe 0) = Det(

I polinomi differenziali ed i loro funzionali locali possono essere descritti usando un ulteriore insieme
di variabili formali, cio¢ mediante le componenti pg, k € Z della trasformata di Fourier delle u®(x).
Definiamo infatti
u;x Z(,L k‘) a zk:;t
keZ

che non sono altro che le derivate j-esime delle trasformate di Fourier u® =%, p%e“‘“. Questo ci
permette di riscrivere il generico termine f(u,uq,us,...;€) € Al come una serire di Fourer formale
. — E QLyeesQn 8,0 Q0 ckj)x
f(u7u1)u2)"'a€) - fk;17 Lk 7: pk;ll pk:€ (Z] J)
ki,....,kn€Z
A1,..,0n

dove chiaramente f Tk deve essere un polinomio di grado s+d(si ricordi che il grado di € & stato
definito negativo).

3.1 Struttura di Poisson
In analogia al caso finito dimensionale, ci servono delle parentesi di Poisson per poter parlare di sistemi
integrabili.

Ritorniamo per un momento al caso finito, se M ¢ la varieta del nostro sistema, quello che si faceva
era associare a due funzioni f,g € C°°(M) un ulteriore funzione {f, g} € C*°(M). Potremmo allora
pensare di associare a due funzionali f,§ € A un ulteriore funzionale, come espresso nella seguente

Definizione 3.5. Le "parentesi di Poisson” sullo spazio dei funzionali A sono definite come

— 5 09 . ~

j=0
L’operatore K si dice "operatore Hamiltoniano” (I’antisimmetria e la validita dell’dentita di Jacobi si

restringono le possibili scelte di K).

Definiamo invece le "parentesi di Poisson” tra f € A ed g € A come

0 dg
(19} = 3 S pontrr

s>0

) (9)

NOTA:Per quanto detto in precedenza segue immediatamente la relazione

fldz =0= [ fgde=— | f'gdw (10)
/ friae=- |

Inotre si noti che (9) & compatibile con la (8), infatti

Jtraas= |5 gpostr Shiae 2 [ 520 e shas = (b

s>0

Il seguente Teorema ¢ simile a quello di Darboux (Teorema 1.1),infatti permette sotto opportune
ipotesi di ricondurci ad un operatore Hamiltoniano ”canonico”.

12



3.2 Gerarchie integrabili 4 ESEMPI E APPLICAZIONI:IL SISTEMA KDV

Teorema 3.1. Si supponga che K sia un operatore Hamiltoniano. Allora esiste una trasformazione
di Miura che induce le parentesi di Poisson alla forma

KM =,

dove m1 € un operatore costante, simmetrico e non-degenere.

Per una dimostrazione e riformulazione piu precisa rimandiamo a [16].

3.2 Gerarchie integrabili

Nel caso finito, quello che si faceva era associare ad ogni coordinata ¢' (o meglio alla sua derivata
temporale) una parentesi di Poisson {q’,h}, dunque scelto il valore della coordinata ottenevo un
uguaglianza tra numeri.

Nel caso infinito, la questione ¢ un pochino diversa
Definizione 3.6. Un sistema evolutivo di PDE si dice ”Hamiltoniano” se si puo scrivere come
_ Sh —
a_ [« _ grav 9% (0]
ou® ={u*,h}x = K Su heA (11)
dove h é chiamata ”Hamiltoniana” del sistema.

Un 7sistema integrabile(o gerarchia integrabile)” é invece un sistema evolutivo di PDE Hamiltoniano
nfinito

5Eﬂ,d

o a7 _ op
6t§u ={u ,hﬂ,d}K =K S (12)
generato da una famiglia di Hamiltoniane Ea,d € K[O], a=1,..,N,d >0 che soddisfino
{hai,hp i} =0 (13)

Una "soluzione” del sistema integrabile ¢ quella serie formale u®(x,t;€) € C[[x,t;€]] che soddisfi tutte
le equazioni (12) contemporaneamente.

Si osservi che in questo contesto quello che si fa ¢ associare alla coordinata u® (o meglio alla sua
derivata temporale, che rimane una funzione definita sul cerchio) una parentesi {u®, h} che rimane
un elemento di A. Dunque stavolta, scelta la coordinata u® (rimarchiamo ancora che tale scelta
equivale non piu a fissare il valore di una coordinata, ma piuttosto a fissare la forma della funzione
che costituisce ora la mia coordinata), otterrd un uguaglianza tra funzioni.

Infine si osservi come stavolta, I’Hamiltoniana del sistema puo considerarsi ancora una funzione,
tuttavia vista come definita sullo spazio dei loop precedentemente costruito.Come vedremo nei capitoli
seguenti, conoscere la derivata temporale delle u(z) permette di conoscere ’evoluzione temporale di
qualsiasi funzionale, proprio come nel caso finito si riesce a conoscere ’evoluzione di ogni funzione
nello spazio delle fasi una volta conosciute le derivate temporale ¢'.

4 Esempi e applicazioni:il sistema KdV

I1 concetto di ”solitone” & intimamente correlato con ’equazione KdV di cui tratteremo tra poco.
Sebbene una definizione matematica ben precisa di solitone sia difficile da stabilire, lo associamo alla
soluzione di qualche equazione differenziale (non lineare) ed alle seguenti proprieta:

e La sua forma non cambi nel tempo;
e Sia localizzato;

e Interagisca con altri solitoni in modo che la sua forma si conservi dopo la sua collisione;

13



4 ESEMPI E APPLICAZIONI:IL SISTEMA KDV

Figura 1: Illustrazione di un solitone ricreato nell’Union Canal(Scozia, 1995)

La prima osservazione del solitone si riconduce all’ingegnere John Scott Russel, che osservo un’onda
solitaria risalire la corrente nell’'Union Canal per chilometri senza perdere energia. Fu solo nel 1877
che lo scienziato Joseph Valentine de Boussinesq pubblico un articolo che,nell’intento di descrivere
tale fenomeno, includeva termini non lineari nell’equazione associata a tale onda e la cui soluzione
presentava proprieta simili al solitone osseervato da Russell. Nel 1895 Johannes Korteweg e Gustav
de Vries riuscirono finalmente ad includere dei termini dovuti alla tensione superficiale del fluido ed

ottenere cosi I’equazione KdV
2
€
= UUy + TS Uzzz

ot 12

Tale equazione descrive in particolare un onda che si sviluppa in un fluido contenuto in un canale
poco profondo ed in un certo regime, dove I'ampiezza dell’onda e piccola rispetto alla lunghezza del
canale.Passiamo ora alla trattazione di tale sistema mediante la teoria del paragrafo precedente.

L’equazione di Korteweg-de-Vries costituisce ’esempio meglio conosciuto di sistema Hamiltoniano
integrabile. Si tratta del sistema definito sullo spazio dei loop S' — V = C, per questo gli indici
greci verranno soppressi nelle equazioni precedentemente definite. La metrica su V & semplicemente
n = 1, mentre la struttura di Poisson & data dall’operatore Hamiltoniano K = 0,. L’Hamiltoniana del

sistema € invece )

- u3 € UuUU2
thv = /(6 + 24 )dCC

La corrispondente equazione di Hamilton (12) sara

ou = {u, hrcav } i

dove

— 0 — oh
{u, hgav i = (0z 0 m)hl(dv = Oy ( g;dv)

Calcoliamo allora (u = u')

oh o ud €
Kdv _ Z(_am)k (u I € 'LLUQ)

(—
ou = Ouy ~ 6 24
0 ud  Euus 1 9 ud Euus 0 ud  Euusy
—(—= — Op)—(— —1)%(0,)—(—
au(ﬁ 24 )+ (””)aul(ﬁ 24 )+ (=1)7(0) (’3u2(6 24 )
_u2+62 +62 _U2+62
Ty T Ty T Ty T ™
2
:>8tu:uu1+ﬁu;>,

L’equazione KdV & solo un esempio di sistema evolutivo che fa parte di un intera gerarchia integrabile.
Ci sono diversi modi di costruire le altre Hamiltoniane che compongono tale gerarchia, in particolare
qui scegliamo di utilizzare un metodo ricorsivo scoperto da A.Buryak e P.Rossi[4].

14



4.1 Metodo Ricorsivo 4 ESEMPI E APPLICAZIONI:IL SISTEMA KDV

4.1 Metodo Ricorsivo

Sia g_1:=u € Al ¢ si costruiscano le nuove Hamiltoniane h; € /A\[O],i > —1 come h; = f g;dx, dove i

polinomi differenziali g; € Al sono prodotti dalla relazione ricorsiva

0

s (14)

git+1 = (D — 1>_18;1{giyﬁKdV} D = Z k‘ + 1 Uk
k>0

Si noti che, ad ogni step, questa equazione produce una nuova densita Hamiltoniana g; la cui parentesi
di Poisson rispetto ad hxgy = hi risulta esatta rispetto alla derivazione 0,, dunque ¢ sensato appli-
carvi 9;'. Anche I'operatore D & facilmente invertibile in ogni monomio che compone il polinomio
risultante,dal momento che D in Al conta semplicemente il numero di variabili € ed u,.

Si ha
e g1 =u—deg(u) =0;
® gy — (D — 1)718;1{%5[(51‘/}, dove

(52 ou (55[((1\/ 5EKdV 5EKdV
h ; T = ax = 8x S
(o Tar} B T Fton00. 5500 = 0,550 = 0.5
Ora 7 3 2 3 2
Shrayv . Oh 0 u €“uls 1 0 ,u €Ul
—_— = —0)* = —(— —1)'0p 0 —(—
ou ;( )aui 8u(6 + 24 )+(=1) 08u1(6 24 )
9 ud  uus € u? € u2 €2
—1)20%2 o — = — 4 —
H) o g (G5 ) moget g T2 =5 3t
Ma allora
2 2 2 2
— 1 o= (D11 _ -1
go= (D —1)"(9; 0 9x)( 5 T 12U2) (D-1) 5 T (D—-1) 132
A questo punto basta osservare che
u? 9 u? u?  u? u?
D-1)—=u—(—)— — = — D-1)"1=—=id
D15 =g (G5 =5 =D 5 =i
€2ug €2 Ousy 2 €2uy 1
D-1 = — — = — D—1)"! -
(D =175 = 3Buzg,, ~wl= =0 -1
Segue subito che
u? €2
go = ?+ﬂu2—>deg(gg)—2 0=0,+2—-2=0;

e g1 =(D—1)"19; g0, hicav}, dove (sfruttando quanto trovato al punto precedente)

a90 5thV €2 s Shicay
{90, hicav} = ; Z 8u5 uz)(ax 0 0)( 5 )
_ ShKqv Shicay €2 Shiav
= u(0s ou ) 24 x( Su )= 1+ uu3+ 24 x( ou )
17, 7 - € Shicav
= 9, g0, hrcav} = 05 (uru® + Euu;g) + 246 o ( 5 ) =

A questo punto usiamo il fatto che applicare 9, ! equivale ad integrare il singolo monomio
considerato, dunque

3 2 2 62 u3 2 2 62

_ 1 h el 1 ha
* = + 126x (uug)—i— 8 (uug + 12U3) 3 + 12896 (uu3)+ 6 (uug + 12u3)

|
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4.1 Metodo Ricorsivo 4 ESEMPI E APPLICAZIONI:IL SISTEMA KDV

3 2 2 €2 3 2 62 2

=2 4+ 5 ‘ Cuy =" o < Ll
= +128m (UU3)+24(uu2+u1+12U4) + —0; (uu;g)+24(uu2+u )+ o

3 12 288
€ u? €2 € ud €2 et
24(UU2 +ui) + s—ug = — + —uug +

— 3 Tl )t 288" " 3 " 8 288"
dove in (1) abbiamo sfruttato gli integrali

3
ul
/ulugdx = u% — /uguldx = /ulugdx = ?1

u
uugdr = uus — [ uiusdx = uug — —

—
=
<
w

2

A questo punto basta osservare che

(D-1)""? =3 —wd=203= (D-1)""? ==

(D — 1)_1uuz = uug + 3uug — uuy = 3uuy = (D — 1)_1UU2 ==

1
(D — 1)71'&4 = buy — ug = 4uy = (D — 1)7111,4 = Z

In definitiva
3 €2 4

u €
=D-1)"'—+D-1)""'= D—-1)"—

g1 = ( ) 3+( )~ 8UU2+( )~ 558 4
'LL3 62 64

=—+— d 0,2-(~1)+2-1=0,4-(~1)+4-1=0;
6 + 24 1152u4 — deg(g1) = (=1) + A4 (=1) + )

o go = (D - 1)_18;1{g1,EKdv} laddove

agl (5th\/ (‘9 u3 2 64 s 5EKdV
{on, hrcav} = ;0 su ) Zaus( +24 * Ti5a )@ 0 %) (=5 =)

2 2 T 2 T
= (4 gya, (v € gy Oy

2 + 24 ou ou
2 2 2 2 2

u € € €
£ £ w2 h
(— 5 24u2)(uu1+ 12U3) 24u ~(uuy + 12u3)+
2 2 €2 €2 €2 et Shicav
— ( s s Z—_ud 2 s 85
(5 + gque) (i + gus) + uda(ug + uuz + Joua) + 370 0a (=5 =)

2 62 62 62 2 4 2 2

ﬁufi) + ﬁu(ngul + uiug + uuz + ﬁu5) + 85(% + LU2>
2 2 4 62 2

11527 12
uduy 9 € € €
[(—+ £ U3 + —uuug + ——ugus Suuius + uus + —uus

2 24 24 288 )+ 24( 12 )]

4 2 62

€ 4 e
5% (3 (5 + )

u4 62 2 4 U% 2 4

= S50 u;;)—i— 50 (uu1U2)+;§? fa Yuyug) + — 05 (wPuz) + —— 05
4 2 2

€ 4 €

52 (5 + ¥

’LL4 62 64 U2 4 64 u2 62

il 2 2 4 — 24 A2

g 15 (20:(wus) + 40x(uwnus)) + 5eg 2888 (wus) + 1527 (5

Ora sfruttiamo i seguenti integrali

Sh

5 Kdv
8( 50
64 5(6EKdV)
1152 7% Su

1152

)+

u
= (? ﬁUQ)(UUl +

= 0, g1, hrav} = 0,

—+

/uZU3dac = u2u2 — 2/uu1u2dx = /uzugdaﬂ + 2/uu1u2dx = u2u2
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5 GERARCHIE DI GELFAND-DICKEY

2

U
/’LL’LL5d£L’ = UUy — /U4u1dx = uuy — (ugug — /u2u;),dx) = Uuyg — ULU3 + ?2

In questa maniera posso proseguire scrivendo

W2 et ul wl 2
“ e £ _ 9 &
&= T 1 u ug + 288( 5 T uus —uuz + )+ 1152 o (uuy + 12u:s)
ut ey € s 20,2 ¢
= §+ﬁu ug + 288(u2+uu4—u1u3) 115281(u1+uu2+ﬁu4)
G2 2 A 2
=3 + Eu2uz + 288(u% + uug — uyus) + @az@um + upug + uug + 5“5)
wWooe e A . 2
=3 + o Uz + @(uz + uug — ugug) + 1150 (2uiuz + 2u5 + us + uug + uus + uug + ﬁ%)
Wt e 4 2
=3 + Uzt 288(u2 + uug —ugus) + —— 1150 (4uqus + 3us + vy + — Th ug)
——
4
=288
u4+622 4(7 +5 +€2 ) = u4+622 64(72+5 )+ et
—+ = u Uty + —u —+ = ——(~ujy + —uu u
g T oyt e T gl T g Tt T agglge T M) T 13940

Infine bastera osservare che
(D—-Nut=au*—ut=3u'= (D-1)"tut==

(D — 1)u2u2 = 2u%uy + 3uluy — u?

1
u2:4u2u2:>(D—1) 'LLUQ—Z
(D —1)u = 6ud —u3 =5u3 = (D —1)"'u3 = -

D — 1Duug = uuyg + duuy — uug = duuy = (D — 1 71UU4:1
(D-1) ( .

1
(D — 1)u6 = Tug — ug = bug = (D — 1)_1u6 = 6
N u4+62 Y 7 2+UU4)+ b
_— 7’& u € U U,
927 90 T gt 2 5760 2 11527 ' 82944 °

5 (Gerarchie di Gelfand-Dickey

Questa sezione segue principalmente il percroso di [1].

Quello che abbiamo fatto nella sezione 5 € stato dare un formalismo generale per sistemi integrabili in
un contesto a dimensione infinita, vorremmo tuttavia cercare (in analogia a quanto fatto per il caso
finito) un metodo e/o criterio che permetta di ricavare (se presenti) delle quantita conservate. Per
farlo sara anzitutto necessario introdurre la rappresentazione di Lax in questo contesto. Introdurremo
delle nuove gerarchie, quelle di Gelfand-Dickey. Tali gerarchie, essendo composte da sistemi integrabili,
possiedono degli integrali primi ben definiti, e cio che faremo in questa sezione sara costruirli in maniera
opportuna.

i=1,..,n—2

Si consideri nuovamente 1’algebra (commutativa) A dei polinomi di simboli formali {u; } >0 per
qualche intero n,e ricordiamo che in tale algebra ¢ definita la derivazione

9e(fg) = [0z + 90u f VfigeA

T 0
Opuj 1= sy

Vi, j; In tal modo abbiamo costruito un algebra differenziale A.
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5 GERARCHIE DI GELFAND-DICKEY

In tale algebra si possono costruire chiaramente altre derivazioni:sia £ una di queste con fuz- = a; ;.
Allora per ogni f € A psso scrivere
of
§F =2 aing
- Ouy,
ik

Le derivazioni che commutano con 9, giocano un ruolo particolarmente importante, infatti se [0,, ] =
0 allora
i g1 = §Uupy g = E0puy, = Op€uy, = Opa; ) = a;x = O a; = ay,

Definizione 5.1. Sia a := (a',...,a""?) con a’ € A Vi =1,...,n — 2. Definiamo la derivazione

aa = Zakau (15)

Proposizione 5.1. Le derivazioni 0, e 0, commutano.

Dimostrazione. Dobbiamo mostrare che, per ogni f € A, si abbbia
(830811 - aaar)f =0

In effetti, per le proprieta dell’algebra, sara sufficiente dimostrarlo per i generatori di A, cioe per
f= ué

Ma da una parte si ha

n—2 oo
i_ i
Oda(u) = 0a() Z“ka ! Oty = aj4y
=1 k=0
D’altra parte pero
n—2 oo
iy _ i ]+1 i
aaaw(uj) - aaujJrl Z Z = G541
=1 k=0

O]

Proposizione 5.2. La derivazione (15) puo essere applicata ad un funzionale f € A mediante
l"uguaglianza

Ouf = / O fdx (16)

Dimostrazione. Per la Prop.5.1 sappiamo che 9, e 0, commutano, dunque se f, g € A differiscono per
un certo dyh(h € A) si ha

f—g=0sh= 0uf —0ag = 0u(f — g) = 0aOsh = 9y(Iuh)

Ma allora 0, f, 0,9 risiedono nella stessa classe di equivalenza.Chiaramente il discorso si estende in
maniera ovvia al caso in cui f, g differiscano anche per una costante ¢ € C|[]]. O

Proposizione 5.3. Vale la sequente relazione

- n—2 5f .
Ouf = /(21 5ui” )dx (17)

dove si ricordi la ”derivata variazionale” 5f = o= m)k%
k
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5.1 Anello di Pseudooperatori differenziali 5 GERARCHIE DI GELFAND-DICKEY

Dimostrazione. Si tratta di un calcolo diretto

— o Of () iN of of
&fz/aafdx:/zzakau dz ‘2 /z;a kzz()(—l)kaf?(%)dﬂf:/z;wa da

i
i k=0 k

O]

NOTA:Dalla Proposizione precedente segue che, se f = 0,¢, allora deve essere % =0vVi=1,...,.n—2.
Questo perche il primo membro della (17) diventa nullo, ed il secondo dovra annullarsi per ogni scelta
di a.

5.1 Anello di Pseudooperatori differenziali

Definizione 5.2. Sia m € Z arbitrario, definiamo la serie formale
m .
X=) X0, X,cA
—0o0

Tale serie puo essere aggiunta e moltiplicata per elementi di A (nonché per ulteriori serie formali)
una volta definita la regola di commutazione

kN . kN .
ke . k k—1 _ (7) 9k—1
oy f = fo; + (1)f 0, ~ + ... ;0 (z)f 0,
dove, per evitare abusi di notazione fV = OL(f) ¢ la derivazione O, applicata i volte ad f, e ricordiamo

che (1:) _ (k)(k — 1)-%i(k —irD (k _kli)!i! < =0seizhz 0>

L’insieme di tutte le serie formali cosi definite viene chiamato ”anello degli operatori pseudo-differenziali” (W DO ).
Adotteremo poi la sequente notazione

Ry ={) X0} R_:={> X;0}}

>0 1<0

il primo detto ”anello di operatori differenziali”, il secondo detto ”anello di operatori integrali”. Invece

indicheremo con X1 =3 ;-4 X,0L, X_ =3, Xi0. ed infine res(X) := X_y1. Infine scriveremo

n—1 n—1
Ry:={>_Xi0i} 0OyR_:={> X0}
i=0 —00
Definizione 5.3. Definiamo la mappa
() AXA— A
(X,Y) = / res(XY)dz € A

In particolare (R4, Ry) = (R_,R_) = 0.

Proposizione 5.4. La moltiplicazione definita nella Definizione 5.2 é associativa.

Dimostrazione. Per linearita & sufficiente mostrare che, dati

(AD2BO)COE = ADZ(BALCOS)  a,b,c € Z; A, B,C € ¥DO
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A primo membro si ha

a+b—i c _ a a+b—i i a+b+c—i—
(Z<Z>AB()8 )CoE Z(Z)( : )AB()C( ) e j

>0 1,720 J

A secondo membro invece ho

a0y <Zl)) BCWge+v-1y Z ( )( ) (BCW)®) gartbte—kt
k>0

1>0

= Z <b> <a> <k> ABk—v) o+v) gatbtce—k—l k—v=:i
v=0 ! k) \v ’ v=0<«<= i=kvrv=k < =0

1,k>0

k | |
Z ( ) ( ) < ) (i)C(l+k7i)aa+b+cflfk {l +k—1=: j
1,k>0 1=0 l N ’ k Z

k b k
= Z AB® ) gatbre—i—j
. iti—k)\i z

k>0
Ora,siha j >k —i=1 <k <i+j mentre ¢,j > 0. Rimango allora con

i+j b L
Ty <a> ( ’ ) () ABD ) gutbre—i=i
S k)\t+j—k/)\u

Resta allora da verificare se

I\/M

Tuttavia (vedi Appendice)

(TSI o{ [ G [

=7

Rimane allora da verificare la relazione

()G ()

Ma quest’ultima & sempre verificata, dal momento che vale la ” convoluzione di Vandermonde” (vedasi
appendice per una dimostrazione)

S =() men

Basta allora sostituire r con k —¢,n con a — ¢,m con b e k con j. ]

Proposizione 5.5. Per ogni serie formale X e Y esiste un h € A tale per cui

res[X,Y] = 0;h (18)
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5.1 Anello di Pseudooperatori differenziali 5 GERARCHIE DI GELFAND-DICKEY

Dimostrazione. Per linearita bastera verificarlo per i monomi X = X;0% ed Y = Yja%, cont >0, <
0,7+ j > —1 dal momento che negli altri casi bastera scambiare i con j(si ricordi che (R_,R_) =
(R4, Ry+) = 0). Verifichiamolo usando

. i+7
_ g 1o (@) (i+i—a)
h_<i+j+1)z( DX

a=0

In effetti

[X,Y] = X:00(Y;)8 — V;00(X Z( ) y®gitik _y, Z( ) x Wik

i i+j+1 J itj+1
=res[X,Y] = X( >YJ( J )_yj<. / )Xi( J+1)

i+ +1 i+j+1
ma
( j > _ 0= elimimi =14 D) GG = Del=d) | gy il= D)
ity +1 (i+Jj+1)! (i4+7+1)! (i4j+1)!
— (_1)Hi+ i )
=1 <i+j+1
percio
— ‘ (i+3+1) i+j (i+5+1)\
X,Y] = X;Y! —1)itY; X _ 9,
res[X,Y] <z'+j+1>( f + (-=1)"Y; X, ) = O,h

In particolare, nell’ultimo passaggio, abbiamo utilizzato il fatto che

. i+]
_ (] _1yo( y @y (i+i—at1) (a 1)y (ij—a)y _
Oxh = <Z+]+1> Z( DH(XY; +x,° My, )

_ i D) | (D3 5 (Dyr) _ 5@y i)
_<i+j+1)(XZYj + XMy x Wy ) x Py ¥ ...
o (F)HXIY D ()XY = res[X, Y]

poiche i termini non estremali si annullano vicendevolente. O

Corollario 5.1.

res(XY)dz = [ res(Y X)dz (19)
/ /

Proposizione 5.6. Se X =" Xl@fc ed X,m = 1, allora esiste un unico WDO inverso X' ed un
unico XY™, Essi commutano con X.

Dimostrazione. Sia
_ :8;m+Y_m_la;mfl+

a coefficenti indefiniti. Imponendo X X! = 1 ottengo

m . =1 m
> X0, + Y10, ) = X (L4 Y10, + (1 )Y_m_la;Z T

1=—00

+Y 20,2+ )+ X1 (0, P+ Yo 10,2 4 o+ Yo 00,0 + )+ X—2(0,% + 1)
=1 (X + Y )0 4+ K24+ Yoo+ Yo 1 Xy 1 +mY )02+ .. =1
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Otteniamo cosi una sequenza di equazioni della forma Y_,,_r = —X,,,_r + @& dove Qi sono polinomi
differenziali in {X;},{Y;}(j > —m — k). Allo stesso modo si pud costruire X/™ definendolo come
(X1/mym = X, Segue che [X, X 1] =1—1 =0, mentre

m—uvolte m—uvolte
—_——f— ———
(X, XV/m) = xVm  x1/m xt/m _ x1/m x1/m  xt/m_
O
Corollario 5.2. Per ogni intero p l’operatore Xm puo essere costruito in modo che il suo termine

maggiore sia 0% e che commuti con X.

Definizione 5.4. Se X = Z?:_OQ X;0. € Ry_1, allora denoteremo con dx la derivazione (15) corri-
spondente ad a = (Xo, ..., Xpn—2).

Definiamo poi
Za - 1 - € WDO

Tale operatore possiede in particolare un numero infinito indici negativi, dal momento che le potenze
negative di Oy vanno a creare infiniti termini (si veda la Definizione 5.2).

Proposizione 5.7. Se X = Z?:_OQ X;0L € Ry,_1, allora

+_ O vi _ iy Of
Dimostrazione. Abbiamo
n—2 oo n—2
16 _ wof (o) OF g — of
8Xf /axfdx /IZ% OX 5 2daz = /;Xzéuidx—/res(XéL)dx

In particolare si e sfruttato il fatto che

n—2 oo . ()
res( E = res( ZX@’Z@ = 1 ) =res ZX@’ZZ( J 1);1{; o7

7j=0 a=0
J—1 5f(ﬁ+ 1+za57']0¢*50 f
_Teszz( )()xéu pi-tHima=p) ZX(W
1,7=0 «,3=0
O
Lemma 5.1. Si ha OxL = X, dove L é definito dalla (21).
Dimostrazione. Da un calcolo diretto ottengo
n—2 ‘ n—2n—2 oo n—2 '
NI I IR e
i=0 =0 j=0 k=0 1=0
O
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5.2 Coppie di Lax, gerarchie di Gelfand-Dickey
Vogliamo generalizzare i concetti visti nella sezione 2

Definizione 5.5. Una volta definito l'operatore (pseudo-)differenziale
L= 4+u" 20" 2+ .. +u’ (21)
dove {u}=0%n=2 ¢ A si definisce il nuovo operatore

P = (L"), = 17"

Proposizione 5.8. Il commutatore [Py, L] appartiene ad R,_1.

Dimostrazione. Infatti Pronst
[P, L] = [Lm/n _ LT/R,L] rop.5. —[LT/n,L]

L’operatore a membro di sinistra & ovviamente in R, (questo perche sia P, che L possiedono potenze
positive di d,., dunque moltiplicandoli tra loro si ottengono delle serie con finite con potenze > 0 vista

la definizione 5.2); mentre quello di destra ¢ un commutatore di due operatori di ordine -1(L™) ed
n(L), dunque il suo ordine sara inferiore o uguale ad —1+n—1=n — 2. O

Definizione 5.6. Diremo che l’operatore differenziale P, assieme ad L, definiscono una ”coppia di
Laz” se [P, L] € Ry,_1.

NOTA:Dalla Proposizione 5.8 segue che, per ogni intero m > 0, 'operatore P,, costituisce una
coppia di Lax assieme ad L. Dal momento che [P,,, L] € R,,_1, 'operatore 9p,,.1) € ben definito; in
particolare il Lemma 5.1 afferma che 0/p,, 1)L = [P, L].

Definizione 5.7. Sia ora t,, un ulteriore parametro, e si supponga che le u' dipendano anche da
quest’ultimo; la "gerarchia di Gelfand Dickey(GD)” ¢ quel sistema di equazioni

atmL = 8mL = a[pm’L]L (22)

0, equivalentemente (vedi Lemma 5.1)
Om L = [P, L]

associate alle {u'}*=%"=2 ¢ determinato da due interi:n ed m. Se n=2 si parla invece di "gerarchia
di Korteweg-de Vries(KdV)”.

Si osservi che allora, per il Lemma 5.1, possiamo scrivere
Om = Op,,,1] = Om = 0} (23)
Esempio:Si consideri n=2, L = 92 + u, in tal caso poniamo
LYV2 =8, +vg+v_10; 4+ v_08;% + ...
Ponendo L = L'Y/2L1Y/2 vedo che
O +u=LY2LY2% = (0 +vo 4+ 0107 + v 0072+ ..)(8p +v0 + 010, + v 00,2+ ..) =

= 8% + 000z + v + v_1 + v'_18;1 + v,g(?;l + 1/_2(9;2 + . + 090, + vg + vov,l(?;l + vov,28;2 + ..+
o1 o100y vo1v)0y e om20p g A

U():O

v +itvy=u=v_ =%

/ ? V1 u’
v+ 202+ 2001 =0=v_9 = -5 =—7
Un§—3:O
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5.3 Integrali primi 5 GERARCHIE DI GELFAND-DICKEY

Segue che L2 = 9, + %91 — UZ/ -2 e dunque

/ 2 / /
py=1% = <(a T )(82+u)> - <a§+uaﬁ+u'+”aﬁ+“a;1+o(a; L Tly-2y
4 . 277 4 4
+0(812)> =0+ §uax + §u’
. 2 4
3,3 3 /a2 a2 3,3 3
= [Ps, L] —(8$+2u8$+ u') (07 4 u) (8I+u)(8x+2u61+4u)

4
3 3 3\ m. 3 3
= (02 +ud + <1> w02 + (2) u' 0y + <3>u )+ (§u8;z’ + Su(uds + u'))+
3
2

3 3 2\ 3 2\ 3 3
—f—(Zu/ag + Zuu/) —{(82 + Zudd + <1) §u'8§ + <2) §u"81 + Zulag—i—
23// 23/// 332 3/ _”/3/
+<1>4u 8x+<2>4u )—I—(u@x~|—2u 8x~|—4uu)}— 1 T gu

Si conclude che "

3
OmL = 01(0? + u) = UT + §uul — 40u = u"" + 6u

che e proprio I'equazione di Korteweg-de Vries.

5.3 Integrali primi

Vogliamo adesso costruire degli integrali primi per ogni sistema associato alle gerarchie GD definite
nella sezione precedente. Anzitutto bisogna capire cosa si intende con ”integrale primo”

Definizione 5.8. Un “integrale primo” ¢ un funzionale f = [ fdx che viene conservato, ossia che
soddisfi
of

= O iz 2 Py, L

0=0nf= /8 fdx /res([ ]5L)

NOTA:in () abbiamo sfruttato il fatto che, anzitutto (Op,ul, = u} + (23))
n—2 oo n—2 oo

kO

=0

n—2 oo n—2 oo n—25f y
:/amfdx—/;kzoa% /ZZ auk :/izowudx

Infine si noti che (in modo analogo alla Prop. 5.7)

5f _ inj i— 1 n72‘i6f
T68<L(5L> = res( Zua Za 6u’ b u%

/Zu’d:c—/res( gi)dx—/TeS([Pm)L]gi)

Lemma 5.2. Per ogni k € Z, l’equazione (22) implica che

O LF/™ = [P, L*/™] (24)
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5.4 Solitoni come soluzioni delle gerarchie GD 5 GERARCHIE DI GELFAND-DICKEY

Dimostrazione. Siak=1. Supponiamo che L™ = 9, +wv_10; ' +... con v; polinomi differenziali in {u’}.
Se definiamo 9,,v; in modo arbitrario e poi mostriamo che 9,,u’ risulta in accordo con 0,,L = [Py, L],
significa che 0,,v; era stato scelto correttamente.

Supponiamo allora che 8, LY/" = [P, Y/ "] e verfichiamo:

—_

n— n—1
O L = 8m(Ll/n>n Lelinzz Z(Ll/n>iale/n(L1/n)n717i _ Z(Ll/n)i[Pm’ Ll/n]Lnflfi
=0 =0

= [P, (LV")") = [Py, L]

Per k£ > 1 si usa lo stesso ragionamento, mentre per k negativi si consideri k > 0, la tesi segue ora dal
fatto O,, ¢ una derivazione:

0= am(L—k/nLk/n) _ (amL—k/n)Lk/n + L—k/namLk/n

- amL—k/n _ _L—k/n(amLk/n)L—k/n

Dunque

amLfk:/n — _Lfk/n[ij Lk/n]Lfk/n — _(Lfk/an - PmLfk/n) _ _[Lfk/n’ Pm]

= [P, L7/7]
O

Terminiamo la sezione con il risultato che ci ervavamo proposti di trovare
Proposizione 5.9. [ funzionali

Jy = /res(Lk/”)da: k=1,2,.. (25)
sono integrali primi di tutte le equzioni della gerarchia n-esima.
Dimostrazione. Infatti

OmJ = /8mres(Lk/")dx = /Tes(amLk/”)d:c = /res([ijLk/"})dx =0

grazie alla Prop. 5.5. O

Risulta cosi evidente la proprieta pitt importante delle gerarchie GD: esse ammettono infiniti integrali
primi.

5.4 Solitoni come soluzioni delle gerarchie GD
Una proprieta dell’equazione (22) ¢ quella di possedere soluzioni analitiche, i solitoni.

Siano n,m € N fissati, N il numero di solitoni (arbitrario) e si considerino le funzioni
y(z,t) == Z A e €XP <€Oék~.73 + emozzlt> k=1,..,N (26)
€

dove € e per definizione la radice dell’unita di n (¢™ = 1). Invece le costanti ay,ar sono numeri
complessi.
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Definizione 5.9. Definiamo [’operatore di ordine N

Y1 - YN 1
vy o Yy O
1 .
(I) - KDet
N N
yg ) ygv) (93]6\[

dove, nello sviluppo del determinante, gli operatori nell’ultima colonna non agiscono sulle altre colonne
e A é il Wronskiano di y1,...,yN-

Lemma 5.3. Le funzioni yi(x,t) cosi costruite soddisfano

(Om = 0)yx = Oy'yr. Opyr =a"yr,  Pyp =0

Dimostrazione. La prima e ovvia, la seconda anche dal momento che €® = 1, mentre la terza e
vera poiche (non sto piu considerando ® come un ¥DO bensi piuttosto come una combinazione di
derivazioni)
yr - y{\/ Yk
Yio YN Y
1 . .
Py = — Det =0
Yk A ) )
N N N
yg ) yj(v ) y](c )
per le proprieta del determinante. ]
Definiamo a questo punto 'operatore
L:=%9'd ! (27)

Tale operatore soddisfa I’equaione (22), come dimostra la seguente
Proposizione 5.10. Valgono le sequenti affermazioni
(i) L éun ¥DO il cui termine a grado maggiore é 0y ;
(ii) L soddisfa l’equazione (22).
Dimostrazione. (i) Riscriviamo (27) come (8 commuta con 97)
L= (29, ™) (@0, ")

L’operatore ®9; Y & un operatore di ordine 0(si ricordi che ® ha come termine a grado maggiore L),
dunque lo sara anche il suo inverso (®9;V)~!

00,V i=1+a 10, + . +a OV = (@) =D b0,
>0

con by = 1. Seguira che L = (1 +a_19; ' + .. +a_n0; V) 7 (D i>0 b_;0%) ovvero

Ora, sfruttando l'esressione L = L, + L_, la (27) si puo riscrivere come
Li+L =300 ' = 1,0=00"-L_®

=L, 000 =—L_&
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Il membro di destra ¢ un operatore di ordine < N(L_ inizia con un termine di ordine —1), dunque lo
sara anche il membro di sinistra. Per il Lemma 5.3 ho poi che (L4 ®—®9 )y, = 0. Se pero un operatore
di ordine < N manda a zero N funzioni linearmente indipendenti, significa che ¢ identicamente nullo.
Dunque L_® = 0 da cui L_ = 0 poiche ® e invertibile.

(ii) L’equazione (27) implica che
*) =Q
V"= 09,070 LM =000t L7 - 00" = -1

Infatti (la prima delle relazioni precedenti implica ovviamente la seconda)

(LM = 90,9799, L. 00,0 = I

n—uvolte

mentre la terza si ottiene dalla seconda in modo analogo a prima. In particolare per quest’ultima si
osservi che il secondo membro & un operatore di ordine < N, mentre ’operatore a primo membro &
un operatore che dentiamo @ (percid ord(Q) < N).Applicando ora 9,, = 9; ad Py = 0 si ottiene,
tenendo conto del Lemma 5.2, che

=0y
= m/n m/n m m/n
0= 0@y +® Dy = (D @)yt LT " Pyy — L Dy + 00 yp = (9,:@)yi + LT Oy — Quie
= ((0:®) — Q)

L’operatore (0,®) — @ & di ordine < N ed annulla N funzioni linearmente indipendenti yj, percio
Q = 0;9. Inoltre

90 = L™ 0 — pgm & g — [ring = g

Finalmente allora

0,L = (8,0)0"0 " + 00"(9,0~ ) Y (9,0)9"0 ! — ©5"d 1 (9,0)D

@D (L — pom)gne~! — 90" 0 (LD — 0™ = LT 0! — B L™/
— 17" L — LI = [Py, L

dove in (2) si & usata la relazione trovata sopra 6;® = Q, ed in (1) si & usato che 0 = 9(®P~ 1) =
P(0,071) = —(0,0)0 7! = 9, =~ (9, @)D . O

Esempio:Si consideri n = 2,m =3, N =1, L = 82 + u. Siccome € =1 ho
e==1, y(z,t)= eort1?a’t | o—azt(-1)%t _ jazta’t | —az—a’t

In questo caso poi si ha A = y per cui

1 /
<I>:Det<y, 1>:8x—y
y Yy Oy y

Definita ¢ := %, e posto
D=0, +Y 20,2 +Y 39,7+ ...
si vede che
1=307" = (0, — )0, +Y 20,2 +Y 30,3 4+ ..) =1+ Y 20, ' + Y/ 1,0, %+
Y 30,2 +Y'30,% — 00, — oYV 20,7 — oY 30,0 + .. =1
Yo-p=0=2Y =9
Yo+ Y 3—¢pY 0=0—=Y 3=¢p>—¢
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Solitone

u(x)
N
I

©
I

77T

o £
E i

Figura 2: Plot della soluzione (28):si tratta di un solitone ad istante fissato, che per semplicitda abbiamo
considerato come unitario.

=& ' =0, + 00,2+ (9* — )0, % + 0(9, )

In questo modo trovo

92D = B(D, + o + G) Yot + (3) 00,7 + (9* — ) + (f) (20" — ¢")8;?

2
+ (2> (20" + 200" — "0, + ..)
= (02— )0+ o+ (¢ +¢%)0; " + (4o’ — )02 + (20 + 200" — ©")0;?)
=02+ 00+ ¢ + (¢ + 9% + (209" +¢")0; ' + (4o’ — )07 + (49 + 4y — )0,
(20" +200" "0 2+ (49 " + 200" +2¢' " — ™) 0 P +...— (00+ %+ (0 )07 T +...) = 9242y

dal momento che la Proposizione precedente mi garantisce che L non possiede termini a potenze
negative. Ci siamo ricondotti all’equazione

L=0}+u=02+2¢
a1 oY
— u(z,t) =29 =2(— - %)

Risolvendo esplicitamente si ricava

3 3
_ 9 (aeaeraoz t_ aqe T~ t)2
u(z,t) =2|a” — 5 5
(eozz-l—oz t 4 ge—ox—« t)2
202 3 9T —203 3 Coar—203
— 62ax+2a t +a2€ 2ax—2a°t +2a — 62ax+2a t _a2€ 2ax—2a°t +2a
(eax+a3t + aefaxfa'?’t)2
2024a 20:2 202
(eax+a3t 4 aefoz:cfoﬁt)Q T 1 jeawtadtge—an—adt g l(eam+a3t—log(a)/2 4 e—(am+a3t—log(a)/2))2
Z( Va ) 4
ovverosia, in definitiva
202

u(z,t) = (28)

2 1
cosh(za + ta?® — 5 log(a))
Questo ¢ il tipico profilo di un solitone che si propaga con velocita costante (dipendente da «).

Si osservi come, al variare della velocita (quindi di «), si ha che maggiore & quest’ultimo e maggiore
¢ Pampiezza (nonostante la larghezza diminuisca).
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6 UN ALTRO ESEMPIO:IL TODA LATTICE

Solitone

Figura 3: Plot della soluzione (28)in due dimensioni

6 Un altro esempio:il Toda lattice

Riprendiamo ora I’esempio esposto nella sezione 2.2: avevamo visto come, per il sistema di Toda, le
equazioni di Hamilton si possano esprimere come

qn = Pn
pn — e‘]n—l*Qn _ eQn*fIn-H

Se introduciamo la nuova variabile
Uy, = edn—1Tdn

allora il sistema precedente implica (ma non & equivalente) il sistema di equazioni

{pn = Un — Un41 (29)

Uy, = Un(pn—l - pn)

Abbiamo gia visto la forma di Lax associata a tale sistema, nonche il fatto che le traccie Tr(LF)
risultino degli integrali primi del sistema (una volta definito opportunamente L). Tuttavia a quel
punto ci si pud chiedere quale sia la traccia di L* nel caso in cui si abbia un numero infinito di
particelle, caso in cui L risulta di dimensione infinita. Come esposto nelle sezioni precedenti, la
risposta sta nel considerare le ”"densita” anziche le tracce globali.

Si considerino due funzioni v, p : Z — R, I'insieme di tali funzioni costituisce un R—algebra A. In tale
algebra definiamo 'operatore
A:A— A

f(n) = (Af)(n) = f(n+1)
Se supponiamo che p, v dipendano da un ulteriore parametro ¢, allora il sistema (29) puo essere riscritto
come
p=p=v—Av
v =0=0v(A"lp—p)

e ci siamo dunque ricondotti ad uguaglianze tra funzioni. Si consideri ora ’anello associativo A[¢, 1]
con coefficenti in A, e si definisca la regola di commutazione

Ef=(A°f)§ Vsel
Definiamo anche gli operatori
Li=¢+p+of !, Pi=vE ! € AK€

In tal maniera
Li=pi+ vt
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A APPENDICE

mentre

[P.L] =g & +p+oe =0 (E+p) — (E+pwE =v+o(A7p)ET" — (Av)eg™ —pug™!
=v—Av+ (A p—pe!
Uguagliandolo ad L, abbiamo dunque dimostrato che il sistema (29) ¢ soddisfatto se e solo se
Ly =[P, L] (30)
Collegata alle equazioni di Toda, vi € un intera famiglia di equazioni

oL _ 1
ot,  (p+1)!

90L_ 9oL
ot, 0t,  Ot, ot

[(LPTh) 4, L] p,q>0

che assieme costituiscono la ”gerarchia del Toda lattice”. Chiaramente per p = 0 si ottiene la (29).
Per ulteriori informazioni rimandiamo al testo di Kupershmidt [15].

A Appendice

A.1 Dimostrazione della regola di convoluzione di Vandermonde
Vogliamo completare la dimostrazione della Proposizione 5.4.

Proposizione A.1. Per ogni intero k < m < n vale

() ()= C) G t)

Dimostrazione. E’ un semplice calcolo

n\(n—-k\ _ n! (n—k)! B n! m!
E)\m—k) (n—k)k' (n—m)(m—Ek) (n—m)m! (m—k)k
_(n\(m
\m) \ k
Proposizione A.2. Siano n, k,m € N degli interi non negativi. Allora vale la "regola di convoluzione

di Vandermonde”
k
Z n m _ n—+m
> (6" = (")

Dimostrazione. Si consideri un generico polinomio 1 4+ x, per il Teorema binomiale

O]

m+n ey m+n r
(1+2x) = E " Vm,neN
T
r=0

D’altra parte pero posso scrivere anche

1+2)"" =1+2)"(1+2)" = (Z

3 (1 ()

:mg(;o () )

‘s

<
Il

3
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