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Lo scopo di questa tesi è l’identificazione di un algoritmo per la ricostruzione di posizione e 

distanza di una sorgente ionizzante, immersa in acqua a varie profondità, da utilizzare nella 

chirurgia radioguidata, in particolare mediante la sonda BETA-PIX.

Nel primo capitolo viene trattata una breve introduzione ai principi fisici su cui si basa questa 

tecnica diagnostica e nel secondo ne vengono descritti i momenti storici salienti.

Nel terzo capitolo si affrontano le caratteristiche della sonda in esame, focalizzandosi sulla 

tecnologia di APIX, e la simulazione Monte Carlo effettuata con PENELOPE per riprodurre il 

set-up sperimentale.

Per concludere si pongono a confronto, utilizzando i dati simulati, l’efficacia di due metodi atti 

alla ricostruzione della posizione e della distanza della sorgente, il metodo del faro ed il metodo 

dell’interpolazione, delineandone le criticità e sottolineando la praticità del primo metodo, il 

quale necessità di una sola scansione per produrre dei risultati precisi.

ABSTRACT
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Nel 21° secolo l’incidenza del cancro sulle cause di decesso in tutto il mondo è in costante au-

mento e le indagini pubblicate dall’Organizzazione Mondiale della Sanità stimano che il cancro 

rappresenta circa il 20% dei decessi nel continente europeo, provocando 1.9 milioni di morti 

ogni anno. Questo numero purtroppo è destinato ad aumentare, ed ogni anno si registrano 3.7 

milioni di nuovi casi di cancro nel territorio europeo. In questo contesto si inserisce la medicina 

nucleare sia nel trattamento, che nel rilevamento del cancro. Il trattamento del cancro si basa 

principalmente su chirurgia, chemioterapia e radioterapia. 

Nel caso della rimozione chirurgica del cancro, l’identificazione del tessuto canceroso residuo 

è di fondamentale importanza per realizzare una asportazione completa dell’area interessata, 

evitando la rimozione, inutile nonché lesiva, di tessuto sano. In questo contesto l’utilizzo di 

sonde atte all’imaging permette l’individuazione precisa e rapida del tessuto canceroso durante 

l’intervento chirurgico. Le tecniche esistenti per effettuare questa mappatura sfruttano agenti 

di contrasto basati su marcatori fluorescenti nel vicino-infrarosso o radionuclidi a vita breve. 

Quest’ultima tecnica è la più consolidata nella pratica clinica per via dell’elevato contrasto of-

ferto e delle profondità di penetrazione che possono essere raggiunte.  In particolare, sorgenti 

radioattive che emettono fotoni gamma sono abitualmente utilizzate come marcatori per la 

rivelazione di tessuti cancerogeni residui durante la rimozione chirurgica del tumore. Lo svan-

taggio principale dell’uso della radiazione gamma, però, è l’elevata presenza di fotoni di fondo 

in molte situazioni abituali, a causa della lunga lunghezza di penetrazione della radiazione 

INTRODUZIONE

Figura 1 -  Quota della popolazione totale con qualsiasi forma di cancro, misurata come percentuale standardizzata per età, 
nel 2017. Fonte: Institute for Health Metrics and Evaluation (IHME), 2018.

9



10

gamma nei tessuti. Per superare questo problema, è stato proposto l’uso di emettitori beta, of-

frendo potenziali vantaggi nei casi in cui il segnale di fondo ostacola l’uso di sonde gamma. La 

piccola profondità di penetrazione caratteristica di elettroni a bassa energia, da un lato permette 

un migliore rapporto segnale-fondo e, dall’altro lato, una buona direzionalità delle emissioni, 

consentendo una mappatura spaziale completa dell’area analizzata mediante questo tipo di son-

da “a contatto”. Per questi motivi le sonde beta sono state proposte per diverse classi di tumori 

come il melanoma cutaneo, il carcinoma a cellule squamose, il carcinoma mammario, i tumori 

della tiroide, l’adenoma paratiroideo ed il glioma. Lo sviluppo della sonda BETA-PIX (figura 

2) ha come finalità, quindi, quella di permettere una migliore discriminazione del tessuto cance-

roso dal tessuto sano al fine di portare a migliorare la percentuale di sopravvivenza dei pazienti 

sottoposti a questo tipo di trattamenti chirurgici. Nello sviluppo di questo prototipo l’obiettivo 

principale del mio lavoro sarà focalizzato sulla ricostruzione dell’imaging della distribuzione 

spaziale degli emettitori β, impiegati come marcatori tumorali. Più precisamente tratterò ini-

zialmente i dati, ottenuti tramite una simulazione Monte Carlo con PENELOPE, al fine di veri-

ficare il tipo di distribuzione degli elettroni nello spazio, in particolare dopo avere superato uno 

strato d’acqua a varie profondità in un fantoccio(sostanza più simile ai tessuti umani in prima 

approssimazione), mediante varie scansioni spaziali. Mi focalizzerò successivamente su due 

diversi tipi di algoritmi per la ricostruzione della posizione e della profondità di una sorgente 

puntiforme: il metodo del faro ed il metodo dell’interpolazione. Il primo si basa sulla massi-

mizzazione della verosimiglianza di una distribuzione lorentziana, mentre il secondo si ottiene 

dall’interpolazione delle ampiezze, misurate a varie distanze dalla sorgente, della distribuzione 

degli elettroni sul rivelatore. 

Figura 2 -  Esempio di sonda beta simile a BETA-PIX. 
Fonte: Intraoperative β− Detecting Probe For Radio-Guided Surgery in Tumour Resection, 2015.
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1. CENNI SUI PRINCIPI FISICI ALLA BASE DELLA CHIRURGIA 
    RADIOGUIDATA

Prima di proseguire, per una completa introduzione alla chirurgia radioguidata, è necessario 

chiarire gli aspetti principali dell’utilizzo dei radiofarmaci e con essi i decadimenti radioattivi, 

che sono la base su cui si fonda questa branca della scienza medica. Per riuscire a rivelare il 

tumore infatti, viene somministrato al paziente una determinata dose di radiofarmaco. Per de-

scrivere questi farmaci, possiamo inizialmente considerarli come degli oggetti composti princi-

palmente da due parti unite, ma distinte. La prima è quella comunemente chiamata carrier, ed 

è una molecola che funge da trasportatore all’interno dell’organismo fino alla zona desiderata, 

e di conseguenza la sua composizione chimica dipenderà dal bersaglio al quale si vuole fare 

aderire la molecola stessa. Prendiamo come esempio uno dei radiofarmaci più comuni, princi-

palmente utilizzato per la PET1, ma anche per la chirurgia radioguidata, il [18F]Fluoro-2-desos-

siglucosio2, rappresentato schematicamente nell’immagine sottostante.

1.1 ACCENNO SUI RADIOFARMACI

Figura 3 -  Rappresentazioni di [18F]Fluoro-2-desossiglucosio. Fonte: Rielaborazione personale.

In sostanza il [18F]FDG è una molecola analoga a quella del glucosio, nella quale, però, un ato-

mo di fluoro sostituisce il gruppo OH in posizione 2, e perciò funge da tracciante del metaboli-

smo glucidico. I glucidi vengono poi metabolizzati dalle cellule attraverso una serie di reazioni 

chimiche cicliche, le quali avvengono principalmente in tessuti a intensa attività glicolica, come 

la sostanza grigia del cervello, il miocardio ed i tessuti neoplastici. A questo punto [18F]FDG 

inizia la glicolisi ed una volta internato nelle cellule viene fosforilato da un’esochinasi(come se 

si trattasse di glucosio vero e proprio) per formare [18F]FDG-6-PO4. Di conseguenza, a causa 

dell’assenza del gruppo OH in posizione 2, questo nuovo composto si accumula (non potendo 

CH2OH

OH
O

F

OH
HO
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1 acronimo di “Positron Emission Tomography”, consiste nel rilevamento di fotoni emessi dall’annichilimento tra i positroni, 
emessi dal decadimento radioattivo del radiofarmaco somministrato al paziente, e gli elettroni, che essi incontrano nel loro 
cammino. 
2 radiofarmaco sintetizzato per la prima volta nel 1970 da Wolf e colleghi al Brookhaven Natonal Laboratory e inizialmente 
impiegato per lo studio del metabolismo glucidico cerebrale.
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più entrare nelle successive tappe del metabolismo glucidico). Questo trasportatore sarà quindi 

fondamentale per ammassare nelle cellule tumorali grandi quantità della seconda componente 

principale del farmaco: il radionuclide. Questi elementi radioattivi possono essere usati per due 

scopi: localizzare con estrema efficacia la posizione del tumore(diagnostica medica), oppure 

andando direttamente a colpire le cellule malate(radioterapia localizzata). I radionuclidi utiliz-

zati devono quindi essere scelti con estrema cura, in particolare deve essere possibile sostituirli 

con atomi comuni alle molecole biologiche senza variarne eccessivamente il comportamento, 

devono avere tempi di dimezzamento coerenti con il periodo di trattamento del paziente,devono 

decadere in atomi assimilabili dall’organismo umano e con uno spettro energetico compatibi-

le con il rivelatore, ma non troppo energetico, per ridurre al minimo il danno sui tessuti sani 

dell’organismo ed infine deve esserne somministrata al paziente una dose con una attività mi-

nima. Esistono un numero elevato di apparecchiature mediche che sfruttano la radioattività, le 

quali si distinguono primariamente in base ai decadimenti dei radionuclidi che vanno a rilevare. 

Questi possono essere in primo luogo tre:

1) decadimento α: 

sono dovuti a decadimenti di nuclei pesanti ed emettono radiazione poco penetrante, per questi 

motivi sono molto nocivi per l’organismo e quindi sono raramente utilizzati in ambito medico.

2) decadimento γ:  

avviene quando un nucleo che si trova in uno stato eccitato decade ad uno stato di energia più 

bassa, mediante emissione di radiazione elettromagnetica. Data la elevata profondità di penetra-

zione dei fotoni, a seconda della energia con cui vengono emessi, molte tecniche diagnostiche 

si basano su queste reazioni, come la TAC3, la quale in particolare sfrutta i raggi X.

3) decadimento β: si può suddividere in due classi:

Molto utilizzato per rivelatori come PET e SPECT. In sostanza il positrone emesso nella rea-

zione si annichilisce con un elettrone, producendo due fasci di fotoni paralleli ed in direzione 

opposta che vengono intercettati da dei fotomoltiplicatori.

Quest’ultima è il tipo di reazione che si misura con la sonde beta, e poiché la penetrazione degli 

𝑋𝑋 → 𝑌𝑌𝑍𝑍−2
𝐴𝐴−4

𝑍𝑍
𝐴𝐴 + 𝐻𝐻𝐻𝐻2

4  

 

𝑋𝑋∗ → 𝑋𝑋𝑍𝑍𝐴𝐴𝑍𝑍
𝐴𝐴 + 𝛾𝛾 

𝛽𝛽+: 𝑝𝑝 → 𝑛𝑛 + 𝑒𝑒+ + 𝜈𝜈 

 

𝛽𝛽−: 𝑛𝑛 → 𝑝𝑝 + 𝑒𝑒− + 𝜈̅𝜈 

𝑋𝑋 → 𝑌𝑌𝑍𝑍−2
𝐴𝐴−4

𝑍𝑍
𝐴𝐴 + 𝐻𝐻𝐻𝐻2

4  

 

𝑋𝑋∗ → 𝑋𝑋𝑍𝑍𝐴𝐴𝑍𝑍
𝐴𝐴 + 𝛾𝛾 

𝛽𝛽+: 𝑝𝑝 → 𝑛𝑛 + 𝑒𝑒+ + 𝜈𝜈 

 

𝛽𝛽−: 𝑛𝑛 → 𝑝𝑝 + 𝑒𝑒− + 𝜈̅𝜈 𝑋𝑋 → 𝑌𝑌𝑍𝑍−2
𝐴𝐴−4

𝑍𝑍
𝐴𝐴 + 𝐻𝐻𝐻𝐻2

4  

 

𝑋𝑋∗ → 𝑋𝑋𝑍𝑍𝐴𝐴𝑍𝑍
𝐴𝐴 + 𝛾𝛾 

𝛽𝛽+: 𝑝𝑝 → 𝑛𝑛 + 𝑒𝑒+ + 𝜈𝜈 

 

𝛽𝛽−: 𝑛𝑛 → 𝑝𝑝 + 𝑒𝑒− + 𝜈̅𝜈 

𝑋𝑋 → 𝑌𝑌𝑍𝑍−2
𝐴𝐴−4

𝑍𝑍
𝐴𝐴 + 𝐻𝐻𝐻𝐻2

4  

 

𝑋𝑋∗ → 𝑋𝑋𝑍𝑍𝐴𝐴𝑍𝑍
𝐴𝐴 + 𝛾𝛾 

𝛽𝛽+: 𝑝𝑝 → 𝑛𝑛 + 𝑒𝑒+ + 𝜈𝜈 

 

𝛽𝛽−: 𝑛𝑛 → 𝑝𝑝 + 𝑒𝑒− + 𝜈̅𝜈 

3acronimo di “computed axial tomography”, consiste nella ricostruzione dell’immagine mediate appositi algoritmi.
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elettroni nei tessuti non sarà maggiore di 2/3 mm, sarà utile solo se utilizzata in prossimità del 

tumore, in particolare quindi per la chirurgia radioguidata.

Nel caso specifico, BETA-PIX rileva con una efficienza di circa il 90% la coincidenza di elet-

troni emessi da radionuclidi come 90Y e 106Ru. 
90Y decade beta meno, in circa 2.66 giorni, quasi completamente nello stato fondamentale del 
90Zr con una energia di 2278.7 KeV, mentre il 106Ru decade, sempre beta meno, nello stato fon-

damentale del 106Rh in 371.5 giorni con un’energia di 39.4 KeV.

Inoltre questa sonda è anche in grado di rivelare decadimenti beta più, come per esempio quello 

del 18F, che ha una vita media di sole 1.83 ore, ed i positroni emessi riescono a viaggiare per soli 

circa 2mm nel tessuto biologico prima di annichilirsi. In una situazione del genere una sonda 

gamma avrebbe bisogno dell’azione combinata con una PET per ottenere una buona risoluzio-

ne, a causa della produzione di coppie di fotoni a 511 keV che generano un fondo molto alto, 

problema facilmente superabile con una sonda beta.

Riporto di seguito gli schemi energetici dei 3 radionuclidi citati.

Figura 4 -  Spettro di 90Y, 106Ru, 18F. Fonte:www.nuclide.org/DDEP_WG/DDEPdata.htm
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I principali fenomeni di interazione degli elettroni con la materia sono: collisioni elastiche, 

collisioni anelastiche e Bremsstrahlung. Questi processi causano per l’elettrone una perdita di 

energia ed una deflessione rispetto la posizione incidente. 

Perdita di energia

Si può quindi vedere la perdita di energia come il contributo principalmente di due termini:

Il primo termine è dovuto principalmente a collisioni anelastiche e si ottiene tenendo conto che 

gli elettroni subiscono molto facilmente deflessioni a causa della loro massa leggera (rispetto 

ai nuclei) e, inoltre, che sono particelle tra loro indistinguibili, ossia dopo la collisione tra due 

elettroni non sarà possibili identificare un elettrone primario ed uno secondario. Questo termine 

può essere approssimato come:

Dove ne = NA ρZ/A è la densità degli elettroni nel mezzo, β = v/c e γ =1/(1- β2)1/2 (con c la co-

stante della velocità della luce) , Z e A sono rispettivamente il numero di protoni nel materiale 

ed il numero di massa, I sta per il potenziale di ionizzazione ed infine K = 30.7KeVm2/Kg.

1.2 INTERAZIONE DEGLI ELETTRONI CON LA MATERIA

Dcs = differential cross section 
 
Titolo:interazioni elettroni con la materia
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collisioni elastiche sono quelle in cui lo stato quantistico degli atomi del materiale attraversato rimane 
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, può addirittura accadere che 
Consideriamo la cinematica di una collisione elastica tra un elettrone con massa 

m ed energia cinetica E contro un bersaglio di massa M. Dopo l’interazione il bersaglio assume una energia 
W. La deflessione angolare 

Dcs = differential cross section 
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Figura 5 -  Fenomeni d’interazione degli elettroni con la materia. 
	        Fonte: PENELOPE, A Code System for Monte Carlo Simulation of Electron and Photon Transport,2012.

(1.1)

(1.2)
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Il secondo termine è invece dovuto al fatto che un elettrone in moto nel campo coulombiano di 

un nucleo subisce una decelerazione. Così facendo una parte di energia viene persa ed emessa 

come radiazione elettromagnetica. Questo termine può essere scritto come:

Collisioni

Le collisioni elastiche sono quelle in cui lo stato quantistico degli atomi del materiale attraver-

sato rimane inalterato dopo l’interazione. La deflessione angolare degli elettroni nella materia 

è principalmente causata da questo termine. Per alcuni range di energia iniziali degli elettro-

ni, può addirittura accadere che l’elettrone rinculi all’indietro. Consideriamo la cinematica di 

una collisione elastica tra un elettrone con massa m ed energia cinetica E contro un bersaglio 

di massa M. Dopo l’interazione il bersaglio assume una energia cinetica W e di conseguenza 

l’elettrone avrà l’energia ridotta E’ = E-W. La deflessione angolare dell’elettrone sarà legata 

all’energia trasferita W da questa relazione: 

 

L’elettrone chiaramente effettuerà più collisioni quando passerà nell’acqua, mezzo con densità 

maggiore dell’aria, e per questo quando andremo a vedere la distribuzione degli elettroni nella 

geometria simulata con PENELOPE noteremo una distribuzione più allargata degli elettroni in 

quel materiale. 

Dcs = differential cross section 
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Figura 6 -  Collisione elastica. 
   	 Fonte: PENELOPE, A Code System for Monte Carlo Simulation of Electron and Photon Transport,2012.

(1.4)

(1.3)
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Il primo esempio scientificamente documentato dell’utilizzo di un rivelatore di radiazione 

all’interno di una sala operatoria risale al lavoro di Bertram Selverstone assieme ai suoi colle-

ghi del Massachusetts General Hospital e dell’ Harvard Medical School (Boston, Massachusetts 

,1949). Il primo sistema consistette nell’utilizzo di un rivelatore di ionizzazione a gas, chiamato 

contatore Geiger-Müller. Quest’ultimo, di fatto, era uno apparecchio in grado di misurare radia-

zione ionizzanti, come nel caso dei decadimenti alpha, beta e gamma, ma senza riuscire a discri-

minarli in modo nitido tra loro. In particolare, quello utilizzato a quel tempo era molto sensibile 

al passaggio di radiazione beta e poco sensibile alla radiazione gamma. Infatti, inizialmente si 

utilizzò una sonda portatile in grado di rilevare, durante l’intervento, la radiazione emessa dal 
32Fosforo, un radionuclide che decade beta con un tempo di dimezzamento di 14.3 giorni. La 

caratteristica di questi decadimenti è quella di penetrare il tessuto per soli pochi millimetri. A 

quel tempo furono eseguiti test su 33 pazienti con sospetto tumore cerebrale, ai quali fu iniettata 

per via endovenosa una dose di 32P con una attività dai 35.2 ai 155.4 MBq circa 1.8-186.8 ore 

prima dell’intervento. La procedura adottata fu quella di effettuare inizialmente una cranioto-

mia4 per, successivamente, penetrare con la sonda la superficie cranica, fino a 6 cm di profon-

dità, acquisendo con la sonda conteggi ad intervalli di 1 cm. Una procedura simile fu utilizzata 

anche per scandagliare una area considerata sana del cervello, al fine di riuscire a confrontare 

l’attività rilevata nelle aree sane con quelle sospette. Si riuscirono così ad identificare 28 tumori 

al cervello di vario tipo ed in 12 pazienti la sonda fu effettivamente usata per riconoscere i bordi 

del tumore al fine di aiutare il chirurgo nella completa asportazione del tumore. Nonostante gli 

ottimi risultati iniziali, in 4 pazienti non si riuscì a localizzare il tumore, fra cui 2 falsi-negativi, 

attribuiti alla incapacità nel riuscire a collocare in modo corretto la sonda Geiger-Müller nelle 

vicinanze del tumore stesso.

Nel 1950 Selverstone ed i suoi colleghi del Massachusetts General Hospital e Harvard Medical 

School (Boston, Massachusetts, Usa) decisero di provare ad utilizzare un altro radionuclide, il 
42Potassio, il quale ha una vita media di 12.4 ore, e decade emettendo elettroni più energetici 

del 32P, che teoricamente potevano essere rilevati fino a 1.8 cm attraverso il cervello ed, inoltre, 

presentava anche un’elevata emissione di gamma. 

Fu in questo modo che, per primo, William H. Sweet, professore di chirurgia alla Harvard 

School, si accorse che i fotoni gamma emessi dal decadimento potevano essere visti anche al di 

fuori della scatola cranica, aprendo così la possibilità della creazione di nuove sonde atte alla 

rilevazione dei fotoni e meno invasive, in particolare per le zone più delicate dell’organismo.

2. EVOLUZIONE STORICA DELLA CHIRURGIA RADIOGUIDATA

4apertura chirurgica della scatola cranica, praticata nel corso d’interventi diretti sul cervello o sulle meningi.
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Per la prima descrizione di un rivelatore di fotoni in chirurgia radioguidata, però, si dovette 

attendere il 1956, anno in cui Harris ed i suoi colleghi della Oak Ridge National Laboratory e 

dell’Oak Ridge Istitute of Nuclear Studies Medical Hospital(Oak Ridge, Tennesse, USA) svi-

lupparono la prima sonda portatile atta alla rilevazione gamma per l’identificazione di tessuti 

tiroidei, sfruttando i principi di un classico rivelatore a scintillazione con cristalli di scintilla-

zione di CsI collegato a dei fotomoltiplicatori. In quel particolare caso fu descritto un paziente 

con una storia di cancro alla tiroide, che aveva subito tre anni prima una tiroidectomia totale5, 

ma presentava ancora un assorbimento persistente di iodio nel collo. Mediante iniezione per 

via endovenosa di un radioisotopo come lo 131Iodio, il quale emette gamma con una vita media 

di 8.04 giorni, essi furono in grado di identificare una area precisa, su cui si concentrava una 

elevata radioattività, lungo il lato sinistro della trachea, e questo permise il totale successo 

dell’operazione di estrazione completa del cancro. 

Durante gli anni 60 e 70 non vi furono grandi sviluppi delle tecniche di imaging per la chirurgia 

radioguida. 

Furono gli inizi degli anni 80 a portare nuova linfa alla ricerca in questo settore. In particolare, 

notevoli passi avanti furono effettuati nei campi della biopsia e della reiezione di tumori ossei 

sospetti, nell’identificazione di tessuti paratiroidei e nello sviluppo della chirurgia radioimmu-

noguidata.

Nello specifico nel 1984, grazie al lavori di Ubhi, al Queen’s Medical Centre/University Hospi-

tal(Nottingham, England, UK) si ebbe il primo esempio di chirurgia radioguidata per l’identifi-

cazione e la successiva rimozione di tessuti paratiroidei.

Nello stesso anno prese piede il concetto di chirurgia radioimmunoguidata, sfruttando i progres-

si avvenuti in campo immunologico negli anni ’70 per lo sviluppo di anticorpi radiomarcati per 

l’immunoscintigrafia di tumori, da una ricerca pioneristicamente portata avanti nell’università 

dell’Ohio(Columbus, Ohio,USA) dal Dr. Edward W.Martin, Jr., un noto chirurgo oncologico, e 

il Dr. Marlin O. Thurston, professore di ingegneria elettronica.

Agli inizi degli anni 90 si sviluppò l’impiego di una biopsia radioguidata dei linfonodi sentinel-

la per il melanoma ed il carcinoma mammario fino ad arrivare alla localizzazione ed escissione 

di lesioni mammarie non palpabili.

Nello specifico il concetto di localizzazione radioguidata di lesioni al seno non palpabili fu 

coniato nel 1996 da Charles E. Cox  ed i suoi colleghi del H.Lee Moffitt Cancer Center and 
5asportazione completa della tiroide.
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Research Istitute (Tampa, Florida,USA). Nel primo caso egli descrisse un tumore al seno di 

una paziente alla quale era stato somministrato, una ora prima dell’operazione, una dose di 692 

MBq di 99mTc-MIBI con una conseguente escissione radioguidata del cancro al seno utilizzando 

una sonda di rilevamento gamma portatile. Questo rapporto iniziale gettò le basi per il succes-

sivo sviluppo di due variazioni nella tecnica di localizzazione radioguidata ed estrazione di 

lesioni mammarie non palpabili che utilizzano il posizionamento mammografico o ecografico 

di un radionuclide nella regione della lesione mammaria non palpabile. Ad iniziare dal 1998, 

Alberto Luini e Umberto Veronesi, dell’istituto europeo di oncologia (Milano,Italia), riportaro-

no la prima serie di documenti sulla tecnica di localizzazione occulta radioguidata della lesione 

(ROLL), che prevedeva un’iniezione intratumorale di circa 3.7 MBq di 99mTc, seguita nei giorni 

successivi da una biopsia mammaria radioguidata, mediante varie sonde di rilevamento gamma 

portatili. Il tasso di successo fu del 99.5% su 647 pazienti.

Per concludere, la storia della chirurgia radioguidata è molto vasta ed ha avuto numerosi con-

tributi da molteplici sponde nel corso del tempo. In quest’ultimo periodo vi è un ritorno all’uso 

di sonde beta per la loro elevata risoluzione, ma è  importante ricordare che, in primis, è fon-

damentale fare attenzione al particolare tipo di tumore che si vuole rilevare e, in base a quello, 

scegliere il mezzo di utilizzo più consono.
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La sonda BETA-PIX fa parte di un nuovo gruppo di detector ideati per l’identificazione del 

tessuto canceroso mediante imaging di particelle beta, con una risoluzione che consenta di 

mappare gli elettroni emessi da aree di tessuto nell’ordine di 1cm2. In particolare si richiede 

una sensibilità molto bassa ai fotoni di fondo ed un’alta risoluzione spaziale. Per ottenere questi 

risultati si sfrutta la tecnologia di APiX6, il quale è collocato nella testa della sonda stessa. Esso 

si basa su un innovativo sensore di silicio suddiviso in pixel sensibili alla posizione durante il 

passaggio di particelle cariche, che è costituito da due chip simili(uno chiamato chip bottom, 

nel quale è presente l’elettronica per le concidenze, l’altro chip top), composti da matrici 48x16 

di SPAD (Single Photon Avalanche Diode), sovrapposti e sincronizzati tramite un trigger per 

diminuire la probabilità di conteggio di buio. Infatti, come si può vedere schematizzato in figu-

ra 7, il segnale viene registrato solo quando c’è una coincidenza di rilevazione di evento tra il 

chip bottom ed il chip top, questo per evitare la lettura di segnali erronei, prodotti ad esempio, 

per semplice effetto termico. È importante sottolineare che i chip sono realizzati in tecnologia 

CMOS 150 nm. Ogni cella di SPAD misura 75μmx50μm, di cui parte attiva solo il 50%, ed ha 

risoluzione temporale dell’ordine dei ps. APiX opera quindi in regime Geiger, ovvero il passag-

gio della particella carica genera coppie di elettroni e lacune, le quali amplificate da un campo 

elettrico, producono una scarica, ovvero il segnale.

3. IL RIVELATORE E LA SIMULAZIONE

3.1 BETA-PIX

Infine la sonda BETA-PIX, come si può vedere in figura 2, deve avere una forma cilindrica 

allungata(simile a quella di una penna) e questo perché, oltre a dover essere portatile e facile 

da maneggiare, deve essere possibile inserirla nei pressi dell’area interessata in modo agevole.  

Figura 7 -  Principio di funzionamento di APiX. 
Fonte: First prototypes of two-tier avalanche pixel sensors for particle detection.  Nucl. Instrum, 2017.

6acronimo per Avalanche Pixel.
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Data l’impossibilità di avere anche solo una preliminare validazione della simulazione effettua-

ta per BETA-PIX(non essendo per ora pronto tale rivelatore), abbiamo deciso di testarla con un 

altro detector a nostra disposizione però, dalle caratteristiche non così distanti dal precedente: 

ALPIDE7. 

ALPIDE è un sensore basato su MAPS8 dalle dimensioni di 1.5cm x 3cm, composti da matrici 

512 x 1024 (righe per colonne) di pixel da 28μm x 28 μm, che solo letti in un sistema binario 

si/no. Si può notare molto bene il principio di funzionamento della struttura utilizzata da questo 

sensore nell’immagine riportata di seguito.  

 

Nel mio lavoro l’utilità di ALPIDE è stata quella di fungere da rivelatore di una distribuzione di 

elettroni al fine di convalidare la distribuzione Lorentziana che mi aspetto dalla teoria e che ho 

utilizzato per ricostruire la distanza della sorgente radioattiva.

3.2 ALPIDE

Figura 8 -  Rappresentazione schematica della struttura utilizzata per ALPIDE.
Fonte: ALPIDE, the Monolithic Active Pixel Sensor for the ALICE ITS upgrade, 2015.

7 acronimo di Alice Pixel Detector.

8acronimo per Monolithic Active Pixel Sensors.
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Per prevedere il comportamento degli elettroni nell’acqua si è implementata una simulazione 

con PENELOPE. PENELOPE è fondamentalmente un codice informatico, sviluppato in FOR-

TRAN77 da F.Salvat, J.M. Fernandez-Varea e J. Sempau della facoltà di Fisica all’Università 

di Barcellona, per simulare il trasporto di elettroni, positroni e fotoni nella materia, basato su 

un algoritmo Monte Carlo. Questa simulazione ci ha consentito di propagare elettroni per passi 

attraverso il set-up costruito geometricamente nella nostra simulazione. Ad ogni passo viene 

determinata la perdita di energia (per le particelle cariche) e viene deciso se una particella 

interagisce. In caso d’interazione si decide secondo quale interazione e si modifica il quadri-

vettore Energia-Quantità di moto di conseguenza. Le decisioni sono prese estraendo numeri 

casuali secondo opportune distribuzioni di probabilità, dedotte ad esempio dalle sezioni d’urto 

differenziali. Il nome del codice è l’acronimo di Penetration and ENErgy Loss of Positrons 

and Electrons e l’algoritmo si basa su un modello di scattering, il quale mette insieme database 

numerici con modelli di sezione trasversale analitici per i diversi meccanismi di interazione. Il 

range di energia delle particelle simulabili va da poche centinaia di elettronvolt a circa 1GeV. 

Figura 9 - Geometria simulazione PENELOPE. Fonte: Elaborazione personale.

  H2O Air

3.3 PENELOPE
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Figura 10 - A sinistra andamento della distribuzione degli elettroni tra gli assi Z e X e a destra tra gli assi X e Y. 
Fonte: Elaborazione personale.

Nella pratica per ottenere la simulazione di cui si ha bisogno, senza dover scrivere una MAIN da 

zero, è necessario utilizzare un programma chiamato PENMAIN, il quale descrive una MAIN 

generica che simula il trasporto di elettroni e fotoni in una sostanza. Dopodiché, tramite il pac-

chetto PENGEOM, si definisce la geometria del sistema attraversato dal fascio e sfruttando il 

programma material si prepara il materiale con il quale ricoprire la geometria precedentemente 

creata(nel mio caso H2O, aria, vuoto e carbonio per la superficie esterna). Poiché le forme su 

PENGEOM sono ottenute mediante soluzione di equazione quadratiche, può essere vantaggio-

so, prima di procedere, visualizzare ciò che si sta disegnando e questo può essere fatto sfruttan-

do gview2d e gview3d. Riporto in seguito la geometria creata per simulare il caso reale al quale 

ho voluto ricondurmi (figura 9). 

Come si può notare, all’interno di una sfera (costruita al fine di racchiudere tutti i corpi della 

mia geometria) si è alternato uno strato, riempito d’acqua(colore viola in figura), a strati di aria 

alternati su più piani, fino a riempire la sfera. Per la sfera è stato scelto un raggio di 5 cm, mentre 

i piani sono stati distanziati di 0.25 mm a partire dalla z = 0(la superficie dell’acqua), fino a z 

=2.25 mm. La semisfera d’acqua ha l’intenzione di ricreare uno strato  di densità molto simile 

a quella del tessuto umano. I ripiani in aria invece corrispondono ai punti nei quali, dal mio 

simulatore, posso estrarre i conteggi degli elettroni lungo le varie distanze. Sono, infatti, i con-

teggi per un dato intervallo di tempo, l’unico parametro che è in grado di misurare BETA-PIX 

. A questo punto si è posizionata l’ipotetica sorgente prima a -0.25mm poi a -0.5mm ed infine 

a -1mm lungo l’asse z e sono state eseguite le simulazioni. Mediante l’utilizzo del programma 

Paw, riporto l’andamento della distribuzione di elettroni nello spazio per una sorgente collo-
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cata a z = -1mm (figura 10).Come si può notare dalle immagini soprastanti, la distribuzione 

di elettroni si allarga mano a mano che ci allontaniamo dalla sorgente. In particolare, l’effetto 

dell’acqua, a causa della sua densità, è quello di interagire fortemente con gli elettroni facendoli 

“scatterare” molto. Di conseguenza scendendo in profondità nell’acqua la distribuzione degli 

elettroni si allarga maggiormente di quanto farebbe se fosse nel vuoto o nell’aria e non ha un 

andamento costante. Addirittura alcuni elettroni, seppur minimi, dopo l’interazione, vengono 

rimbalzati indietro. Per simulare la sorgente puntiforme abbiamo imposto un fascio entrante 

in (x,y) = (0,0) con una apertura angolare di ϕ = 360° e θ = 90°. Quest’ultimo angolo è stato 

scelto in questo modo da non avere emissione di elettroni anche nella semisfera inferiore della 

geometria. Aumentare il numero di elettroni rilevati nella mia simulazione avrebbe portato alla 

generazione di file di dimensioni molto grandi per nulla, infatti, nella realtà, il mio rivelatore 

non si troverà mai nella situazione di riuscire ad ottenere scansioni di 4π in sala operatoria. 

Sempre al fine di rimanere il più fedele possibile con la realtà, l’energia della sorgente è stata 

fissata a 2.28 MeV e sono stati generati 1000 eventi per ogni posizione della sorgente. Riporto 

gli istogrammi di distribuzione dei conteggi per le mie simulazioni a varie distanze, ottenuti 

estraendo le ntuple dalla simulazione in un file ROOT (figure 11,12,13). Qui si riesce a notare 

ancora meglio, per misure delle tre sorgenti prese a step identici a partire dallo zero, l’andamen-

to della distribuzione ad allargarsi. 

Figura 11 - Andamento distribuzione elettroni per sorgente in 
z=-0.25 mm. Fonte: Elaborazione personale
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Figura 12 - Andamento distribuzione elettroni per sorgente in 
z=-0.50 mm. Fonte: Elaborazione personale

Figura 13 - Andamento distribuzione elettroni per sorgente in 
z=-1 mm. Fonte: Elaborazione personale
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Nel creare l’istogramma è stata posta molta attenzione nel riprodurre i bin ipotetici del mio 

strumento reale. Per questo sono stati messi 200 bin a ricoprire un intervallo da -5mm a 5mm, 

che è la lunghezza dalla sonda. Così facendo ho ottenuto i conteggi ogni 50 μm (dimensioni del 

pixel APiX).

A questo punto non rimane altro che ricostruire la posizione della sorgente supponendo di par-

tire da un sistema reale in cui non vedo dove si trova il tumore. 

Da qui in avanti per agevolare il problema ho considerato la ricostruzione della posizione lungo 

x e della distanza lungo z. Chiaramente il problema sarà speculare lungo y, ed unendo i risultati 

si potrà trovare la posizione reale della sorgente (x*,y*,z*).
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In questo capitolo presento le due tecniche che sono state analizzate per ricostruire la posizione 

esatta della sorgente di elettroni. Per entrambi i metodi si suppone che la posizione lungo le z 

misurata sia priva di errore, cosa che chiaramente nella pratica non sarà possibile a causa sia 

dell’efficienza dell’apparato atto alla misurazione della distanza limitata, sia del fatto che il 

chirurgo in sala operatoria non avrà mai un braccio perfettamente fermo. 

4. ALGORITMI DI RICOSTRUZIONE DELLA POSIZIONE 
DELLA SORGENTE

4.1 METODO DEL FARO

Figura 14 - Geometria metodo del faro. Fonte: Rielaborazione personale.
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(𝑥𝑥∗, 𝑦𝑦∗, 𝑧𝑧∗) 

𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝(𝜗𝜗�|𝑥𝑥∗, 𝑧𝑧∗, 𝐼𝐼) =
1
𝜋𝜋

 

 

𝑥𝑥� = 𝑧𝑧∗ × 𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡(𝜗𝜗�) + 𝑥𝑥∗ 

𝜗𝜗� = arctan �
𝑥𝑥� − 𝑥𝑥∗

𝑧𝑧∗ � 

 

𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝({𝑥𝑥�}|𝑥𝑥∗, 𝑧𝑧∗, 𝐼𝐼) = 𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝(𝜗𝜗�|𝑥𝑥∗, 𝑧𝑧∗, 𝐼𝐼) × �
𝑑𝑑𝑑𝑑�

𝑑𝑑𝑑𝑑 � =
1
𝜋𝜋

×
𝑧𝑧∗

𝑧𝑧∗� + (𝑥𝑥� − 𝑥𝑥∗)� 

 

 

𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝(𝑥𝑥∗|{𝑥𝑥�}, 𝑧𝑧∗, 𝐼𝐼) 

 

𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝(𝑥𝑥∗|{𝑥𝑥�}, 𝑧𝑧∗, 𝐼𝐼) ∝ 𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝({𝑥𝑥�}|𝑥𝑥∗, 𝑧𝑧∗, 𝐼𝐼) × 𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝(𝑥𝑥∗|𝑧𝑧∗, 𝐼𝐼) 

𝑥𝑥∗𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝 𝑎𝑎 𝑧𝑧∗ 

 

𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝(𝑥𝑥∗|𝑧𝑧∗) =  𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝(𝑥𝑥∗) 

𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝(𝑥𝑥∗) 

 

𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝(𝑥𝑥∗) =
1

𝑥𝑥��� − 𝑥𝑥���
 

𝑥𝑥��� = 5𝑚𝑚𝑚𝑚     𝑥𝑥��� = −5𝑚𝑚𝑚𝑚 

 

 

𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝({𝑥𝑥�}|𝑥𝑥∗, 𝑧𝑧∗, 𝐼𝐼) = � 𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝({𝑥𝑥�}|𝑥𝑥∗, 𝑧𝑧∗, 𝐼𝐼)
�

���

= �
1
𝜋𝜋

×
𝑧𝑧∗

𝑧𝑧∗� + (𝑥𝑥� − 𝑥𝑥∗)�

�

���

 

 

𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝(𝑥𝑥∗, 𝑧𝑧∗|{𝑥𝑥�}, 𝐼𝐼) ∝ 𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝({𝑥𝑥�}|𝑥𝑥∗, 𝑧𝑧∗, 𝐼𝐼) × 𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝(𝑥𝑥∗|𝐼𝐼) × 𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝(𝑧𝑧∗|𝐼𝐼) 

 

𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝(𝑥𝑥∗, 𝑧𝑧∗|{𝑥𝑥�}, 𝐼𝐼) ∝ 𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝({𝑥𝑥�}|𝑥𝑥∗, 𝑧𝑧∗, 𝐼𝐼) 

 

(𝑥𝑥∗, 𝑦𝑦∗, 𝑧𝑧∗) 

𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝(𝜗𝜗�|𝑥𝑥∗, 𝑧𝑧∗, 𝐼𝐼) =
1
𝜋𝜋

 

 

𝑥𝑥� = 𝑧𝑧∗ × 𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡(𝜗𝜗�) + 𝑥𝑥∗ 

𝜗𝜗� = arctan �
𝑥𝑥� − 𝑥𝑥∗

𝑧𝑧∗ � 

 

𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝({𝑥𝑥�}|𝑥𝑥∗, 𝑧𝑧∗, 𝐼𝐼) = 𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝(𝜗𝜗�|𝑥𝑥∗, 𝑧𝑧∗, 𝐼𝐼) × �
𝑑𝑑𝑑𝑑�

𝑑𝑑𝑑𝑑 � =
1
𝜋𝜋

×
𝑧𝑧∗

𝑧𝑧∗� + (𝑥𝑥� − 𝑥𝑥∗)� 

 

 

𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝(𝑥𝑥∗|{𝑥𝑥�}, 𝑧𝑧∗, 𝐼𝐼) 

 

𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝(𝑥𝑥∗|{𝑥𝑥�}, 𝑧𝑧∗, 𝐼𝐼) ∝ 𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝({𝑥𝑥�}|𝑥𝑥∗, 𝑧𝑧∗, 𝐼𝐼) × 𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝(𝑥𝑥∗|𝑧𝑧∗, 𝐼𝐼) 

𝑥𝑥∗𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝 𝑎𝑎 𝑧𝑧∗ 

 

𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝(𝑥𝑥∗|𝑧𝑧∗) =  𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝(𝑥𝑥∗) 

𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝(𝑥𝑥∗) 

 

𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝(𝑥𝑥∗) =
1

𝑥𝑥��� − 𝑥𝑥���
 

𝑥𝑥��� = 5𝑚𝑚𝑚𝑚     𝑥𝑥��� = −5𝑚𝑚𝑚𝑚 

 

 

𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝({𝑥𝑥�}|𝑥𝑥∗, 𝑧𝑧∗, 𝐼𝐼) = � 𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝({𝑥𝑥�}|𝑥𝑥∗, 𝑧𝑧∗, 𝐼𝐼)
�

���

= �
1
𝜋𝜋

×
𝑧𝑧∗

𝑧𝑧∗� + (𝑥𝑥� − 𝑥𝑥∗)�

�

���

 

 

𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝(𝑥𝑥∗, 𝑧𝑧∗|{𝑥𝑥�}, 𝐼𝐼) ∝ 𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝({𝑥𝑥�}|𝑥𝑥∗, 𝑧𝑧∗, 𝐼𝐼) × 𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝(𝑥𝑥∗|𝐼𝐼) × 𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝(𝑧𝑧∗|𝐼𝐼) 

 

𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝(𝑥𝑥∗, 𝑧𝑧∗|{𝑥𝑥�}, 𝐼𝐼) ∝ 𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝({𝑥𝑥�}|𝑥𝑥∗, 𝑧𝑧∗, 𝐼𝐼) 

 

(𝑥𝑥∗, 𝑦𝑦∗, 𝑧𝑧∗) 

Supponiamo che una sorgente di elettroni si trovi in un certo punto all’interno di un tessuto 

umano, ad una posizione x* lungo il rivelatore ed a una distanza z* dal rivelatore. Essa emette 

elettroni indistintamente lungo tutte le direzioni possibili. BETA-PIX rileva solo che un de-

terminato numero di elettroni sono arrivati ad una determinata posizione lungo il detector, in 

un fissato intervallo di tempo, ma non con che angolo arrivano. Ricostruiamo la geometria del 

problema.

Data la natura dell’emissione degli elettroni, supponiamo che l’angolo        sia uniforme tra

 –pi/2 e pi/2 per essere rilevato, da cui

Da semplici considerazione trigonometriche si vede che 

Poiché BETA-PIX non è in grado di rilevare l’angolo con cui viene emesso l’elettrone, sfruttia-

mo la regola delle trasformazioni di variabili per ricondurci dall’equazione

a: 

𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝(𝜗𝜗�|𝑥𝑥�, 𝑧𝑧�) =
1
𝜋𝜋

 

 

𝑥𝑥� = 𝑧𝑧� ∗ 𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡(𝜗𝜗�) + 𝑥𝑥′ 

 

𝜗𝜗� = arctan �
𝑥𝑥� − 𝑥𝑥�

𝑧𝑧� � 

 

𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝({𝑥𝑥�}|𝑥𝑥�, 𝑧𝑧�, 𝐼𝐼) = 𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝(𝜗𝜗�|𝑥𝑥�, 𝑧𝑧�) ∗ �
𝑑𝑑𝑑𝑑�

𝑑𝑑𝑑𝑑 � =
1
𝜋𝜋

∗
𝑧𝑧′

𝑧𝑧′� + (𝑥𝑥� − 𝑥𝑥�)� 

 

 

𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝(𝑥𝑥�|{𝑥𝑥�}, 𝑧𝑧�, 𝐼𝐼) 

 

𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝(𝑥𝑥�|{𝑥𝑥�}, 𝑧𝑧�, 𝐼𝐼) ∝ 𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝({𝑥𝑥�}|𝑥𝑥�, 𝑧𝑧�, 𝐼𝐼) ∗ 𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝(𝑥𝑥�|𝑧𝑧�, 𝐼𝐼) 

𝑥𝑥�𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝 𝑎𝑎 𝑧𝑧′ 

 

𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝(𝑥𝑥�|𝑧𝑧�) =  𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝(𝑥𝑥�) 

𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝(𝑥𝑥�) 

 

𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝(𝑥𝑥�) =
1

𝑥𝑥��� − 𝑥𝑥���
 

𝑥𝑥��� = 5𝑚𝑚𝑚𝑚     𝑥𝑥��� = −5𝑚𝑚𝑚𝑚 

 

 

𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝({𝑥𝑥�}|𝑥𝑥�, 𝑧𝑧�, 𝐼𝐼) = � 𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝({𝑥𝑥�}|𝑥𝑥�, 𝑧𝑧�, 𝐼𝐼)
�

���

= �
1
𝜋𝜋

∗
𝑧𝑧′

𝑧𝑧′� + (𝑥𝑥� − 𝑥𝑥�)�

�

���

 

 

𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝(𝑥𝑥�, 𝑧𝑧′|{𝑥𝑥�}, 𝐼𝐼) ∝ 𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝({𝑥𝑥�}|𝑥𝑥�, 𝑧𝑧�, 𝐼𝐼) ∗ 𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝(𝑥𝑥�|𝐼𝐼) ∗ 𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝(𝑧𝑧�|𝐼𝐼) 

 

𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝(𝑥𝑥�, 𝑧𝑧′|{𝑥𝑥�}, 𝐼𝐼) ∝ 𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝({𝑥𝑥�}|𝑥𝑥�, 𝑧𝑧�, 𝐼𝐼) 

 

(𝑥𝑥�, 𝑦𝑦�, 𝑧𝑧�) 

𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝(𝜗𝜗�|𝑥𝑥�, 𝑧𝑧�) =
1
𝜋𝜋

 

 

𝑥𝑥� = 𝑧𝑧� ∗ 𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡(𝜗𝜗�) + 𝑥𝑥′ 

 

𝜗𝜗� = arctan �
𝑥𝑥� − 𝑥𝑥�

𝑧𝑧� � 

 

𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝({𝑥𝑥�}|𝑥𝑥�, 𝑧𝑧�, 𝐼𝐼) = 𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝(𝜗𝜗�|𝑥𝑥�, 𝑧𝑧�) ∗ �
𝑑𝑑𝑑𝑑�

𝑑𝑑𝑑𝑑 � =
1
𝜋𝜋

∗
𝑧𝑧′

𝑧𝑧′� + (𝑥𝑥� − 𝑥𝑥�)� 

 

 

𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝(𝑥𝑥�|{𝑥𝑥�}, 𝑧𝑧�, 𝐼𝐼) 

 

𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝(𝑥𝑥�|{𝑥𝑥�}, 𝑧𝑧�, 𝐼𝐼) ∝ 𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝({𝑥𝑥�}|𝑥𝑥�, 𝑧𝑧�, 𝐼𝐼) ∗ 𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝(𝑥𝑥�|𝑧𝑧�, 𝐼𝐼) 

𝑥𝑥�𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝 𝑎𝑎 𝑧𝑧′ 

 

𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝(𝑥𝑥�|𝑧𝑧�) =  𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝(𝑥𝑥�) 

𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝(𝑥𝑥�) 

 

𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝(𝑥𝑥�) =
1

𝑥𝑥��� − 𝑥𝑥���
 

𝑥𝑥��� = 5𝑚𝑚𝑚𝑚     𝑥𝑥��� = −5𝑚𝑚𝑚𝑚 

 

 

𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝({𝑥𝑥�}|𝑥𝑥�, 𝑧𝑧�, 𝐼𝐼) = � 𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝({𝑥𝑥�}|𝑥𝑥�, 𝑧𝑧�, 𝐼𝐼)
�

���

= �
1
𝜋𝜋

∗
𝑧𝑧′

𝑧𝑧′� + (𝑥𝑥� − 𝑥𝑥�)�

�

���

 

 

𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝(𝑥𝑥�, 𝑧𝑧′|{𝑥𝑥�}, 𝐼𝐼) ∝ 𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝({𝑥𝑥�}|𝑥𝑥�, 𝑧𝑧�, 𝐼𝐼) ∗ 𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝(𝑥𝑥�|𝐼𝐼) ∗ 𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝(𝑧𝑧�|𝐼𝐼) 

 

𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝(𝑥𝑥�, 𝑧𝑧′|{𝑥𝑥�}, 𝐼𝐼) ∝ 𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝({𝑥𝑥�}|𝑥𝑥�, 𝑧𝑧�, 𝐼𝐼) 

 

(𝑥𝑥�, 𝑦𝑦�, 𝑧𝑧�) 

𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝(𝜗𝜗�|𝑥𝑥�, 𝑧𝑧�) =
1
𝜋𝜋

 

 

𝑥𝑥� = 𝑧𝑧� ∗ 𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡(𝜗𝜗�) + 𝑥𝑥′ 

 

𝜗𝜗� = arctan �
𝑥𝑥� − 𝑥𝑥�

𝑧𝑧� � 

 

𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝({𝑥𝑥�}|𝑥𝑥�, 𝑧𝑧�, 𝐼𝐼) = 𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝(𝜗𝜗�|𝑥𝑥�, 𝑧𝑧�) ∗ �
𝑑𝑑𝑑𝑑�

𝑑𝑑𝑑𝑑 � =
1
𝜋𝜋

∗
𝑧𝑧′

𝑧𝑧′� + (𝑥𝑥� − 𝑥𝑥�)� 

 

 

𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝(𝑥𝑥�|{𝑥𝑥�}, 𝑧𝑧�, 𝐼𝐼) 

 

𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝(𝑥𝑥�|{𝑥𝑥�}, 𝑧𝑧�, 𝐼𝐼) ∝ 𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝({𝑥𝑥�}|𝑥𝑥�, 𝑧𝑧�, 𝐼𝐼) ∗ 𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝(𝑥𝑥�|𝑧𝑧�, 𝐼𝐼) 

𝑥𝑥�𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝 𝑎𝑎 𝑧𝑧′ 

 

𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝(𝑥𝑥�|𝑧𝑧�) =  𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝(𝑥𝑥�) 

𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝(𝑥𝑥�) 

 

𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝(𝑥𝑥�) =
1

𝑥𝑥��� − 𝑥𝑥���
 

𝑥𝑥��� = 5𝑚𝑚𝑚𝑚     𝑥𝑥��� = −5𝑚𝑚𝑚𝑚 

 

 

𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝({𝑥𝑥�}|𝑥𝑥�, 𝑧𝑧�, 𝐼𝐼) = � 𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝({𝑥𝑥�}|𝑥𝑥�, 𝑧𝑧�, 𝐼𝐼)
�

���

= �
1
𝜋𝜋

∗
𝑧𝑧′

𝑧𝑧′� + (𝑥𝑥� − 𝑥𝑥�)�

�

���

 

 

𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝(𝑥𝑥�, 𝑧𝑧′|{𝑥𝑥�}, 𝐼𝐼) ∝ 𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝({𝑥𝑥�}|𝑥𝑥�, 𝑧𝑧�, 𝐼𝐼) ∗ 𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝(𝑥𝑥�|𝐼𝐼) ∗ 𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝(𝑧𝑧�|𝐼𝐼) 

 

𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝(𝑥𝑥�, 𝑧𝑧′|{𝑥𝑥�}, 𝐼𝐼) ∝ 𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝({𝑥𝑥�}|𝑥𝑥�, 𝑧𝑧�, 𝐼𝐼) 

 

(𝑥𝑥�, 𝑦𝑦�, 𝑧𝑧�) 

(4.1)

(4.3)

(4.2)

𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝(𝜗𝜗�|𝑥𝑥∗, 𝑧𝑧∗, 𝐼𝐼) =
1
𝜋𝜋

 

 

𝑥𝑥� = 𝑧𝑧∗ × 𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡(𝜗𝜗�) + 𝑥𝑥∗ 

𝜗𝜗� = arctan �
𝑥𝑥� − 𝑥𝑥∗

𝑧𝑧∗ � 

 

𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝({𝑥𝑥�}|𝑥𝑥∗, 𝑧𝑧∗, 𝐼𝐼) = 𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝(𝜗𝜗�|𝑥𝑥∗, 𝑧𝑧∗, 𝐼𝐼) × �
𝑑𝑑𝑑𝑑�

𝑑𝑑𝑑𝑑 � =
1
𝜋𝜋

×
𝑧𝑧∗

𝑧𝑧∗� + (𝑥𝑥� − 𝑥𝑥∗)� 

 

 

𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝(𝑥𝑥∗|{𝑥𝑥�}, 𝑧𝑧∗, 𝐼𝐼) 

 

𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝(𝑥𝑥∗|{𝑥𝑥�}, 𝑧𝑧∗, 𝐼𝐼) ∝ 𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝({𝑥𝑥�}|𝑥𝑥∗, 𝑧𝑧∗, 𝐼𝐼) × 𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝(𝑥𝑥∗|𝑧𝑧∗, 𝐼𝐼) 

𝑥𝑥∗𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝 𝑎𝑎 𝑧𝑧∗ 

 

𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝(𝑥𝑥∗|𝑧𝑧∗) =  𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝(𝑥𝑥∗) 

𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝(𝑥𝑥∗) 

 

𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝(𝑥𝑥∗) =
1

𝑥𝑥��� − 𝑥𝑥���
 

𝑥𝑥��� = 5𝑚𝑚𝑚𝑚     𝑥𝑥��� = −5𝑚𝑚𝑚𝑚 

 

 

𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝({𝑥𝑥�}|𝑥𝑥∗, 𝑧𝑧∗, 𝐼𝐼) = � 𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝({𝑥𝑥�}|𝑥𝑥∗, 𝑧𝑧∗, 𝐼𝐼)
�

���

= �
1
𝜋𝜋

×
𝑧𝑧∗

𝑧𝑧∗� + (𝑥𝑥� − 𝑥𝑥∗)�

�

���

 

 

𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝(𝑥𝑥∗, 𝑧𝑧∗|{𝑥𝑥�}, 𝐼𝐼) ∝ 𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝({𝑥𝑥�}|𝑥𝑥∗, 𝑧𝑧∗, 𝐼𝐼) × 𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝(𝑥𝑥∗|𝐼𝐼) × 𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝(𝑧𝑧∗|𝐼𝐼) 

 

𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝(𝑥𝑥∗, 𝑧𝑧∗|{𝑥𝑥�}, 𝐼𝐼) ∝ 𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝({𝑥𝑥�}|𝑥𝑥∗, 𝑧𝑧∗, 𝐼𝐼) 

 

(𝑥𝑥∗, 𝑦𝑦∗, 𝑧𝑧∗) 
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Si trova in modo naturale una distribuzione lorentziana a rappresentarci la probabilità che un 

elettrone k-esimo venga registrato nella posizione xk. La distribuzione lorenziana è caratteriz-

zata da un massimo lungo xk=x* con una FWHM di 2z*.

Conoscere la posizione della sorgente diviene quindi un problema a due parametri: x*,z*.

Per capire come risolvere il problema partiamo dal caso più semplice, dove z* è conosciuta a 

priori. Se conoscessimo la distanza della sorgente infatti, il problema diventerebbe ad un solo 

parametro e la posizione della sorgente sarebbe espressa dalla probabilità a posteriori: 

Per riuscire a calcolarla, iniziamo scrivendo il teorema di Bayes, nella seguente forma:

A questo punto si può assumere la probabilità a priori una uniforme PDF                                  , 

con	  			   in cui xmax ed xmin sono le ampiezze del mio rivelatore e 		

	 = 0 fuori da tale intervallo. Nel mio sistema quindi Xmax = 5mm ed Xmin = -5mm. 

A questo punto, dato che il rilevamento di un elettrone ad una data posizione non influenza la 

misura di posizione di un altro pixel, la funzione di verosimiglianza di questi conteggi indipen-

denti è semplicemente il prodotto delle probabilità di ottenere N conteggi individuali. Perciò 

possiamo scrivere la funzione come: 

dove 		  è semplicemente una costante.  A questo punto per pura semplicità di calcolo 

siamo passati al logaritmo della funzione, che, per le sue proprietà, conserva i massimi della 

funzione originaria. Questo passaggio è motivato dal fatto che c’è un limite di numeri memo-

rizzabili nella memoria del computer e per non superarlo è stato necessario fare in questo modo. 

Una volta fatti i conti, e dopo avere normalizzato il sistema, è bastato ricondursi alla forma 

originaria sfruttando l’esponenziale. Si nota, derivando l’equazione, che il miglior valore per la 

posizione è dato proprio dal massimo della probabilità a posteriori. 

Nel mio caso d’esame però, non era data la distanza della sorgente. Fortunatamente, sotto l’as-

sunzione di  x* perpendicolare a z*,la probabilità si può riscrivere come  

𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝(𝜗𝜗�|𝑥𝑥∗, 𝑧𝑧∗, 𝐼𝐼) =
1
𝜋𝜋

 

 

𝑥𝑥� = 𝑧𝑧∗ × 𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡(𝜗𝜗�) + 𝑥𝑥∗ 

𝜗𝜗� = arctan �
𝑥𝑥� − 𝑥𝑥∗

𝑧𝑧∗ � 

 

𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝({𝑥𝑥�}|𝑥𝑥∗, 𝑧𝑧∗, 𝐼𝐼) = 𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝(𝜗𝜗�|𝑥𝑥∗, 𝑧𝑧∗, 𝐼𝐼) × �
𝑑𝑑𝑑𝑑�

𝑑𝑑𝑑𝑑 � =
1
𝜋𝜋

×
𝑧𝑧∗

𝑧𝑧∗� + (𝑥𝑥� − 𝑥𝑥∗)� 

 

 

𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝(𝑥𝑥∗|{𝑥𝑥�}, 𝑧𝑧∗, 𝐼𝐼) 

 

𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝(𝑥𝑥∗|{𝑥𝑥�}, 𝑧𝑧∗, 𝐼𝐼) ∝ 𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝({𝑥𝑥�}|𝑥𝑥∗, 𝑧𝑧∗, 𝐼𝐼) × 𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝(𝑥𝑥∗|𝑧𝑧∗, 𝐼𝐼) 

𝑥𝑥∗𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝 𝑎𝑎 𝑧𝑧∗ 

 

𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝(𝑥𝑥∗|𝑧𝑧∗) =  𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝(𝑥𝑥∗) 

𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝(𝑥𝑥∗) 

 

𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝(𝑥𝑥∗) =
1

𝑥𝑥��� − 𝑥𝑥���
 

𝑥𝑥��� = 5𝑚𝑚𝑚𝑚     𝑥𝑥��� = −5𝑚𝑚𝑚𝑚 

 

 

𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝({𝑥𝑥�}|𝑥𝑥∗, 𝑧𝑧∗, 𝐼𝐼) = � 𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝({𝑥𝑥�}|𝑥𝑥∗, 𝑧𝑧∗, 𝐼𝐼)
�

���

= �
1
𝜋𝜋

×
𝑧𝑧∗

𝑧𝑧∗� + (𝑥𝑥� − 𝑥𝑥∗)�

�

���

 

 

𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝(𝑥𝑥∗, 𝑧𝑧∗|{𝑥𝑥�}, 𝐼𝐼) ∝ 𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝({𝑥𝑥�}|𝑥𝑥∗, 𝑧𝑧∗, 𝐼𝐼) × 𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝(𝑥𝑥∗|𝐼𝐼) × 𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝(𝑧𝑧∗|𝐼𝐼) 

 

𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝(𝑥𝑥∗, 𝑧𝑧∗|{𝑥𝑥�}, 𝐼𝐼) ∝ 𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝({𝑥𝑥�}|𝑥𝑥∗, 𝑧𝑧∗, 𝐼𝐼) 

 

(𝑥𝑥∗, 𝑦𝑦∗, 𝑧𝑧∗) 

𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝(𝜗𝜗�|𝑥𝑥∗, 𝑧𝑧∗, 𝐼𝐼) =
1
𝜋𝜋

 

 

𝑥𝑥� = 𝑧𝑧∗ × 𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡(𝜗𝜗�) + 𝑥𝑥∗ 

𝜗𝜗� = arctan �
𝑥𝑥� − 𝑥𝑥∗

𝑧𝑧∗ � 

 

𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝({𝑥𝑥�}|𝑥𝑥∗, 𝑧𝑧∗, 𝐼𝐼) = 𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝(𝜗𝜗�|𝑥𝑥∗, 𝑧𝑧∗, 𝐼𝐼) × �
𝑑𝑑𝑑𝑑�

𝑑𝑑𝑑𝑑 � =
1
𝜋𝜋

×
𝑧𝑧∗

𝑧𝑧∗� + (𝑥𝑥� − 𝑥𝑥∗)� 

 

 

𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝(𝑥𝑥∗|{𝑥𝑥�}, 𝑧𝑧∗, 𝐼𝐼) 

 

𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝(𝑥𝑥∗|{𝑥𝑥�}, 𝑧𝑧∗, 𝐼𝐼) ∝ 𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝({𝑥𝑥�}|𝑥𝑥∗, 𝑧𝑧∗, 𝐼𝐼) × 𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝(𝑥𝑥∗|𝑧𝑧∗, 𝐼𝐼) 

𝑥𝑥∗𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝 𝑎𝑎 𝑧𝑧∗ 

 

𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝(𝑥𝑥∗|𝑧𝑧∗) =  𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝(𝑥𝑥∗) 

𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝(𝑥𝑥∗) 

 

𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝(𝑥𝑥∗) =
1

𝑥𝑥��� − 𝑥𝑥���
 

𝑥𝑥��� = 5𝑚𝑚𝑚𝑚     𝑥𝑥��� = −5𝑚𝑚𝑚𝑚 

 

 

𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝({𝑥𝑥�}|𝑥𝑥∗, 𝑧𝑧∗, 𝐼𝐼) = � 𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝({𝑥𝑥�}|𝑥𝑥∗, 𝑧𝑧∗, 𝐼𝐼)
�

���

= �
1
𝜋𝜋

×
𝑧𝑧∗

𝑧𝑧∗� + (𝑥𝑥� − 𝑥𝑥∗)�

�

���

 

 

𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝(𝑥𝑥∗, 𝑧𝑧∗|{𝑥𝑥�}, 𝐼𝐼) ∝ 𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝({𝑥𝑥�}|𝑥𝑥∗, 𝑧𝑧∗, 𝐼𝐼) × 𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝(𝑥𝑥∗|𝐼𝐼) × 𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝(𝑧𝑧∗|𝐼𝐼) 

 

𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝(𝑥𝑥∗, 𝑧𝑧∗|{𝑥𝑥�}, 𝐼𝐼) ∝ 𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝({𝑥𝑥�}|𝑥𝑥∗, 𝑧𝑧∗, 𝐼𝐼) 

 

(𝑥𝑥∗, 𝑦𝑦∗, 𝑧𝑧∗) 

𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝(𝜗𝜗�|𝑥𝑥∗, 𝑧𝑧∗, 𝐼𝐼) =
1
𝜋𝜋

 

 

𝑥𝑥� = 𝑧𝑧∗ × 𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡(𝜗𝜗�) + 𝑥𝑥∗ 

𝜗𝜗� = arctan �
𝑥𝑥� − 𝑥𝑥∗

𝑧𝑧∗ � 

 

𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝({𝑥𝑥�}|𝑥𝑥∗, 𝑧𝑧∗, 𝐼𝐼) = 𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝(𝜗𝜗�|𝑥𝑥∗, 𝑧𝑧∗, 𝐼𝐼) × �
𝑑𝑑𝑑𝑑�

𝑑𝑑𝑑𝑑 � =
1
𝜋𝜋

×
𝑧𝑧∗

𝑧𝑧∗� + (𝑥𝑥� − 𝑥𝑥∗)� 

 

 

𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝(𝑥𝑥∗|{𝑥𝑥�}, 𝑧𝑧∗, 𝐼𝐼) 

 

𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝(𝑥𝑥∗|{𝑥𝑥�}, 𝑧𝑧∗, 𝐼𝐼) ∝ 𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝({𝑥𝑥�}|𝑥𝑥∗, 𝑧𝑧∗, 𝐼𝐼) × 𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝(𝑥𝑥∗|𝑧𝑧∗, 𝐼𝐼) 

𝑥𝑥∗𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝 𝑎𝑎 𝑧𝑧∗ 

 

𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝(𝑥𝑥∗|𝑧𝑧∗) =  𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝(𝑥𝑥∗) 

𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝(𝑥𝑥∗) 

 

𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝(𝑥𝑥∗) =
1

𝑥𝑥��� − 𝑥𝑥���
 

𝑥𝑥��� = 5𝑚𝑚𝑚𝑚     𝑥𝑥��� = −5𝑚𝑚𝑚𝑚 

 

 

𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝({𝑥𝑥�}|𝑥𝑥∗, 𝑧𝑧∗, 𝐼𝐼) = � 𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝({𝑥𝑥�}|𝑥𝑥∗, 𝑧𝑧∗, 𝐼𝐼)
�

���

= �
1
𝜋𝜋

×
𝑧𝑧∗

𝑧𝑧∗� + (𝑥𝑥� − 𝑥𝑥∗)�

�

���

 

 

𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝(𝑥𝑥∗, 𝑧𝑧∗|{𝑥𝑥�}, 𝐼𝐼) ∝ 𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝({𝑥𝑥�}|𝑥𝑥∗, 𝑧𝑧∗, 𝐼𝐼) × 𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝(𝑥𝑥∗|𝐼𝐼) × 𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝(𝑧𝑧∗|𝐼𝐼) 

 

𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝(𝑥𝑥∗, 𝑧𝑧∗|{𝑥𝑥�}, 𝐼𝐼) ∝ 𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝({𝑥𝑥�}|𝑥𝑥∗, 𝑧𝑧∗, 𝐼𝐼) 

 

(𝑥𝑥∗, 𝑦𝑦∗, 𝑧𝑧∗) 

𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝(𝜗𝜗�|𝑥𝑥∗, 𝑧𝑧∗, 𝐼𝐼) =
1
𝜋𝜋

 

 

𝑥𝑥� = 𝑧𝑧∗ × 𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡(𝜗𝜗�) + 𝑥𝑥∗ 

𝜗𝜗� = arctan �
𝑥𝑥� − 𝑥𝑥∗

𝑧𝑧∗ � 

 

𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝({𝑥𝑥�}|𝑥𝑥∗, 𝑧𝑧∗, 𝐼𝐼) = 𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝(𝜗𝜗�|𝑥𝑥∗, 𝑧𝑧∗, 𝐼𝐼) × �
𝑑𝑑𝑑𝑑�

𝑑𝑑𝑑𝑑 � =
1
𝜋𝜋

×
𝑧𝑧∗

𝑧𝑧∗� + (𝑥𝑥� − 𝑥𝑥∗)� 

 

 

𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝(𝑥𝑥∗|{𝑥𝑥�}, 𝑧𝑧∗, 𝐼𝐼) 

 

𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝(𝑥𝑥∗|{𝑥𝑥�}, 𝑧𝑧∗, 𝐼𝐼) ∝ 𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝({𝑥𝑥�}|𝑥𝑥∗, 𝑧𝑧∗, 𝐼𝐼) × 𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝(𝑥𝑥∗|𝑧𝑧∗, 𝐼𝐼) 

𝑥𝑥∗𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝 𝑎𝑎 𝑧𝑧∗ 

 

𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝(𝑥𝑥∗|𝑧𝑧∗) =  𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝(𝑥𝑥∗) 

𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝(𝑥𝑥∗) 

 

𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝(𝑥𝑥∗) =
1

𝑥𝑥��� − 𝑥𝑥���
 

𝑥𝑥��� = 5𝑚𝑚𝑚𝑚     𝑥𝑥��� = −5𝑚𝑚𝑚𝑚 

 

 

𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝({𝑥𝑥�}|𝑥𝑥∗, 𝑧𝑧∗, 𝐼𝐼) = � 𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝({𝑥𝑥�}|𝑥𝑥∗, 𝑧𝑧∗, 𝐼𝐼)
�

���

= �
1
𝜋𝜋

×
𝑧𝑧∗

𝑧𝑧∗� + (𝑥𝑥� − 𝑥𝑥∗)�

�

���

 

 

𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝(𝑥𝑥∗, 𝑧𝑧∗|{𝑥𝑥�}, 𝐼𝐼) ∝ 𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝({𝑥𝑥�}|𝑥𝑥∗, 𝑧𝑧∗, 𝐼𝐼) × 𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝(𝑥𝑥∗|𝐼𝐼) × 𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝(𝑧𝑧∗|𝐼𝐼) 

 

𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝(𝑥𝑥∗, 𝑧𝑧∗|{𝑥𝑥�}, 𝐼𝐼) ∝ 𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝({𝑥𝑥�}|𝑥𝑥∗, 𝑧𝑧∗, 𝐼𝐼) 

 

(𝑥𝑥∗, 𝑦𝑦∗, 𝑧𝑧∗) 

𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝(𝜗𝜗�|𝑥𝑥∗, 𝑧𝑧∗, 𝐼𝐼) =
1
𝜋𝜋

 

 

𝑥𝑥� = 𝑧𝑧∗ × 𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡(𝜗𝜗�) + 𝑥𝑥∗ 

𝜗𝜗� = arctan �
𝑥𝑥� − 𝑥𝑥∗

𝑧𝑧∗ � 

 

𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝({𝑥𝑥�}|𝑥𝑥∗, 𝑧𝑧∗, 𝐼𝐼) = 𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝(𝜗𝜗�|𝑥𝑥∗, 𝑧𝑧∗, 𝐼𝐼) × �
𝑑𝑑𝑑𝑑�

𝑑𝑑𝑑𝑑 � =
1
𝜋𝜋

×
𝑧𝑧∗

𝑧𝑧∗� + (𝑥𝑥� − 𝑥𝑥∗)� 

 

 

𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝(𝑥𝑥∗|{𝑥𝑥�}, 𝑧𝑧∗, 𝐼𝐼) 

 

𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝(𝑥𝑥∗|{𝑥𝑥�}, 𝑧𝑧∗, 𝐼𝐼) ∝ 𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝({𝑥𝑥�}|𝑥𝑥∗, 𝑧𝑧∗, 𝐼𝐼) × 𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝(𝑥𝑥∗|𝑧𝑧∗, 𝐼𝐼) 

𝑥𝑥∗𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝 𝑎𝑎 𝑧𝑧∗ 

 

𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝(𝑥𝑥∗|𝑧𝑧∗) =  𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝(𝑥𝑥∗) 

𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝(𝑥𝑥∗) 

 

𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝(𝑥𝑥∗) =
1

𝑥𝑥��� − 𝑥𝑥���
 

𝑥𝑥��� = 5𝑚𝑚𝑚𝑚     𝑥𝑥��� = −5𝑚𝑚𝑚𝑚 

 

 

𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝({𝑥𝑥�}|𝑥𝑥∗, 𝑧𝑧∗, 𝐼𝐼) = � 𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝({𝑥𝑥�}|𝑥𝑥∗, 𝑧𝑧∗, 𝐼𝐼)
�

���

= �
1
𝜋𝜋

×
𝑧𝑧∗

𝑧𝑧∗� + (𝑥𝑥� − 𝑥𝑥∗)�

�

���

 

 

𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝(𝑥𝑥∗, 𝑧𝑧∗|{𝑥𝑥�}, 𝐼𝐼) ∝ 𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝({𝑥𝑥�}|𝑥𝑥∗, 𝑧𝑧∗, 𝐼𝐼) × 𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝(𝑥𝑥∗|𝐼𝐼) × 𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝(𝑧𝑧∗|𝐼𝐼) 

 

𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝(𝑥𝑥∗, 𝑧𝑧∗|{𝑥𝑥�}, 𝐼𝐼) ∝ 𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝({𝑥𝑥�}|𝑥𝑥∗, 𝑧𝑧∗, 𝐼𝐼) 

 

(𝑥𝑥∗, 𝑦𝑦∗, 𝑧𝑧∗) 

𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝(𝜗𝜗�|𝑥𝑥∗, 𝑧𝑧∗, 𝐼𝐼) =
1
𝜋𝜋

 

 

𝑥𝑥� = 𝑧𝑧∗ × 𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡(𝜗𝜗�) + 𝑥𝑥∗ 

𝜗𝜗� = arctan �
𝑥𝑥� − 𝑥𝑥∗

𝑧𝑧∗ � 

 

𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝({𝑥𝑥�}|𝑥𝑥∗, 𝑧𝑧∗, 𝐼𝐼) = 𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝(𝜗𝜗�|𝑥𝑥∗, 𝑧𝑧∗, 𝐼𝐼) × �
𝑑𝑑𝑑𝑑�

𝑑𝑑𝑑𝑑 � =
1
𝜋𝜋

×
𝑧𝑧∗

𝑧𝑧∗� + (𝑥𝑥� − 𝑥𝑥∗)� 

 

 

𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝(𝑥𝑥∗|{𝑥𝑥�}, 𝑧𝑧∗, 𝐼𝐼) 

 

𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝(𝑥𝑥∗|{𝑥𝑥�}, 𝑧𝑧∗, 𝐼𝐼) ∝ 𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝({𝑥𝑥�}|𝑥𝑥∗, 𝑧𝑧∗, 𝐼𝐼) × 𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝(𝑥𝑥∗|𝑧𝑧∗, 𝐼𝐼) 

𝑥𝑥∗𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝 𝑎𝑎 𝑧𝑧∗ 

 

𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝(𝑥𝑥∗|𝑧𝑧∗) =  𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝(𝑥𝑥∗) 

𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝(𝑥𝑥∗) 

 

𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝(𝑥𝑥∗) =
1

𝑥𝑥��� − 𝑥𝑥���
 

𝑥𝑥��� = 5𝑚𝑚𝑚𝑚     𝑥𝑥��� = −5𝑚𝑚𝑚𝑚 

 

 

𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝({𝑥𝑥�}|𝑥𝑥∗, 𝑧𝑧∗, 𝐼𝐼) = � 𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝({𝑥𝑥�}|𝑥𝑥∗, 𝑧𝑧∗, 𝐼𝐼)
�

���

= �
1
𝜋𝜋

×
𝑧𝑧∗

𝑧𝑧∗� + (𝑥𝑥� − 𝑥𝑥∗)�

�

���

 

 

𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝(𝑥𝑥∗, 𝑧𝑧∗|{𝑥𝑥�}, 𝐼𝐼) ∝ 𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝({𝑥𝑥�}|𝑥𝑥∗, 𝑧𝑧∗, 𝐼𝐼) × 𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝(𝑥𝑥∗|𝐼𝐼) × 𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝(𝑧𝑧∗|𝐼𝐼) 

 

𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝(𝑥𝑥∗, 𝑧𝑧∗|{𝑥𝑥�}, 𝐼𝐼) ∝ 𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝({𝑥𝑥�}|𝑥𝑥∗, 𝑧𝑧∗, 𝐼𝐼) 

 

(𝑥𝑥∗, 𝑦𝑦∗, 𝑧𝑧∗) 

𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝(𝜗𝜗�|𝑥𝑥∗, 𝑧𝑧∗, 𝐼𝐼) =
1
𝜋𝜋

 

 

𝑥𝑥� = 𝑧𝑧∗ × 𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡(𝜗𝜗�) + 𝑥𝑥∗ 

𝜗𝜗� = arctan �
𝑥𝑥� − 𝑥𝑥∗

𝑧𝑧∗ � 

 

𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝({𝑥𝑥�}|𝑥𝑥∗, 𝑧𝑧∗, 𝐼𝐼) = 𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝(𝜗𝜗�|𝑥𝑥∗, 𝑧𝑧∗, 𝐼𝐼) × �
𝑑𝑑𝑑𝑑�

𝑑𝑑𝑑𝑑 � =
1
𝜋𝜋

×
𝑧𝑧∗

𝑧𝑧∗� + (𝑥𝑥� − 𝑥𝑥∗)� 

 

 

𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝(𝑥𝑥∗|{𝑥𝑥�}, 𝑧𝑧∗, 𝐼𝐼) 

 

𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝(𝑥𝑥∗|{𝑥𝑥�}, 𝑧𝑧∗, 𝐼𝐼) ∝ 𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝({𝑥𝑥�}|𝑥𝑥∗, 𝑧𝑧∗, 𝐼𝐼) × 𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝(𝑥𝑥∗|𝑧𝑧∗, 𝐼𝐼) 

𝑥𝑥∗𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝 𝑎𝑎 𝑧𝑧∗ 

 

𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝(𝑥𝑥∗|𝑧𝑧∗) =  𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝(𝑥𝑥∗) 

𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝(𝑥𝑥∗) 

 

𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝(𝑥𝑥∗) =
1

𝑥𝑥��� − 𝑥𝑥���
 

𝑥𝑥��� = 5𝑚𝑚𝑚𝑚     𝑥𝑥��� = −5𝑚𝑚𝑚𝑚 

 

 

𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝({𝑥𝑥�}|𝑥𝑥∗, 𝑧𝑧∗, 𝐼𝐼) = � 𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝({𝑥𝑥�}|𝑥𝑥∗, 𝑧𝑧∗, 𝐼𝐼)
�

���

= �
1
𝜋𝜋

×
𝑧𝑧∗

𝑧𝑧∗� + (𝑥𝑥� − 𝑥𝑥∗)�

�

���

 

 

𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝(𝑥𝑥∗, 𝑧𝑧∗|{𝑥𝑥�}, 𝐼𝐼) ∝ 𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝({𝑥𝑥�}|𝑥𝑥∗, 𝑧𝑧∗, 𝐼𝐼) × 𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝(𝑥𝑥∗|𝐼𝐼) × 𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝(𝑧𝑧∗|𝐼𝐼) 

 

𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝(𝑥𝑥∗, 𝑧𝑧∗|{𝑥𝑥�}, 𝐼𝐼) ∝ 𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝({𝑥𝑥�}|𝑥𝑥∗, 𝑧𝑧∗, 𝐼𝐼) 

 

(𝑥𝑥∗, 𝑦𝑦∗, 𝑧𝑧∗) 

𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝(𝜗𝜗�|𝑥𝑥∗, 𝑧𝑧∗, 𝐼𝐼) =
1
𝜋𝜋

 

 

𝑥𝑥� = 𝑧𝑧∗ × 𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡(𝜗𝜗�) + 𝑥𝑥∗ 

𝜗𝜗� = arctan �
𝑥𝑥� − 𝑥𝑥∗

𝑧𝑧∗ � 

 

𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝({𝑥𝑥�}|𝑥𝑥∗, 𝑧𝑧∗, 𝐼𝐼) = 𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝(𝜗𝜗�|𝑥𝑥∗, 𝑧𝑧∗, 𝐼𝐼) × �
𝑑𝑑𝑑𝑑�

𝑑𝑑𝑑𝑑 � =
1
𝜋𝜋

×
𝑧𝑧∗

𝑧𝑧∗� + (𝑥𝑥� − 𝑥𝑥∗)� 

 

 

𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝(𝑥𝑥∗|{𝑥𝑥�}, 𝑧𝑧∗, 𝐼𝐼) 

 

𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝(𝑥𝑥∗|{𝑥𝑥�}, 𝑧𝑧∗, 𝐼𝐼) ∝ 𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝({𝑥𝑥�}|𝑥𝑥∗, 𝑧𝑧∗, 𝐼𝐼) × 𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝(𝑥𝑥∗|𝑧𝑧∗, 𝐼𝐼) 

𝑥𝑥∗𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝 𝑎𝑎 𝑧𝑧∗ 

 

𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝(𝑥𝑥∗|𝑧𝑧∗) =  𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝(𝑥𝑥∗) 

𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝(𝑥𝑥∗) 

 

𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝(𝑥𝑥∗) =
1

𝑥𝑥��� − 𝑥𝑥���
 

𝑥𝑥��� = 5𝑚𝑚𝑚𝑚     𝑥𝑥��� = −5𝑚𝑚𝑚𝑚 

 

 

𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝({𝑥𝑥�}|𝑥𝑥∗, 𝑧𝑧∗, 𝐼𝐼) = � 𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝({𝑥𝑥�}|𝑥𝑥∗, 𝑧𝑧∗, 𝐼𝐼)
�

���

= �
1
𝜋𝜋

×
𝑧𝑧∗

𝑧𝑧∗� + (𝑥𝑥� − 𝑥𝑥∗)�

�

���

 

 

𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝(𝑥𝑥∗, 𝑧𝑧∗|{𝑥𝑥�}, 𝐼𝐼) ∝ 𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝({𝑥𝑥�}|𝑥𝑥∗, 𝑧𝑧∗, 𝐼𝐼) × 𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝(𝑥𝑥∗|𝐼𝐼) × 𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝(𝑧𝑧∗|𝐼𝐼) 

 

𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝(𝑥𝑥∗, 𝑧𝑧∗|{𝑥𝑥�}, 𝐼𝐼) ∝ 𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝({𝑥𝑥�}|𝑥𝑥∗, 𝑧𝑧∗, 𝐼𝐼) 

 

(𝑥𝑥∗, 𝑦𝑦∗, 𝑧𝑧∗) 

(4.4)

(4.5)

(4.6)



28

𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝(𝜗𝜗�|𝑥𝑥∗, 𝑧𝑧∗, 𝐼𝐼) =
1
𝜋𝜋

 

 

𝑥𝑥� = 𝑧𝑧∗ × 𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡(𝜗𝜗�) + 𝑥𝑥∗ 

𝜗𝜗� = arctan �
𝑥𝑥� − 𝑥𝑥∗

𝑧𝑧∗ � 

 

𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝({𝑥𝑥�}|𝑥𝑥∗, 𝑧𝑧∗, 𝐼𝐼) = 𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝(𝜗𝜗�|𝑥𝑥∗, 𝑧𝑧∗, 𝐼𝐼) × �
𝑑𝑑𝑑𝑑�

𝑑𝑑𝑑𝑑 � =
1
𝜋𝜋

×
𝑧𝑧∗

𝑧𝑧∗� + (𝑥𝑥� − 𝑥𝑥∗)� 

 

 

𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝(𝑥𝑥∗|{𝑥𝑥�}, 𝑧𝑧∗, 𝐼𝐼) 

 

𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝(𝑥𝑥∗|{𝑥𝑥�}, 𝑧𝑧∗, 𝐼𝐼) ∝ 𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝({𝑥𝑥�}|𝑥𝑥∗, 𝑧𝑧∗, 𝐼𝐼) × 𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝(𝑥𝑥∗|𝑧𝑧∗, 𝐼𝐼) 

𝑥𝑥∗𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝 𝑎𝑎 𝑧𝑧∗ 

 

𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝(𝑥𝑥∗|𝑧𝑧∗) =  𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝(𝑥𝑥∗) 

𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝(𝑥𝑥∗) 

 

𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝(𝑥𝑥∗) =
1

𝑥𝑥��� − 𝑥𝑥���
 

𝑥𝑥��� = 5𝑚𝑚𝑚𝑚     𝑥𝑥��� = −5𝑚𝑚𝑚𝑚 

 

 

𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝({𝑥𝑥�}|𝑥𝑥∗, 𝑧𝑧∗, 𝐼𝐼) = � 𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝({𝑥𝑥�}|𝑥𝑥∗, 𝑧𝑧∗, 𝐼𝐼)
�

���

= �
1
𝜋𝜋

×
𝑧𝑧∗

𝑧𝑧∗� + (𝑥𝑥� − 𝑥𝑥∗)�

�

���

 

 

𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝(𝑥𝑥∗, 𝑧𝑧∗|{𝑥𝑥�}, 𝐼𝐼) ∝ 𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝({𝑥𝑥�}|𝑥𝑥∗, 𝑧𝑧∗, 𝐼𝐼) × 𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝(𝑥𝑥∗|𝐼𝐼) × 𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝(𝑧𝑧∗|𝐼𝐼) 

 

𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝(𝑥𝑥∗, 𝑧𝑧∗|{𝑥𝑥�}, 𝐼𝐼) ∝ 𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝({𝑥𝑥�}|𝑥𝑥∗, 𝑧𝑧∗, 𝐼𝐼) 

 

(𝑥𝑥∗, 𝑦𝑦∗, 𝑧𝑧∗) 

(4.7)

Se, come conforme al nostro problema, assumiamo z* uniforme in un intervallo [0,zmax], dove 

0 è lo stato dove inizio le rilevazioni, la probabilità a posteriori rimane proporzionale a quella 

trovata per il caso in cui z* era conosciuta:
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Applicando la procedura sopra indicata ai dati ottenuti mediante 6 simulazioni con PENELO-

PE di 1000 eventi di una sorgente collocata a profondità crescenti, -0.25mm, -0.5mm, -0.75mm, 

-1mm, -1.25mm, -1.50mm troviamo, implementando l’algoritmo con Mathematica, i seguenti 

andamenti delle probabilità di trovare la sorgente in un dato punto ad una determinata distanza.

Dove per trovare i punti di origine della mia sorgente è bastato calcolare i massimi.

Riporto di seguito alcuni esempi dell’andamento della probabilità a posteriori ottenuta dai dati 

simulati. 

4.1.1 RISULTATI METODO DEL FARO

z* = 0.25mm 

z*=0.5mm  

z* = 1mm 

Conclusioni: 
 
 
 I due metodi rappresentati in questa tesi presentano delle peculiarità precise. Il primo 
funzione molto bene a brevi distanze dalla sorgente sia per la ricostruzione della posizione 
x* che, ben più difficile, per la ricostruzione della distanza z*. Inoltre, uno dei principali 
punti di forza del metodo del faro è dato dal fatto che non serve effettuare molteplici 
scansioni a varie distanze per avere un valore attendibile di posizione e distanza, ma ne 
basta una unica. 
Il metodo dell’interpolazione è anch’esso molto valido e presenta risultati migliori dell’altro 
nel caso in cui le distanze aumentano. Inoltre supponiamo che i risultati sarebbero 
migliorati ancora se fossimo riusciti ad aumentare il numero di strati lungo z, diventando 
così in grado di aumentare sensibilmente il numero di punti per il fit di ricostruzione. Nella 
pratica però, durante un intervento chirurgico, rimane molto difficile riuscire a effettuare 
molte scansioni perpendicolari consecutive.   
Per questo in una prima analisi il metodo del faro rimane il più attuabile concretamente.  
 
 

{𝑥𝑥 → 0.00107577, 𝑧𝑧 → 0.217124} 
 

{𝑥𝑥 → −0.0281865, 𝑧𝑧 → 0.410688} 
 

{𝑥𝑥 → −0.0351734, 𝑧𝑧 → 0.725994} 
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Figura 15 - Andamento della verosimiglianza. Fonte: Elaborazione personale.
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sono state ripetute 5 simulazioni di 1000 eventi ciascuna ad ogni distanza della sorgente per 

trovare un valore medio di assestamento delle posizioni. Riporto in tabella la media dei valori 

ricostruiti sia per le posizioni lungo x che le distanze lungo z.

Si può notare subito che andando ad aumentare la distanza dalla sorgente il metodo di ricostru-

zione, sebbene le misure rimangano precise,  perde di accuratezza:

In questo grafico σ rappresenta l’errore sui dati ottenuti dalla simulazione rispetto ai valori veri, 

procedimento svolto per rendere visualizzabile l’elevato peggioramento di accuratezza con la 

distanza. f(x) rappresenta l’andamento lineare che ci aspetteremo se le distanze ricostruite fos-

sero molto vicine al valore vero. Notiamo invece che, tranne che a piccole distanze, l’anda-

mento delle ricostruzioni segue la retta t(x) che tende ad allontanare i valori predetti a distanze 

crescenti. Per questo motivo è necessaria una calibrazione. Per migliorare l’accuratezza delle 

misure, in questo caso, la calibrazione consisterà nel trovare l’angolo α tra la retta t(x) e f(x), 

utilizzandolo per traslare i valori ricostruiti verso quelli reali. L’operazione sarà necessario farla 

però, quando saremo in grado di avere delle misure reali tramite BETA-PIX

distanza corretta(mm) x'(mm) z'(mm) σx'(mm) σz'(mm) 
0.25 0.004 0.22 0.008 0.01 
0.50 -0.01 0.40 0.03 0.01 
0.75 0.01 0.57 0.02 0.01 
1.00 -0.02 0.71 0.03 0.03 
1.25 -0.03 0.83 0.06 0.03 
1.50 0.01 0.94 0.04 0.04 

 Figura 16 -  Risultati ottenuti. 

Figura 17 - Andamento accuratezza  misura. Fonte: Elaborazione personale.
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Un’altra osservazione da fare è che si nota che sfruttare un numero maggiori di scansioni a di-

stanze via via maggiori non migliora l’accuratezza del sistema, anzi la peggiora a causa dell’in-

troduzione costante di errori crescenti. Il metodo del faro può quindi, con una opportuna ca-

librazione, essere considerato un valido algoritmo di ricostruzione, infatti dobbiamo ricordare 

gli elettroni emessi dal radionuclide a circa 2MeV all’interno dell’organismo non penetreranno 

per più di 2/3mm, quindi non si potrà fisicamente avere informazioni sulla presenza di tumore 

a distanza maggiore di quella.
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4.2 METODO DELL’INTERPOLAZIONE

Questo metodo consiste nell’analizzare l’andamento dell’ampiezza della distribuzione degli 

elettroni in piani rilevati a più scansioni, eseguite tutte lungo la distanza in z e perpendicolari 

ad x. 

Per il calcolo dell’ampiezza ho eseguito dei fit gaussiani			   sui miei istogram-

mi, ottenendo in questo modo delle stime sia per  μ che per la FWHM con rispettivo errore. 

Riporto in seguito le interpolazioni per cinque scansioni lungo z.

     

Figura 18 - Interpolazione a z=-0.25 mm. 
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Ho adottato lo stesso procedimento anche per le sorgenti collocate rispettivamente a z =-0.5mm 

e z=-1.0mm. All’aumentare della distanza dalla sorgente i fit deviano maggiormente la dipen-

denza lineare della misura, per questo ho utilizzato le scansioni fatte fino ad 1mm di distanza 

per la sorgente collocata a -0.25mm dal piano d’origine e le scansioni fatte solo fino a 0.75mm 

per la sorgente collocata a -0.50mm e -1.00mm. A questo punto per ricostruire la identificazione 

della posizione in x della sorgente si è considerato il mean dei vari fit, presi alla distanza iniziale 

(la più precisa), mentre la FWHM ottenuta con i suoi rispettivi errori è stata rappresentata in 

funzione della distanza con i seguenti risultati “fittati”, successivamente, con una retta lineare 

al fine di intersecare l’asse delle z alla distanza stimata come valore atteso.

Riporto in seguito i risultati ottenuti in questo modo con 
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Figura 19 - Grafico e risultati ottenuti a z=-0.25 mm. 

Figura 20 - Grafico e risultati ottenuti a z=-0.50 mm. 
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Figura 21 - Grafico e risultati ottenuti a z=-1.00 mm. 
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Conclusioni: 
 

b (mm) σb (mm) a (mm) σa (mm) 
0.7 0.1 0.88 0.05 
z* (mm) σz* (mm) 

1.2 0.1 

I valori di z* sono stati ottenuti semplicemente imponendo la retta uguale a zero, propagando 

gli errori di a e b ottenuti dal fit su gnuplot.

Riporto i anche valori di x* con relativo errore:
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5. VALIDAZIONE PRELIMINARE

Per validare la simulazione con dati reali, sono state prese delle misure con ALPIDE, rivelatore 

simile a BETA-PIX, al fine di confrontare l’andamento dei rapporti delle larghezze della distri-

buzioni della simulazione e quelle reali.

Per quanto riguarda la simulazione abbiamo ricostruito un sistema il più simile possibile a 

quello dell’assett sperimentale di laboratorio. È stata quindi ridisegnata la geometria su PENE-

LOPE. Apparato e geometria a confronto nella seguente immagine:

L’esperimento è stato fatto limitando l’angolo di emissione della sorgente con un collimatore 

stretto tra la sorgente ed ALPIDE. Successivamente è stato interposto tra il collimatore ed AL-

PIDE, a 1mm di distanza dal collimatore, uno strato di polietilene di 0.9+-1mm per verificare 

la distribuzione dell’effetto dello scattering nel foglio di polietilene sulla distribuzione geome-

trica delle particelle entranti in ALPIDE. Riportiamo di seguito i risultati sperimentali e quelli 

simulati:

1mm

15mm

0.9mm

1mm

15mm

0.9mm

1mm

15mm

0.9mm

1mm

15mm

0.9mm

Figura 22 - A sinistra una foto dell’apparato in laboratorio. A destra in alto una raffigurazione stilizzata di tale sistema 
realre, in basso la geometria della simulazione PENELOPE.  Fonte: Elaborazione personale.
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Figura 23 - Misure laboratorio. A destra i risultati in geometria senza strato e a sinistra con. 
Fonte: Rielaborazione personale.

Figura 24 - Misure simulate. A destra i risultati in geometria senza strato e a sinistra con. 
Fonte: Rielaborazione personale.

Le misure presentano il rapporto tra le larghezze delle distribuzioni misurate come R1 = σ1/ σ2 

= 2.6 nel caso delle misure effettuate in laboratorio. 

Dalla simulazione del set-up con PENELOPE otteniamo invece R2 = σ3/ σ4 = 2.8. Allora, 

data la compatibilità tra i valori di R1e R2, ne deduciamo una prima validazione preliminare 

della nostra simulazione. Sarà interessante con il sensore ALPIDE prendere dati con sorgente 

puntiforme e con set-up discusso nel capitolo precedente, per ulteriore validazione della simu-

lazione. In questo lavoro di tesi tuttavia non è stato possibile prendere ulteriori dati.
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Nel corso della tesi sono stati affrontati vari temi, spaziando in molti campi. Il primo è stato 

quello centrato sul concetto di radiofarmaco. Successivamente abbiamo affrontato in modo ce-

lere i comportamenti degli elettroni quando attraversano la materia, necessari per capire come 

si propagano emettitori beta nella materia. Siamo così arrivati a vedere i principi di funziona-

mento su cui si basano dei particolari tipi di rivelatori atti a misurare questo genere di particelle, 

con focus particolare su APiX(tecnologia adoperata dalla sonda BETA-PIX). Volendo cercare 

di prevedere come potrebbe funzionare la sonda beta, è stato necessario affrontare il tema delle 

simulazioni, vedendo come una simulazione Monte Carlo è capace, tramite vari passi, di imi-

tare il comportamento di elettroni nella materia e, tramite PENELOPE, abbiamo ricostruito 

una geometria sulla quale abbiamo estratto dei dati simulati. Dopodiché siamo passati ad im-

plementare due metodi che ci permettessero di ricostruire posizione e distanza della sorgente 

radioattiva puntiforme. Abbiamo tratto le seguenti conclusioni:

I due metodi rappresentati in questa tesi presentano delle peculiarità precise. Il primo funziona 

molto bene a brevi distanze dalla sorgente sia per la ricostruzione della posizione x* che, ben 

più difficile, per la ricostruzione della distanza z*. Inoltre, uno dei principali punti di forza del 

metodo del faro è dato dal fatto che non serve effettuare molteplici scansioni a varie distanze 

per avere un valore attendibile di posizione e distanza, ma ne basta una unica. É necessaria però 

per aumentare l’accuratezza una calibrazione, a distanze crescenti del sistema.

Il metodo dell’interpolazione è anch’esso molto valido e presenta risultati migliori dell’altro 

nel caso in cui le distanze aumentano. Inoltre supponiamo che i risultati sarebbero migliorati 

ancora se fossimo riusciti ad aumentare il numero di strati lungo z, diventando così in grado di 

aumentare sensibilmente il numero di punti per il fit di ricostruzione. Nella pratica però, durante 

un intervento chirurgico, rimane molto difficile riuscire a effettuare molte scansioni perpendi-

colari consecutive.  

Infine si è voluto procedere ad una preliminare validazione del metodo Monte Carlo con l’ac-

quisizione di dati reali e di confronto con la simulazione. Per farlo abbiamo dovuto riscrivere 

la geometria del sistema, rifacendo partire poi da zero la simulazione con PENELOPE. Tutto 

questo è servito a dare concretezza ai risultati ottenuti dai metodi di ricostruzione. In prospetti-

va, ed in attesa della sonda BETA-PIX, andranno prese nuove misure con il chip ALPIDE per 

una accurata validazione dei metodi di ricostruzione discussi in questa tesi. Inoltre gli studi 

andranno continuati includendo l’analisi degli effetti sulla ricostruzione del rumore “di buio”, il 

quale non è trascurabile per il sensore di BETA-PIX.

CONCLUSIONI
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