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Introduzione

La teoria dell’equidistribuzione modulo 1 fu introdotta nel 1916 da Hermann Weyl
nel celebre articolo Uber die Gleichverteilung von Zahlen mod. Eins [Wey16]. Nato
come naturale sviluppo dei risultati di approssimazione ottenuti da Kronecker, tale
lavoro introdusse il moderno concetto di equidistribuzione e pose le basi di una teoria
che, nel corso del Novecento, ha trovato numerose applicazioni in analisi, teoria dei
numeri, probabilitd e sistemi dinamici. L’obiettivo di questa tesi ¢ presentare i
principali risultati classici della teoria delle successioni equidistribuite in [0, 1), per
poi approfondire alcuni sviluppi successivi che mettono in luce il ruolo degli strumenti
analitici nello studio dell’equidistribuzione.

Il primo capitolo é dedicato alla dimostrazione del Teorema di Approssimazione
di Weierstrass nella forma trigonometrica, risultato che costituisce uno strumento
importante per lo sviluppo della teoria. Seguiamo I'impostazione della dimostrazione
del teorema nella forma classica riportata in [Rud76].

Nel secondo capitolo vengono introdotti i risultati fondamentali della teoria del-
I’equidistribuzione. Si studia dapprima la successione (n+y), la cui equidistribuzione,
nel caso in cui vy sia irrazionale, é garantita dal Teorema di Equidistribuzione di Weyl.
Come conseguenza di questo risultato viene ricavato il Teorema di Approssimazione
di Kronecker. Successivamente, le idee impiegate nella dimostrazione del teorema
vengono estese al caso di successioni arbitrarie, conducendo al Criterio di Weyl, che
fornisce una caratterizzazione dell’equidistribuzione mediante somme esponenziali.
Per la presentazione dei risultati abbiamo seguito la trattazione contenuta in [SS03,
Cap. 4].

Il terzo capitolo é dedicato ad alcuni risultati che utilizzano il Criterio di Weyl per
ottenere condizioni sufficienti di equidistribuzione per successioni generali. Le dimo-
strazioni combinano strumenti di analisi reale e complessa e fanno ricorso a diversi
risultati tecnici, riportati e dimostrati nel testo. Viene infine introdotto il concetto
di equidistribuzione quasi ovunque per successioni di funzioni, per il cui studio so-
no richiamate alcune nozioni di base della teoria della misura. In questo capitolo,
intendiamo offrire una panoramica di alcuni degli sviluppi che la teoria dell’equi-
distribuzione ha conosciuto nel corso dell’ultimo secolo. Il riferimento principale é
[KNT74, Cap. 1].

Nel quarto capitolo presentiamo alcuni problemi, svolti in autonomia, che illu-
strano tramite esempi e controesempi tecniche e ragionamenti tipicamente usati nello
studio delle successioni equidistribuite.
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Capitolo 1

Teorema di approssimazione
trigonometrica

In questo capitolo definiamo i polinomi trigonometrici e dimostriamo il Teorema di
Approssimazione di Weierstrass (Teorema 1.3), un risultato che sara fondamentale
nella dimostrazione del Teorema di Equidistribuzione di Weyl (Teorema 2.10).

1.1 I polinomi trigonometrici

Definizione 1.1 (Polinomi trigonometrici). Le funzioni 27-periodiche P : R — R
del tipo

P(z) = % + Z ay, cos kx + by sin kx, z €R, (1.1)
k=1

conn € N e ag, b € R sono dette polinomi trigonometrici.

Osservazione 1.2. Usando la formula di Eulero
e = cos(t) + isin(t),

é possibile scrivere i polinomi trigonometrici come somma di funzioni esponenziali
complesse della forma

P(z)= Y e, (1.2)
k=—n

con oy, € C.
Infatti, dato un polinomio trigonometrico come nella (1.1), definendo i coefficienti

ak:a’“%b’“, LeN
aj

aozzéa

a_k:%7 EeN

3



4  CAPITOLO 1. TEOREMA DI APPROSSIMAZIONE TRIGONOMETRICA

si ottiene la forma esponenziale del polinomio.
Quindi, se una proprieta vale per ogni funzione della forma (1.2), allora vale per tutti
i polinomi trigonometrici.

1.2 Formula di Wallis
In questa sezione mostreremo il comportamento asintotico della successione
s T —1
a(n) = (/ cos*" <—> dw) n € N.
— 2
Dalla parita della funzione coseno otteniamo

/7r cos™" <g> dx = 2/7T cos™" (g) dx = 4/ﬂ/2 cos®™ (z) da.
_ 0 0

™

Studiamo allora la quantita I, := fow/ % cos™ (x) dz. Integrando per parti ricavia-
mo

w/2 w/2
= cos" (z) dx = cos(x) cos™ 1 (z) dx
[n_/o (2) d /O (2) cos™ " (x) d
w/2 /2
— sin(z) - (n — 1)(=1) sin(z) cos™ 2(z) dx
| sin@) - (0= D) sina) cos 2 (w)

= sin(z) cos™*(z)

0

w/2
=0+ (n—1) / sin?(x) cos" % (x) dx
0

w/2
=(n-1) /0 (1- cosz(x)) cos"%(x) dx

=(n—1)In—2 — In).

Da cui ricaviamo 1
n —
I, =

Lo per n > 2. (1.3)
I termini iniziali della successione sono

1025 e 11:1.

Iterando la (1.3), otteniamo una formula per i termini pari e dispari della successione:

2n —1 2n—1 2n—3 3 1 T

Indici pari: Io, = ——— Iy, 5 = . ...,.,.<7)
paierpant: o = o a2 = o o T 1 2\
2n 2n 2n — 2 4 2

Indici dispari: Iopq1 = 1

2 L = e 2.0,
FT i W s P S R B
Poiché 0 < cos(z) < 1 per x € [0,7/2], valgono le disuguaglianze

cos® () < cos?(z) < cos® !(x),
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da cui
Iont1 < Iop < Izp—1.

Dividiamo per Io,11, cosi da ottenere

I I Iop— 2 1
_ L o fon on-r 2nt — 1 per n — oo.

1=
Iopy1 = Iopy1 = Iopy 2n

Per confronto vale
I2n

— 1,
Iop 41
ovvero
2n+1 2n-—1 5 3
1= lim I, - it hd
nooo 2 o Top—2 42

2
= lim Iy, - (2n + 1)I2n . —
T

n—oo

Quindi otteniamo
2
lim /(2n+1) - Iy, - \/7: 1.
n—o0 T

Allora risulta -

2 (2) do =Ly =4[5
o (2 T =N 2en 1)
e abbiamo
2n+1
~ . 1.4
a(n) o (1.4)

1.3 Teorema di Approssimazione di Weierstrass

Il seguente teorema permette di approssimare in maniera uniforme funzioni continue
e periodiche tramite polinomi trigonometrici.

Teorema 1.3 (Teorema di Approssimazione di Weierstrass trigonometrico). L’in-
sieme dei polinomi trigonometrici é denso rispetto alla convergenza uniforme nell’in-
sieme delle funzioni continue 2m-periodiche.

Dimostrazione. Sia f : R — R una funzione continua e 27-periodica. Per n € N sia
©n : R — R definita nel seguente modo:

on(z) = a(n) cos®™ (g) , (1.5)

dove la costante a(n) ¢ fissata dalla condizione

a(n) /7T cos?" (g) dr = 1. (1.6)

—T
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Dalla periodicita di cos?(z/2) si deduce che la funzione ¢, () é 2r-periodica.
Sappiamo inoltre che 'andamento asintotico di a(n) & come nella (1.4).
Per z € R definiamo

fue) = [ F(©pnta—6)de.

La funzione f,(x) ¢ 2m-periodica ed ¢ un polinomio trigonometrico nelle x per ogni
n € N.
Fissato € > 0, mostriamo che esiste n € N tale che per ogni n > n si ha

sup|f(z) — fu(z)| <e.
z€R
Siccome entrambe le funzioni sono 2w-periodiche, bastera dimostrare

sup [f(x) = fu(z)| <e. (1.7)

z€[—m,m]

La funzione f ¢ continua e periodica. Allora ¢ limitata, |f(z)| < M per ogni
x € R, ed & uniformemente continua. Dunque esiste § > 0 tale che |f(z) — f(§)| < e
per ogni |x — | < 4. Sia x € [—m, 7] e consideriamo

fule)— @) =| [ H€onla - )6 - f(o) /

—T

= ‘/ () pn(x =€) d&‘

Nella prima uguaglianza abbiamo usato che, essendo ¢, (x) 2r-periodica, vale

/T;%(x_g)dg_/;:ﬂ%(t)dt_/i%(t)dt—1.

Ora, per motivi di periodicita, possiamo supporre senza perdita di generalita che
—m+ 6 <x <m—49. Allora otteniamo

fnl) — f(2)] < / F(©) = F(@)|gn(z — ) de

[=m7]N{le—¢{| <6}

+ / F(©) — f(@)ln(e — &) de.
[—m,7]n{|z—&| >0}

Per stimare il primo termine sfruttiamo 'uniforme continuita e si ha

™

ouli — &) df}

<e
T

—~—
/ () — F(@)] pnle — &) de < / ol — € dé = e,
[—m,m]N{|z—£|<d}

—T
per ogni n e per ogni x.

La stima del secondo termine é invece garantita dalla limitatezza di f. Abbiamo
infatti

/ () — f@)lgnle — €) de < 2M onle — €)dt
[—m,m]n{|z—&|>d} [—m,m]N{|z—&|>d}
< OM - (2m)n(6),
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per ogni x.
La seconda disuguaglianza ¢ giustificata dal fatto che il massimo di ¢y, (§) in [, 7N
{|€] > &} si trova in € = +6 e, per simmetria, ¢, () = @n(—0).

Abbiamo cosi ottenuto

‘fn(x) - f(l‘)| <e+ 4M7T90n(5)7

per ogni n € N. Per via dell’andamento asintotico di «(n) risulta che, per ogni
0 € (0,7), si ha

lim ¢, () = lim a(n)cos®™ <5> =0.

n—00 n—o00 2

La (1.7) & provata. O
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Capitolo 2

Teorema di Equidistribuzione di
Weyl

Iniziamo il percorso che ci condurra al Teorema di Equidistribuzione di Weyl.

2.1 La successione (nv)

Sia x un numero reale, definiamo la parte intera di x come il pit grande intero minore
o uguale di z e la denotiamo con [z], ovvero [z] := max{n € Z : n < z}. Definiamo
la parte frazionaria di x come (z) := x — [z]. Si nota che (z) € [0,1) per ogni z € R.

Possiamo definire una relazione d’equivalenza su R nel seguente modo: = ~ y se
x —1y € Z. Se x ~ y scriveremo

xr=1y modZ oppure xr =19y mod 1.

Scegliamo come rappresentante di ogni classe di equivalenza la parte frazionaria degli
elementi della classe. Esso ¢ univocamente determinato per come é stata definita la
parte frazionaria.

Consideriamo ora v € R con v # 0. A partire dalla successione 7,2v,37,...
definiamo la successione delle parti frazionarie:

(), (27), 37, - -

E possibile fare due osservazioni:

Osservazione 2.1. Se v ¢ razionale, allora il numero di termini distinti della suc-
cessione (ny) ¢ finito.

Osservazione 2.2. Se v ¢ irrazionale, tutti i termini della successione (ny) sono
distinti.

Per convincersi della prima osservazione basta notare che, posto v = g conpeq
interi coprimi, i primi g termini della successione saranno

(M) ()0

9
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e la successione iniziera a ripetersi da questo punto con periodo ¢, dato che

(20) (222 (2) ()

e quindi il g + 1-esimo termine della successione & uguale al primo.

La seconda osservazione si dimostra per assurdo. Infatti se esistessero due termini
uguali, allora esisterebbero ny,ng tali che (n17y) = (n27y). Ma allora niy ~ nav, da
cui n1y — n2y = (n1 — n2)y € Z. Questo implicherebbe v € Q, assurdo.

In particolare nel Corollario 2.13 verra mostrato che se 7y & irrazionale allora (n+y)
¢ densa nell’intervallo [0, 1).

2.2 Successioni equidistribuite

Introduciamo ora la definizione centrale di questo capitolo.

Definizione 2.3 (Successione equidistribuita). Una successione {&,}nen in [0,1)
si dice equidistribuita o uniformemente distribuita sull’intervallo [0,1) se per ogni
coppia di numeri reali a,b con 0 < a < b <1 vale

o HLEN SN 6 € (b))
N—o0 N

=b—a, (2.1)

dove # A indica la cardinalita dell’insieme A.

D’ora in poi, se non altrimenti specificato, intenderemo che l'intervallo su cui la
successione ¢ equidistribuita sia sempre [0, 1).

Questa proprieta garantisce che la successione tenda ad essere distribuita in una
maniera uniforme su [0,1) all’aumentare dei termini presi in considerazione. Cio
perché, per N abbastanza grande, la proporzione di &, € (a,b) con n < N tende ad
essere uguale al rapporto fra la lunghezza dell'intervallo (a, b) e la lunghezza di [0, 1).

Esempio 2.4. La successione {ay,}nen 1 cul primi termini sono

1 1 2 1 2 3 1
0707 57 07 57 57 07 Zv Z? Za 07 53
¢ equidistribuita. Per una dimostrazione di questo fatto si veda il Problema 4.1.
Notiamo che la successione, tolti gli zeri, ¢ un’enumerazione dei razionali.

Esempio 2.5. Sia {r},ecn un’enumerazione dei razionali in [0, 1). Allora la succes-
sione definita da
€, = Tps2  Sen € pari
0 se n € dispari

non ¢ equidistribuita. Infatti, scegliendoa = 1/3 e b = 1, I'intervallo (1/3,1) conterra
meno della meta dei termini della successione, dato che meta dei termini sono 0. Ma
b—a = 2/3 > 1/2 e abbiamo trovato un intervallo (a, b) che non rispetta il limite (2.1).
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Modifichiamo I’Esempio 2.5 per mostrare che la proprietd di equidistribuzione
dipende dall’ordinamento della successione.

Esempio 2.6. Sia {a,} la successione definita nell’Esempio 2.4. Definiamo ora una
nuova successione {£,} nel seguente modo:

€, = an/2  semn € pari
n — N . .
0 se n ¢ dispari.

La successione appena definita non € equidistribuita per lo stesso ragionamento usato
nell’Esempio 2.5.

Notiamo che le successioni {a,} e {&,} definite nell’Esempio 2.4 e nell’Esem-
pio 2.6 sono uguali a meno di riordinamento. Infatti, i termini pari di {&,} sono
esattamente 1 termini di {a,} mentre i termini dispari di {,} sono tutti zeri e
possono essere “ottenuti” dagli infiniti zeri contenuti in {a,}. Questa osservazione
mostra che 'equidistribuzione di una successione non é invariante per riordinamenti.

Nella definizione di successione equidistribuita, la scelta di considerare I'intervallo
(a,b) aperto non ¢ necessaria.

Proposizione 2.7. Nella Definizione 2.3 l'intervallo di lunghezza b — a considerato
puo essere equivalentemente considerato aperto, chiuso o semiaperto.

Dimostrazione. Dimostriamo ’equivalenza della definizione nel caso in cui 'inter-
vallo sia del tipo [a,b), il caso [a,b] si dimostra in maniera simile. Proviamo, per
prima cosa, che la proprieta di equidistribuzione nella versione [a, b) & implicata dalla
Definizione 2.3. Mostriamo che, data una successione equidistribuita, valga

i #{1<n<N:& €la,b)}
N—oo N

=b—a. (2.2)
Notiamo che
#1<n<N:&Gefab)=#{1<n<N:& €(ab)+#{1<n< N:&, =a}.

Quindi, usando il fatto che la successione é equidistribuita, basta mostrare

. #{1§n§N3gn:a}
lim =
N—o0 N

0.

Fissato € > 0, avremo:

1<n<N: = 1<n<N: _
limsup#{ =n= &n a}< lim #l1<n< én€(a—e,a+e)}

— %.
. N = N N c

Dall’arbitrarieta di € otteniamo che il limite &€ uguale a 0 ed é dimostrata la prima
implicazione.

La dimostrazione dell’'implicazione opposta, ovvero che se una successione ri-
spetta la proprieta (2.2), allora la successione ¢ necessariamente equidistribuita, ¢
sostanzialmente identica a quella appena fatta. Nell'ultimo passaggio ¢ necessario
considerare gli intervalli [a,a + ¢) invece che (a —€,a + ¢). O
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Proposizione 2.8. Una successione equidistribuita in [0, 1) é densa in [0, 1).

Dimostrazione. L’implicazione segue immediatamente dalla definizione di succes-
sione equidistribuita. Infatti, se {£,} ¢ equidistribuita allora per ogni intervallo
(a,b) C [0,1) esiste & € (a,b), dato che in caso contrario il limite nella (2.1) sarebbe
uguale a 0. O

2.3 1l Teorema di Equidistribuzione di Weyl

L’Osservazione 2.1 assicura che, se 7 & razionale, (nvy) non ¢é equidistribuita in [0, 1).
La contronominale di questa affermazione é la seguente osservazione.

Osservazione 2.9. Se la successione (7),(27), (37),... & equidistribuita in [0,1)
allora ~ é irrazionale.

Il prossimo teorema mostra la validita dell’implicazione opposta. Otteniamo cosi
una caratterizzazione per 'equidistribuzione della successione (nvy).

Teorema 2.10 (Teorema di Equidistribuzione di Weyl). Se « ¢ irrazionale, allora la
successione (7), (27), (37), ... & equidistribuita in [0, 1).

Diamo una riformulazione analitica della tesi del teorema. Fissiamo (a,b) C [0,1)
e introduciamo la funzione caratteristica dell'intervallo (a,b) indicata da x(qp) ()
Possiamo estendere tale funzione a R per periodicitd (con periodo 1). Quindi,
notiamo che vale

N
#{1<n<N:(m) € (@b} = Xan).
n=1

Infatti, i termini della sommatoria “vengono contati” solo quando n~y appartiene
all'intervallo (a,b) traslato di un intero, ovvero esattamente quando (nvy) € (a,b).
La tesi del teorema diventa in questo modo

N 1
1
3 Xy (1) /0 Xeap (@) ds,  per N = oo, (2.3)

n=1

Grazie a questo passaggio abbiamo ridotto un’affermazione aritmetica ad una anali-
tica.
Il seguente lemma sara la chiave della dimostrazione del Teorema 2.10.

Lemma 2.11. Sia f : R — R una funzione continua e periodica di periodo 1. Se y
¢ un numero irrazionale, allora vale

1 & !
N Z f(ny) — /0 f(x) dx, per N — co. (2.4)
n=1
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Dimostrazione. La dimostrazione del lemma ¢ divisa in tre passaggi e utilizza il
Teorema di Approssimazione di Weierstrass nella forma trigonometrica per estendere
il risultato dai polinomi trigonometrici alle funzioni continue e periodiche.

Passo 1.

Passo 2.

Passo 3.

Controlliamo la validita della (2.4) nel caso in cui f ¢ una funzione esponenziale
del tipo €*™** con k € Z. Se f = 1, ovvero k = 0, la sommatoria converge
all’integrale. Se k # 0, avremo

i i f(ny) = 1 i e2mik(ny) _ 1 i (e%ilm)”
N n=1 N n=1 N

n=1
2miky V-1 2mik 2mik N
et 62m-k,yn_e T1—e v
N 2 N 1 e?miky
n=0

che tende a 0 per N — oo. Nell’ultimo passaggio abbiamo usato la formula
della somma geometrica. Cio ¢ possibile perché, dato che «y ¢ irrazionale, kv ¢ Z
per ogni k, e di conseguenza 2 7 £ 1.

Dato che, se f = 27z fol f(x)dx = 0, abbiamo dimostrato la validita
della (2.4) per le funzioni esponenziali ed il passo 1 ¢ concluso.

E evidente che se f e g soddisfano il lemma, allora lo stesso vale per Af + Bg
con A, B € C. Segue, dal Passo 1, che la (2.4) ¢ valida per tutti i polinomi
trigonometrici.

Sia € > 0. Dato che f ¢ una funzione continua di periodo 1, per il Teorema 1.3,
esiste un polinomio trigonometrico P tale che sup,cg|f(z) — P(z)| < ¢/3.
Inoltre, dal Passo 1, per N abbastanza grande, abbiamo

1 Y 1
N;P(ny)—/o P(x)dz

Di conseguenza otteniamo la seguente stima:

<<
3

1 X 1 1 X
N 2 0m) = [ yde| <32 10m) = Pl
1 1
—i—NnZ:lP(n'y)— ; P(z)dx
1
+ /0 P(z) — f(z)| da
g 3 g
Sg‘f‘g"’g_&“

Per maggiorare il primo ed il terzo termine abbiamo usato il fatto che P ap-
prossima bene f, mentre per stimare il secondo abbiamo fatto uso del Passo 2.
Facendo il limite per ¢ — 0 otteniamo la tesi.
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O
Ora abbiamo tutti gli strumenti per dimostrare il Teorema 2.10.

Dimostrazione. Definiamo nel seguente modo due funzioni, f= e fX, continue e

periodiche di periodo 1 che approssimano x4 () da sopra e sotto su [0, 1):

1 sex € (a+¢e,b—¢) 1 se z € (a,b)

o (z) = (x —a)/e sex€la,a+e] ) = (x—(a—¢))/e sex€la—e¢,a
(b—xz)/e sexel[b—e,b (b+¢e)—z)/e sexe[bb+e]l
0 altrimenti 0 altrimenti.

Ovvero due funzioni limitate da 1, che, in ogni intervallo [n,n 4 1), sono uguali a
X(a,p)(®) ovunque tranne che in intervalli di lunghezza totale 2.
In particolare, risulta

fo (@) < Xap (@) < £ (2), (2.5)

e vale

—a—25</f )dz e /f+ )dz <b—a+ 2e. (2.6)

Ponendo Sy = N anl X(a,p)(17), dalla disuguaglianza (2.5) otteniamo

1 & 1 &
O[T < Sy < Z (27)
n=1 n=1
Possiamo ora costruire le seguenti catene di relazioni:

N

o o 2
b—a—2€§/ fo(z)dx = lgnOONZfE ny) <11m1nfSN

2) o))
limsup Sy < hm —ng ny) / fH(x)dr < b—a+ 2,
0

N—oo

dove l'uguaglianza viene dal Lemma 2.11 applicato alle funzioni f (z) e fI(x),
le disuguaglianze (1) vengono dalla condizione (2.6) e le disuguaglianze (2) dalla
condizione (2.7).
Dato che il risultato trovato vale per ogni ¢ > 0, il limite limy_,o Sy esiste e
. 1
deve essere uguale a b — a, che ¢ esattamente fo X(ap) (7) d.
Abbiamo mostrato la validita della (2.3), che & equivalente alla tesi del Teorema. [J

Osservazione 2.12. La (2.3) vale anche se si considera la funzione caratteristica
di un intervallo chiuso o semiaperto. Questo perché il valore dell’integrale rimane
inalterato per variazioni su insiemi di misura nulla e il limite della sommatoria &
uguale se la successione € equidistribuita, come visto nella Proposizione 2.7.
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Corollario 2.13 (Teorema di Approssimazione di Kronecker). Se v ¢ irrazio-
nale la successione {(nvy)}, ¢ densa nellinsieme [0, 1).

Dimostrazione. Abbiamo visto che la successione é equidistribuita e dalla Proposi-
zione 2.8 sappiamo che una successione equidistribuita ¢ necessariamente densa. [

2.4 Conseguenze del teorema e Criterio di Weyl

Le ipotesi del Lemma 2.11 possono essere indebolite a f Riemann integrabile su [0, 1]
e periodica di periodo 1.

Corollario 2.14. Sia f una funzione Riemann integrabile su [0,1] e periodica di
periodo 1. Se v & un numero irrazionale, allora vale

1 N 1
3 R dx, N = .
v 2 f(ny) /0 f(z)dx per

Dimostrazione. Consideriamo una partizione dell’intervallo [0, 1] del tipo 0 = zp <
z1 < <zy = 1. Quindi, definiamo fy(z) = sup,, ,<y<., f(y) se x € [rj-1, 7))
e fu(x) =infs; ,<y<a, f(y) se z € [7j1,2;).

Ovvero:

M
fu(z) = ( sup f(y)> X[ _1.27) (Z)

YE[z;—1,7;]

" (2.8)
fu(@) = inf  f(Y) ) Xaj1.0)(®):
L - < Y ) X[ )

yE€[zj—1,7;]

<

Estendiamo fi(z) e fr(x) per periodicitd su R, mantenendo la stessa notazione.
Chiaramente fr(z) < f(z) < fu(z) e quindi

[ @< [ s [ e (29)

Fissiamo ¢ > 0, rendendo la partizione sufficientemente fine, otteniamo

1 1
/ fu(z)dx — / fro(z)dz <e. (2.10)
0 0

In questo passaggio abbiamo usato 'ipotesi f Riemann integrabile e il fatto che gli
integrali su [0,1) di fr e fy sono esattamente le somme inferiori e superiori di f.

Inoltre, notiamo che per fr e fy, essendo combinazioni lineari finite di funzioni
caratteristiche, vale la formula (2.3). Ovvero:

1 N 1 1 N 1
N;fL(TW)%/O fo(z)dz e N;ﬁ](nv)—)/o fu(z)de. (2.11)
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Possiamo quindi scrivere le seguenti catene di disuguaglianze:

1 1 [ 1 @2 1
| fo@ae—c= [ folo) o= Jim 3% Ju(m) < lgnint 33 1(0)

1 i () < Jim i 1 2
lim sup — f(ny) < lim — fulny :/fo dxg/fo dr + ¢,
moup 03 (m) < Jim 3 o) = [ fule)de < [ o)
dove l'uguaglianza viene dai limiti (2.11), le disuguaglianze (1) dalla relazione (2.10)
e le disuguaglianze (2) dalla relazione (2.9).

Per arbitrarieta di € possiamo dire limsup = liminf, quindi esiste il limite
: 1 N
limpy o0 N anl f(ny) e

N 1 1 1
. 1 : .
dm oy 3 0m) = iy | oo =t [ pptayds = [ pa e
lim._,o si puo intendere come limy;_ o, dove M ¢ il numero di intervalli della par-
tizione. L’ultima uguaglianza viene dal fatto che il limite delle somme superiori e
inferiori di Riemann & uguale se f ¢ Riemann integrabile. O

Osservazione 2.15. Notiamo che le ipotesi del Corollario 2.14 non possono essere
indebolite a f Lebesgue integrabile. Infatti, come controesempio, é sufficiente con-
siderare la funzione caratteristica della successione {(nvy)} estesa per periodicita su
R, ovvero x{(ny)}(x). Abbiamo cosi

N 1
1) 1
1= NZX{OW)}(”’Y) 74/0 X{<m>}(:ﬂ) dr = 0,

n=1

—~

dove l'uguaglianza (1) viene dal fatto che la funzione caratteristica nei punti della
successione vale sempre 1 e la (2) dal fatto che la funzione vale zero q.o.’

La funzione X{(m>}(x) ¢ Lebesgue integrabile ma non Riemann integrabile, quindi
non rispetta le ipotesi del Corollario 2.14.

Abbiamo enunciato i principali risultati relativi alla successione (n7y). Dimo-
striamo ora un criterio che permette di studiare ’equidistribuzione di una generica
successione {&,}.

Teorema 2.16 (Criterio di Weyl). Una successione di numeri reali £, &s, ... in [0,1)
é equidistribuita se e solo se per tutti gli interi k #£ 0 vale

N
1 .
N g e2miken ), per N — oo. (2.12)

n=1

Dimostrazione. Iniziamo dimostrando ’equidistribuzione della successione a partire
dalla (2.12) (<—).



2.4. CONSEGUENZE DEL TEOREMA E CRITERIO DI WEYL 17

Se vale la proprieta (2.12), allora si possono ripercorrere tutti i passaggi della
dimostrazione del Teorema 2.10. In particolare le ipotesi garantiscono quanto trovato
nel Passo 1. del lemma. Possiamo quindi seguire il ragionamento fatto nel Passo 2.
e nel Passo 3. e ottenere che per ogni f continua e periodica vale

1 1
AT n d, N .
N L6 [ s per N oo

Procediamo approssimando la funzione X(45 come fatto nella dimostrazione del
Teorema 2.10 e otteniamo

N 1

1

N E X(a,b)(én) —>/O X(ap) () dz, per N — oo, (2.13)
n=1

che, come descritto nella dimostrazione del teorema, é una riformulazione in termini
analitici della proprieta di equidistribuzione della successione &,.

Occupiamoci ora dell’implicazione opposta ( = ). Vogliamo mostrare che, se
{&} ¢ equidistribuita, allora per ogni f € C([0, 1]) vale

N 1

, 1
lim NZf(fn) = ; f(z)dx. (2.14)

Questo ¢ sufficiente perché

e¥™ike — cos(2mkax) +i sin(2rkx)

c0,1] o,

1 1
/ cos(2kmx)dr =0 e z/ sin(2knx) dx = 0.
0 0
Notiamo come lo studio si restringa alle f € C([0, 1]) anche se {¢,} C [0,1). Il motivo
é tecnico, dato che successivamente avremo la necessita di utilizzare 'integrabilita

di f. Iniziamo dimostrando la convergenza della successione delle medie all’integrale
nel caso in cui f = x[4) con a,b € [0,1]. Vale

N
D Xaw(&n) =#{1<n < N:& €la,b)}
n=1

e quindi

N 1
1 1 . W
i NHEZIX[a,b)(gn) = Jim SH#{l<n<N:g €lab)} = ba= /0 X[a,b) (%) dz,

dove I'uguaglianza (1) viene dalla Proposizione 2.7. Abbiamo cosi dimostrato la (2.14)
per la funzione caratteristica di [a, b).



18 CAPITOLO 2. TEOREMA DI EQUIDISTRIBUZIONE DI WEYL

Estendiamo il risultato a una generica f € C([0,1]). f ¢ continua in [0, 1] quindi
¢ anche integrabile secondo Riemann.
Possiamo allora ripercorrere i passaggi della dimostrazione del Corollario 2.14 consi-
derando una generica successione equidistribuita &, invece di nvy.
L’unica ipotesi sulla successione ny usata nel ragionamento era che valesse

N 1

1

3 N (m) /0 N (@) dz,
n=1

da cui seguiva la proprieta (2.11). La stessa condizione per la successione &, & quella
da noi appena dimostrata.

Una considerazione da fare € che nella dimostrazione del Corollario 2.14 é richiesto
che f sia periodica di periodo 1, mentre nel nostro caso f ¢ semplicemente C([0, 1]).
Tuttavia, la periodicita é richiesta esclusivamente perché la successione n-y non é
limitata; in questo caso &, é contenuta in [0, 1) per ipotesi e quindi basta richiedere
la continuita in [0, 1].

Otteniamo cosi il limite (2.14) e il criterio ¢ dimostrato. O

Osservazione 2.17. Nello studio dell’equidistribuzione di una successione {(&,)} si
puo controllare la validita della (2.12) senza considerare la parte frazionaria.

Questo perché

eQﬂ'ik(ﬁn) _ ezm'k[gn] . e?ﬂik(§n> 2mikn

=€
=1



Capitolo 3

Costruzione di1 successioni
equidistribuite

In questo capitolo vengono presentati alcuni risultati della teoria dell’equidistribu-
zione modulo 1 ottenuti attraverso I’applicazione del Criterio di Weyl. Tale crite-
rio consente di studiare ’equidistribuzione di successioni mediante strumenti propri
dell’analisi, riconducendo il problema alla stima di opportune somme esponenziali.

3.1 Teorema di Fejér

Introduciamo una definizione che estende il concetto di equidistribuzione su [0,1) a
successioni non necessariamente contenute nell’intervallo.

Definizione 3.1 (Successione equidistribuita modulo 1). Una successione {&, }nen
si dice equidistribuita modulo 1 se (&) ¢ equidistribuita su [0, 1).

Osservazione 3.2. Se una successione {, },en verifica la proprieta (2.12), allora &
equidistribuita modulo 1.

Come conseguenza del Criterio di Weyl, dimostriamo un teorema che ci permet-
terd di discutere vari esempi di successioni equidistribuite modulo 1.

Teorema 3.3. Sia {f(n)}, una successione di numeri reali tale che Af(n) = f(n+
1) — f(n) sia monotona all’aumentare di n. Se valgono:

lim Af(n)=0 e li_>m n|Af(n)| = oo, (3.1)

n—o0

allora {f(n)}, & equidistribuita modulo 1.
Serviranno due lemmi preparatori prima di dimostrare il teorema.

Lemma 3.4. Sia {a,}, una successione monotona di numeri reali di segno costante.
Vale
1 1

an an+1

1 1

< =+
[N Y

19
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Dimostrazione. La monotonia della successione a, garantisce che una fra le due
disuguaglianze

1 1 1 1
>0 e — — <0

ap, Ap+1 [e7% An+1

valga per ogni n. Tale condizione permette di portare il valore assoluto fuori dalla
sommatoria e ottenere

NZ‘11 IR S U N U N DN B
—lan  anp| | an anpr| e an| T lan| o faa|

O

Lemma 3.5. Sia {a,}, una successione di numeri reali tale che lim, . a, = [.

Allora si ha

Dimostrazione. Fissiamo € > 0, esiste ng tale che |a, —I| < & per ogni n > nyg.

Quindi
1 N 1 N
limsup|| — an | — 1| =limsup|— an — 1
1 no 1 N
< lim — Z]an — 1| + limsup — Z lan — 1
N—oco N =1 N—o00 N nenga1
1 no 1 N
< lim —Z]an—ll+limsup— Z €
N—oco N 1 N—oo N nenod1
—0
— I N — no _
- NE)noo N £Te
Dall’arbitrarieta di € ricaviamo la tesi. ]

Possiamo ora dimostrare il Teorema 3.3.

Dimostrazione. Per ogni u,v € R vale

e2miu _ 2miv 27m(u - 7))6271—’“}’ _ ’627ri(u7v) 1 27m(u - U) )
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Inoltre

u—v
4 / (u— v — w)e ™™ dw‘
0

= 47?2 (u—v)/ e2riw dw—/ we?™w dw‘

0 0
W ol L Comiu—yy Y L [omiu—o) (1 o _
= 47°|(u 1))27”, (e 1) 2 {e (1 2mi(u v)) 1}

@ ‘W— 2mi(u — v) +W+ p2miu—v) _ 1‘

= ‘62”(“_“) —1—=27i(u —v)|,

dove nell’uguaglianza (1) abbiamo usato il fatto che €™ (1 — 27iz)/47? & una primi-
tiva di we? ™. Nell'uguaglianza (2), portando la costante dentro il valore assoluto,

abbiamo moltiplicato per —4m2.
Ora,

u—v uU—v
42 / (u—v—w)e%“”dw‘ §47T2/ |(u —v—w)|dw
0 0

/OH(U —v—w) dw‘

4’ {(u — )% - %(u - v)ﬂ

(3:) 472

= 21%(u —v)2.

L’uguaglianza (3) ¢ giustificata dal fatto che il segno dellintegranda & costante
nell’intervallo di integrazione.
Abbiamo ottenuto la disuguaglianza

’627riu o e27rz'v o 271_7;(” . ’U)BZM'U’ < 27T2(U . U)Z,
che vale per qualsiasi u,v € R.

Ora scegliamo w == hf(n+ 1) e v := hf(n), dove h € Z\{0}, cosi da avere
hAf(n) = (u—wv). Allora si ha
627rihf(n+1) 6271'z'hf(n)

Af(n)  Af(n)

o 27rih62”hf(”)

< 2m2h2|Af(n)|.

Ricaviamo, aggiungendo e sottraendo nel termine di sinistra la quantita e2 i f(n+1) JAf(n+1)
ed utilizzando la disuguaglianza triangolare,

627Tihf(n+1) e27rihf(n)
Af(n+1)  Af(n)

— 2mihe?™hI ()| <

'+27r2h2mf(n)\.

‘ 11
Af(n)  Af(n+1)

(3.2)
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Usando un argomento di somma telescopica si ottiene

N-1
27ih Z e?ﬂ'ihf(n)
n=1
N-1 , 2mihf(n+1) 2mihf(n) 2mihf(N) 2mihf(1)
=[S [ 2minerminsm + + =L
2 Af(n+1) " Af(n) )T AF(N) T AF(D)
N-1 ) 2mihf(n+1) 2mihf(n)
< omihe2mihf(n) _ € + ¢ + ! + !
2 Af(n+1) " Af(m) | T IAFN AR
= 1 = 1 1
<

NS AINIO

— 7r2 2 n
Af(n) Af(n+1)'+2 h ;IAJ‘"( )+

1

3
Il

Nell’'ultimo passaggio abbiamo applicato la disuguaglianza (3.2) N — 1 volte.
Il Lemma 3.4 applicato alla successione A f(n) ci permette di ottenere la seguente
disuguaglianza:

N-1 N-1 9 9
2mih 2T ()| < 272p? Af(n)| + + .
2 2 IATmI+ (X7 * Tarm)

Da cui segue

1]VZ_1627rihf(n) <7T’M]§\Af(n)\+ 1 ( 1 N 1 )
N 7~ - N mlh| \N[AF(N)| ~ NIAf(D)])

Il primo termine di destra tende a 0 per il Lemma 3.5 grazie alla prima delle ipote-
si (3.1). II secondo, sempre per le ipotesi (3.1), ¢ la somma di reciproci di termini
che tendono a infinito, e quindi anch’esso ¢ infinitesimo.

Per confronto

| V-l
li - 2mihf(n) _ 0
Ngnoo N Z ¢

n=1
per ogni intero h # 0. Ora, il Criterio di Weyl garantisce I'equidistribuzione della
successione. O

Teorema 3.6 (Teorema di Fejér). Sia f(z) una funzione definita per x > 1, diffe-
renziabile per x > xg. Se f'(z) converge in maniera monotona a 0 per x — 0o e se
lim, 00 z|f/(2)] = 00, allora la successione {f(n)}, ¢ equidistribuita modulo 1.

Dimostrazione. Verifichiamo che la successione f(n) rispetti le ipotesi del Teore-
ma 3.3 per n sufficientemente grande. I finiti termini che non rispettano le ipotesi
non influenzano 'equidistribuzione modulo 1 della successione.

e Dal Teorema di Lagrange, per ogni n > xg esiste un ¢, € (n,n + 1) tale che
Af(n) = f(n+1) = f(n) = 1- f'(¢,). La monotonia di f'(z) assicura la
monotonia della successione f’(¢;,), ovvero Af(n) & monotona.
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e Utilizzando nuovamente il Teorema di Lagrange, risulta

lim |Af(n)] = lim |f'(ea)| = Jim |£'(2)| = 0.

n—o0

e Dalla monotonia di f’ otteniamo |f’(¢c,,)| > |f'(n 4+ 1)| e ne deduciamo:

lim n|Af(n)| = lim n|f'(cy)| > T}Ln;on’f/(n+ 1)|

n—ro0 n—oo
J— 3 s /
= Jim (e D e )

:nlgngo(n+1)‘f’(n+l)|
= lim (z)|f'(2)| = oo.

T—00

3.2 Teorema sulle differenze

In questa sezione discutiamo una piccola generalizzazione del Teorema di Equidistri-
buzione di Weyl.

Lemma 3.7. Dati due numeri reali v e v, vale la disuguaglianza
}e2m‘u _ 627riv| < 27r|u _ ’U|

Dimostrazione. Senza perdita di generalita assumiamo u > v. Dal Teorema Fonda-
mentale del Calcolo Integrale sappiamo che vale

627rzu _ 627r7,v _ / 7(627”15) dt = / 2’/’1'7;6271—” dt.
v de v

Quindi possiamo stimare il modulo:

u . u i u
/ 2mie?™i dt‘ < / ’2772'62”“’ dt = / 2w dt = 27 (u — v).
v

|627rw o 627rw’ —

v v

Dal fatto che u — v = |u — v| ricaviamo la tesi. O

Teorema 3.8. Sia {{,}, una successione di numeri reali tale che A&, = &,11 — &,
converga a f irrazionale, allora &, é equidistribuita modulo 1.

Dimostrazione. Sia ¢ un intero positivo, le ipotesi su A, garantiscono che esiste un
numero intero mg = mg(q) tale che, per tutti gli n > m > myg, vale

n—1

€n — &m — (R —m)B| = Z(Agj_e) < ;

J=m

n—m
2
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Sia h un numero intero diverso da 0. Usando la disuguaglianza appena trovata e
il Lemma 3.7, otteniamo

< 2m|h|(n — m)

- 2

[e2miten — 2minent(0=m0)| < arhlle, ~ (gm + (n — m)6)|
q

Sfruttando la disuguaglianza triangolare, ricaviamo

m+q—1 m+q—1
Z e?wihfn _ Z e2ﬂ'ih§n o e27rih(§m+(n—m)9) +e27rih(§m+(n—m)0)
n=m n=m

m+q—1 m—+q—1

3 2mh(n —m) S (et (nmm)o)

= q2 .
n=m n=m
() (k)

Stimiamo separatamente i due termini (%) e (Fe¥k).
Per il termine (%) vale

m+q—1 m—+q—1 qg—1
2nh(n —m)|  2n|hl 2m|h) . 2m|h| (¢ —1)q
Z Pz ’ TP Z (n—m)= Pz J= 7 B < 7|h|
n=m n=m j:O

Per la stima del termine (%), l'irrazionalita di § permette di usare la formula
della somma geometrica. Otteniamo cosi

m—+q—1 q—1 q—1 .
Z o2mih(Em+(n—m)0)| _ ’62m‘h£m’ ) Z e2mihih| < <e2m'h0>]
n=m j=0 j=0
1 — e2mihfq ‘1 _ 627Tl'h9(Z|
‘ 1 — e2mih |~ |1 — e2mihf]
2 2
— ‘1 _ 627rih0’ — ‘em'he(e—wihﬁ _ em'h@)‘
B 2 B 2 B 1
 |emmih _emihb| — |2isin(mhf)|  |sin(rhd)|
Definendo K := 7|h| + |sin(wh0)| !, si ha
m—+q—1
> e < K. (3.3)
n=m
Per ogni intero positivo H vale
m—1+Hgq m—1+q m—1+42q m—1+4+Hgq
Z 627r7,h§n < Z ethfn + Z eszhfn 44 Z e?wzhfn
n=m n=m n=m-+q n=m+(H—1)q

< HK.
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Ogni termine pud essere maggiorato usando la stima (3.3) dato che gli estremi della
sommatoria sono sempre maggiori di my.

Per ogni intero N > m esiste un unico H tale che m — 1+ Hg < N <m — 1+
(H + 1)q. Quindi si ha H < %. Otteniamo la seguente stima:

N m—1 m—1+Hgq N
E 627rih§n S E 627rih§n + E 627rih§n + E 627rih£n
n=1 n=1 n=m n=m+Hgq

<(m-1)+HK +¢q
N — 1
<m-142 M e g
q

Segue che, tenendo ¢ fisso,

K
<=,

1 N

2mwihén
- e
N2 p

n=1

lim sup
N—oo

Essendo ¢ non vincolato, possiamo scegliere un intero arbitrariamente grande. Per-
tanto, il lim sup vale 0 ed é uguale al limite. Ovvero,

N

1 4
li - 2mwihén —
Ngnoo N Ze 0
n=1
per ogni intero h # 0. Usando il Criterio di Weyl dimostriamo la tesi. O

Un esempio di successione che rispetta le ipotesi del Teorema 3.8 ¢, banalmente, la
successione {n<y},, con v irrazionale. In questo caso (n + 1)y — ny é costantemente
uguale a 7. In questo senso il teorema pud essere interpretato come una piccola
generalizzazione del risultato ottenuto da Weyl.

3.3 Equidistribuzione quasi ovunque

Introduciamo una definizione che permette di studiare ’equidistribuzione di succes-
sioni della forma {f,(x)},en ottenute valutando una successione di funzioni in un
punto fissato x.

Definizione 3.9 (Successione equidistribuita modulo 1 quasi ovunque). Sia J un
intervallo contenuto in R. Per ogni z € J, sia { f,(2) }nen una successione di numeri
reali. La successione f,(x) si dice equidistribuita modulo 1 quasi ovunque o equidi-
stribuita modulo 1 q.o. se, per ogni x € J\B con B insieme di misura di Lebesgue
nulla, la successione f,,(x) ¢ equidistribuita modulo 1.

Enunciamo un risultato sulle successioni equidistribuite quasi ovunque.
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Teorema 3.10. Sia {a,}nen una successione di numeri interi distinti. Allora la
successione {a,x},, definita per ogni 2 € R, é equidistribuita modulo 1 q.o.

Dimostrazione. E sufficiente dimostrare che {a,z} ¢ equidistribuita modulo 1 per q.o.
xz € I =10,1). Infatti, se k & un numero intero, allora (a,(z + k)) = (a,z); segue che
I'insieme delle y € [k, k + 1) per le quali la successione {a,y} non ¢ equidistribuita
modulo 1 ¢ il traslato di k dell’insieme delle x € I per le quali la successione non
é equidistribuita modulo 1. Quindi entrambi gli insiemi sono di misura nulla. Il
ragionamento si puo estendere a tutti gli intervalli della forma [k,k + 1), e poiché
I’'unione numerabile di insiemi di misura nulla é a sua volta un insieme di misura
nulla si ¢ trovato l'insieme B richiesto.
Fissiamo h # 0 intero. Definiamo

N
1 .
S(N,z) = N g e2mihan  her N >1 e 0<z<1.
n=1

Allora si ha

N
S(N.z) 1 mih(am—an)x
|S(N7x)’2:S(N,fE)S(N,IE):W Z 62 h(m ) .
m,n=1

Quindi vale

1 1 N
[t =5 ¥

m,n=1

b omin ) 1 s [ 1
i) amfanxd - = 1dr = —.
/Oe . NQ;/O v =+

2mih(am—an)

Nel penultimo passaggio abbiamo usato il fatto che fol e *dxr = 0 quando
Qn 7 Gm, quindi gli unici contributi da contare sono quelli in cui n = m.

Otteniamo cosi la convergenza della seguente serie:

00 1 00
Z/ ‘S(Nz,w)‘Qda::Z%<oo.
N=1"0 N=1

La positivita degli addendi della sommatoria garantisce 1’esistenza del limite

M—o0

M
lim Z ‘S(NQ,x)‘z.
N=1
Il Teorema della convergenza monotona implica

1 & ) 2 . > ! 2 2
/0 Z!S(N )| dx—Nz::l/o |S(N?,2)|" dz < oo.

N=1

Poiché l'integrale é finito, I'integranda deve assumere valori finiti per quasi ogni =z,
OVVero

o0
Z‘S(Nz,a:)‘Q < oo perq.o. x€l0,1].
N=1
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Dalla condizione necessaria per la convergenza di una serie otteniamo

lim S(N“,z) =0 per qo. z € [0,1]. (3.4)

N—o0

Dato N > 1 esiste m € N tale che m? < N < (m +1)2, da cui N < m? + 2m.
Allora,

IS(N _ | i 2mihane| o | L mz Orihans i i o2rihane
N =~ TN &= N )
< 1 i 2mihanx 2m
m? = N
2m
= [S(m? z)| + N
Usando il fatto che m < v/N arriviamo alla stima finale:
S(m?,2)] + A < [S(m?, )] + \/ZN
Grazie alla (3.4), abbiamo
lim S(N,z) =0 per q.o. z€[0,1]. (3.5)

N—oo

L’insieme di punti dove la (3.5) non & verificata dipende dalla scelta di h. Sia
quindi Ej, 'insieme di misura nulla tale che limy_,o0 S(N,z) =0 per z € [0, 1]\ E},.
Possiamo definire 'insieme

B = U E},.

h£0
La misura di Lebesgue dell’insieme B ¢ sempre nulla in quanto esso ¢ unione nume-
rabile di insiemi di misura nulla. Inoltre, per ogni h # 0, vale
lim S(N,z) =0 perze€ [0,1]\B.
N—o00

Abbiamo cosi dimostrato che le condizioni del Criterio di Weyl valgono per quasi
ogni z, ne segue ’equidistribuzione modulo 1 quasi ovunque. O

La teoria dell’equidistribuzione modulo 1 q.o. permette di raggiungere risulta-
ti come l'equidistribuzione q.o. delle successioni {z"},, e {ncos(nz)},. Per una
trattazione pit completa dell’argomento rimandiamo a [KN74, Sez. 1.4].
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Capitolo 4

Problemi

Questo capitolo ¢ dedicato alla risoluzione di cinque problemi relativi alla teoria del-
I’equidistribuzione. La prima sezione raccoglie problemi risolti mediante argomenti
elementari, finalizzati a verificare o meno I’equidistribuzione di due successioni. Nella
seconda sezione vengono invece applicati gli strumenti sviluppati nei capitoli prece-
denti, in particolare il Criterio di Weyl, per affrontare problemi di equidistribuzione
piu generali.

4.1 Esempi di soluzioni elementari

Problema 4.1. Mostrare che la successione {a,}, i cui primi termini sono
2 1 2 3

gv 07 Zv Z? Za 07
é equidistribuita.

Soluzione. Scegliamo un intervallo (a,b) C [0,1). La definizione di successione equi-
distribuita permette di non considerare un numero finito di termini della successione.
Vogliamo quindi mostrare che esiste Ny € N tale che vale

< :
lim #{NO <n<N:a,€ (a> b)}

m ~ =b—a. (4.1)

Fissiamo ¢ > 0. Esiste ¢y € N tale che 1/gp < £/2. Quindi per ogni ¢ > qo vale
1/q < €/2. Per ogni q > qq esistono p; < py < ¢ tali che sia

b1
——a

q

<

€
2
Da questa stima ricaviamo
p
pz—pl—ls#{pénge (a,0)} <p2—p1 + 1.

29
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Definendo A(q) = #{p < q:p/q € (a,b)}, otteniamo

|A(q) = (2 —p1)| < 1.

Per ogni q > ¢ vale allora la stima

A A — —
‘@(ba)'g‘ (Q)im p1 +p2 pli(bia)
q q q q
A —
g‘(@—p2]”+-m—a%-m—4
q q q q
}+E+§<25
_q 2 2— )
ovvero
Alg) — q(b — a)| < 2¢e. (4.2)

Scegliamo Ny := go(go — 1)/2. Si noti che i termini successivi ad ay, sono della
forma p/q con ¢ > qo. La (4.1), se N ¢ della forma g(g +1)/2 (ovvero Y .1_, r), pud
essere riscritta come

q
r—qo A(r)

—(b—a)| =0. (4.3)

Vale la stima

S TAE) =D r(b-a)

r=qo r=1

q q

S AE) =D rb-a)

=qo0 =q0

< SIAW) - r(b - o)) + 210D

q0

Zr(b —a)

r=1

+

Nella disuguaglianza (1) si fa utilizzo della (4.2). Otteniamo

25(jijr) +mﬂq%+—1)

r=1

i A(r
lim sup M —(b—a)

) 1
<limsup —— -
q—0 r=1T

q—00 3:1 r

= 2e¢.

Per arbitrarieta di € la (4.3) & dimostrata. Quindi vale la (4.1) quando N = ¢(¢+1)/2
per qualche q.

Sia M > Ny un numero naturale. Esiste un ¢ tale che

- +
9 <9
2 2
~—
K

Definiamo il numero K come nell’equazione precedente.
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Usiamo la notazione F(X,Y) = #{X <n <Y :a, € (a,b)}. Vale

ENod) () o [FQ0B)FULM)
< m\]]\}’m—(b—a) + F(KMq;q)
<[00l o - )|+ 5]
iy ~—~—

(+) (+%) (rex)

Il termine (*) tende a zero per la (4.3). Il termine (%) si stima nel seguente modo:

F(No,K)|——| < K— = — 0.
(No, )‘ KM |7 K2 @£—q
Per il termine (x * %) ricaviamo

i < 2q g 0

M~ ¢-q

Abbiamo dimostrato che vale

lim #{No<n<M:a,E€ (a,b)}
M—o0 M

_(b_a) :Oa

quindi la successione a,, ¢ equidistribuita. O

Problema 4.2. Dimostrare che la successione {&,},, dove &, ¢ definito come la

parte frazionaria di
n
(=)
2 )

Soluzione. Dimostriamo, per prima cosa, che la successione U, definita come

1+v5\" [(1-v5)"
(7))

soddisfa ’equazione U,,+1 = U,—1 + U, per ogni n > 1.
Vale Us = Uy + U;. Mostriamo il passo induttivo, ovvero che se vale Up41 =
U,_1 + U,, allora vale

Non ¢ equidistribuita su [0, 1).

Un+2 - Un+1 + Un- (4~4)

Definendo la successione

C(1+v8\" [1-vB)"
(057 (7))
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si mostra che la (4.4) é equivalente alla condizione

V5

_T[Wn + Wn—l - Wn—l—l]-

1
§[Un—l + Un - Un—l—l] -
Usando l'ipotesi induttiva arriviamo alla condizione
Wp+Wpo1 — Wpi =0. (4.5)

Dalle formule di Binet sappiamo che, posto F), I'n-esimo termine della successione
di Fibonacci, vale W,, = v/5F,. Per i numeri di Fibonacci vale Foy1 = Fp+ Froq,
quindi la (4.5) ¢ vera e di conseguenza la (4.4) ¢ dimostrata.

Dal fatto che Uy = 2 e U; = 1 deduciamo che U,, € Z per ogni n. Definiamo la

successione
n
1—+5
O = ( f) , n € N.

2

Allora vale
0= (Un) = (n + On)-

Questa condizione implica
<_5n> = <§n> (46)

La successione 6, converge a 0 in quanto successione di potenze di un numero di
modulo minore di 1. Quindi, per la (4.6), la successione &, tende a 0. Questo
vuol dire che definitivamente non ¢ contenuta nell’intervallo (1/4,3/4). La condizio-
ne (2.1) non é rispettata quando a = 1/4 e b = 3/4 e quindi la successione non ¢é
equidistribuita. O

4.2 Esempi di applicazione del Criterio di Weyl

Problema 4.3. Sia f : R — R una funzione periodica di periodo 1 e {&,}, una
successione equidistribuita su [0, 1). Mostrare che:

(a) Se f & continua e vale fol f(z)dx =0, allora

N
1 .
]\};n;o N nE:1 f(x+&,) =0  uniformemente nelle z. (4.7)

(b) Se f & Riemann integrabile su [0, 1] e soddisfa fol f(z)dx =0, allora

2
dx = 0.

1
lim
N—oo 0

1 N
n=1
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Soluzione. Mostriamo che la (4.7) & verificata se f & un polinomio trigonome-
trico tale che fol f(z)dx = 0. Sia k # 0 un intero, vale

1< 1<
- 2mik(z+&n) 2mikx | 2wzk§n _ | = 2mikéy,
v Vi v

Il Criterio di Weyl garantisce la convergenza a zero per N che tende a oo. La
convergenza non dipende da z e quindi é uniforme.

Se due funzioni g e h soddisfano la (4.7) allora lo stesso vale per Ag + Bh
con A, B € C. In questo modo, abbiamo mostrato che la tesi vale per tutti i
polinomi trigonometrici senza “termine noto”, ovvero quelli il cui integrale su
[0, 1] & nullo.

Sia f una funzione continua e periodica tale che fol f(z)dx = 0. Fissiamo e > 0.
Il Teorema 1.3 garantisce ’esistenza di un polinomio trigonometrico Q(z) tale

che sup,cp|f(z) — Q(z)| <e. Questo 1mphca che ’fo dx‘ < e. Definiamo

il polinomio trigonometrico P(x) fO y) dy. Vale fO x)dr=0e
sup,erlf(z) — P(x)] < SqueR’f( ) ( I +e S 2.
Otteniamo la seguente stima

1 1|
) Sﬁnﬂ ) — Pz + &) +Nn§:1p(l’+§n)
1| 1|
S N nE:1 25 + N nE:1p($+€n) .

Poiché la (4.7) vale per P(z) abbiamo la tesi.
L’integrabilita di f garantisce la limitatezza della funzione, ovvero esiste un L
tale che |f(x)| < L < oco. Quindi, vale

L
v fa+é)
n:l

L’esistenza di una funzione dominante integrabile permette di usare il Lemma
di Fatou inverso, risulta

11N 2
pqgégf(x‘kgn)

2

< |= =L? € L'([0,1)).

n=1

1
dx < / lim sup
0

N—oo

lim sup
N—o0

1 & :
T2 [t &)
n=1

Definiamo le funzioni “delle somme superiori e inferiori”, fy(z) e fr(z), come
n (2.8). Vale la stima

2 2

N N N
S fa+&)| <D fule+&) Z (z + &)
n=1 n=1 n=1
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Inoltre, definendo a; = (supye[a:ji vyl f (y)), abbiamo
2 N M 2
Z Z an[acj_l,xj)(:L‘ + gn)

2

= |lim sup
N—o0

lim sup
N—oo

=1

1 N
v fule+&)
n=1

M 1 N
- Z; “ ]\}gnoo N Z:l Xfejo1—2.2;—2) (En)
j= n=

2
<e?

1 | i !
1S astes )| =| [ sotay
JZ:; g \Lj j—1 /0 U

dove la stima in funzione di ¢ vale per M abbastanza grande. In (1) ab-
biamo usato la proprieta (2.13). Una stima equivalente si pud ottenere per

2
lim supy oo ‘ N ZnNzl fr(x + &)

Otteniamo cosi

14 N 2 1 r1 2 1] ,1 2
timsup |2 fer )| o< [ [y 4[| [ nwas] <22
N—oo JO n—1 0 0 0 0
Per arbitrarieta di € abbiamo

1 1 N 2 1 1 N 2
lim su / — T+ dr = lim — z+&,) de=0.
msup | anlf( &) Az | anlf( &)
O

Problema 4.4. Mostrare che per ogni a # 0 e ¢ € (0,1) la successione (an?) ¢é
equidistribuita su [0, 1).

(a) Soluzione. Mostriamo che, se b # 0, vale
N .
D e = O(N7) + O(N'). (4.8)
n=1

Facendo la sostituzione b = ka otteniamo la (2.12) e quindi il criterio di Weyl
garantisce I'equidistribuzione della successione.
In particolare dimostreremo le seguenti affermazioni, che implicano la (4.8):

N ‘ N )
St — [T e gy = o) (49)
n=1 1

N
/ ™7 dg = O(N179). (4.10)
1
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Mostriamo la (4.9). Vale

N N N n

- - . - -
§ :627mlm _/ eQﬂ'sz dr = 627rzb + § : 627rzbn _/ 627I"Lb.’l7 dx |,
n=1 1 n=2 n—1

Studiamo ™" — [™ 2™z Abbiamo

n
y (o8 > o
627rzbn _/ eme:c dx
n—1

n

y [e8 y [e8
/ e?mbn _627rzb$ dx
n—1

n
y g > o
S/ e2mlm _627rzb:v
n—1

n [m n
< / 27|b||n? — 27| dx < 27T|b\/ n® — a7 dx
1 n—1

n—

2 n
< 27|b| / (n—2z)o(n—1)""tdz
n—1

< 27r\b]a/ (n— 17 Vdz = c - (n—1)7L.

-1

Nel passaggio (1) ¢é stata usata la disuguaglianza arco-corda (Lemma 3.7).
disuguaglianza (2) & giustificata dal Teorema di Lagrange.
Concludiamo mostrando

N

627rib + Z(n _ 1)0—1 — O(NU).
n=2
Infatti vale

' N N-1
62mb + Z(n o 1)0—1 <1+ Z ncr—l

n=2 n=1

N-2
<24+ / 2° Ldx
1
— O(N").

Mostriamo la (4.10). Integriamo per parti e ricaviamo

N s N IL‘l_U L
e2mibr gy — . (27?1'()03:‘771627”&"j ) dx
1 1 2mibo

1- N N
_ 7 7 2mibx® _/ 2mibx® -0 -9 dq
=-—7¢€ e — x.
2mibo 1 1 2mibo
Dato che valgono
N7 orione L oni 1
— ———e <ec1-N77+4c¢
2mibo 2mibo = 2

/N 2mibz® l—0o =) dzl < 1 /N 94 Nl—a +
e —Q X X —_— X Xr = C3 - Cyq,
1 2mibo ~ 2m|b] Jy 3 4

la (4.10) é dimostrata e abbiamo ottenuto la tesi.

35
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Problema 4.5. Mostrare che la successione (aIn(n)) non ¢ equidistribuita su [0, 1).

Soluzione. Se a = 0, otteniamo la successione nulla che non é equidistribuita.
Mostriamo che, se a # 0, vale

£ 0.

li .
imsup —
N—o0 N

N
§ : e2mia In(n)
n=1

Cio vuol dire che la (2.12) non & verificata per k& = 1 e quindi il criterio di Weyl
garantisce che la successione non ¢é equidistribuita.

In particolare mostreremo

1| N
Ii - 2mialnn 2mia In(x) _ 411
Jim Ze /1 e dx| =0 (4.11)
n=1
e
IR
lim sup — / e2mian@) ol £ 0, (4.12)
N—o00 N 1
Per disuguaglianza triangolare, vale
N N N N
Z eQﬂialn(n) > / g2mia In(z) dz| — 26271’@'(1 Inn _/ e2mia In(z) dzl.
n=1 1 n=1 1

Quindi mostrando la (4.11) e la (4.12) otteniamo la tesi.
Dimostriamo la (4.11). Abbiamo

N N N n
§ :627rzalnn . / 627rm1nx de = 627rm1n1 + § : 62ma1nn . / 627rzaln:v dz ).
n=1 1 n=2 n—1

Inoltre vale

1 [m
§/ 27|a||lnn — Inz| dx

n—1

n
/ eQmalnn o eZmaln(a}) dr
n—1

2 n 1
< 27T|a]/n_1(n—x)n_ 1 dx

" 1
< 27r\a]/ dx = 2m|al
n_1n—1 n—

Nel passaggio (1) & stata usata la disuguaglianza arco-corda (Lemma 3.7). La
disuguaglianza (2) ¢ giustificata dal Teorema di Lagrange. Ora, sappiamo

Voo
Zn—l <e +In(N—1)=0(In(N)).

n=2
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Quindi otteniamo

N N

Ze2malnn o / e27rialnx dx| < O(ID(N)),

n=1 )

e la (4.11) é dimostrata.
Proviamo la (4.12). Vale
N i
/N e?m’aln(x) dr = /N x?ﬂ'ia dr — 1 ‘ x?m’a—i—l _ N2miatl — 1
1 1 14 27ia 1 1+ 2mia

Mostriamo che |N miatl _ 1} /N non tende a 0. Infatti abbiamo

= lim sup
N—o00

lim sup
N—oo

N

N27ria+1 -1 ‘

N—oo

Quindi la successione delle medie non converge a 0 e la tesi ¢ dimostrata.

N2mia ]1[‘ = limsup eQWialn(N)‘ -1 ?é 0.
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