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Introduzione

Fin dall’antichita 'uomo si e posto il problema di comunicare informazioni in modo sicuro,
soprattutto in ambito politico e militare. Nel corso della storia sono stati sviluppati sistemi
di criptazione sempre piu complessi per assicurarsi che questo avvenisse. Tra gli esempi
piu celebri abbiamo il cifrario di Cesare, che deve il nome a Giulio Cesare ed € uno
dei piu antichi algoritmi crittografici di cui siamo a conoscenza, ed Enigma, il sistema
di criptazione tedesco la cui decifrazione ha stravolto gli sviluppi della seconda guerra
mondiale.

Con 'avvento delle telecomunicazioni e in particolare di Internet la protezione di dati
sensibili, come quelli bancari o medici, ¢ diventata di interesse globale e di conseguenza
la criptazione ¢ diventata una materia di ricerca di grande importanza. Tra le diver-
se branche che si sono sviluppate negli anni, la crittografia basata sui reticoli, ovvero
quella che sviluppa sistemi di criptazione la cui sicurezza deriva da proprieta e problemi
computazionali intrinsechi ai reticoli, e una delle aree di ricerca di piu successo.

Il problema computazionale centrale & il Shortest Vector Problem (SVP) ovvero quello
di calcolare il vettore non nullo piu corto in un reticolo dato. Il primo sistema di crip-
tazione basato su questo problema fu presentato da M. Ajtai [1] nel 1996, seguito da un
altro descritto lo stesso anno [3| in collaborazione con C. Dwork basato su una varian-
te del problema nota come unique SVP. In pochi anni vi fu un proliferare di schemi di
criptazione legati ad ulteriori varianti di SVP o problemi riconducibili ad esso come il
sistema di criptazione asimmetrica NUTRU [9] e quello proposto da O. Regev nel 2005
[16] con il Learning With Errors Problem, al centro di molti sistemi moderni tra cui quelli
di criptazione omomorfica iniziata dal lavoro innovativo di C. Gentry [§] o di criptazione
quantistica.

Questi studi hanno in comune ’assunzione che SVP o una delle sue varianti siano
computazionalmente difficili (si veda Appendice . In questo lavoro ci concentriamo sulla
variante decisionale e y-approssimata rispetto alla norma ¢, del problema nota come ~-
GapSVP, con p > 1 fisso e 7 = 7y(n) > 1 una funzione sul reticolo di rango n. Indichiamo
con GapSVP, la versione esatta, ovvero con v = 1.

Nel 1981 E. Boas riusci a dimostrare che GapSVP,, ¢ NP-difficile [15]. Nel 1998
M. Ajtai [2] dimostro 'importante caso per p = 2 utilizzando riduzioni randomizzate.
Negli anni successivi numerosi lavori [6} |13} 14, (12, |11] hanno provato che y-GapSVP, ¢
NP-difficile attraverso riduzioni randomizzate sotto condizioni su ~ differenti.

Piu recentemente H. Bennet e C. Peikert hanno mostrato [5] che v-GapSVP, ¢ NP-

1
difficile per ogni p > 1 e v < 27 attraverso riduzioni randomizzate a partire da reticoli
ottenuti da codici di Reed-Solomon, una particolare tipologia di codici di correzione del-



I'errore. Piu precisamente hanno dimostrato che v-GapSVP, non ¢ in RP a meno che
NP C RP.

In questo lavoro presentiamo i loro traguardi. In particolare nel primo capitolo de-
scriviamo formalmente i reticoli e dimostriamo che 'esistenza di algoritmi che producono
reticoli localmente densi in tempo polinomiale ha implicazioni sulla complessita di -
GapSVP,. Nel secondo capitolo introduciamo i codici di correzione dell’errore lineari con
le loro proprieta principali e loro sotto-categorie tra cui troviamo i codici Reed-Solomon.
Infine, nel terzo capitolo dimostriamo che possiamo ottenere reticoli localmente densi
per mezzo di codici Reed-Solomon in tempo polinomiale randomizzato e di conseguenza
I’asserto iniziale del lavoro di Bennet e Peiker.



Capitolo 1

Reticoli Localmente Densi

Ricordiamo che un oggetto indicizzato da un insieme finito .S di cardinalita n puo sempre
essere re-indicizzato da {0,...,n — 1} enumerando S = {sy,...,S,-1} ed identificando s;
con 7. In questo caso possiamo sostituire S ad esponente con n, ad esempio scriveremo
R™ al posto di R¥. Indicheremo con [n] l'insieme {0, ...,n — 1}.

Dato un insieme finito S ed un intero positivo h < |S| denotiamo con Bg) =
{V e {0,1}° ’ v, = h}. Per I'osservazione sopra possiamo scrivere anche B,, ,. Inoltre,

utilizziamo il simbolo B}(r) = {x | ||x[|, < 7} C R™ per denotare la palla n-dimensionale
di raggio r centrata nell’origine rispetto alla norma ¢,,.

1.1 Reticoli

Definizione 1.1 (Reticolo). Siano by,...,b, € R™ vettori linearmente indipendenti.
Detta B = (by, ..., by) € R™*" il reticolo L generato da B ¢ il dato

L= ,C(B) = {Z aibi Oy .oy Oy € Z}
i=1

I vettori by, .., b, sono detti base di £, n e detto rango del reticolo ed m e la dimensione
del reticolo. Se m = n il reticolo ¢ di rango massimo. Un reticolo si dice intero se
by,...,b, € Z™.

La base di un reticolo non ¢ unica. Infatti sostituire a bj il vettore zb; + b; con @ # j
e z € 7Z genera lo stesso reticolo.

Definizione 1.2 (matrice unimodulare). Una matrice quadrata U si dice unimodulare se
U € Z™™ per un opportuno n € N e det(U) = £1.

Presentiamo qualche proprieta delle matrici unimodulari.

Lemma 1.1. Sia U una matrice unimodulare. Allora U™ ¢ unimodulare.

Dimostrazione. Poiché det(U™!) = m = =41, basta mostrare che le entrate di U ! sono
intere. Sia U € Z"" la matrice ottenuta sostituendo 1i-esima colonna il j-esimo versore
e;. Per la regola di Cramer U;;' = d;ZE(UUZ])) € Z perché det(UY) € Z. O
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Figura 1.1: Esempio di reticolo di dimensione 2 con due basi diverse

Corollario 1.1.1. Sia f : Z" — Z" tale che f(x) = Ux con U matrice unimodulare.
Allora f € una biiezione.

Dimostrazione. Basta osservare che Ux € Z" per x € Z" e che per ogni elemento y € Z"
vale U(U ly) =y. O

Possiamo quindi riassumere 'osservazione precedente nella seguente proposizione:

Proposizione 1.2. Siano B; = (by,...,by), By = (b),...,bl) € R™ ™ due matrici di
rango n. Allora L(By) = L(B2) se e solo se esiste una matrice unimodulare U tale che

By = BU.

Dimostrazione. Supponiamo che L£(B;) = L(Bg). Allora ogni colonna di B; si puo
vedere come una combinazione lineare a coefficienti interi delle colonne di By, ovvero
b; = Zj vl-jbj’- con v;; € Z per j =1,...,n. Detta V = (v;;) abbiamo che B; = ByV. Ana-
logamente B, = BU da cui segue che By = BV U. Osservando che BQT B, ¢ invertibile si
ottiene che VU = 1,,. Si conclude osservando che U,V sono matrici a coefficienti interi.

Assumiamo ora che By = B1U. La matrice U definisce una biiezione di Z" in sé stesso.
Allora L(B;,) ={Bia|acZ"} ={BUa|a€cZ"} = L(B,). O

Denotiamo la minima distanza di £ rispetto alla norma ¢, come

)\(p) L) = 3
1 (L) xerg{r{lo}!\XHp

che sara oggetto del nostro studio nel Capitolo [3]
Definiamo infine il determinante di £ come det(L) = \/det(BTB).

Osservazione. [l determinante di un reticolo ¢ ben definito come consequenza della
Proposizione [1.3.



1.2 Reticoli Localmente Densi

Definizione 1.3 (Reticoli localmente densi). Siano p € [1,00), a > 0 reale e r, R interi
positivi. Un (p, a, r, R)-reticolo localmente denso ¢ il dato di un reticolo intero di rango
R e dimensione n per qualche n € N rappresentato da una matrice A € Z™ %, un intero
positivo £, un vettore di traslazione x € Z" ed una matrice T' € Z"™" tali che

1. AP (c4) > ¢,

2. {0,1}" CT(V) = {Tv|v eV} dove V = (x+ L(A)) N Bl (alr).

Nella sezione successiva utilizzeremo le proprieta di questi reticoli per analizzare la
complessita dello Shortest Vector Problem.

Riportiamo senza dimostrazione la versione probabilistica del Lemma di Sauer ad
opera di Micciancio [14] che riprenderemo nel Capitolo |3| per mostrare che la struttura
ottenuta a partire dai codici Reed-Solomon soddisfi la seconda condizione della Definizione

L3l
24rvh

Teorema 1.3. Siano r,n,h interi positivii W C B, ed e > 0. Se |W| > hln~ < e
T € {0,1}"" ¢ ottenuto campionando ogni entrata indipendentemente con probabilita 4—]1W
che sia 1, allora {0,1}" C T(W) con probabilita almeno 1 — e.

1.3 Complessita di v-GapSVP, attraverso Reticoli Lo-
calmente Densi

Diamo una definizione formale del problema al centro del nostro studio presentato nel
capitolo introduttivo.

Definizione 1.4 (y-GapSVP,). Siano p > 1 e v = vy(n) > 1. Il y-approzimate Shortest
Vector Problem in norma ¢, (y-GapSVP,) ¢ il problema decisionale definito come segue.
Data una base B € Z™*™ di una reticolo intero £ e una distanza limite s > 0 determinare
se soddisfino il caso-positivo oppure il caso-negativo, dove

e caso-positivo: AP (L) <'s.
e caso-negativo: Aﬁp) (L) > vs.

Lo SVP ¢ strettamente legato allo Closest Vector Problem (CVP) che dato x € £ con
L reticolo vuole determinare y € £,x # y tale che la distanza tra i due sia minima. In
questo lavoro prendiamo in considerazione una sua variante 7-GapCVP’,.

Definizione 1.5 (7-GapCVP’,). Siano p > 1 e v = y(n) > 1. Il v-approzimate Closest
Vector Problem in norma ¢, (7-GapCVP’,) ¢ il problema decisionale definito come segue.
Data una base B € Z%*" di un reticolo intero £ di rango r, un vettore t € Z¢ fissato e una
distanza limite s > 0 determinare se soddisfino il caso-positivo oppure il caso-negativo,
dove



e caso-positivo: esiste un vettore ¢ € {0,1}" tale che ||Bc — t]|, < s.
e caso-negativo: dist,(wt, L) >~ys VYw € Z\ {0}.

Abbiamo introdotto questa versione per utilizzare il risultato ottenuto da S. Arora, L.
Babai, J.Stern e Z. Sweedyk in [4] di cui riportiamo solo 'enunciato.

Teorema 1.4. Per ognip € [1,00) ed ogni costante v > 1 v-GapCVP’, é NP-difficile.

Il motivo di tale interesse risiede nel teorema successivo in cui mostriamo che e possibile
trovare una riduzione in tempo polinomiale da y-GapCVP’, a v"-GapSVP, cony >+ > 1
utilizzando i reticoli localmente densi.

Teorema 1.5. Siano p > 1, r e n interi positivi, a > 0 una costante e v, costanti

1
tali che é >~ >1evy >4 (W)p Allora esiste un algoritmo deterministico
che in tempo polinomiale data un’occorrenza di v-GapCVP’, (B,t,s) di rango r e un
(p, o, r, R)-reticolo localmente denso (A, €, x,T) restituisce un’occorrenza di v'-GapSVP,
(B',s") di rango R+ 1 di caso-positivo (rispettivamente di caso-negativo) se (B,t,s) ¢ di
caso-positivo (rispettivamente di caso-negativo).

Dimostrazione. Se t = 0 (B, t,s) e banalmente di caso-positivo quindi basta porre una
qualunque occorrenza di 7-GapSVP,, di caso-positivo come produzione della riduzione.
Allora, senza perdita di generalita, possiamo assumere t # 0.

Poniamo come valore ritornato dell’algoritmo (B’,s") con

B':(BZA BTX_t)doveﬁ: 1 v's 4
B px 0r(1 = (a')r)s
s = (s + ozpﬁpé)%

Essendo tutte le quantita coinvolte calcolabili in tempo polinomiale segue immediata-
mente che 'algoritmo cosi definito viene eseguito in tempo polinomiale a sua volta.

Mostriamo ora la sua correttezza. Come prima cosa mostriamo che B’ ha rango R+ 1.
Sia u € R\ {0}. Se (BA | Bx)u # 0 allora B'u # 0. Altrimenti se (A | x)u = 0 si
avrebbe che u, 1 # 0 per indipendenza delle colonne di A (& base di un reticolo). Allora
(BTA | BTx —t)u = BT(A | x)u — up41t = —u, 4t # 0 perché t # 0. Di nuovo
deduciamo che B'u # 0 e quindi che le colonne di B’ siano linearmente indipendenti.

Dimostriamo ora che (B, t,s) di caso-positivo implica (B’,s") di caso positivo. Per la
Definizione esiste un vettore ¢ € {0,1}" tale che ||Bc — t||, < s e per la Definizione
esiste un vettore v = x 4+ Az € x + L(A) per qualche z € Z" tale che ||v[? < oPl e
Tv = c. Per tale z abbiamo che T'(x + Az) = T'v = ¢ e quindi

A(L(B)) < ||B'(z, 1)
= ||BT Az + BTx — t||) + 8*|| Az + x||»
= || Be — t|[2 + 87| Az + x||%
< sP+aPfpPe

=y



come volevamo.

Infine, consideriamo (B, t, s) di caso-negativo. Dobbiamo provare che )\gp )(E(B’ )P >
(v's")P. Essendo le colonne di B’ linearmente indipendenti ¢ equivalente mostrare che
1B'(z, w)ll} > (v's")" V(z,w) € Z"1\ {0}

Se w = 0 necessariamente z # 0. Allora per la Definizione [1.3] vale

1Bz, w)ll > #PAP (LA > 5t
Poiché pP4(1 — (ay')P) = (7/'s)P e per la definizione di s’ vale
B0 > (/s + (afy/ Pl = (7'

Se w # 0 per la Definizione [1.5{ abbiamo che || B'(z, w)||} > dist,(wt, £L(B))? > (vs)P.

Si conclude per definizione di 7, 5 e s’ perché

(vs)F = ()P

sP — (4P [ 5P (a'yls)p — (A P(sP 4 AP BPY) = (~'§')P
=0 (4 () — e ) = ()

O

Ricordando che una riduzione in tempo polinomiale non cambia la classe di comples-
sita, deduciamo il seguente corollario (si veda Appendice |[A| per la notazione utilizzata).

Corollario 1.5.1. Sianop > 1, r un intero positivo, a > 0 una costante ed A un algoritmo
che calcoli un (p, o, r, p(r))-reticolo localmente denso in p(r) tempo con p(r) polinomio in
r. Sia v costante tale che 1 < v < é, allora:

1. Se A é deterministico allora v-GapSVP, ¢ NP-difficile.

2. Se A ¢é randomizzato e il valore ritornato soddisfa con probabilita 1 il primo punto
della Definizione e con almeno % il secondo punto, allora y-GapSVP, non é in
RP a meno che NP C RP.

3. Se A ¢ randomizzato e il valore ritornato soddisfa con probabilita almeno % entrambi
i punti della Definizione allora non esiste un algoritmo randomizzato esequibile
in tempo polinomiale per v-GapSVP, a meno che NP C BPP.

Dimostrazione. 11 primo e terzo punto seguono immediatamente dal Teorema [I.5] e dal
Teorema [[.4] Osservando che nella parte della dimostrazione del Teorema relativa
al caso-negativo facciamo uso solamente del primo punto della Definizione [1.3] segue
immediatamente anche il secondo punto del Corollario. O]



Capitolo 2

Codici Reed-Solomon

L’avvento di sistemi di comunicazione elettronici ha posto il tema del corretto invio delle
informazioni al centro dell’interesse dei ricercatori. Infatti questi sistemi non sono in-
fallibili, basta pensare ad un disco graffiato o all’effetto del vento solare su trasmissioni
fuori dall’atmosfera terrestre che potrebbero completamente alterare il messaggio iniziale
rendendolo irriconoscibile. Una soluzione semplice e di successo prevede il ritorno dei dati
ricevuti al mittente per un confronto. L’esempio principe e il protocollo Transmission
Control Protocol (TCP) che governa un’ampia parte degli scambi via internet. Talvolta
questo approccio non ¢ praticabile come nel caso di invio di immagini da parte di satelliti.
Nel 1948 C. Shannon [17] dimostra, in astratto, l'esistenza di un canale di comunica-
zione capace di inviare messaggi con un grado di correttezza prestabilito. Un canale di
comunicazione ¢ costituito dalle seguenti parti:

1. La sorgente presenta un messaggio x = x - - - 1}, da inviare.

2. Il messaggio viene codificato da un codificatore aggiungendo ridondanza ottenendo
la parola codificata o messaggio codificato ¢ = ¢y ---¢,. Questo passaggio e fonda-
mentale perché gli errori dovuti alla trasmissione del messaggio lo renderebbero
immediatamente irrecuperabile.

3. Il canale di trasmissione invia il messaggio codificato aggiungendo un errore
(spesso chiamato rumore) € = e; - - - e,,. Il vettore ricevuto & quindi ¢ = ¢ + e.

4. Un decodificatore rimuove l’errore e ritorna il messaggio x.

5. Il destinatario riceve il messaggio.

Il comportamento desiderato prevede x = x. Poiché il passaggio da messaggio a
messaggio codificato e viceversa € una corrispondenza biunivoca, il primo e ultimo pas-

Decodifica —

Y

—  Codifica ~ Trasmissione

Figura 2.1: Canale di comunicazione
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saggio sono spesso ignorati. La teoria dei codici si occupa di trovare delle codifiche che
garantiscano il corretto funzionamento del canale di comunicazione.

2.1 Codici Lineari

Tra le numerose topologie di codici, i piu studiati sono i codici linears.

Definizione 2.1 (codici lineari). Sia F il campo finito con ¢ elementi. Siano n ed m due
interi positivi. Un (n, m)-codice C su F, ¢ un sottoinsieme di Fy di cardinalita m.

Se C ¢ un sottospazio k-dimensionale di Fy con k intero positivo, chiamiamo C un
[n, k]-codice lineare su F, Un vettore (riga) (ai,as,...,a,) di C si dice parola codificata
e solitamente si indica con ajas - - - ay,.

La natura di sottospazio di uno spazio vettoriale dei codici lineari ci permette di
descriverli attraverso matrici. Una matrice generante di un [n, k]-codice lineare C & una
matrice kxn G le cui righe formano una base per C. In generale G non € unica. Diremo che
G ¢ in forma standard se G = (I, | A). Un [n, k]-codice lineare C puo essere visto come
il nucleo di una trasformazione lineare. Chiamiamo matrice di controllo una matrice
(n — k) x n H tale che C = {x € F!| Hx" =0} (ricordiamo che stiamo utilizzando
i vettori in riga). Data una matrice di controllo, definiamo la sindrome di un vettore
x € F} rispetto ad H come il vettore in IFZ"“ definito da Hx”. In particolare un codice
lineare C si puo vedere come l'insieme dei vettori di sindrome O.

La matrice generante e la matrice di controllo sono legate tra loro dal seguente teorema.

Teorema 2.1. Se G = (I | A) ¢ la matrice generante in forma standard di un [n, k]-codice
lineare C, allora H = (—A™ | I,,_x) ¢ una matrice di controllo per C.

Dimostrazione. Per costruzione HGT = —AT + AT = O. Allora C ¢ contenuto nel nucleo
della trasformazione lineare x — Hx’. Poiché H ha rango n — k, questa trasformazione
ha nucleo di dimensione & come la dimensione di C. OJ

Le righe di H sono indipendenti e quindi H ¢ la matrice generante di un [n, n—k|-codice
detto codice duale e indicato con C*. Dal teorema precedente segue immediatamente un
risultato che lega ulteriormente un codice lineare con il suo duale.

Corollario 2.1.1. Se G e H sono matrice generante e di controllo rispettivamente per
un codice lineare C, allora H e G sono matrice generante e di controllo rispettivamente
per il duale C*+.

2.1.1 Distanza e Peso di Hamming

Dati due vettori x,y € F' definiamo la distanza (di Hamming) d(x,y) come il numero di
coordinate in cui i due vettori differiscono.

Lemma 2.2. La distanza di Hamming definita sopra ¢ una distanza su F7.

11



Dimostrazione. La positivita e la simmetria sono una diretta conseguenza della definizio-
ne. La disuguaglianza triangolare segue dall’osservazione che se due coordinate x;, y; sono
diverse tra loro allora almeno una tra x; # z; e y; # z; deve essere vera per qualunque
scelta di z € F. O]

Definiamo la (minima) distanza di un codice C come la minima distanza tra due parole
codificate del codice.

Il peso (di Hamming) wt(x) di un vettore x € Fy & il numero di coordinate non nulle
di x.

Lemma 2.3. Se x,y € Fy allora d(x,y) = wt(x —y).

Dimostrazione. Segue immediatamente dal fatto che a = b mod ¢ se e solose a —b =0
mod ¢ per ogni scelta di a,b € IF,. O

In particolare, in un codice lineare la distanza minima coincide con il peso minimo. Se
la distanza minima d di un [n, k]-codice & nota, diremo che tale codice & un [n, k, d]-codice.

2.1.2 Reticoli di Controllo

Data una matrice di controllo H possiamo definire un reticolo di controllo L*(H) =
{z ez | Hz" = O} = ker(H) + ¢qZ" = C + ¢Z". Piu in generale fissato u € [} con
r =n — k definiamo £;(H) = {z € Z" | Hz" = u}.

Osservazione. Se esiste z € Z" tale che Hz' = u, possiamo vedere LL(H) come la
classe laterale z + L(H). Possiamo quindi identificare le classi laterali di LX(H) con le
corrispondenti sindromi u. Infatti se x,y € Fy appartengono alla stessa classe laterale
di C abbiamo che x —y = ¢ € C e quindi Hx' = H(y + ¢)T = Hy”. Viceversa se
Hx® = Hy" allora Hx —y)l =0 e quindix —y € C.

Diamo ora un risultato che utilizzeremo nella costruzione di reticoli localmente densi
tramite codici Reed-Solomon.

Lemma 2.4. Siano q primo, r ed n interi positivi e H € F)*™ una matrice di controllo.
Allora il reticolo di controllo L = L(H) ha rango n e determinante det(L) < ¢". Vale
l'uguaglianza se e solo se le colonne di H sono linearmente indipendenta.

Dimostrazione. Dalla definizione di £ si ha che ¢Z"™ C £ C Z™ da cui segue che il reticolo
ha rango n. Consideriamo ora la mappa z — Hz?. Essa ¢ un omomorfismo di gruppi
additivi da Z™ a [ che ha come nucleo proprio £. Per il primo teorema di isomorfismo
la mappa induce un isomorfismo dal gruppo quoziente 2"/, — Im(H) C [, dove vale
I'uguaglianza se le colonne di H sono linearmente indipendenti. Si conclude osservando
che det(L) = |*"/z| = [Im(H)| < |Fl| = ¢". O
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2.1.3 Codifica, Decodifica ed Errore

La teoria dei codici si e sviluppata per assicurare il corretto trasferimento di dati attra-
verso un canale di comunicazione. Questa garanzia dipende dalle procedure di codifica e
decodifica del codice utilizzate. In generale, la prima risulta semplice mentre la seconda
molto complicata. Per questo motivo trovare nuovi codici con decodifica efficiente o tro-
vare nuovi algoritmi piu veloci per codici gia studiati e un’attiva area di ricerca. In questa
sezione discutiamo brevemente le due procedure nel contesto dei codici lineari, tuttavia le
considerazioni presentate possono essere generalizzate anche per altre tipologie di codici.

Sia C un [n, k]-codice lineare su F, con matrice generante G e sia x € IF’; un messaggio.
Il metodo pit comune di codifica genera la parola codificata ¢ = xG. Se G ¢ in forma
standard le prime £k coordinate di ¢ contengono il messaggio e le n — k successive sono
simboli di ridondanza usati per recuperare il messaggio in presenza di rumore nel canale di
trasmissione. Per G qualsiasi € sempre possibile ricondursi, attraverso matrici elementari
opportune, ad una matrice generante in cui esistono indici di colonne 171, ...,7; tali che
la matrice k£ x k formata da queste colonne sia la matrice identica. In questo caso il
messaggio sara contenuto nelle k& coordinate i, ..., ix.

Sia ora y = c + e la parola codificata arrivata a destinazione, con e l'errore do-
vuto alla trasmissione. L’obiettivo della procedura di decodifica ¢ determinare l’errore.
Solitamente, questo risultato viene ottenuto minimizzando la distanza d(y,k)Vk € C
o equivalentemente determinando un vettore e tale che y — e € C che sia piu piccolo
possibile. In nessuno dei due casi abbiamo necessariamente 1'unicita.

Per studiare i vettori vicini ad una data parola codificata ¢ comodo introdurre il
concetto di sfera di raggio r centrata ad un vettore v € ]F’;:

Sp(v) = {u € IF]; ‘ d(v,u) < r}
Queste sfere sono disgiunte se il raggio scelto e sufficientemente piccolo.

Teorema 2.5. Siano d la minima distanza di un codice C (non necessariamente lineare)
et = Ld%lj Allora le sfere di raggio t attorno a parole codificate distinte sono disgiunte.

Dimostrazione. Siano cq,ce € C e sa z € Si(cy) N Si(cz). Allora per la disuguaglianza
triangolare (Lemma [2.2)) vale d(cy, ¢2) < d(cq,2)+d(z, ) < 2t < d. Quindicy = co. O

Da cui segue immediatamente il seguente risultato.

Corollario 2.5.1. Usando la stessa notazione del teorema, se una parola codificata c € C
e ricevuta come 'y in cui al pit sono presenti t errori, allora c € l'unica parola codificata
pit vicina ad 'y .

Riportiamo senza dimostrazione (si veda |10]) un teorema che estende il corollario.

Teorema 2.6. Sia C un [n, k,d]-codice. Se una parola codificata ¢ € C é ricevuta come
y n cui al pit sono presenti v errori e € coordinate sono mancanti tali che 2v 4+ € < d,
allora c é l'unica parola codificata piu vicina ady.
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Da questi risultati e evidente che la minima distanza d di un codice sia una una buona
indicazione della capacita di decodifica dello stesso. Infatti una distanza piu grande
permette un maggiore numero di errori. Di conseguenza, un ruolo centrale della teoria
dei codici ¢ produrre codici con distanze sempre maggiori. Uno di questi codici ¢ il codice
Reed-Solomon, un codice ciclico.

2.2 Codici Ciclici

Una famiglia molto importante di codici lineari sono i codici ciclici. Quando si studia
questa topologia di codici € conveniente utilizzare gli indici 0,1,...,n — 1 pensarli come
I'insieme degli interi modulo n. Un altra convenzione ¢ 0° = 1 in qualsiasi anello. Per il
resto del lavoro assumeremo queste notazioni.

Un codice lineare C di lunghezza n su [F, si dice ciclico se per ogni elemento ¢ =
Co- " Cn_oC,_1 in C il vettore ottenuto applicando alle coordinate la mappa i +— @ + 1
mod n ovvero c¢,_1¢y - - - ¢,—o appartiene a C a sua volta.

Un altro modo di descrivere la parola codificata ¢ = cycy - - - ¢,—1 € il polinomio ¢(z) =
co+cax+ ... + ¢zt € Fylz] di grado al pin n — 1.

Osservazione. FEssendo la corrispondenza tra ¢ e c(x) biunivoca, il polinomio xc(x) =
e 4 o+ . o™ rappresenta cp_1co -+ - Cos.

La ciclicita di C ci dice che se ¢(z) € C allora zc(z) € C moltiplicando modulo ™ — 1.
Questo ci suggerisce immediatamente che lo spazio appropriato in cui studiare i codici
ciclici sia ’anello R,, =Fal! Jen—1. In altri termini codici ciclici sono ideali di R, e viceversa.

E chiaro che lo studio di questi codici e quindi legato allo studio dei fattori irriducibili
e del campo di spezzamento di " — 1. A tale proposito e utile introdurre il concetto di g-
classe laterale ciclotomica di s modulo n, ovvero l'insieme Cy = {s, sq, ..., s¢" "'} mod n
dove r e il piu piccolo intero positivo tale che s¢g" = s mod n. Ovvero Cy e l'orbita
della permutazione ¢ — i¢ mod n che contiene s e quindi le distinte ¢-classi laterali
ciclotomiche modulo n partizionano 'insieme {0, 1,...,n — 1}.

Le classi laterali ciclotomiche sono il cuore di due teoremi che riportiamo senza dimo-
strazione (si possono trovare in [10]) che ne illustrano i vantaggi.

Teorema 2.7. Siano n un intero positivo coprimo con q e t = ord,(q). Sia poi o una
radice primitiva n-esima dell’unita in Fg. Allora:

(i) Per ogni intero 0 < s < n il polinomio minimo di o® suF, ¢é

Mgs () = H (x —a')

1€Cs
dove Cy e la g-classe laterale ciclotomica di s modulo n.

(ii) I coniugati di o sono gli elementi o con i € Cs.
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(111) La fattorizzazione di x™ — 1 in fattori irriducibili in F, é data da
at—1= Hmas(;ﬂ)
ses

dove S ¢ linsieme dei rappresentanti delle q-classi laterali ciclotomiche modulo n.

Teorema 2.8. Sia C un codice ciclico in R, non nullo. Allora esiste un polinomio
g(x) € C con le sequenti proprieta:

(1) g(x) & l'unico polinomio monico di grado minimo in C.
(1) C = (g(x))-
fii) o) | (2" — 1)
Detto k =n — deg g(x)
(iv) la dimensione di C ¢ k e {g(z),zg(x),...,a"'g(x)} ¢ una sua base.

(v) ogni elemento di C si puo descrivere in modo unico come prodotto g(x)f(z) dove

f(z) =0 odegf(x) <k

(vi) La matrice generante di C é

(vii) Se a é una radice primitiva n-esima dell’unita in qualche estensione di Fy allora
= H Mgs ()

dove S ¢ un sottoinsieme dell’insieme rappresentanti delle q-classi laterali cicloto-
miche modulo n.

Sia C un codice ciclico in R,, con polinomio generante g(z) e sia o una radice primitiva
n-esima dell’'unita in un’opportuna estensione di F,. Per i Teoremi e g(x) =
[LesILice, (r—a') con S un sottoinsieme dell’insieme rappresentanti delle g-classi laterali
ciclotomiche modulo n. L’insieme T = T, = USES C, e chiamato l'insieme definente
di C. Diciamo che T contiene un insieme di m consecutivi elementi M se esiste un
insieme {b,b+ 1,....b+m — 1} di m interi consecutivi tale che {b,b+1,...,0+m — 1}
modn = M C T. Linsieme Z = {a'|i € T} & detto insieme degli zeri d1 C, infatti
c(x) appartiene a C se e solo se c(a') = 0 per ogni i € T per il Teorema [2.8 - Ovvero T
determina completamente il polinomio generante g(x), il cui grado coincide con |T'| per
lo stesso teorema.
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2.3 Codici Reed-Solomon

Lo studio della distanza minima di un codice puo essere facilitato da risultati che lo

limitano inferiormente. Uno dei piu storici e il limite Bose-Chaudhuri-Hocquenghem
(limite BCH).

Teorema 2.9 (limite BCH). Sia C un codice ciclico di lunghezza n su F, con insieme
definente T e minimo peso d. Se T contiene m —1 elementi consecutivi per qualche intero
m, allora d > m.

Dimostrazione. Per ipotesi gli zeri di C contengono a’, a®*!, ..., a®*™2 Sia ora c(x) =

> 5y ¢z € C non nulla di peso w.
Assumiamo per assurdo che w < m. Poiché c(a’) = 0 per b < i < b+ m — 2, abbiamo

che Mu” = 0 dove

ailb aigb aiwb
i (b+1) aiz(b+1) o (b+1)
M =
am(b-‘rw—l) aiz(b—i—w—l) oot (b+w—1)

eu=c;Cy, - ¢,. Essendo u # 0 deduciamo che M ¢ degenere e quindi det M = 0.
Tuttavia det M = a2t +)bdet V dove V ¢ la matrice di Vandermonde. Ricor-

dando che det V' = [, <, (a’ — a¥) e osservando che gli o sono distinti, deduciamo

che det V' # 0 e quindi che det M # 0 trovando un assurdo. m

Sia m un intero tale che 2 < m < n. Un codice BCH C su F, di lunghezza n e distanza
pianificata m ¢ il codice ciclico con insieme definente 7" = C, U Cpiq U ... U Cy o per
qualche intero b dove C; e la ¢-classe ciclotomica modulo n contenente ¢. L’insieme
definente contiene m — 1 elementi consecutivi e quindi per il limite BCH il codice ha
distanza minima almeno m. Se b = 1 diciamo che C ¢ un codice BCH in senso stretto.

Definizione 2.2 (Codice Reed-Solomon). Un codice Reed-Solomon (RS) C su F, ¢ un
codice BCH di lunghezza n = ¢ — 1.

Se n = ¢—1 allora ord, (q) = 1, ovvero tutti i fattori irriducibili di 2™ — 1 hanno grado
1 e tutte le g-classi ciclotomiche modulo n hanno cardinalita 1. Piu precisamente le radici
di ™ — 1 sono gli elementi non nulli di F,. Quindi se C ha distanza pianificata m, il suo
insieme definente ha cardinalita m — 1 ed & {b,b+ 1,...,b + m — 2} per qualche intero b.

Presentiamo ora una definizione equivalente dei codici Reed-Solomon in senso stretto
che ci permette di definire una generalizzazione dei codici Reed-Solomon. Dato un intero
k > 0, indichiamo con Py l'insieme dei polinomi in F,[x] di grado minore di k.

Teorema 2.10. Sia o un elemento primitivo di F, e sia k un intero tale che 0 < k <
n=q—1. Alora C = {(f(1), f(a),.... f(a?™?) | f € Py} ¢ il [n,k,n — k + 1]-codice
Reed-Solomon in senso stretto su IF,.
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Dimostrazione. Poiché Py ¢ un sottospazio vettoriale su F, di F [z], C ¢ banalmente un
codice lineare su IF;. Mostriamo che C ¢ k-dimensionale. Essendo Pj, k-dimensionale basta
mostrare che dati fi, fo € Py distinti, i corrispondenti elementi in C lo sono a loro volta.
Se cosi non fosse, la loro differenza sarebbe 0 implicando che f; — fy, un polinomio non
nullo di grado al piu & — 1, abbia n > k radici. Assurdo.

Ora sia D il [n, k,n — k + 1]-codice RS in senso stretto su F,. D ha insieme definente
{1,...,n —k}. Avendo mostrato che C & k-d}mensionale ¢ sufficiente provare che C C

n—

D per avere I'uguaglianza. Sia c(v) = >77; ¢;2/ € C. Per definizione esiste f(r) =
S faa™ € Py tale che ¢; = f(af) per 0 < j < n. Siai € T, allora

m=0
n—1 [k—1 k-1 n—1 ) k-1 alitmn _
i m | ij i+m)j _ - -
c<a>—z(2fma”>“—2fmza =

j=0 \m=0 m=0 =0 m=0

Ricordando che a & una radice primitiva n-esima dell’'unita, o™ # 1 e a(t™" =1
perché 1 <i+m<n—1=¢q—2. Quindi ¢(a’) =0 Vi€ T, ovvero c(x) € D. O

Dal Teorema segue immediatamente la generalizzazione.

Definizione 2.3 (Codice Reed-Solomon generalizzato). Siano 1 < k < n < ¢ interi,
¥ = (Y0, Tn-1) € Fy tale che 7; # v; per i # j e v = (vo,...,v,-1) € F} non nullo. 1
codici GRSk (v, v) = {(vof(70), s Va—1f (Yn=1)) | f € Px} sono detti codici Reed-Solomon
generalizzati (GRS).

Osserviamo che i codici RS in senso stretto sono codici GRS con n = ¢ — 1, v; = o
con « radice primitiva n-esima dell'unita e v; = 1.

Si puo dimostrare (Teorema 5.33 in [10]) che una matrice generante di GRS(7y,v) &
data da

Vo U1 Un—1
VoYo U171 - Up—17n—1

2 2 2
G = VoY) V1Y) - Un—1Vp—1
k—1 k-1 k-1
Yoo N oo Un—1p1

e una matrice di controllo da

Wo w1 Wp—1
Wo"Yo w1 ver Wp—17n-1

2 2 2
H =] W w1y e Wn—1"p—1
k—1 k—1 k-1
WoYo w1 o Wn—1Yp—1

dove 0 # (w) = (wo,...,w,—1) € Fy e tale che S wivih(v;) = 0 per ogni polinomio
h € P,_1. In particolare per v = (1,...,1) abbiamo che w = (1,...,1). Essendo i 7; due a
due distinti, possiamo vedere 7 come il sottoinsieme S = {7y, ...7»—1} C F,. Denoteremo
con H,(n,S) la matrice di controllo del GRSk(7, (1,...,1)) su F,. Se S =F,, Hy(n,S)
sara la matrice di controllo del codice RS (non generalizzato).
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Capitolo 3

Reticoli Localmente Densi da Codici
Reed-Solomon

In questo Capitolo mostriamo che e possibile costruire reticoli localmente densi per mezzo
di codici Reed-Solomon. Piu precisamente, detta H = H,(k,F,) la matrice di controllo
del codice RS k-dimensionale, dimostriamo che £ = £*(H) soddisfa la Definizione [1.3]
Dedurremo dal legame tra somme di potenze e polinomi simmetrici il primo punto della
definizione. Il secondo sara una conseguenza del Teorema [1.3| con opportuni parametri.

3.1 Polinomi Simmetrici e Minima Distanza

Un polinomio p(z1, ..., x,,) si dice simmetrico se ¢ invariante rispetto ad ogni permutazione
dell’ordine delle variabili. Per questo motivo scriveremo un polinomio simmetrico come
p(X) con X = {zy,...,x,} insieme delle variabili e p(7T") per indicare la sua valutazione su
un multiinsieme 7" di valori.

Per ogni intero non negativo i, denotiamo l'i-esima somma di potenze su un insieme

X di variabili come .
pi(X) =) o
rzeX

e definiamo 1’i-esimo polinomio simmetrico elementare come

1 se 1=0

Z Hz se 1<i<|Z|
ei(X) = 7CX 262

|Z]=i

0 se 1> |Z|

I due sono legati dalle identitd di Newton che affermano che per 1 < i < |X]| vale

7

iei(X) =Y (=1 ey (X)p;(X)

=1

che ci permette di dimostrare il seguente lemma.
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Lemma 3.1. Siano T e U due multiinsiemi su F, con g primo. Sia k < q un intero

positivo tale che p;(T) = p;(U) Vi € [k]. Allora e;(T) = ¢;(U) Vi € [k].

Dimostrazione. Per induzione.
Se i = 0 banalmente eg(T) = 1 = eo(U) per definizione di eo(X).
Se 1 <14 < k, poiché i € [F, vale

ei(T) =i " Z(—l)j_lei_j(T)pj(T) per le identita di Newton

=1
’IZ e, ;(U)p;(U) per ipotesi induttiva

e;(U ) per le identita di Newton

O

Sia T' un multiinsieme su F, con ¢ primo. Definiamo il polinomio delle radici fr(x) €

F,[z] come
fr(z) = H ) ZZ = OITI(—1)e,(T)2/ T

teT

Grazie al lemma precedente possiamo trovare una condizione sufficiente per 'uguaglianza
di due multiinsiemi.

Proposizione 3.2. Siano T e U due multiinsiemi suF con q primo. Sia k < & un intero
positivo tale che |T| + |U| < 2k e che p;(T) = pi(U) Vz € [k]. Allora T = U

Dimostrazione. Per definizione di po(X) abbiamo che |T'| = po(T") mod q e po(U) = |U]
mod ¢. Poiché po(T) = po(U) e 0 < |T| + |U| < 2k < ¢ abbiamo che |T| = |U| e quindi
in particolare che fr(z) e fy(x) hanno grado |T'| < k. Allora per il Lemma [3.1] i due
polinomi coincidono. Si conclude che T' = U ricordando che l'anello dei polinomi F[x] &
un dominio a fattorizzazione unica e fr(x) spezza in IF,. O

Questo risultato legato ai polinomi simmetrici ci permette di derivare un limite infe-
riore sulla distanza minima del reticolo £ di un fattore tale da garantire il primo punto

della Definizione [I.3]

S|

Teorema 3.3. Siano q un primo, S C F, e k < |7 un intero positivo. Indichiamo

con H = Hy(k,S) € F¥*5 e L = L-(H). Allora L ha distanza minima in (7 tale che
(L) 2 (2h)7 Vp € [1, 00).

1
Dimostrazione. Essendo £ C Z° e v, > |v||? per ogni v € Z° basta provare il teorema
per p = 1.

Sia ora x € L tale che ||x||, < 2k. Mostriamo che allora x = 0. Siano x",x~ € Z°
gli unici vettori non negativi tali che x = x* — x~. Definiamo il multiinsieme T7": per
ogni s € S con zf > 0, T" contiene s con molteplicita xF. Analogamente, definiamo T~
dipendente da x~.
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Osserviamo che k < @ < & per ipotesi, || + |T7| = [|x|l1 < 2k per costruzione e
pi(TT) = p;(T~) Vi € [k] essendo Hx? = H(xt — x7)T = 0 e H matrice di controllo.
Allora per la Proposizione concludiamo che Tt = T~. Poiché T" e T~ erano disgiunti

per costruzione deduciamo che Tt =T~ = (), ovvero che x = 0 come volevamo. O]

3.2 Classi Laterali Dense

In questa sezione dimostriamo l'esistenza di classi laterali di £ dense, ovvero con un
numero elevato di vettori corti. Piu precisamente, per il nostro studio richiediamo che
esistano almeno (Z)q*k vettori in B, ; per qualsiasi scelta di h. In seguito, mostriamo
che una classe laterale campionata casualmente, e di conseguenza efficientemente, ha una
buona probabilita di essere densa a sua volta. Utilizzeremo questo risultato per dimostrare
che £ soddisfa il secondo punto della Definizione [1.3]

Lemma 3.4. Siano q un primo, k un intero positivo e S C F, di cardinalita n. Inoltre,
siano H = Hy(k,S) € Fi*% e L = L1(H). Allora esiste una classe laterale x + L densa.

Dimostrazione. Per il Lemma , L ha det(L£) < ¢ classi laterali intere. Osserviamo
anche che B, ; ha cardinalita (Z) Allora per il principio dei cassetti, il quale afferma
che se 7 oggetti devono essere disposti in ¢ contenitori distinti allora in uno di questi

contenitore ci saranno almeno [%] oggetti, deve esistere una classe laterale intera x 4 £

con x € Z" opportuno tale che |(x + £) N B, 5| > <qu) vettori binari di peso h. O

In particolare preso € > 0 opportunamente piccolo, abbiamo che per n ~ ¢, h =
aP2k con a > - costante e k = ¢° esiste una classe laterale con approssimativamente

1
2P
g2 =Dk — ¢24) vettori di questo tipo, un numero sub-esponenziale in g.

Lemma 3.5. Siano g un primo, k un intero positivo e S C F, di cardinalita n. Inol-
tre, siano H = Hy(k,S) € Fi*% e L = LF(H). Allora esiste un efficiente algoritmo
randomizzato che presi § > 0, H e h € [n] restituisce X € B, tale che

(1005250 ) 10

Dimostrazione. L’algoritmo campiona in modo uniforme e randomizzato un vettore bina-
rio x € B,,, e lo ritorna. La procedura ¢ quindi ovviamente efficiente.
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Mostriamo la correttezza. Per ogni u € IF’; sia K, = |{z € Bp s | Hz" = u}| ed
s=Hx" ¢ IF’; la sindrome di x rispetto alla matrice di controllo H. Allora:

e (1005 < (1)) - (1 <o)

= > P (HX" =U)

uGF’;:Ku<(Z)q_k

- ¥

uEF’;:Ku<(Z)q_k

<2

ueF’;:Ku<(2)q*k

S| > @‘N
~| e

< ¢ perché ci sono al pitt ¢* termini nella somma

]

3.3 Reticoli Localmente Densi da Codici Reed-Solomon

Abbiamo ora tutti gli strumenti necessari a dimostrare che con opportuni parametri pos-
siamo costruire un reticolo localmente denso a partire da matrici di controllo di codici
Reed-Solomon e di conseguenza che SVP e NP-difficile.

Teorema 3.6. Siano p € [1,00) e @ > - una costante. Allora esiste un algoritmo
2P
randomizzato che in tempo polinomiale dato in sistema unario un intero positivo v suf-

ficientemente grande restituisce un (p, o, r, p(r))-reticolo localmente denso che soddisfa il

primo punto della definizione con probabilita 1 ed il secondo con probabilita almeno %

Dimostrazione. L’algoritmo fissa

€ - una costante ¢ = 20 — 1 > 0.
1
I-s

k - un intero limitato polinomialmente in r e tale che k > r per qualche costante

arbitraria § € (0, 3).
q - un primo limitato polinomialmente in r e tale che ¢ > 2 6), che esiste per il
Postulato di Bertrand.

Successivamente, restituisce le componenti di un (p, «, r, p(r))-reticolo localmente denso
(A, 4,x,T) dove

A - A€ 779 & una base del reticolo £ = L(H) con H = Hy(k,F,) € F;*9.

£ - (=2k.
X - X € By ¢ un vettore binario g-dimensionale di peso h = |(1 + €)k| campionato
uniformemente.
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T - T € {0,1}"? campionando ogni entrata indipendentemente con probabilita ﬁ che
sia 1.

Studiamo la complessita dell’algoritmo. ¢ puo essere facilmente calcolabile in tempo
p(r) utilizzando I'algoritmo di divisione di Fibonacci. A € ottenuta in tempo polinomiale
deterministico combinando le colonne della matrice generante in forma standard derivata
dalla trasposizione di H (si vedano il Teorema[2.1]e le matrici dei codici GRS), che avviene
in tempo polinomiale. [ ¢ banalmente calcolato in tempo polinomiale deterministico e sia
x che T in tempo polinomiale randomizzato. Quindi, il tempo di esecuzione dell’algoritmo
e polinomiale randomizzato come desiderato.

Dimostriamo ora la correttezza, ovvero mostriamo che (A, ¢, x,T) soddisfa la Defini-

zione [L.3]

Punto 1 Il primo punto della definizione ¢ sempre soddisfatto per il Teorema [3.3| poiché
ML) > (2k)r = tv
Punto 2 Sia W = (x+ £) N B, ,. Per definizione dell’algoritmo abbiamo che
[wllf=h<(1+ek=allVweW

e di conseguenza che W CV = (x+ L) N Bg(aﬁ).

Mostriamo ora che

> h' 240rv'h 1
Togr 2 M (1)

Utilizzando la disuguaglianza () > (%)h e il fatto che h > (14 ¢€)k — 1 abbiamo che
h

q —k ek—1
(h) q q
> = Q _
105 = 10h* ( hh )

Inoltre per la scelta di k legata ad r e per il fatto che h < (1 + €)k vale

Rl q240r\/ﬁ < hhq240k%_‘5\/(1+e)k: < hhqo(k)

Dalla combinazione delle due equazioni deduciamo che e sufficiente provare che
3(1+e€
gt—eMek > p2h per ottenere il risultato desiderato. Sfruttando che ) <q<

p(r), h < (14 €)k e la monotonia del logaritmo basta dimostrare che vale

3(1+¢)

(1 —o0(1))ek

che chiaramente vale per k sufficientemente grande e di conseguenza per r sufficien-
temente grande.

loghk = (3—0(1))(1+ €)klogk > 2(1 + €)klogk + O(k)

Per concludere osserviamo che per il Lemma |3.5

p(|W|Z@)>1_i:2

10g* 10 10
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Se questo evento si verifica e vale ’'Equazione (1)) abbiamo che {0,1}" C T'(W) C
T(V') on probabilita almeno 5 per il Teorema 1.3, Allora, per la disuguaglianza di
Boole, segue che 'algoritmo ha una probabilita di successo almeno 1 — % > % per
r sufficientemente grande.

]

Come immediata conseguenza otteniamo il teorema riassuntivo di questo lavoro.

Teorema 3.7. Per ogni p € [1,00) e costante 1 < v < 27 wale che v-GapSVP, non ¢ in
RP a meno che NP C RP.

Dimostrazione. Segue immediatamente dal Corollario [I.5.1] e il Teorema [3.6] []
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Appendice A

Complessita Temporale

In informatica, lo studio della complessita di un algoritmo ¢ I’analisi dell’utilizzo delle
risorse che questo impiega durante la sua esecuzione. Indichiamo con complessita tempo-
rale la quantita di tempo impiegata da un algoritmo a essere eseguito in funzione della
lunghezza dei dati in input, che indicheremo con il parametro n.

Date due funzioni f e g definite su N a valori in R diciamo che

1. f(n) e un O(g(n)) se 3¢ > 0,ny € N tale che |f(n)| < c|g(n)| Vrn > ny.
2. f(n) e un Q(g(n)) se ¢ > 0,n9 € N tale che |f(n)| > c|g(n)| Yn > ny.

3. f(n) ¢ un ©(g(n)) se Je1, ca > 0,n9 € N tale che ¢1]|g(n)| < |f(n)] < calg(n)| Yn >
ngo.

Nello studio dell’efficienza di un algoritmo solitamente si considera il caso peggiore ovvero
Iistanza di un algoritmo che impiega il maggior tempo possibile. Definiamo la funzione
di complessita di un algoritmo rispetto al tempo come la funzione che ad un input di
grandezza n associa il tempo massimo che 'algoritmo impiega. Un algoritmo si dice a
tempo polinomiale o semplicemente polinomiale se la sua funzione di complessita ¢ un
O(p(n)) con p polinomio. Un algoritmo che non ¢ polinomiale si dice esponenziale.

Queste definizioni sono utilizzate per classificare i problemi computazionali in base
all’efficienza del migliore algoritmo che risolve tale problema. La classe di problemi P
contiene i problemi che possono essere risolti in tempo polinomiale tramite un algoritmo
deterministico. Un problema appartiene alla classe NP se esiste un programma deter-
ministico che verifica una soluzione in tempo polinomiale o alternativamente se esiste un
algoritmo non deterministico che lo risolve in tempo polinomiale. Ricordiamo anche la
classe RP contenente tutti i problemi decisionali risolvibili in tempo polinomiale da un
algoritmo probabilistico che sbaglia solo da un lato, ovvero che nel caso negativo risulta
sempre corretta e nel caso positivo ha una probabilita di successo superiore a % La classe
BPP contiene i problemi risolvibili in tempo polinomiale con una probabilita di errore al
massimo di % Dalle definizioni segue immediatamente che P C RP C BPP C NP. E un
problema irrisolto mostrare le inclusioni inverse, in particolare NP C P che la maggior
parte della comunita scientifica considera falsa.

Uno strumento importante dell’analisi computazionale ¢ la riduzione algoritmica. Di-
ciamo che un problema e ridotto ad un altro problema se ¢ possibile costruire un algoritmo
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che trasformi un istanza del primo in un istanza del secondo. Un problema si dice NP-
completo se ogni problema in NP ¢ riducibile polinomialmente ad esso. Diciamo che un
problema ¢ NP-difficile se ogni problema NP-completo e riducibile polinomialmente ad
€ss0.

Una trattazione pit approfondita puo essere trovata in [7].
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