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Abstract

Ecologi e biologi della conservazione hanno utilizzato molte misure della struttura del paesaggio per
prevedere le conseguenze dinamiche sulle popolazioni di specie dovuto alla frammentazione degli habi-
tat. Lo scopo della tesi è di studiare un modello ”coarse-grained” recentemente proposto dal nostro
gruppo e derivato rigorosamente a partire da un modello ”microscopico” sottostante dove si tiene
conto della diffusione, colonizzazione ed occupazione dell’ambiente. Il modello può essere facilmente
applicato a reti reali con aree e attività note. Lo studente, dovrà studiare la ”metapopulation capacity”
(una misura dell’habitat di sostenere la biodoversità) che può essere calcolata facilmente dal modello
come autovalore di una matrice che tiene conto delle proprietà della rete dove avviene la dinamica
delle popolazioni. Pertanto, la capacità di metapopolazione può essere convenientemente utilizzata per
classificare diversi paesaggi in termini di capacità di sostenere metapopolazioni vitali.
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Capitolo 1

Introduzione

Lo studio della struttura degli ecosistemi ha evidenziato particolari caratteristiche macroscopiche
che si ripresentano, in maniera sorprendentemente similare, in comunità ecologiche differenti, por-
tando gli scienziati a intuire che queste siano influenzate da alcune semplici ma ricorrenti interazioni
fondamentali. Per modellizzare questi fenomeni sono sicuramente richieste le competenze del fisico,
in quanto già in meccanica statistica e termodinamica si studia la connessione tra alcuni ingredienti
microscopici principali, individuati accuratamente, e una descrizione macroscopica sufficientemente
accurata.1

Storicamente, i primi modelli che descrivevano la dinamica di specie ecologiche interagenti tramite
interazioni asimmetriche (per esempio, modelli preda e predatore) erano stati proposti da Volterra21

nella prima metà del novecento, mentre una prima giustificazione di essi per mezzo della meccanica
statistica venne in seguito fornita da Kerner.12 Un passo fondamentale fu in seguito dato dagli studi
di Robert MacArthur15 quando, su ispirazione dei modelli di Lotka e Volterra, sviluppò ricerche su
interazioni tra consumatori che attingono a risorse comuni, arrivando perfino a chiedersi come specie
in competizione tra loro potessero coesistere nello stesso ambiente. Tuttavia, ci si rese conto che gli
approcci scaturiti nel lavoro di raffinazione di queste teorie, basandosi (oltre che dalle equazioni di
Lotka-Volterra) sul principio di esclusione competitiva di Gause,6 sfruttavano modelli fondamental-
mente dipendenti dal concetto di nicchia ecologica, che può però essere definita solamente a posteri-
ori.19 Inoltre, questi modelli sono deterministici, quindi non tengono conto di effetti stocastici, e al
crescere del numero di specie diventano non trattabili analiticamente e costosi computazionalmente,
senza comunque permettere uno studio agevole di effetti macroecologici comuni ai vari ecosistemi.

Una prima soluzione di questi problemi fu proposta da MacArthur e Wilson nel 1967 in un trattato
dal titolo “The theory of island biogeography”,16 in cui, sostenendo che la variazione del numero di
specie presenti in un’isola dipende dai fenomeni di estinzione e immigrazione, formularono una prima
teoria in forte contrasto con modelli precedenti, poiché affermarono che la stocasticità demografica
e ambientale ha un ruolo significativo nella comunità locale, che il numero di specie che coesistono
dipende da immigrazione ed estinzione e che tutte le specie devono essere trattate come identiche.
Sulla base di questi spunti, altri scienziati proposero studi che ponevano maggior enfasi sul ruolo della
casualità nel plasmare una comunità ecologica.

Un framework ora particolarmente apprezzato da matematici e fisici è la teoria neutrale, proposta
da Stephen Hubbell10 a inizio secolo a seguito di decine di anni di dibattito, la quale si prefigge di
studiare specie appartenenti allo stesso livello tropico, ossia specie che sono allo stesso livello della
catena alimentare e che per cui devono condividere le stesse risorse limitate. Assumendo una equiv-
alenza competitiva tra le specie interagenti, questa teoria propone, a partire da processi ecologici di
base, modelli macroecologici stocastici a diffusione vincolata, in cui le probabilità pro-capite di nascita,
morte, migrazione e speciazione sono identiche per la varie specie.

Da un punto di vista epistemologico, le assunzioni della teoria neutrale sono falsificabili, il che
permette effettivamente di testare la validità della teoria. Inoltre, nella sua semplicità, non solo per-
mette una trattazione analitica, ma è anche in grado di fornire buoni risultati quando la si utilizza
per descrivere sistemi osservati,20 fornendoci un modello che rappresenta una teoria ”termodinamica”
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1. Introduzione

degli ecosistemi da sfruttare come base per poi elaborare descrizioni che sottostanno ad assunzioni più
complesse.

In ecosistemi reali gli individui non sono distribuiti uniformemente nello spazio, bens̀ı sono soggetti
a vincoli di diffusione che li concentrano in aggregati in determinate zone geografiche; si possono per
questo sviluppare modelli neutrali stocastici che tengono conto dello spazio, implicitamente o esplici-
tamente.

In questo ambito, è particolarmente rilevante un modello, sviluppato da Ilkka Hanski e Otso
Ovaskainen, che riesce ad incapsulare le caratteristiche spaziali in un solo parametro, la capacità
di metapopolazione. Lo scopo di questa tesi sarà approfondire questo modello e mostrare come una
derivazione di esso proposta recentemente dagli autori di [18, under review] possa renderlo applicabile
in situazioni più generali, valendosi debitamente della dinamica dei sistemi complessi.
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Capitolo 2

Dinamica dei Sistemi Complessi

Lo studio dei modelli oggetto di questa tesi richiede come prerequisiti elementari conoscenze di
dinamica di sistemi complessi, che verranno qui introdotte.

2.1 Processi di Markov

Un processo di Markov descrive l’evoluzione di un sistema dove la probabilità di transizione da
uno stato m al tempo t allo stato m′ al tempo successivo t′ > t può essere calcolata sfruttando
solamente l’informazione data dallo stato m.5 Formalmente, questa probabilità di transizione si scrive
P(m′, t′|m, t), evidenziando che non dipende da istanti di tempo t̂ < t. Nel caso triviale, ogni stato è
completamente indipendente dagli stati precedenti, per cui è lecito scrivere P(m′, t′|m, t) = P(m′, t′).

La probabilità che il sistema si evolverà secondo una specifica evoluzione sarà data dalla probabilità
congiunta

P(mk, tk;mk−1, tk−1; ...;m1, t1) =

P(mk, tk|mk−1, tk−1)P(mk−1, tk−1|mk−2, tk−2) · ... · P(m2, t2|m1, t1)P(m1, t1)

dove tk > tk−1 > ... > t1 sono istanti arbitrari di tempo mentre mk, ...,m1 sono i rispettivi stati. In
questa equazione, i termini del tipo P(m, t|m′, t′) sono chiamati propagatori e possono anche essere
usati per calcolare la probabilità che si presenti uno stato m al tempo t quando si ha una distribuzione
di stati al tempo iniziale t0:

P(m, t) =
∑
m0

P(m, t|m0, t0)P(m0, t0). (2.1)

Per cui, se prendiamo tre istanti di tempo t0 < t′ < t, la probabilità condizionata di giungere ad uno
stato m a partire da m0 può essere ottenuta marginalizzando su tutti i possibili stati intermedi m′

P(m, t|m0, t0) =
∑
m′

P(m, t;m′, t′|m0, t0) =
∑
m′

P(m, t|m′, t′)P(m′, t′|m0, t0) (2.2)

che è detta equazione di Chapman-Kolmogorov.
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2.2. Master Equation 2. Dinamica dei Sistemi Complessi

2.2 Master Equation

Per poter descrivere l’evoluzione nel tempo di un’osservabile, si introduce innanzitutto una cosid-
detta master equation, che si ottiene sostituendo t′ = t−∆t nella 2.2

P(m, t|m0, t0) =
∑
m′

P(m, t|m′, t−∆t)P(m′, t−∆t|m0, t0) =

=

 ∑
m′ ̸=m

P(m, t|m′, t−∆t)P(m′, t−∆t|m0, t0)

+

+ P(m, t|m, t−∆t)P(m, t−∆t|m0, t0),

in cui si può sostituire P(m, t|m, t−∆t) = 1−
∑

m̸=m′ P(m′, t|m, t−∆t) perché, siccome il sistema deve
per forza essere in qualche stato deve valere

∑
m′ P(m′, t|m, t − ∆t) = 1, da cui si separa il termine

m′ = m:  ∑
m̸=m′

P(m′, t|m, t−∆t)

+ P(m, t|m, t−∆t) = 1.

Riarrangiando i termini si ottiene

P(m, t|m0, t0)− P(m, t−∆t|m0, t0) = (2.3)

=

 ∑
m′ ̸=m

P(m, t|m′, t−∆t)P(m′, t−∆t|m0, t0)− P(m′, t|m, t−∆t)P(m, t−∆t|m0, t0)

 . (2.4)

Si definiscono allora i rate di transizione Wt(m
′|m) da m a m′ nel limite ∆t → 0

lim
∆t→0

1

∆t
P(m′, t|m, t−∆t) ≡ Wt(m

′|m), (2.5)

se il limite esiste finito. I rate di transizione, per ∆t ≈ 0, possono essere inseriti in 2.3

P(m, t|m0, t0)− P(m, t−∆t|m0, t0) = ∂tP(m, t|m0, t0) = (2.6)

=

[∑
m′

Wt(m|m′)P(m′, t|m0, t0)∆t−Wt(m
′|m)P(m, t|m0, t0)∆t

]
,

rimuovendo il vincolo m′ ̸= m perché il termine relativo si annulla autonomamente. Dividendo per
∆t si ottiene la master equation

∂tP(m, t|m0, t0) =
∑
m′

[
Wt(m|m′)P(m′, t|m0, t0)−Wt(m

′|m)P(m, t|m0, t0)
]
, (2.7)

che, moltiplicando entrambi i membri per P(m0, t0) e sommando su m0, per 2.1 si semplifica a

∂tP(m, t) =
∑
m′

[
Wt(m|m′)P(m′, t)−Wt(m

′|m)P(m, t)
]
, (2.8)

Se i rate di transizione non dipendono da t, il processo di Markov è detto omogeneo e formalmente
si sostituisce W a Wt nell’equazione precedente. Si nota che questa equazione (ma anche l’equazione
più generale) rispetta la conservazione della probabilità. Infatti, sommando in m entrambi i membri
della master equation, il membro a destra si annulla, per cui

∂t
∑
m

P(m, t) = 0,

ossia la probabilità totale è costante nel tempo.

6



2. Dinamica dei Sistemi Complessi 2.3. Applicazioni della Master Equation

2.3 Applicazioni della Master Equation

Come precedentemente affermato, la master equation può essere impiegata per descrizione l’evoluzione
di un’osservabile, in particolare la si può utilizzare per una descrizione media, data la sua natura sto-
castica. Infatti, la master equation fornisce un metodo comodo per calcolare l’evoluzione nel tempo
di una generica funzione definita come

⟨f⟩t :=
∑
m

P(m, t)f(m),

ossia come la media sui possibili stati di una funzione degli stati, che potrebbe appunto essere associata
ad un’osservabile fisica. Derivando nel tempo e sostituendo la master equation nei conti, si ha

∂t⟨f⟩t =
∑
m

∂tP(m, t)f(m) =
∑
m,m′

f(m)
[
W (m|m′)P(m′, t)−W (m′|m)P(m, t)

]
=

=
∑
m,m′

f(m)W (m|m′)P(m′, t)−
∑
m,m′

f(m)W (m′|m)P(m, t) =

=
∑
m,m′

f(m′)W (m′|m)P(m, t)−
∑
m,m′

f(m)W (m′|m)P(m, t)

dove si sono invertiti gli indici m e m′; raccogliendo ora P(m, t) si ottiene

∂t⟨f⟩t =
∑
m

P(m, t)
∑
m′

[(
f(m′)− f(m)

)
W (m′|m)

]
. (2.9)

La scelta di aver finora assunto che la variabile m fosse discreta è dovuta puramente a questioni di
semplicità, non a un’impossibilità di adattare tali risultati al caso continuo.

2.3.1 Birth-Death Processes

Un’applicazione molto semplice di questi risultati la si trova nel caso si abbia un sistema di un
numero non negativo di particelle in un reservoir infinito, in cui ogni particella può decadere con un
death rate δ o può comparire dal nulla con un certo birth rate β (entrambi numeri reali non negativi).
La situazione può essere descritta dalle reazioni

N
δ−→ ∅i

∅i
β−→ N

dove N denota una delle n indistinguibili particelle mentre ∅ indica uno spazio vuoto. In particolare,
questa situazione è un jump process dove il numero di particelle può aumentare o diminuire di 1, per
cui i rate di transizione non nulli sono W (n+ 1|n) = β e W (n− 1|n) = δn. Per ricavare l’evoluzione
di un’osservabile generica f(n), funzione del numero di particelle, è prima necessario calcolare∑

m′

[(
f(m′)− f(m)

)
W (m′|m)

]
= (f(m+ 1)− f(m))W (m+ 1|m)+

+ (f(m− 1)− f(m))W (m− 1|m) = (f(m+ 1)− f(m))β + (f(m− 1)− f(m)) δm

Per ottenere il numero medio di particelle ⟨n⟩ basta quindi porre che l’osservabile sia proprio f(n) = n
e utilizzare l’ultima espressione in 2.9

∂t⟨n⟩ =
∞∑
n=0

P(n, t)
∑
n′

[
n′W (n′|n)− nW (n′|n)

]
=

=
∞∑
n=0

P(n, t) [(n+ 1− n)β + (n− 1− n)δn] =
∞∑
n=0

P(n, t) [β − δn]

∂t⟨n⟩ =β − δ⟨n⟩ (2.10)

ottenendo come desiderato la variazione del numero medio di particelle in pochi e semplici passaggi.
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2.3. Applicazioni della Master Equation 2. Dinamica dei Sistemi Complessi

2.3.2 Settled Population

Per i calcoli che verranno svolti in seguito, è utile mostrare come sviluppare i conti per una dinamica
del tipo

Si
ei−→ ∅i

Xi +∅i
λ−→ Si

dove i rate di transizione non nulli sono definiti come W (Si − 1|Si) = eiSi e W (Si +1|Si) = λXi∅i. Il
significato esatto di questi simboli verrà esposto più avanti, è sufficiente per questo esempio stabilire
che Si, Xi e ∅i siano numeri interi non negativi con il vincolo Si + ∅i = M , mentre ei e λ saranno
numeri reali non negativi. L’obiettivo di questo esempio è descrivere l’evoluzione nel tempo della
media di Si. Per fare ciò, analogamente all’esempio precedente, si calcola innanzitutto, per la generica
osservabile f(Si), ponendo successivamente f(Si) = Si∑

S′
i

[(
f(S′

i)− f(Si)
)
W (S′

i|Si)
]
= [f(Si + 1)− f(Si)]W (Si + 1|Si) + [f(Si − 1)− f(Si)]·

·W (Si − 1|Si) = [f(Si + 1)− f(Si)]λXi∅i + [f(Si − 1)− f(Si)]eiSi =

= [Si + 1− Si]λXi∅i + [Si − 1− Si]eiSi = λXi∅i − eiSi.

Allora, sfruttando il vincolo Si +∅i = M =⇒ ∅i = M − Si, si ottiene

∂t⟨Si⟩ =
∞∑
n=0

P(Si, t)
∑
S′
i

[(
f(S′

i)− f(Si)
)
W (S′

i|Si)
]
=

∞∑
n=0

P(Si, t)[λXi(M − Si)− eiSi]

∂t⟨Si⟩ =λXi(M − ⟨Si⟩)− ei⟨Si⟩. (2.11)

8



Capitolo 3

Descrizione Fenomenologica

3.1 Il Modello di Hanski e Ovaskainen

Per capire l’importanza del modello di Hanski e Ovaskainen1, è bene cominciare osservando i limiti
di modelli precedenti, in particolare quelli spazialmente impliciti. Nel caso particolare di una specie di
farfalle a rischio di estinzione il cui areale comprende isole la cui posizione può essere schematizzata
da un grafo, il modello di Levins14 prevede che la frazione di isole occupate in condizioni stazionarie è

p∗ = 1− δ

h
(3.1)

con h frazione di isole disponibili ad essere occupate e δ = e
c rapporto tra i parametri dei rate di

estinzione e colonizzazione. Un difetto noto di questo e altri modelli è che non permette di fare analisi
precise nel caso di specifiche caratteristiche spaziali, nonostante si noti dalle simulazioni che, assunta
una dipendenza spaziale della colonizzazione, la persistenza della metapopolazione dipende fortemente
dal fatto che la perdita dell’habitat avvenga casualmente o no.

Per costruire un modello che sia contemporaneamente simile a quello di Levins ma che tenga conto
di caratteristiche spaziali, Hanski e Ovaskainen partono proponendo che la variazione della probabilità
che la i-esima isola venga occupata sia dipendente dai tassi di colonizzazione ci e immigrazione ei come

dpi(t)

dt
= ci(1− pi(t))− eipi(t) (3.2)

con ci = c
∑

j ̸=i exp(−αdij)Ajpj(t) e ei = (e/Ai)pi(t) dove Ai è l’area della i-esima isola, dij la dis-
tanza euclidea tra le isole i e j-esima, 1/α è la distanza media di migrazione (il che la rende indicativa
della connettività di una configurazione di isole), e e c costanti appropriate che rappresentano dei tassi
base.9

È stato scelto questo particolare tasso di estinzione, perché, in ambienti con moderata stocasticità,
ci si aspetta che all’aumentare della dimensione dell’isola (e della popolazione che ci vive), diminuisca
il rischio di estinzione.8 Analogamente, la colonizzazione sarà proporzionale alla dimensione delle
popolazione delle isole vicine, con l’accortezza che il fenomeno di colonizzazione avvenga più probabil-
mente tra isole vicine piuttosto che lontane (nella sezione 3.4 si approfondirà più nel dettaglio come
vari il modello a seconda del tipo di funzioni utilizzate).

Definiti gli elementi di matrice di M come

Mij =

{
0 se i = j

exp(αdij)AiAj se i ̸= j

1Anche abbreviato come modello HO

9



3.2. Generalizzazione del Modello 3. Descrizione Fenomenologica

e chiamato λM il suo autovalore principale (più grande), si può dimostrare che una soluzione stazionaria
p∗ > 0 esiste se e solo se e

c =: δ < λM . λM quindi contiene le informazioni riguardo la possibilità di
una specie di occupare una determinata isola; in particolare, una metapopolazione può sopravvivere
se il rate d’estinzione è tale da soddisfare la diseguaglianza sopra.

Da queste definizioni si può ottenere un’equazione molto simile alla 3.1 ricavata dal modello di
Levins, infatti si può dimostrare che, posto λi = v2i λM (dove vi è la i-esima componente dell’autovettore
principale) e p∗λ =

∑
i λip

∗
i /λM , vale in buona approssimazione

p∗λ = 1− δ

λM
(3.3)

dove si nota che λM riveste lo stesso ruolo di h nel modello precedente e viene perciò chiamata
capacità di metapopolazione di un ambiente frammentato. La capacità di metapopolazione racchi-
ude le informazioni riguardo la struttura dell’habitat e su come questa incide sulla persistenza della
metapopolazione, in particolare deve essere maggiore della δ specifica del caso di interesse perché sia
garantita la sopravvivenza a lungo termine della specie.
Siccome la capacità di metapopolazione è proporzionale alla connettività, a parità di α questa ci per-
mette di stabilire un criterio di paragone per determinare quale ambiente frammentato sia il più adatto
a sostenere una metapopolazione, rendendo possibile lo sviluppo di algoritmi per la progettazione di
riserve naturali (metodi attuali non tengono conto di dinamiche spaziali).

Per quanto riguarda gli altri termini introdotti, si può dimostrare che il termine λi cos̀ı definito
misuri l’impatto di una certa isola sulla condizione di soglia per la sopravvivenza di una metapopo-
lazione, di conseguenza p∗λ, che non è altro che una media pesata in cui si tengono conto dei contributi
relativi dei frammenti di ambiente, indica quanto λM venga effettivamente ”sfruttata” dalla specie
all’equilibrio.

3.2 Generalizzazione del Modello

I risultati ottenuti da Hanski e Ovaskainen possono facilmente essere generalizzati, infatti loro stessi
ammettono che nei modelli epidemiologici si ottengono condizioni di soglia simili, sebbene in questo
caso, invece della disposizione spaziale, bisogna tenere conto di fattori biologici come genere o età.

Strutturalmente, una generalizzazione del modello lascia l’equazione 3.2 sostanzialmente invariata7

, in quanto è sufficiente sostituire solamente la funzione esponenziale del coefficiente di colonizzazione
con un generico kernel di diffusione f(αdij). È tuttavia comodo astrarre cosa rappresenta Ai, definen-
dolo una misura del ”valore” di una certa isola (che può essere non solo una funzione della dimensione
dell’isola, ma anche, per esempio, della densità delle risorse disponibili) e riscalando opportunamente
i tassi base in modo che

∑
iAi/N = 1, dove N è il numero di isole.

L’impiego stesso del termine ”isola” è chiaramente specifico al caso preso in esame da Hanski,
mentre in generale si parla di nodi del grafo che rappresenta la situazione fisica che si sta studiando.
Le connessioni tra i nodi modellizzano la possibilità di una specie di spostarsi da un nodo all’altro: nel
caso semplice in cui una specie può spostarsi da un nodo a quelli adiacenti con la medesima probabilità,
si può impiegare un grafo non direzionale con matrice di adiacenza simmetrica e entrate pari a 0 o 1
(si parla in questo caso di grafo geometrico casuale), ma per situazioni più complesse (per esempio,
per grandi mammiferi che vivono in altura, dove a parità di risorse è favorita la discesa piuttosto che
la salita) si possono chiaramente utilizzare matrici di adiacenza più generali.

3.2.1 Matrice di Diffusione

Preso un generale kernel di diffusione funzione della distanza euclidea f(αdij), si può definire una
matrice M analogamente a quanto fatto in precedenza:

Mij =

{
0 se i = j

f(αdij)AiAj se i ̸= j
. (3.4)
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3. Descrizione Fenomenologica 3.3. La Capacità di Metapopolazione

Questa matrice (chiamata matrice di diffusione) è simmetrica, non-negativa e modellizza la situazione
in cui il tasso di diffusione dipende solo dalla distanza. Chiaramente questo è un caso speciale appli-
cabile a situazioni semplici, che però fornisce facilmente risultati interessanti.

In particolare, per via della simmetria gli autovalori di M saranno reali; inoltre, se M è irriducibile
(come spesso accade in questi studi), avrà un unico autovalore più grande3 (ossia l’autovalore princi-
pale menzionato precedentemente) a cui è associato un autovettore che può essere definito in maniera
tale che le sue componenti siano strettamente positive.

Sfruttando la simmetria di M si può derivare una soglia inferiore per il modulo di λM : infatti,
siccome per definizione

λM = max
θI ̸=0

(∑N
i=1

∑N
j=1 θiMijθj∑N
k=1 θ

2
k

)
, (3.5)

con θ vettore generico, possiamo ottenere la condizione di soglia22 ponendo arbitrariamente θi = 1 ∀i

λM ≥ 1

N

N∑
i=1

N∑
j=1

Mij . (3.6)

L’espressione a destra può essere interpretata come la media delle sommatorie lungo le righe di M ;
come dimostrato, definisce un limite inferiore per l’autovalore principale. Si può mostrare che la
formula più generale sia, preso un intero positivo q:

λM ≥
∑N

i=1

∑N
j=1(M

q)ij∑N
i=1

∑N
j=1(M

q−1)ij
. (3.7)

3.3 La Capacità di Metapopolazione

L’autovalore principale fornisce una condizione di persistenza, ma per ottenere informazioni sulla
struttura della metapopolazione è necessario sapere anche le probabilità di occupazione pi

2 in regime
stazionario.

In condizione di stazionarietà, l’equazione 3.2 diventa

N∑
j ̸=i

(1− pi)f(αdij)Ajpj −
δ

Ai
pi = 0.

Riordinando e moltiplicando entrambi i membri per Ai, si ottiene

N∑
j=1

(1− pi)Mijpj = δpi (3.8)

che però non può essere risolta analiticamente nel caso generale.
Si possono tuttavia ricavare due soluzioni limite (come mostrato in seguito), una nel caso in cui ci

sia forte persistenza della metapopolazione (λM ≫ δ), dove si ha

pi ≈ 1−

(
δ∑N

l=1Mil

)

l’altra nel caso di metapopolazione prossima all’estinzione (λM ≈ δ) dove si ha

pi ≈
λm − δ

λM

vi∑N
j=1 v

3
j

2per semplificare la notazione, nel resto del testo si è omesso l’asterisco che nelle sezioni precedenti indicava le soluzioni
stazionarie.
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3.3. La Capacità di Metapopolazione 3. Descrizione Fenomenologica

con vi che rappresenta nuovamente la i-esima componente dell’autovettore principale.
Come si nota, quindi, le caratteristiche di persistenza di una popolazione sono determinate dalla

matrice di diffusione e dal suo autovettore e autovalore principale; in altri termini, sia la condizione di
persistenza che l’occupazione all’equilibrio sono determinate da M , per cui è sufficiente concentrarsi
sulle proprietà di quest’ultima piuttosto che sull’intera equazione dinamica 3.2.

3.3.1 Persistenza Forte

Nel caso in cui δ sia piccolo e λM > δ, si può cercare una soluzione di 3.8 espandendo pi in potenze
di δ:

pi = p
(0)
i + δp

(1)
i + δ2p

(2)
i + ...

Sostituendo questa espressione in 3.8 si ottiene

N∑
j=1

(
1− p

(0)
i − δp

(1)
i − δ2p

(2)
i − ...

)
Mij

(
p
(0)
j + δp

(1)
j + δ2p

(2)
j + ...

)
= δ

(
p
(0)
i + δp

(1)
i + δ2p

(2)
i + ...

)
.

(3.9)

Per il principio di identità dei polinomi, deve valere per i termini di ordine 0

(
1− p

(0)
i

) N∑
j=1

Mijp
(0)
j = 0

che ha soluzione se, per ogni i, vale p
(0)
i = 0 (popolazione estinta) o p

(0)
i = 1. Passando ora al primo

ordine si ha
N∑
j=1

[
δ
(
1− p

(0)
i

)
Mijp

(1)
j − δp

(1)
i Mijp

(0)
j

]
= δp

(0)
i ,

che, scegliendo p
(0)
i = 1, porta a

δp
(1)
i

N∑
j=1

Mij = δ.

Si ha quindi che

p
(1)
i = − 1∑N

j=1Mij

,

per cui vale in prima approssimazione

pi = 1− 1∑N
j=1Mij

,

come si voleva dimostrare.

3.3.2 Rischio di Estinzione

Per studiare l’approssimazione λM ≈ δ, si definisce innanzitutto λα come l’α-esimo autovalore di
M e vα,i l’i-esima componente del suo rispettivo autovettore, ponendo senza perdita di generalità
λM = λ1. L’obiettivo di questa sezione sarà trovare i coefficienti kα della combinazione lineare

pi =
N∑

α=1

kαvα,i.

Per fare ciò si inserisce questa espressione e l’equazione agli autovalori

n∑
j=1

Mijvα,j = λαvα,i

12
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in 3.8, ottenendo

N∑
j=1

(
1−

N∑
α=1

kαvα,i

)
Mij

N∑
α=1

kαvα,j = δ
N∑

α=1

kαvα,i(
1−

N∑
α=1

kαvα,i

)
N∑

α=1

λαkαvα,i = δ

N∑
α=1

kαvα,i

N∑
α=1

(λα − δ)kαvα,i −
N∑

α=1

N∑
β=1

kαkβλβvα,ivβ,i = 0.

Se si moltiplica ora per vγ,i, sommando su i e sfruttando la simmetria di M si può scrivere

(λγ − δ)kγ =
N∑

α=1

N∑
β=1

kαkβλβ

N∑
i=1

vα,ivβ,ivγ,i

=
N∑

α=1

N∑
β=1

kαkβλβ 1αβ 1γβ

N∑
i=1

v3γ,i + ϵαβγ

dove ϵαβγ è una correzione appropriata per l’equazione. Assumendo che sia piccola, si può espandere

kα = k(0)α + (correzioni superiori in ϵαβγ)

nel caso gli autovettori siano sufficientemente ”diversi” (i.e. componenti non nulle di autovettori diversi
devono essere diverse), per cui l’equazione sopra può essere approssimata con

(λγ − δ)k(0)γ = λγ

(
k(0)γ

)2 N∑
i=1

v3γ,i

le cui soluzioni sono k
(0)
γ = 0 e

k(0)γ =
λγ − δ

λγ

(
N∑
i=1

v3γ,i

)−1

.

Viste le assunzioni fatte, è ragionevole assumere una soluzione del tipo

k(0)γ =
λγ − δ

λγ

(
N∑
i=1

v3γ,i

)−1

H(λγ − δ)

con H(λγ − δ) funzione gradino di Heaviside. Se λM ≈ δ ci si aspetta che l’autovalore principale
sia l’unico autovalore superiore a δ, per cui in prima approssimazione si può scrivere, come volevasi
dimostrare,

pi =
λM − δ

λM

(
N∑
i=1

v3i

)−1

vi

con vi i-esima componente dell’autovalore principale.

3.4 Persistenza della Metapopolazione

La persistenza di una metapopolazione dipende dalla capacità di metapopolazione λM , che a sua
volta è determinata dal kernel di diffusione, dal numero di dimensioni spaziali e dalla densità di
habitat disponibili. Sulla base di queste considerazioni è possibile sviluppare un criterio di persistenza,
specialmente nel caso di habitat distribuiti uniformemente. Infatti, sfruttando la 3.6 si ha:

λM ≥ 1

N

N∑
i=1

N∑
j=1

Mij =
1

N

N∑
i=1

N∑
j ̸=i

f

(
|xi − xj |

ξ

)
=: n, (3.10)
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3.4. Persistenza della Metapopolazione 3. Descrizione Fenomenologica

dove ξ := 1/α mentre xi rappresenta la posizione spaziale dell’i-esimo nodo. Intuitivamente, nel caso
di grafi geometrici casuali, dove la funzione è pari a 1 se due nodi sono connessi e 0 altrimenti, la
sommatoria delle entrate della i-esima riga restituisce semplicemente il numero di vicini che possono
essere raggiunti dall’i-esimo nodo, per cui quello che si sta calcolando, in ultima analisi, non è altro
che il numero medio di vicini per nodo. Nel caso in cui invece la matrice di adiacenza assegnasse un
certo peso agli archi, si può generalizzare questo concetto affermando che la sommatoria sulle righe di
M è il numero effettivo di vicini al nodo i, mentre la media di questa è il numero effettivo medio di
vicini, denotato n.

Quando N ≫ 1, si può in ottima approssimazione sostituire un integrale ad una sommatoria, per
cui

1

N2

N∑
i=1

N∑
j ̸=i

f

(
|xi − xj |

ξ

)
N→∞−−−−→ 1

V 2
Ω

∫∫
f

(
|xi − xj |

ξ

)
dxi dxj

con VΩ il volume dello spazio, mentre gli integrali vanno intesi su tutte le d componenti delle rispettive
variabili. Definendo la densità di nodi ρ = N/VΩ possiamo quindi scrivere

n =
ρ

VΩ

∫∫
f

(
|xi − xj |

ξ

)
dxi dxj

e λM ≥ n, per cui possiamo affermare con certezza che una metapopolazione possa persistere se il
numero effettivo medio di vicini è maggiore di δ, fatto che ci fornisce una stima inferiore della condizione
di persistenza. In particolare, questa può facilmente essere calcolata, per determinati kernel, nel caso
di N → ∞ (e VΩ → ∞ in modo che ρ rimanga finito) e allargando il dominio di integrazione su tutto
lo spazio. Infatti, con il cambio di variabili z = xi − xj , nel caso di kernel gaussiano, esponenziale e
rettangolare (quest’ultimo definisce un grafo geometrico casuale) ci si riconduce ad integrali noti. Per
esempio, il kernel esponenziale è definito da

f

(
|xi − xj |

ξ

)
= exp

(
−|xi − xj |

ξ

)
per cui il numero effettivo medio di vicini è

n = ρ

∫
exp

−

√∑d
i=1 z

2
i

ξ

 dz1...dzd =
2πd/2Γ(d)

Γ(d/2)
ρξd

con Γ funzione gamma e zi i-esima componente della nuova variabile z.
Il kernel gaussiano è invece definito

f

(
|xi − xj |

ξ

)
= exp

(
−|xi − xj |2

2ξ2

)
e quindi il numero effettivo è

n = ρ

∫
exp

(
−
∑d

i=1 z
2
i

2ξ2

)
dz1...dzd = (2π)d/2ρξd.

Infine, il kernel rettangolare è definito come

f

(
|xi − xj |

ξ

)
=

{
1 |xi − xj | < ξ
0 |xi − xj | > ξ

per cui il numero effettivo medio è pari al volume della sfera d-dimensionale di raggio ξ, ossia

n =
πd/2

Γ(d/2 + 1)
ρξd.

Bisogna evidenziare che per d = 1 il kernel esponenziale e rettangolare danno lo stesso risultato,
mentre per d = 2 lo stesso risultato lo si ottiene per il kernel gaussiano e esponenziale, indicando che
grandi matrici diverse possono avere approssimativemnte lo stesso λM e che più kernel possono essere
usati per modellizzare la stessa situazione fisica in buona approssimazione.
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Capitolo 4

Modello Microscopico

Come si è visto, la possibilità di una specie di sopravvivere dipende da un parametro, chiamato
capacità di metapopolazione, che incorpora le caratteristiche salienti di un network biologico. Es-
sendo tuttavia stato ricavato in maniera fenomenologica, si rende necessaria una ricavazione di esso
che permetta di integrarci le particolarità di un ambiente, consolidando la nostra abilità di capire e
prevedere come modifiche di un paesaggio influenzino la capacità di un substrato ecologico di man-
tenere metapopolazioni.

Il modello descritto in [18, under review] si propone di fare questo; in particolare, descrive la di-
namica di una specie in un network di N nodi, ognuno dei quali ha a disposizione un numero finito di
siti colonizzabili. Si differenziano inoltre gli individui che si stabiliscono e rimangono in uno dei nodi
(la ”popolazione insediata”), e gli individui che invece si muovono tra i nodi cercando di colonizzarli
(gli ”esploratori”).

4.1 Dinamica Microscopica

Ogni nodo i = 1, ..., N può ospitare una popolazione insediata locale Si, dove S denota gli in-
dividui mentre i il nodo di appartenenza; il numero di individui è denotato con Si e si assume che
max([Si]) = M (chiaramente, denotando con ∅i i siti vuoti, Si +∅i = M). Questi individui muoiono
con un rate ei, ma possono produrre esploratori Xi che visitano un nodo j vicino con un tasso Cij .
Una volta nato l’esploratore, questo si diffonde lungo il grafo con un tasso di diffusione Dij = Di→j

(l’esploratore viene allora denotato con Xj), colonizzando uno dei siti di un nodo esplorato con un
tasso λ. Intuitivamente, se il sito è già vuoto lo colonizza interrompendo il suo spostamento, altri-
menti muore nel processo, come se fosse una diffusione con un tempo di blocco stocastico che segue
un processo di Poisson. Il tasso di diffusione lo si scrive senza perdita di generalità Dij = DAij , con
D tasso base e Aij elemento della matrice di adiacenza del grafo.

Per la colonizzazione, si è scelta l’espressione Cij = cih(D,λ)Aij , con ci tasso di colonizzazione e h
funzione che stabilisce l’effettiva possibilità di inizio di colonizzazione. h dunque deve essere adimen-
sionale (sia Cij che ci lo sono), per cui h = h(D/λ). Il parametro f = D/λ può essere denominato
efficienza di esplorazione, in quanto prescrive quanto lontano gli esploratori si diffondano prima di
stabilirsi: per D ≪ λ gli esploratori rimangono vicini al nodo originario, altrimenti si disperderanno
notevolmente prima di stabilirsi.

Nei processi descritti sopra, la matrice di adiacenza non è stata necessariamente definita come
simmetrica, anzi, è stata lasciata sufficientemente generale da poter essere associata ad un grafo pe-
sato non direzionale, per permettere di studiare situazioni più generali. Tuttavia, di devono porre le
restrizioni Dij = 0 se due nodi non sono connessi, oltre che Dii = 0 e Cii = 0.
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4.2. Rate Equations 4. Modello Microscopico

4.2 Rate Equations

Le reazioni precedentemente menzionate possono essere schematizzate come

Si
ei−→ ∅i

Si
Cij−−→ Si +Xj

Xi
Dij−−→ Xj

Xi +∅ λ−→ Si

Xi + Si
λ−→ Si.

È possibile introdurre altre reazioni, come il processo di riproduzione, ma queste non cambierebbero
qualitativamente i risultati.

Per descrivere la dinamica del sistema, è necessario far ricorso alla master equation completa,
usando una probabilità p([S̄], [X̄], t), dove [S̄] = ([S1], ..., [SN ]) e [X̄] = ([X1], ..., [XN ]) sono rispet-
tivamente il numero di insediati e esploratori nei nodi. Chiaramente, il numero medio di un tipo di
individui lo si ricava da

⟨Si⟩(t) =
M∑

[Si]=0

[Si]p(Si, t)

⟨Xi⟩(t) =
M∑

[Xi]=0

[Xi]p(Xi, t),

in cui p(Si, t) e p(Xi, t) sono le probabilità marginalizzate, mentre la loro evoluzione nel tempo può
essere ricavata seguendo i conti riportati nella sezione 2.3.2, tuttavia prestando attenzione al termine
di diffusione che compare nelle equazioni per gli esploratori:

d ⟨Si⟩
dt

=− ei⟨Si⟩+ λ(M − ⟨Si⟩)Xi

d ⟨Xi⟩
dt

=−

λM⟨Xi⟩ − h

(
D

λ

) N∑
j=1

Ajicj⟨Si⟩

+D
N∑
j=1

(Aji⟨Xj⟩)−Aij⟨Xi⟩).
(4.1)

Si può inoltre definire la densità della popolazione insediata come ρi = ⟨Si⟩/M e il numero di esploratori
per sito vuoto come xi = ⟨Xi⟩/M , cosicché riscalando λ → λ/M , scelta dovuta a mantenere sensate
le equazioni e a tener conto del fatto che ogni esploratore può scegliere uno di M siti, si può scrivere

ρ̇i =− eiρi + λ(1− ρi)xi

ẋi =−

λxi − h

(
D

λ

) N∑
j=1

Ajicjρj

+D
N∑
j=1

(Ajixj −Aijxi).
(4.2)

4.2.1 Approssimazione Quasistazionaria

Le assunzioni chiave che vengono ora fatte sono che non si osservino direttamente gli esploratori e
che la loro dinamica sia molto più veloce di quella degli insediati, da cui ne consegue l’approssimazione
quasistazionaria

ẋi = 0 ∀i. (4.3)

Questa condizione permette di derivare un’equazione per ρi che non dipende dalla densità degli es-
ploratori, oltre che essere formalmente simile alla generalizzazione del modello di Hanski e Ovaskainen.
Infatti, inserendo f = D/λ in 4.3 si ottiene inizialmente

0 = −

λxi − h(f)
N∑
j=1

Ajicjρj

+D
N∑
j=1

(Ajixj −Aijxi),
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da cui si può esplicitare la densità degli esploratori. Infatti, con la notazione in uso nella sezione 4.1,
si scrive

0 = −

λxi − N∑
j=1

Cjiρj

+D
N∑
j=1

(Ajixj −Aijxi) =

= −λxi +
N∑
j=1

Cjiρj +D
N∑
j=1

(Ajixj −Aijxi) =⇒

=⇒ λ

xi − f

N∑
j=1

(Ajixj −Aijxi)

 =

N∑
j=1

Cjiρj .

Una notevole semplificazione è data introducendo nel membro a sinistra la matrice F̂ , i cui elementi
sono definiti come

Fij = δij − fLji

in cui si è introdotta la matrice Laplaciana in uscita del grafo

Lij = δij

∑
j

Aij

−Aij ≡ δijqi −Aij .

Effettivamente, siccome

∑
j

Fijxj =
∑
j

[
δij − fδij

∑
l

Ail + fAji

]
xj = xi + f

∑
j

∑
l

δijAilxj − f
∑
j

Ajixj =

= xi + f
∑
l

Ailxi − f
∑
j

Ajixj = xi − f

∑
j

Ajixj −Aijxi


la 4.2.1 può essere riscritta come

λF̂ x̄ = ĈT ρ̄

da cui
λx̄ = F̂−1ĈT ρ̄, (4.4)

che va inserita nella4.2, ricavando per l’i-esimo nodo

ρ̇i = −eiρi + (1− ρi)

N∑
j=1

N∑
k=1

(F̂−1)ikCjkρj , (4.5)

come volevasi ottenere. Per capire meglio le proprietà dell’accoppiamento tra i nodi nelle equazioni
precedenti, è necessario quindi poter calcolare l’inversa di F̂ , operazione generalmente difficile ma che,
in questo caso particolare, si può facilmente fare sfruttando l’identità di Woodbury23

F̂−1 = (Ĝ− Ê)−1 = Ĝ−1 + Ĝ−1Ê(Ĝ− Ê)−1 =

∞∑
n=0

(Ĝ−1Ê)nĜ−1, (4.6)

dove si sono poste Ĝ = 1 matrice di identità e Ê = −fL̂T . La sommatoria in questa equazione va
intesa nella sua continuazione analitica; l’equazione inoltre è valida solo se l’inversa di F̂ esiste. Allora

F̂−1 =

∞∑
n=0

(Ĝ−1Ê)nĜ−1
∞∑
n=0

[
1(−fL̂T )

]n
1

da cui

F̂−1 =

∞∑
n=0

(−1)nfn(L̂T )n. (4.7)
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4.3. Kernel di Diffusione 4. Modello Microscopico

Quest’espressione può essere ulteriormente semplificata, sfruttando la continuazione analitica della
funzione ipergeometrica generalizzata

∞∑
n=0

(−1)n(fωk)
n = 1F0(1; ;−fωk) =

1

1 + fωk

dove ωi rappresenta l’i-esimo autovalore di L̂T associato all’autovettore v̄(i). Denotata V̂ la matrice

degli autovettori ((V̂ )ij = v
(j)
i ), si può ricavare una formula esplicita per il calcolo dell’inversa:

(F−1)ij =

N∑
k=1

Vik(V
−1)kj

1 + fωk
. (4.8)

Si può verificare immediatamente che FF−1 = 1 per tutti i valori di f , validando l’assunzione della
continuazione analitica.

4.3 Kernel di Diffusione

Perché ci sia una migliore corrispondenza tra l’equazione 4.5 e il modello HO, si introduce il kernel
di diffusione

Kji :=

N∑
k=1

(F̂−1)ik
Cjk

cj
, (4.9)

che, sfruttando i risultati precedenti, conduce a una formula che mostra l’accoppiamento tra i nodi i
e j-esimo

Kji = h(f)
N∑
l=1

Ajl

N∑
k=1

Vik(V
−1)kl

1 + fωk
, (4.10)

oltre che al modello generale per la metapopolazione

ρ̇i = −eiρi + (1− ρi)
N∑
j=1

Kjicjρj . (4.11)

Sfruttando le proprietà della Laplaciana, in particolare considerando che il suo autovalore minore è
sempre 0 con autovettore (1, ..., 1)/

√
N , si può riscrivere la 4.10 in maniera più agevole:

Kji = h(f)

N∑
l=1

Ajl
(V −1)1l√

N
+ h(f)

N∑
l=1

Ajl

N∑
k=2

Vik(V
−1)kl

1 + fωk
(4.12)

dove si è scelto l’ordinamento 0 = ω1 < ... < ωN .

L’interpretazione fisica della matrice di diffusione è inoltre evidenziata particolarmente bene nel
caso di grafi q-regolari (grafi i cui nodi hanno tutti grado q) dall’identità di Woodbury. Infatti, in
questo caso particolare vale

Fij = (1 + fq) δij − fAji ≡ Gij − Eij (4.13)

che comporta, usando nuovamente l’identità di Woodbury,

(F−1)ij =

∞∑
n=0

∑
l

[(∑
m=0

δim
1 + fq

fAjm

)n]
il

δlj
1 + fq

=

=
∞∑
n=0

∑
l

(
f

1 + fq

)n

(An)li
δlj

1 + fq
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e calcolando il prodotto tra la matrice di adiacenza e la matrice identità

(F̂−1)ij =
∞∑
n=0

fn

(1 + fq)n+1
(Ân)ji, (4.14)

in cui si nota che la sommatoria in 4.14 è la somma sui possibili cammini di lunghezza n da i a
j, determinati dagli elementi dell’ n-esima potenza della matrice di adiacenza Â. Inoltre, ogni per-
corso è pesato tramite il valore di f , che determina quanto un esploratore possa diffondersi. Questa
sommatoria ha come risultato

(F̂−1)ij =

N∑
k=1

UikU
−1
kj

1 + f(q − γk)
,

con γi è l’i-esimo autovalore della matrice di adiacenza mentre Û la matrice degli autovalori.

4.4 Stime della Capacità di Metapopolazione

Sostituendo ci = cAi e ei = a/Ai nella 4.11, si giunge ad una formula similare a quella ricavata
dal modello HO, dove però la sopravvivenza della specie è determinata dalla matrice Mij = KijAiAj

e dal suo autovalore principale λM , che però dipende dalla forma della funzione h. Per far s̀ı che il
modello non diverga ma saturi ad un certo valore ζ quando f è molto grande, si è posto che h(f) sia
una funzione di Monod del tipo

h(f) =
ζ

1 + 1/f
(4.15)

anche se i risultati che ne dipendono rimangono qualitativamente invariati per altre definizioni di h
che rispettino le stesse assunzioni di partenza.

Sebbene non si possa trovare un’espressione analitica generale per λM , la si può calcolare in certi
limiti per grafi non direzionali. Per esempio, per f → 0 si ha che gli elementi di matrice Kij ottenuti
dalla 4.10 tenderanno a 0, di conseguenza λM → 0, come ci aspettava.

Nel caso opposto, ossia, nel limite in cui la diffusione domina, si ha invece che la 4.12 diventa

Kji
f→∞−−−→ h(f)

N∑
l=1

Ajl(V
−1)1l√
N

∀i, (4.16)

ossia l’effettivo accoppiamento tra i nodi i e j non dipende da i, quindi gli esploratori possono esplorarli
tutti uniformemente. Nel caso Ai = Aj = A ∀i, j, per grafi non direzionali si può ricavare la capacità
di metapopolazione da questa equazione

λM
f→∞−−−→ A2 ζ

N

N∑
i=1

N∑
l=1

Ajl = A2 ζ

N

N∑
i=1

qi = A2ζ⟨q⟩ (4.17)

dove ⟨q⟩ è il grado medio dei nodi del grafo.

4.5 Confronto con il Modello HO

Dai risultati precedenti si nota chiaramente che la persistenza di una specie dipende fortemente dalle
caratteristiche topologiche del network. In particolare, ci si aspetta che a network con un alto numero
di connessioni per nodo sarà associata una grande capacità di metapopolazione, mentre per ambienti
frammentati ci si aspetta una minore capacità e quindi una maggiore probabilità di estinzione.

Un caso particolare di grafo che conduce a risultati interessanti è il grafo ad anello, in quanto
in questo caso si nota un andamento esponenziale del kernel, come già intuito da Hanski nel suo
modello fenomenologico. Per verificare questo, è sufficiente calcolare il kernel esplicitamente tramite
l’espressione 4.10 per un grafo ad anello ad N nodi e poi verificare che la relazione tra gli elementi Kij
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Figure 4.1: Grafico in scala semilogaritmica del kernel di diffusione in funzione del cammino per un grafo ad
anello con 28 nodi. La pendenza della retta varia a grandi valori di dij a causa di errori numerici

e la lunghezza del cammino dij dal nodo i al nodo j sia esponenziale, come mostrato nel grafico 4.1.
Dallo stesso grafico, si può notare inoltre che all’aumentare di f diminuisce la pendenza delle rette,
ossia l’efficienza di diffusione aumenta quanto più lentamente decade il kernel.

Si possono tracciare ulteriori paragoni con il modello HO, ma per fare ciò è necessario poter definire
in modo appropriato la distanza media di migrazione ξ. Ricordando che il modello HO utilizza un
kernel i cui elementi di matrice fuori diagonale sono

KH
ij = exp

(
−dij

ξ

)
,

è naturale definire allora, per un kernel generico K,

ξ = − ⟨d⟩
⟨log(K)⟩

dove

⟨d⟩ = 1

N(N − 1)

N∑
i=1

∑
j ̸=i

dij

è la distanza media e

⟨K⟩ = 1

N(N − 1)

N∑
i=1

∑
j ̸=i

Kij

è il valor medio del kernel usato. Da qui risulta che la distanza media di migrazione è una funzione
non lineare sia di f che di ξ. Effettivamente, siccome la pendenza delle rette nel grafico 4.1 dipendono
da f , si poteva già intuire che all’aumentare di questa si incrementi anche la lunghezza caratteristica
associata al decadimento esponenziale, implicando un maggior accoppiamento tra nodi a grandi dis-
tanze tra loro e una relazione diretta tra l’efficienza di esplorazione f e la distanza di diffusione media
ξ.
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4.6 Effetti della Topografia Ambientale

Quando si studiano ambienti reali, non è solo la topologia del grafo a determinare le caratteris-
tiche di una metapopolazione, bens̀ı anche la conformazione geografica di un territorio contribuisce in
maniera importante:2 la presenza di fiumi o di altri ostacoli naturali possono, per esempio, aumentare
la distanza effettiva tra due aree, e il modello HO e il modello microscopico tengono conto di queste
caratteristiche topografiche di un territorio in maniera nettamente diversa, come di seguito mostrato.

A titolo d’esempio, si possono utilizzare gli HydroSHEDS Digital Elevation Models (DEM),13 che
forniscono dati sulle altitudini con una risoluzione di 15 arcosecondi raccolti dalla NASA Shuttle Radar
Topography Mission, permettendo di analizzare come le differenze di altitudine influenzano i modelli
di metapopolazione. Sono state selezionate per lo studio una parte del fiume Ene in Perù, nella regione
delle Ande, e del fiume Kauriala in Nepal, nella catena dell’Himalaya. Su queste si può costruire una
griglia di punti per cui sono noti i valori di latitudine, longitudine e altitudine, che assumeranno il
ruolo di coordinate spaziali nei due modelli. Si può quindi definire un kernel esponenziale HO che
derivato da una matrice delle distanze dipendente dall’altezza e da una distanza di migrazione carat-
teristica ξ. Il modello microscopico invece può essere adattato in modo che l’effetto di diffusione sia
preponderante nel caso di discesa piuttosto che di salita, definendo il coefficiente di diffusione

Dij = Dg(zj − zi) (4.18)

dove zi rappresenta l’altitudine dell’i-esimo pixel mentre g deve essere una funzione dipendente dalla
differenza di elevazione; si può ragionevolmente porre

g(zj − zi;β) = a+ b exp [−β(zi − zj)]

dove i parametri a e b sono definiti dimodoché g ∈ [0, 1] mentre β stabilisce la soppressione di diffusione
in salita. Fatte queste scelte, il network di diffusione è sia pesato che direzionale.
Le previsioni dei due modelli per la densità della popolazione insediata, al variare dei parametri di

Figure 4.2

diffusione ξ e f , sono state ricavate e riassunte nella figura 4.2 dagli autori di [18, under review]. Si
nota in entrambi i modelli che, per valori piccoli dei parametri di diffusione, la popolazione sopravvive
esclusivamente nelle zone a minor altitudine e solo aumentando i valori dei parametri aumenta la
probabilità che esplori punti ad elevazione maggiore. Tuttavia, mentre nel modello HO la specie tende
ad occupare immediatamente soltanto le zone ad altezza inferiore, nel modello microscopico la densità
si distribuisce in maniera graduale secondo un gradiente di elevazione.

Questo è dovuto al fatto che il modello HO tiene conto solo della distanza tra due punti, per
cui la colonizzazione da esso descritta avviene uniformemente in punti alla stessa altitudine in zone
molto connesse. Nel modello microscopico, invece, la discesa è favorita rispetto alla salita, e quindi i
gradienti di altitudine sono già codificati nella dinamica, rispecchiando evidentemente caratteristiche
topografiche nei risultati.
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Capitolo 5

Conclusioni

In questa tesi è stato presentato un modello microscopico di metapopolazione sviluppato dagli autori
di [18, under review] tenendo conto dal modello fenomenologico precedentemente proposto da Hanski
e Ovaskainen. Entrambi i modelli sono rilevanti perché permettono di determinare la persistenza di
una metapopolazione mediante unicamente un parametro, ossia la capacità di metapopolazione. Tut-
tavia, mentre il modello di Hanski e Ovaskainen dipende dalla particolare scelta di un certo kernel
di colonizzazione intuibile soltanto fenomenologicamente, il modello microscopico permette di tener
conto esplicitamente dei complessi meccanismi che guidano la dinamica di fondo. Inoltre, permette
di considerare interazioni asimmetriche, adatte a descrivere situazioni reali dove la diffusione tende a
manifestarsi in una direzione preferenziale a causa di caratteristiche topografiche del luogo.

Sarà cruciale in ricerche future quantificare il costo associato alla produzione di esploratori e come
questo impatti il bilancio tra gli effetti di esplorazione e colonizzazione, essendo questa produzione un
aspetto fondamentale del funzionamento del modello. Inoltre sarebbe interessante codificare come le
informazioni raccolte durante i processi di esplorazione e colonizzazione influiscano sulla scelta di zone
dove stanziarsi, specialmente considerando che è naturale assumere ci siano differenza tra specie, anche
dovute ad effetti evoluzionistici,17 nelle strategie di diffusione. Infine, ci si aspetta che ulteriori effetti
stocastici possano essere quantitativamente analizzati mediante un’espansione di Kramers-Moyal a
ordini superiori della master equation che governa il modello microscopico.11 Queste analisi quantita-
tive aprono le porte ad un’investigazione su come le complesse dinamiche ecologiche possono spiegare
i diversi kernel osservati,4 oltre a fornire, riguardo i processi alla base della colonizzazione, un decisivo
approfondimento che prima non era possibile.
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