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Introduzione

La regressione multivariata riguarda il problemdladenodellazione di piu di una

variabile risposta a partire dallo stesso insiefneadabili esplicative. E possibile, in

questo caso, cercare di capire come si puo temgo ctalle correlazioni esistenti tra le
risposte per comparare l'accuratezza della prewsicon quella delle procedure che
generalmente si usano nel caso di regressioni uaiga nelle quali per ogni singola
risposta viene utilizzato un insieme di regressori.

Nel presentare il caso in cui la risposta congiste> 1 variabili differenti si possono

facilmente estendere le considerazioni fatte perelgressione multipla all’analisi

multivariata. La regressione multivariata & deéirdal modello

Y=XB+U, (1)

doveY non é piu il vettorenx 1) considerato nel caso dell’analisi univariatay & che
rappresenta il numero di dati osservati, bensimatiice ( x p) contenentg variabili
risposta;X & una matricen(x @) di variabili esplicative (col = 1); B € una matriceq

x p) di coefficienti di regressionelé & la matrice dei termini d’errore di dimensione (
X p).

I modello (1) puo essere scritto come

Yiu Y2 o Y (1%, - Xg | Br B2 0 B U, U, -+ U
Yoo Yoo Yap 1 %, - Xoq 1811 ﬂlz lgzp Uy Uy oo Uy,

Yo Yo ynp 1 X = an ﬂql :qu :qu Uy Uy, - unp



INTRODUZIONE

Sianoy; ex; I'i-esima (= 1,...,n) riga, rispettivamente, delle matri¢ie X; nel caso del
modello con intercetta, allora la prima colonndalelatriceX e il vettore unitario. SX
e una matrice dg variabili esplicative osservate su ognuno deglindividui del
campione considerato, allora parliamo rdodello di regressione multivariataNel
modello (1) le colonne diY, che rappresentano le variabili dipendenti del efiod
osservate suglin individui del campione, sono spiegate dalle comi X. In
particolare vale la relazione

E(;) =x'B;, i=1,..nj=1,.p,
ossia il valore atteso di; dipende dall-esima riga della matricX e dallaj-esima
colonnaB; della matrice dei coefficienti di regressioBe Nel caso in cuip = 1,
abbiamo di fronte il modello di regressione mu#ipton una sola variabile risposta, per
il quale possiamo scrivere nel modo usyedeXB + ¢.
Nella maggior parte dei casi & possibile assumbeela matriceU degli errori sia
distribuita normalmentelJ & una matrice con una distribuzioNg0, X), doveX é la
matrice di covarianza. Si assume, inoltre, chadaiduzione diU sia incorrelata cok,
ossia che B{|X) = 0. Sotto l'assunzione di normalita degli errori, lag-

verosimiglianza per i parameBie X' e data da
(B, 2)= % nlog |2t 2|-% tr[(Y-XB) ZH(Y-XB)T], 2

dove il simbolo trd) indica la traccia della matric&, ossia la somma degli elementi
che si trovano sulla diagonale di tale matrice.

Nei capitoli successivi verranno sviluppati i segfieargomenti: il primo capitolo
presentera alcuni concetti generali relativi allarta della regressione multivariata e
all'inferenza sui parametri stimati nel modello etjg di studio; nel secondo capitolo si
trattera dell’analisi multivariata della varianZdANOVA) e dei test statistici ad essa
correlati; nel terzo capitolo saranno presentatiati oggetto di studio e verranno
eseguite analisi grafiche preliminari e test suessi; infine, nell’'ultimo capitolo si
stimera il modello di regressione multivariata dati, valutando gli effetti che hanno le
variabili esplicative sulle risposte considerate; appendice sono contenute alcune
informazioni relative alle distribuzioni multivatelegate ai test statistici presentati nel

seqguito.



CAPITOLO 1. INFERENZA NEL MODELLO DI REGRESSIONEVMIWARIATA

Capitolo 1

Inferenza nel modello di regressione multivariata

Nel modello(1), per la stima dei parame®i e X' &€ possibile utilizzare il metodo della
massima verosimiglianza, che si basa sulla solezéirequazioni di stima ottenute a
partire dalla(2). Si ottengono cosi gli stimatori di massima veroglianza per la
matrice dei coefficientB e per la matric& di varianza e covarianza degli errori, dove
2 e una matrice definita positiva e simmetrica, dnelnsioni p x p). A partire dai
risultati ottenuti € possibile eseguire verifichieigbtesi sui parametri del modello e
costruire intervalli di confidenza. E possibileplime, considerare delle generalizzazioni
del modello quando alcune delle ipotesi considemate valgono. Ad esempio, si puo
vedere coma cambiano le stime dei coefficientigaslo in cui i termini d’errore siano

eteroschedastici, ossia con varianze diverse.

1.1 Stima di massima verosimiglianza dei coefficiéndi regressione e

della matrice >

SiaP = | - X (X"X)*X", dovel & la matrice identita di ordinme La matriceP gode di
alcune proprieta: & simmetrica ed idempoteRte P', P x P= P?= P) ed ha rango-g.
Essa rappresenta la proiezione ortogonaR"idelle colonne dX. In particolarePX =
0.

Nel modello(1) considerato si ipotizza che le righe della mattdcgano indipendenti e

distribuite normalmente con un vettgradlimensionale di medie pari a zero e con una
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matrice di varianza e covarianza(p x p). Cio implica che per ogni colonna della
matrice delle risposte ci sia una regressione cetamol suo insieme di coefficienti di

regressione. La matrice stimata dei coefficiemtitenuta come
B=(X"X)*XTY,
dove la matric& ¢ distribuita come uniadi Student multivariata (si veda I'Appendice)
con mediaB e matrice di varianzar( q- 1)(X'X)]"*G, ossia
B ~ t(n-q-1B/[h-g-1)(x"x)[*G)
conG = (Y - XBN(Y - XB).
In particolareé k,» che rappresenta lkaesima colonna B (k= 1,...p), si distribuisce

come und di Student multivariata con medga e matrice di varianza e covarianza-(

q - P *WG; ossia
B, ~t(n-q- p,B,,(n-q- p)"W,G),
doveW, & I'elemento di postdk(K) della matricaV = (X"X)™.
Inoltre, per il singolo stimatoréjk (k=1,...p,j =1,...9), la distribuzione di riferimento
e
Bjk ~t(n-g-p, Bjk’(n-q- p)_lwkkgjj) :
che rappresenta una t di Student univariata conaniade varianzar(— q - F)’kakgjj,

dove g; e I'elementg-esimo sulla diagonale @. (si veda Rowe [6])

La stima della matrice dei coefficienti di regres®B non dipende dalla covarianza
rappresentata dalla matriéeo dalla sua stima; rimane la stessa a prescinddia d

presenza o meno di correlazione.
Per il modello(1), B & una stima non distorta 8. Infatti sostituendd = XB + U
nell'equazione dB si ottiene
B =(X™X)™X"(XB +U) =B + (X'X)™U
e quindi vale la relaziong( B ) =B poichéE(U) = 0. Infatti U & la matrice dei termini

di errore tale per cui le medie sono nulle e quiedB ) = B.
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La covarianza tréjkeéklé data dagjwi, dove o € I'elemento di postoj,() della
matrice di varianza e covarianza degli erByimentrewi € I'elemento di postoi k)
della matrice = (X'X)™. Infatti dall'espressione dB |, si ricava chef - = &'u;,
dovea; & lai-esima riga della matricA = (X'X)'X", conA'A = W,e uy; & laj-esima
colonna della matrice degli errdi Allora

Cov(Bi, Bw)=a E[u u'la=a"[ojl]ax= o Wi. (1.1)
Oltre ai coefficienti di regressione, per il modekli ottiene anche una stima della

matriceX’, come
2 =nYTPYV.
Si puo dimostrare che p2rvale

ni ~Wp(Z, n -0,
con W, che indica una distribuzione di Wishart con q gradi di liberta e matrice di
scalaZ. Tale distribuzione rappresenta una generalizrazitella distribuzionek? nel
caso multivariato (si veda I'’Appendice).
Una volta calcolati i coefficienti di regressiomepossibile ottenere i valori predetti dal
modello (‘fitted value¥) come

Y =xB = X(X™X)XTY.

Inoltre, i residui si calcolano nel seguente modo

U =v-xB=PY.
Da cio si ottiene chE(U ) = 0. Infatti

E(U) = E(Y) - E(XB) = XB - XB = 0.
Nel modello di regressione multivariata pud essaeezessario, come nel caso
univariato, effettuare una selezione delle variab#plicative da utilizzare come
regressori. Nella selezione dei regressori bisdgnar conto del fatto che la matrice
X"X deve essere invertibile e che & necessario soegi@o le variabili risposta non
troppo strettamente correlate tra loro. In partioe] per la selezione dei regressori, le
procedure piu utilizzate sono la selezidmaekwarde quellaforward che permettono in

modo quasi automatico di eliminare o aggiungeresidicative che non influenzano, o
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influenzano, significativamente le variabili rispas Per approfondimenti si veda
Mardiaet al. (1979).

1.2 La verifica d’ipotesi

Nel modello(1) si possono considerare ipotesi nulla della forAa C;BM; = D, dove
C; € una matriceqg(x @) di rangog, M; € una matricep(x r) di rangor e D € una
matrice @ x r). In molti casi si puo supporre cliz= 0 e M; = I, e l'ipotesi nulla
diventa semplicementdy: C,B = 0. Le righe diC; permettono di capire qual e I'effetto
sulla regressione di una combinazione lineare delgabili indipendenti, mentre le
colonne diM; focalizzano I'attenzione su particolari combinazitneari di variabili
dipendenti. Ci sono due metodi per verificare falbtesi: il test del rapporto di
verosimiglianza lkelihood ratio test LRT) ed il test unione ed interseziongnipon

intersection testUIT).
1.2.1 LRT

Considerando l'ipotesi nulladgiC;B = D (conMy = 1), € opportuno definire ulteriori
matrici per costruire il test. Si@ la matrice tale per ci@’ = (C,',C,") siadi ordine
x ) non singolare e siBg la matrice di dimensionig(x p) che soddisfa la relazione
C:Bo=D. E allora possibile riscrivere il model{@) come
Yi=24 +U,

doveY:=Y - XBo, Z=XCled = (4, , 45" ) = C(B - By). Allora I'ipotesi nulla H:
C1B = D puo essere riscritta come:Hf; = 0. Considerando la partizior@* = (CV,C®)
si puo definire la matrice di proieziom® sul sottospazio ortogonale della colonne di
XC®, come

P1=1- XCO(CPX™XCP)1 c@TXT.
Dall’espressione della funzione di verosimigliarn(2y, si ottiene che sotto le ipotesi

nulla e alternativa, le verosimiglianze massimiezairrispondono rispettivamente a

|2en YT Py, [ 2exp{— % np} e |2nlY'PY[" 2exp{— % np} .
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La statistica LRT si ottiene quindi come

LRTYPY)/|Y+P1Y4| .
Se si definisceP, = P, - P, ancheP, € una matrice di proiezione. In particolare,
I'espressione di tale matrice sara

P, = X(X™X)'Cy [CL(XTX) ™ CL T Cu(XTX) X,

Inoltre, poichéPX = 0, alloraPY = PY..
Definita P,, e quindi possibiléscrivere la statistica LRT come

LRE Y'PY/YTPY + Y.P.Y,| (1.2)
ed essa ha distribuzionép, n - g g), sotto H. Tale distribuzione si ottiene dal rapporto
tra i determinanti di due matrice. Siafo- W(I, m) e B ~ W(I, n), indipendenti, dove
Wp(Z, m) indica una distribuzione di Wishart con matridesdalaX ed m gradi di
liberta. Sem> p allora

A =|Al/]A+B| ~A(p, m, n)

(si veda I'Appendice).
Per maggiori chiarimenti sulla distribuzioee sulle distribuzioni ad essa collegate si
rimanda al Mardiat al. (1979).
Nel caso in cui si voglia utilizzare questo tegt gienostrare I'ipotesi nulla §1 C,BM; =
D, conM; # |, la statistica test che si ottiene € una generaiana del LRT e prende il

nome di lambda di Wilks (si veda il Cap. 2).
1.2.2. UIT

L'ipotesi nulla H: C;BM; = D & vera e se e solo se vale la relazibh&;BM;a =
b'Da, per ogni valore da e b. Se si sostituiscono rispettivamenttC; e M;a nelle
relazioni
H=M"Y."PY:M; ed E =M, Y'PYM,,
e scriviamo il rapporto trel edE, si ottiene
bTC(XTX) XY, M .a }
{o'c,(x™x)'C™b {a™™M .Y TPYM &}

(1.3)

che, sotto I'ipotesi nulla, si distribuisce come, » . ¢ moltiplicata per i - o), pera

e b fissati.
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Massimizzando rispettolasi ottiene
a'Ha/a'Ea,
che, sotto W si distribuisce come un@/[n - g]Fy n -4, cona fissato (perchdél edE
hanno una distribuzione di Wishart e sono tra Indypendenti).
Infine, massimizzando rispetto adcsi ottiene),, che é il piu grande degli autovalori di
HE™.
Postof= A, /(1+.1), 6 rappresenta la piti grande delle radicH{H + E)™. L'ipotesi
nulla viene rifiutata per valori elevati @j che segue, sottogHla distribuzioned(r, n -
g, 9). Si ricorda che peA ~ Wy(l, m) eB ~ Wy(l, n), indipendenti com > p, allora il
pit grande degli autovalori diA(+ B)'B ha distribuzioned(m, n, p). (Si veda
I’Appendice).
Nel caso in cui il rango della matrié#; siar = 1, allora non € necessario massimizzare
anche sottaa, perché la statistica diventa semplicemente upaip tra scalari. In
questo caso il test UIT diventa equivalente al t&ST.
Se invece il rango dC; €g = 1, allora la massimizzazione rispettb aon € necessaria,
poiché in questo caso dihcheHE ™ hanno rango 1. Ancora una volta le due statistiche
UIT e LRT sono equivalenti. Infatti, 'unico autdeae non nullo dHE™ e
A= tr HE™) = {Cu(X™X)1C M e (X TX) XYL MAE M, TY T X (XTX) C
Inoltre, se fissiamal = X(X"X)™C,', allora sotto I'ipotesi nulla §isi ha chevl;"Y.'d ~
No(0, (d'd)M;"2M;) e sotto entrambe le ipotesi, nulla e alternatioleg E ~ Wi(M;"
2Mj, n - g). Allora sotto I'ipotesi nullaj; ha distribuzione
M~ (N - Q)T ng= [1/(n - g - +1)]Fy, g,
doveT? indica la distribuzione di Hotelling (si veda I'Apndice).
Supponendo ora ch# sia il vero valore della matrice dei coefficierdal test UIT si
ottiene che la probabilita che il rapporto desenitella(1.2) sia minore o uguale @,/
(1 -9,), per tutti i valori dia eb,é pari a 1 «, cond, che indica il percentile di livella

della distribuzion&(r, n - g g).
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1.3 Intervalli di confidenza simultanei perB

Utilizzando i risultati presentati nel paragrafoegedente e possibile ottenere degli

intervalli di confidenza simultanei (SCIs) per tare dei parametré, ossia tali per cui

P| b"C,BM,al bTCl(XTX)_leYMlai{%(aT Ea)[chl(XTX)_leb]}%,Da,b =1-g

Il valore b"C1(X™X) X"YM,a = b'C; B Msa & uno stimatore non distortodfiC.BMa.

In alcune applicaziora e/ob sono forniti a priori e i limiti dell'intervallo idconfidenza

possono essere ristretti. Ad esempioa gefissato, allora gli intervalli di confidenza per

b si possono ottenere sostitueriié(1 - 6,) con [B/(n-q}Frn-qr+1:0, Che rappresenta il

percentile di livelloa di unaF conr en-g-r+1 gradi di liberta.

Se invece & ad essere fissato, alld?d(1 - 6,) pud essere sostituito da
(n‘qlezr,n-q;a:[r/(n'CI'r"'l)]Fr,n-q-r+1;a-

Infine, se sono noti sia cheb si pud ottenere un singolo intervallo di confidenz

sostituendd,/(1 -6,) con € - 9™F1, nqe.

1.4 Alcune considerazioni conclusive

1.4.1 Stima dei coefficienti nel caso in ci{ non sia di rango pieno

Talvolta puo succedere, per ragioni di simmetrid gisegno sperimentale, che la
matriceX di dimensioni g x q) delle esplicative non sia di rango pieno, ma albhngo

k < g. Ovviamente, in questa situazione, la matX¢& non & pil invertibile e quindi
non € possibile calcolare le stime dei coefficiatitiregressione. In questo caso, per
risolvere il problema, pud essere utile considerara partizione della matricg, in
modo da restringere la regressione ad un gruppeoltinne della matrice delle
esplicative. In particolare, si considefta= (X1,X;), doveX; € la matrice di dimensioni
(n x k) di rango pieno. AlloraX, pu0 essere scritta com& = X;A, doveA € una
generica matrice di dimensionk X (g-K)). Analogamente, anche per la matri@esi

considera la partizion®'= (B,' B,").
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Il modello puo essere dunque riformulato nel setpiarodo

Y =XiB1+ Uy,
dove B'; indica la sommaB; + AB, univocamente determinata. Effettuando queste
sostituzioni, € possibile ottenere comunque unasstilei coefficienti, nonostante la
matrice delle esplicativiX non sia di rango pieno, poiché il mode¥o= X;B"; + U,
permette di utilizzare gli usuali metodi di stimarpB’;, che rappresenta una

riparametrizzazione d.
1.4.2 Valutazione dell’effetto della media sulle sposte

Nel modello considerato talvolta puo essere utleasare I'effetto della medja sulle
risposte, dall’effetto delle altre variabili esg@tore indipendenti. 1l modello pud essere
riscritto come

Y=14"+XB + U, (1.4)

dove (, X) rappresenta una matriaeX (1 +q)). Allora
1 7 0
1 X)| =
[ 97 o)

poiché X'1 = 0. Allora, poiché vale 141.1), si hau =y, con y vettore di medie
calcolate su tutti i dati, che é indipendente dstilana diB che si ottiene come

B=(X"X)'XTY = (X" X)X (Y -1y").
In particolare, se la media of é stimata dal vettorg, allora la(1.4) si pud anche
scrivere come

Y-y =XB+Z,

dove conZ, si intendeZ =U -1U", che rappresenta la matrice degli errori centrata.
Ogni vettore colonna di tale matrice ha distribngidl,,(0,2' 0 Q), doveQ =1 - nt11'.
Con il simboldT si indica il prodotto di Kronecker. Sid una matricerfi X n) , con

elementia; e B una matrice§ x g) di elementiby, allora il prodotto di Kronecker di

e B é definito come

10
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[a,B a,B . . . a,B]
a,B a,B . . . a,B
AlB=
|laxB a,,B B

che & una matricemp % ng).
Quanto descritto rappresenta un’estensione di qudetto in precedenza, nel caso in
cui, nello stimare i paramet#, si voglia valutare separatamente I'effetto dellediau,

rispetto alle altre esplicative e quindi capire lgéal peso di u nella procedura di

determinazione dﬁ )
1.4.3 Dalle stime OLS alle stime GLS

Nel modello univariato, il calcolo delle stime dmiefficienti di regressione si possono
anche basare sul metodo dei minimi quadrati orgirsmtto l'ipotesi che i termini
d’errore abbiano media nulla e siano omoschedagipoitesi di Gauss-Markov).
Quando la matrice di varianza e covarianza degtirenon puo piu essere supposta
uguale as?l, lo stimatore OLS non & pitl BLUBést Linear Unbiased Estimajorin
gueste situazioni si utilizza la stima GLSeneralized Least Squajeshe si basa su
una trasformazione della matrice di covarianzatedo dalle assunzioni
E(u)=0e V(u) =2,

con suppostanota, si considera la trasformazione del modello

z= QV2XB + v, (1.5)
dove

2=y e v=0y.

Il modello (1.5) soddisfa le ipotesi di Gauss-Markov e quindi peatendi calcolare lo
stimatore non distorto d@.
Nel caso multivariato, cid che si verifica & chestima OLS, che si ottiene &= ¢°l €
la stima GLS conducono allo stesso stimatore. Resedo il modello in forma

vettoriale, si ottiene infatti

11
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Y=XB"+UY,

doveY"= (y'ay,..., Yp) € X = I, O X. Per quanto riguarda il termine d’errds&, si
assume che esso abbia méeamatrice di varianza e covarianza

VU =@=x O I,
Allora lo stimatore GLS dB si ottiene come

BY = (X T@X") X T@V
=@ oxX'etox HyY
=[10(X ™)X Y.

In particolare, la stima OLS si ottiene nel casccim X' = I; in questa situazione lo
stimatore OLS e lo stimatore GLS coincidono.
E possibile valutare il comportamento dello stimat@LS asintoticamente, ossia
nellipotesi in cuin, che rappresenta la numerosita campionaria, tedda.
Siaxi,Xp,...una sequenza di variabili indipendenti fissastael;, Uy, ... una sequenza di
termini d’errore casuali. Sian¥ = X, = (X', Xo', ..., X.'), 2 = 2, e B = B,,. Si
supponga inoltre che

lim Xn" 2, X)t=0.

Allora il valore atteso della stima BisaraB per ogni valore dh considerato. Inoltre la
varianza dello stimatore tendera a 0 quamdeo oo .

Cio implica che lo stimatore @ & consistente.
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Capitolo 2

MANOVA: Analisi della varianza multivariata

Nel caso della regressione multipla, una delle gulace piu utilizzate per valutare
'uguaglianza delle medie in gruppi differenti e palutare la significativita dell’effetto

di un’esplicativa sulla variabile risposta é I'asatlella varianzaANOVA)).

Anche nel caso multivariato si puo utilizzare unacedura simile, la MANOVA
(multivariate analysis of variangeAd esempio, nel caso in cui si abbiano due wdria
dipendenti e si voglia testare se entrambe sorloeinfate da una certa esplicativa é
possibile calcolare una statistiEanon piu univariata. Cio che si ottiene € unasiaa

F multivariata (lambda di Wilks) basata sul confrita la matrice di varianza e
covarianza degli errori e la matrice di varianzeoearianza delle esplicative. Infatti, la
formula della statisticd& non & basata solo sulla somma dei quadrati tranga i
gruppi, ma anche dai prodotti incrociatrgssproducts

Il calcolo della statisticaF permette di rispondere alla domanda “ll modello e
significativo per ogni variabile dipendente?”. Lavarianza deve essere inclusa perché
le due variabili dipendenti potrebbero essere tateeed € necessario testare se tale
correlazione é statisticamente significativa. Sdue variabili risposta sono fortemente
correlate si ottengono informazioni ridondanti @ €iespresso dalla covarianza.

L’ipotesi nulla che si andra a testare riguardadénza di differenze in media in ogni
variabile dipendente per gruppi differenti formatseconda dei livelli e delle categorie

delle esplicative.
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Oltre a valutare se le risposte sono influenzatgesnporaneamente dalla esplicative,
puo essere interessante valutare se le variap#indienti prese singolarmente vengono
influenzate dalle indipendenti considerate. Infatiitre a calcolare la statisticR
multivariata che considera gli effetti principalilee interazioni, & possibile esaminare i
testF univariati per ogni singola variabile ed interariitsingolarmente.
| test considerati nel caso univariato si possasterglere al caso multivariato. Se in
precedenza si aveva il rapporto tra devianza diessjpne e devianza residua, nel caso
multivariato si moltiplica I'inverso della matride per la matricéH, dove la matricé,
matrice di devianza residua, si ottiene come

E=u'u=(n-1) S+ N2-1) S+ ... +(np- ) S
con S, S2, sz matrici di varianza e covarianza all'interno despettivi gruppi,ng,
ny,..., Np NUMerosita dei gruppi, k¢, matrice di devianza tra i gruppi, data da

H =3 npioBi'BjBio = [B—BI'[#— B [yi—m]"[yi—m].
La somma delle due matrici, in genere indicataTenE + H, & la matrice di devianza
totale.
| test, che di seguito verranno descritti, pernmedtali verificare la presenza di una
relazione di dipendenza lineare della matrice dekposteY dalla matrice delle
esplicativeX .

2.1 Test multivariati

Esistono alcuni test multivariati che permettono fdcalizzare l'attenzione sulle
variabili indipendenti e sulle loro interazioni. particolare ci sono quattro tipi di test
utilizzati per questo scopo.

2.1.1 T?di Hotelling

Il test T2 di Hotelling & definito come
T>=tr(E™* H) = 243,
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dove indica I'autovalore di una matrige (k x K). E il test piu utilizzato e tradizionale
basato su due gruppi formati dalle variabili indigenti. Ad esso € correlata la statistica
che prende i nome diotelling’s Trace Per trasformare il coefficient&€race nel
coefficienteT? si moltiplica il Traceper f - g), doven & la numerosita complessivaye

il numero dei gruppi. IIT? avra lo stesso valore della statistigalo stesso numero di

gradi di liberta e lo stesso livello di significata del coefficient&race
2.1.2 Lambda di Wilks

La lambda di Wilks si pu0 scrivere come
A= [E||H + E | = II(U(1+4;)) (2.1)
oppure, analogamente, come

i i(ﬂ“ B, -ﬂ)(ﬂ“ B, 'ﬂ)T

El S5

4= H+El i i(yu '”)(y” _ﬂ)T |

=1 j=1

per il quale ci sono piu di due gruppi di variabildipendenti. E una misura delle
differenze tra i gruppi del vettore di medie suliabili indipendenti. Piu piccolo é il
valore della statistical, piu grandi saranno le differenze esistenti. Pacatare la
significativita di4 viene spesso utilizzata una sua trasformazioné diaBartlett. Usate
in combinazione, le due statistiche lai Wilks e laV di Bartlett, consentono il calcolo
di un test per le differenze in media nella MANOVAgl caso in cui ci siano piu
variabili dipendenti e piu di due gruppi formatilldaesplicative. | test considerati
precedentementd-{est, Hotelling’sT e testF) sono tutti casi particolari delld di
Wilks. In particolare, in casi particolatisegue una distribuziorte ossia quando

- q=2el>2,alloras si distribuira come ung conl -2 e 2 x i —q -1) gradi di

libertd;
- seq>1el =2, alloras si distribuira come uni conp en — g- 1 gradi di

liberta.

15
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Piu in generale sotto lipotesi nullagk¢ con un elevata numerositd campionaria, la

statistica test si distribuisce come ¥fAconp x (| - 1) gradi di liberta.

2.1.3 Pillai-Bartlett trace

Il test Pillai-Bartletttrace e definito come

PB=Tr(E(E + H)™),
che si incontra anche nella MDMn(ltiple discriminant analysjsossia in quella parte
della MANOVA, simile all’Analisi delle Componentirfcipali, che ha come obiettivo
la classificazione. Tale test € il piu robustouttit ossia il piu affidabile anche nel caso

in cui certe ipotesi siano violate.

2.1.4 GCR

Il test GCR Roy’s greatest characteristic rga¢ definito come

GCR= max. (2.2)
Esso e simile al Pillai-Bartlett, ma é bastatoasplima e piu importante radice. Questo
test € meno robusto dei precedenti a causa dellazibne delle assunzioni di normalita

multivariata.

2.1.5 Alcune conclusioni

| test presentati in questo paragrafo, permettangpdrtare il modello multivariato al
caso univariato in termini di verifica d’ipotesin Iparticolare, essi permettono di
verificare se le variabili dipendenYi dipendono simultaneamente dalle esplicaive
Infatti, I'ipotesi alternativa & quella dell’esisiza di una relazione lineare significativa
traY e X. Si dimostra ched e stima distorta della devianza fra i gruppi, mei e
stima corretta delle devianze fra i gruppi residui.

Nel caso piu semplice in cui abbiamo solo due grud#® confrontare, estendiamo

I'ipotesi nulla del modello univariato

=1
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al caso multivariato, in cui vogliamo verificareechvettori di medie siano uguali, ossia

/’111 /112
H, ,U:zl _ /U.zz
:upl :up2

L'estensione al caso multivariato del testdata da

T?= n:’\in;? (Yl - iz)T S_l(Yl - Y2 )’

con
T? ~ Fn1+n2-p-L(n1+n2-2)p’

dove S e la matrice di covarianza “unitapgoled entro i gruppi en; e n, sono le

numerosita dei due gruppi.

Nel caso piu generico in cui abbiamp@ruppi di osservazioni possiamo testare I'ipotesi

nulla H: 11 =12 = ...=T1, = 0, dover; indica il vettore di medie deifesimo gruppo. In

questa situazione si utilizza4ldi Wilks (vedi formula(2.1)).

Si possono utilizzare due tipi di approcci per tae la significativita dei test effettuati

e per confrontare la devianza dei trattamenti eldaianza degli errori o residua. Il

primo metodo € [l'approccio della verosimiglianzd; decondo €& quello delle

combinazioni lineari.

Il metodo della verosimiglianza si serve detli Wilks e rifiuta l'ipotesi nulla H se il

valore della statistica test & grande.

Il secondo approccio, invece, si basa sul test GCRoy (vedi formula(2.2)). Tale

statistica tenta di trovare combinazioni linearll&l®sservazioni che massimizzino il

rapporto tra varianza spiegata e varianza residaasimizzando la varianza tra i gruppi

e contemporaneamente minimizzando quella entrogpr
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Cosi come ’ANOVA testa le differenze in media dellariabile dipendente per varie
categorie delle variabili indipendenti, la MANOV/Adta la differenze nei vettori di
medie delle risposte per le diverse categorie dslfgicative.

Inoltre, cosi come nellANOVA la varianza spieg&tda stima distorta sotto I'ipotesi
alternativa H della quantitaf{ - 1) ¢, essendo corretta sotto I'ipotesi nullg, idra nel
caso della MANOVA la matric® e la stima corretta della matrice di devianzaitra

gruppi solo sotto l'ipotesi nulla ¢

2.2 Test “post-hoc”

Il passo successivo al calcolo dei test nella mloce di analisi della varianza
multivariata e rappresentato dai test a postefpmst-hog che si eseguono nel caso in
cui il testF mostri che il vettore di medie non sia lo stessodiversi gruppi formati
sulla base della categorie delle esplicative. Hetteare il testpost-hocsi calcolano le
statistiche F univariate che sono usate per determinare qualilienelei gruppi
differiscono significativamente dalle altre. Alltesso tempo si eseguono test (confronti
multipli) su coppie di gruppi per verificarne soitgze e differenze.
| test utilizzati per i confronti a posteriori sono
- il test di Bonferroni, utilizzato se ci sono pochi gruppi, poiché praside
differenze in media delle variabili dipendenti trappie di gruppi (ad esempio
differenze nei punteggi ottenuti nei test per ogappia di gruppi che
differiscono per scuola di provenienza);
- il test diTukey, preferibile se i gruppi sono numerosi;
- altri test utilizzati quando le assunzioni di ayeaeita della varianza sono
violate.
Queste procedure rappresentano le fasi conclusita MANOVA e permettono di
capire meglio le differenze rilevate tra i gruppi.
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2.3 Assunzioni alla base dell'analisi multipla dé&a varianza

La procedura di analisi multipla della varianzéasa su una serie di assunzioni che, se

violate, rendono non affidabili gli indicatori calati.

Tali assunzioni sono:

I'indipendenza delle osservazioni, poiché nell'ggitin cui questa condizione

non valga, allora la MANOVA non é robusta;

dimensioni uguali per tutti i gruppi;

somme dei quadrati appropriate;

dimensioni adeguate del campione;

distribuzione casuale dei residui;

omoschedasticita (omogeneita delle varianze e dellarianze): la varianza di

ogni variabile dipendente continua deve esserelesimome testato dal test di

Levene (si veda Levene, 1960 [4]). Tale test, sinal quello di Bartlett, &

utilizzato suk campioni per verificare se siano omogenei in verda ossia se

hanno la stessa varianza. Viene utilizzato quieditpstare ipotesi del tipo
Ho:0,=06,=...=0

D VS H:o; #0; peralmeno un#j.

Se si hannon osservazioni per una variabilé, suddivisa ink gruppi di

numerositan;, la statistica di Levene prende la seguente forma

(KX n(Z-2)
(k-2 2" (Z,-Z)*

conZ; 9Y; -Y, |, doveY; & la media deli*esimo gruppo.

Per ognuno dek gruppi formati dalle variabili indipendenti, lavarianza tra le
coppie di variabili dipendenti deve essere la steBsr verificare tale assunzione
si puo calcolare il test M di Box (si veda Anders@858 [1]; Box, 1949 [2];
Seber, 1984 [8]) che verifica I'assunzione di oomeslasticita utilizzando un

testF. Tale test € basato sul rapporto di verosimigha@massume la forma

M = (n-g)log|S|-2. (n -Dlog|S |,
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doveS é la matrice di varianzgbdoled, n € la numerosita complessiva,e la
numerosita deli-esimo gruppog € il numero di gruppi & € la matrice di
varianza e covarianza détesimo gruppo.

Se il p-value associato al test e inferiore a 0.05 allora leat@wnze sono
significativamente diverse;

omogeneita della regressione: i coefficienti dedariate sono gli stessi per
ogni gruppo formato da variabili categoriali e meo sulle variabili
dipendenti;

distribuzione normale multivariata: si assume lanmadita multivariata se ogni
variabile segue la distribuzione normale. La MANO¥Aobusta anche in caso
di violazione di questa assunzione se la dimensi@heampione non € piccola.
Per verificare tale assunzione si possono utilepaocedure diverse: € possibile
rappresentare graficamente i dati e verificarerésg@nza di simmetria, calcolare
la curtosi, valutare la presenza di valori anomailipuo utilizzare il test di
Shapiro-Wilks che considera come ipotesi nulla damalita dei dati; si puo
rappresentare il diagramma “quantile-quantile”, domfronta i quantili della
distribuzione normale con quelli dei dati. Quest®cpdure sono quelle
utilizzate anche nel caso univariato perché sirassuhe se tutte le variabili
sono normali allora complessivamente avremo undrildizione normale
multivariata.

Altri controlli si possono effettuare calcolandajuadrati delle distanze dalla
media delle osservazioni poiché se la popolazionerénale en e n - p sono

maggiori di 30, allora tali distanze dovrebberouwegla distribuzione di un
Xop -

assenza di valori anomali;

le covariate sono linearmente correlate o in utezi@ne nota con le variabili

dipendenti, la forma della relazione tra covargteariabili risposta deve essere

nota. Spesso le covariate sono trasformate patistaina relazione lineare.
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Per ulteriori chiarimenti sulla MANOVA e sui tesd assa correlati si rimanda a Miles,
2003 [5]; Vittadini, 1999 [9]; Schatz, 2006 [7].

2.4 Utilizzi della MANOVA

La MANOVA puo avere molteplici utilizzi. La procedu puo essere utilizzata per
confrontare gruppi formati da variabili indipendedt tipo categoriale rispetto alle
differenze nei gruppi su un insieme di variabdiposta continue; per usare I'assenza di
differenze per un gruppo di variabili dipendentir@un criterio per rendere piu piccolo
e facilmente gestibile il numero di variabili; pdentificare le variabili indipendenti che
differenziano maggiormente le risposte.

Nell'ipotesi in cui non ci sia correlazione travariabili risposta, € accettabile I'utilizzo
di una serie di test basati sul’lANOVA univariataugposto che ['utilizzo della
MANOVA. Nella maggior parte dei casi, pero, le admili sono tra loro correlate ed in
questo caso e preferibile I'utilizzo della MANOVApiché tale procedura e sensibile
non solo alle differenze in media, ma anche al segralla forza della correlazione
esistente tra le variabili dipendenti.

Nella procedura della MANOVA non c’e un limite aimero di variabili dipendenti che
posSsSono essere inserite, ma piu cresce il numendspioste e piu diventa difficile
I'interpretazione dei risultati ottenuti. Inoltrsi riduce la potenza dei test poiché cresce

la probabilita di commettere errori del 1l Tipo.

2.5 Conclusioni

La procedura di analisi della varianza multivarigermette di estendere al caso di
regressione multivariata le conclusioni a cui gingieva nel caso univariato e di
applicare ai dati una serie di test per eseguirnéatee d’ipotesi.

La MANOVA puo essere eseguita da una serie di patichtatistici. Ad esempio in
SAS si usa il comandatest ; in SPSS e presente 'opzione MANOVA.

Anche inR sono stati sviluppati alcuni pacchetti che siizdtno per la regressione

multivariata e che danno outputi test citati con i rispettiyp-values
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Tali pacchetti saranno presentati nel prossimotalapiassieme all’analisi di un insieme

di dati reali.
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Capitolo 3

Un caso studio

3.1 | dati

Il modello di analisi multivariatdl) puo essere applicato in diversi campi nel caso in
cui si voglia valutare I'effetto di alcune variabésplicativeX su piu variabili risposta

Y.

In particolare I'applicazione che si prende in ¢dasazione in questo capitolo riguarda
dati di natura antropometrica raccolti su= 3028 unita statistiche. Tali unita sono
rappresentate da adulti ed anziani sardi.

Le analisi riportate di seguito sono state eseguiteil softwareR, (Wwww.r-project.org

che consente di eseguire anafisafiche e calcoli statistici grazie ad alcune fonk
contenute all'interno di sue librerie. Tramite icphetti di base e quelli disponibili
gratuitamente in reteR consente di stimare modelli lineari e modelli linea
generalizzati, di eseguire regressioni non linedri,analizzare serie storiche e di
effettuare test parametrici e non-parametricisdftware consente anche di costruire
funzioni esterne e semplici programmi, di effeteuaggressioni robuste, multivariate e
non parametriche, test statistici classici e cdiatidella qualita.

Nel dataset analizzato, I'interesse degli antrogiolé particolarmente rivolto alla
popolazione con eta superiore ai 65 anni, per &egsi vuole valutare, separatamente

per i due sessi, I'evoluzione che le variabili apttmetriche hanno al crescere dell’eta.
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In particolare, si vuole valutare I'effetto su 2&nabili risposta di eta, sesso e patologia,
dovepatologia € una variabile cha assume valore 0 se l'unitéstita € sana, 1 se é
diabetica e 2 se soffre di Alzheimer.

La variabilesesso € codificata come un fattore a due livelli cheuass valore 1 per gli
uomini e 2 per le donne.

La variabile eta misura l'etd in anni delle unita statistiche al nesrio della
rilevazione.

Le 23 variabili risposta considerate sono:

- peso, che rappresenta il pesa);

- statura , che misura I'altezza degli individucif);

- pm.ita , pm.fianchi e pm.polpacc , che misurano, rispettivamente, il
perimetro della vita, dei fianchi e del polpacaal;

- pm.Br.contr , che misura il perimetro del braccio contratio)

- dm.biacrom ,dm.omero edm.bicres  che misurano, rispettivamente, diametro
biacromiale, dell'omero e bicrestiliacon);

- pl.Bicip , pl.tric , pl.sottosc epl.soprail , che indicano plica al bicipite,
al tricipite, sottoscapolare e soprailiaca e somurate incm

- lung.cefal , che misura la lunghezza cefalicay;

- R/H, indicatore della resistenza normalizzata petdaugs;

- Xc/H, indicatore della reattanza normalizzata per #usd, dove la reattanza
rappresenta la forza che un condensatore oppopasahggio di una corrente
elettrica;

- FFMLohman che misura la massa priva di grassi;

- FMLohman che indica la massa grassa,

- BMI (Body Mass Index lindice di massa corporea che si calcola come
peso/statura

- WHRrapporto tra il perimetro della vita e quello éanchi;

- STSR rapporto tra plica sottoscapolare e plica delgite;

- AMA area muscolare del braccio, che si ottiene dariglaborazione tra le

misure del perimetro del braccio e la plica delipite;
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- Angolo di fase , che si ottiene dall'arcotangente del rapporto Xtae R,
trasformata in gradi.

Prima di effettuare qualunque tipo di analisi eessario fattorizzare le due variabili
sesso € patologia
dati$patologia<-factor(dati$patologia)
dati$sesso<-factor(dati$sesso)
contrasts(sesso)
2
10
21
contrasts(patologia)
12
000
110
201
Per effettuare le analisi di interesse & opportgetezionare dal dataset le unita
statistiche con eta superiore a 65 anni.
Il nuovo dataset contiene, quindi, 743 osservazioni
Sui dati considerati si possono calcolare le gielis descrittive per le variabili
considerate. Delle unita statistiche del datab&g,i7% non presenta patologie, il 19,9%
soffre di diabete e il 7,5% di Alzheimer. Inoltgdi individui di sesso maschile sono il
47% del totale, mentre il 53% sono di sesso fenimirlel seguito sono riportate

alcune statistiche descrittive di base per le Bériasposta.

eta peso statura pm.vita pm.fianchi pm.polpac

Minimo 65.04 30.00 124.6 50.00 63.1 21.10

1% Qu 70.98 56.75 146.7 87.00 96.0 31.30

Mediana | 76.82 67.00 1%3.0 95.50 1022 34.00

Media 77.93 66.73 153.4 95.p2 102{9 33.79

3 Qu. 83.93 16.10 160.0 102.p0 108.6 36.40

Std Dev 8.21 14.45 9/58 150.00 148.0 55.00

Massimo | 101.38  124.00 1v8.4 12.24 10.30 3.71

NA’s 2 5 22
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pm.br.contr dm.biacrom dm.omero dm.bicres pl.bicip
Minimo 17.80 20.40 4.60 20.10 2.0(
1% Qu 26.50 31.00 6.10 28.90 8.00
Mediana 29.30 35.20 6.60 30.40 12.0p
Media 29.32 34.20 6.65 30.23 13.97
37 Qu 32.00 37.83 7.20 32.10 18.00
Std Dev 4.02 3.69 0.69 2.36 7.99
Massimo 42.30 45.00 9.00 39.00 52]00
NA’s 21 275 22 275 1
pl.tric pl.sottosc pl.soprail lung.cef rh xch
Minimo 2.60 2.00 2.00 16470 188.4 14.43
1% Qu 14.00 16.00 18.00 18.50 281.9 29.14
Mediana 21.00 21.50 25.00 19.00 323.8 34.42
Media 22.04 22.87 26.06 19.01 331.3 35.63
37 Qu 28.75 28.38 32.00 19,50 372.2 40.86
Std Dev 10.16 9.52 10.52 Q.47 62.06 8.42
Massimo 70.00 62.00 70.00 21.00 571.4 75.38
NA’s 2 5 21 477 00 90
ffmlohman fmlohman bmi whr stsr ama |angolo fase
Minimo 24.99 4.612 16.20 0.57| 0.27 | 7.13 3.17
1% Qu 36.75 17.95 2472 0.88| 0.81 | 25.72 5.34
Mediana 41.77 23.251 27.94 093 1.05| 33.42 6.13
Media 42.68 24.018 28.20 0.93| 1.16 | 34.63 6.19
3 Qu 48.20 29.13 3127 0.98] 1.39 | 42.75 7.01
Std Dev 7.77 8.06 484 0.08 0.52 1222 1.19
Massimo 70.31 56.31 4518 1.29 4.18| 84.64 12.42
NA’s 90 90 4 6 ]10 26 90

Alcune delle variabili del dataset presentano umeno elevato di valori mancanti
(NA's). In questa situazione si puo decidere di sostituivalori mancanti con la
mediana o con la media della distribuzione, a s#&arhe ci sia 0 meno simmetria,
oppure di eliminare la variabile. Nel caso di vailiacomelung.cefal , dm.biacrom e
dm.bicres , sembra essere piu opportuno escludere le varddlilanalisi poiché la

prima ha il 67% dei dati mancanti, mentre le ultidue il 37%.
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Per quanto riguarda le altre variabili, si & deds$®ostituire i valori mancanti con la
mediana della distribuzione.

Il dataset studiato contiene pertanto 20 variaksposta (in seguito all’eliminazione di
dm.bicres , dm.biacrom elung.cef ) che devono essere valutate in base a sesso, eta e
patologia. Una prima analisi grafica permette diutzae se esiste una dipendenza
effettiva delle variabili dipendenti dalle esplivat Inoltre, I'analisi grafica consente di
valutare se le variabili siano 0 meno simmetricheeesi possono ritenere normali.
Utilizzando alcune librerie dR € possibile valutare, anche visivamente, la falzle

correlazioni esistenti tra le variabili risposta.

3.2 Analisi grafiche univariate

Per iniziare I'analisi sulla distribuzione delleriadili si possono considerare i boxplot,
che permettono di visualizzare minimo, massimanpre terzo quartile e mediana della
distribuzione.

Il comando dR per costruire boxplot € il seguente:

boxplot(x, data, subset,main="...")
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Dall’analisi dei boxplot risulta che alcune dellariabili del dataset sono asimmetriche,
comepl.bicip  estsr , e questo & poco compatibile con l'ipotesi di nalita, richiesta
per I'applicazione di una regressione multivariata.

Di seguito sono riportati gli istogrammi delle \ayili considerate.

In R il comando per ottenere listogramma di unaiakile é hist(x, freq=F,

main=...). L'opzionefreq=F permette di ottenere, sull'asse delle ordinatdétdguenze
relative anziché quelle assolutgain="...” permette di indicare ad R il nome da
assegnare al grafico considerato.

Con I'opzionelines(density(x)) , R aggiunge all'istogramma delle frequenze, una

stima della densita non parametrica ottenuta cobdwedel nucleoKerne).
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Dall'analisi degli istogrammi & possibile notareecalcune delle variabili hanno una

distribuzione asimmetrica e quindi non compatilgten I'ipotesi di normalita delle
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variabili risposta. In particolare le variabiti.bicip , pl.tric e stsr  mostrano
un’asimmetria destra.

Un'ulteriore conferma del fatto che alcune delleiaali del dataset non sono normali
si puo ottenere utilizzando il comanggnorm(x) che permette di confrontare i quantili
della distribuzione della variabile di interesse celli teorici di una normale standard.
E inoltre possibile aggiungere la retta che passailpprimo e terzo quartile della

normale, per render piu chiaro il confronto. Il Gimdo per tale opzioneggline(x)
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Il discostamento dei dati dalla retta forniscedaferma definitiva che le variabili prese
in esame non seguono una distribuzione normale.
In particolare risultano poco compatibili con I'tesi di normalita le variabibm.vita

pl.bicip , pl.tric , pl.sottosc , pl.soprail ,rh, stsr edama
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3.3 Analisi bivariate

R permette, col comandmr(data.frame ), di calcolare le correlazioni tra tutte le
variabili contenute nel dataset. Esiste inoltredeeria “ellips€’ che consente, tramite |l
comandaoplotcorr(cor(...)) , di rappresentare graficamente la matrice di tazrrene:
dove la correlazione tra le variabili € piu foReappresenta forme ellittiche; piu debole

e la correlazione, piu la rappresentazione si avaia quella di una circonferenza.

R statura
pm.vita
&) pm.fianchi

2

peso
statura
pm.vita
pm.fianchi
pm.polpac
pm.br.contr
dm.omero
pl.bicip
pl.tric
pl.sottosc
pl.soprail
rh

xch
ffmlohman
fmlohman
bmi

whr

stsr

ama

D2 pm.polpac
QX pm.br.contr

D
%%%8
@@@@%i@ dm.omero

Alcune delle variabili risposta sono fortementeretate, anche perché alcune sono state
calcolate come trasformazioni lineari di altre. @&gempio iBody Mass Indeg ottenuto
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come rapporto tra peso e altezza al quadrato.tiildatorrelazione trami e peso €
piuttosto forte. Altre variabili del dataset senmwancorrelate. Ad esempio I'angolo di
fase mostra correlazione solo cah, che rappresenta la reattanza normalizzata per la
Statura.

Si possono considerare anche i boxplot per le béiriasposta condizionati al sesso e
alla patologia.

| diagrammi a scatola con baffi permettono di valetla distribuzione di una variabile
e, se condizionati ad una qualche variabile, desse se ci sono differenze tra le
distribuzioni per i diversi valori della variabit®ndizionante.

Il comando inR che permette di ottenere boxplot condizionati &

boxplot(y ~ x, main="...") ,

dovey é la variabile rispostaeé la variabile alla quale si condiziona il grafico

Condizionatamente al sesso si ottengono i graportati nel seguito.
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Dall’analisi dei boxplot condizionati si evince claécune variabili assumono valori
diversi a seconda del sesso, quditi.omero, stsr , ama O statura . Altre hanno
distribuzioni praticamente identiche per le due ailibd, come ad esempio
angolo_fase 0 fmlohman . Ci0 significa che per alcune variabili risposesplicativa
sesso risultera fortemente discriminante.

Condizionatamente alla patologia, che assume trdalta si ottengono i seguenti

grafici
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Anche in questo caso si evidenzia la presenza ldrivanomali nella distribuzione di

alcune delle variabili che sembrano piu numerosicaso in cui la patologia assuma
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modalita 0. Le variabilifmlohaman , pl.sottosc e pl.bicip sembrano quelle

maggiormente discriminate dalla patologia.

3.4 Conclusioni

Poiché il modello di regressione multivariata snda sull'ipotesi di normalita delle
risposte si possono provare delle trasformazioriledeariabili che le rendano,
approssimativamente, normali. Trasformazioni posssono le funzioni logaritmo e
radice quadrata, o la trasformata di Box-Cox .

La trasformata di Box-Cox assume la seguente forma

Y4 -1

A
log(Y)
ed in particolare € parilag(Y) quandol = 0. Inoltre, anche la radice quadrata si puo
pensare come un caso particolare della trasforaiaBox-Cox quandod =1/2. Tale

trasformata e particolarmente utile a stabilizzarevarianza (si veda Di Fonzo-Lisi,
2005 [3]).
Dalle suddette analisi si conclude che il dataséhdivo, che verra usato per stimare |l

modello e costituito dalle seguenti variabili:

- sqrt(peso);

- log(statura);

- sgrt(pm.vita);

- log(pm.fianchi);

- pm.polpac;

- pm.br.contr;

- BoxCox(pl.bicip, 0.4);
- BoxCox(pl.tric,0.4);

- BoxCox(pl.sottosc,0.4);
- sqrt(pl.soprail);

- BoxCox(rh,0.7);

- sgrt(ffmlohman);

- log(bmi);
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whr;
log(stsr);

sqrt(ama).

Le variabili dm.omero, xch, fmlohman € angolo_fase = non Si possono assumere
normali, neanche se trasformate. Per questo vesrasnluse nelle analisi di seguito

riportate. Puo essere utile valutare le correldaziane nuove variabili create

statura
pm.vita
pm.fianchi
pm.polpac
pm.br.contr
pl.bicip
pl.tric
pl.sottosc
pl.soprail
rh
ffmlohman
bmi

whr

stsr

Sul nuovo dataset sara stimato un modello di regres multivariata, avente come
risposte le variabili trasformate. Prima di stimdmmodello sui dati € possibile cercare
di valutare l'effetto marginale delle variabili disptive sulle risposte. Per quanto
riguarda il sesso e la patologia, sono gia stafietteéite alcune analisi in proposito
tramite i boxplot condizionati. E, quindi possibialutare I'effetto del sesso sulle
variabili riposta tramite un testa due campioni; l'ipotesi nulla del test & cherledie
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delle due popolazioni, quella maschile e quellarfenile, per la variabile considerata,
siano uguali. Il comando usatoRper ottenere un tesk due campioni e

t.test(x, ...) , dovex e il vettore dei dati.

Di seguito é riportata la tabella contenente ibvaldelt-test e il relativgp-value

Tutte le analisi successive sono state effettualle sariabili trasformate in modo da

essere compatibili con la normalita.

t-test (sesso)

Variabile statistica test p-value
eso 10.3521 <2.2e-16
statura 26.9829 <2.2e-16
pm.vita 5.719 1.561e-08
pm.fianchi -2.7481 0.006147
pm.polpac 4.683 3.363e-06
pm.br.contr 4.7543 2.400e-06
pl.bicip -11.8423 < 2.2e-16
pl.tric -13.6355 <2.2e-16
pl.sottosc -4.3024 1.924e-05
pl.soprail -2.7935 0.005349
rh -20.6872 < 2.2e-16
ffmlohman 19.5933 <2.2e-16
bmi -1.3679 0.1718
whr 12.6781 <2.2e-16
stsr 11.1546 <2.2e-16
ama 13.9487 < 2.2e-16

Il sesso non risulta discriminante solo per la afaite bmi. Per tutte le altre variabili
risposta si rifiuta I'ipotesi che ci sia uguagliana media nei due gruppi.

Per quanto riguarda la variabpetologia , € possibile effettuare éneway.test  che
permette di verificare I'ipotesi di uguaglianzanedia di piu di due gruppi.

Tale test consiste in un’analisi della varianza& eoha generalizzazione dekst.

Di seguito si riportano i valori della statistiest e dep-value
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Variabile Valore del test F p-value
eso 22.224 4.42e-09
statura 5.4096 0.005493
pm.vita 8.5718 0.0003142
pm.fianchi 11.6249 2.248e-05
pm.polpac 7.3813 0.0008974
pm.br.contr 9.1997 0.0001799
pl.bicip 24.5241 1.069e-09
pl.tric 45.2213 1.059e-15
pl.sottosc 27.829 9.655e-11
pl.soprail 10.835 4.676e-05
rh 9.2292 0.0001753
ffmlohman 13.588 4.231e-06
bmi 16.9252 2.825e-07
whr 4.4189 0.01394
stsr 15.7685 7.42e-07
ama 6.6231 0.001752

Al 5% di significativita si rifiuta I'ipotesi nullai uguaglianza della media nei tre gruppi
per tutte le variabili. All’'1% si accetterebbe spler la variabilevhr .

Per valutare l'effetto marginale dell’etd, che eauwariabile quantitativa, si puo

analizzare la correlazione et con le variabili risposta.

41

peso statura pm.vita pm.fianchi pm.polpac pm.br.contr
cor | -0.471 {0.405 -0.169 -0.222 -0.458 -0.49

pl.bicip pl.tric pl.sottosc pl.soprail rh ffmlohman
cor -0.078  40.115 -0.298 -0.263 0.371 -0.473

bmi whr stsr ama
cor | -0.313 |0.011 -0{178 -0.389
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Si puo notare che la correlazione assume valorativegper la maggior parte delle
variabili, eccetto che peh e whr. Inoltre la correlazione trata e whr assume un
valore piuttosto piccolo. La maggior parte dellereazioni assume un valore maggiore
di 0.2 in valore assoluto. Questo potrebbe esselegnale significativo della presenza
di un effetto marginale della variabile relativiedh sulle risposte. In seguito a queste
analisi si puo effettuare la stima del modellogtgio anche conto degli effetti congiunti
delle variabili, al fine di valutarne la signifigata.
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Capitolo 4

Adattamento ai dati

4.1 Il pacchettolm

I comandolm in R é utilizzato per stimare modelli lineari, squali effettuare
regressioni, analisi della varianza e della covenga(in particolare I'opzioneov viene
utilizzata per questi scopi).

L’espressione del comando é:
Im(formula, data, subset,...)

Argomenti:

» formula indica la specificazione del modello che si vudimare;

e data indica il dataset sul quale effettuare la regressiespressa nella formula e
contiene le variabili del modello; se I'opzione mee omessaR effettua la
regressione sul dataset sul quale e stato effettiztach

* subset si utilizza per selezionare un sottoinsieme di n&sgoni sul quale
effettuare la regressione.

La formula del modello, nel comandm, €& del tipo “risposte ~ esplicative”, dove
“risposte” indica il vettore o la matrice delle \ahbili dipendenti del modello, mentre
“esplicative” indica la matrice delle variabili igendenti, che, combinate linearmente,

modellano la risposta. Se, ad esempio, nella fambbiamo due esplicative, & %, €
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il modello &€ espresso come y 1 X Xp, ci0 vuol dire che sulla variabile risposta si
considera I'effetto di xe 'effetto di % separatamente.

Infine se il modello & del tipo y ~1 X X», si valutano, sulla risposta y, gli effetti di &

X2 presi separatamente e l'effetto della loro intenae; x * X, corrisponde ad p¢+ Xo +
X1:X2.

Nel caso in cui la formula sia del tipo y ~ x -ci9 significa che si sta considerando il
modello di regressione senza intercetta.

Un caso particolare della regressione col comamdsi ha quandd e una matricen(x

p) di risposte e non un vettore; questo e il casintiresse nel caso di regressione
multipla multivariata.

In questa situazione R stima separatamente lesgigre ai minimi quadrati per ogni
colonna della matric¥.

Utilizzando il comandeummary() si ottiene un sommario dell’output, comprendente
le stime e glistandard errordei coefficienti, con i corrispondenti valori deist per la
verifica della significativita e i relatiyp-value Inoltre vengono visualizzati il minimo, il
massimo, il primo e il terzo quartile e la mediatedla distribuzione dei residui del
modello.

Infine compaiono anche i valori delPRe dell’R? corretto, ilresidual standard errqr
che rappresenta la quantita di varianza che ngpiegyata dal modello, con i relativi
gradi di liberta e la statistida per il modello con il solo termine d’intercettan il p-
valuead essa associato.

Una volta stimato il modello di regressione multiata, si puo utilizzare la funzione
anova() per confrontare modelli “annidati” e per valutaee sia opportuno togliere o
aggiungere una determinata variabile esplicativd mmdello; cido si effettua
considerando se risulta significativo il peggioramneeo il miglioramento in termini di

varianza residua, che si ottiene con la modificattath.

4.1.1 1l comandoanova. m m()

Nel caso di modelli multivariati, I'estensione dafizione anova() € il comando

anova.mim()
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L’espressione di tale comando é:

anova.mim(object,..., test = c("Pillai", "Wilks", "Ho telling-Lawley",
"Roy", "Spherical),...)

dove:
- object € un oggetto della classam;
- test indica il tipo di test che si desidera visualizzar output:A di Wilks, T2 di

Hotelling, Pillai’'s Trace etc..

4.2 La stima del modello completo

Il modello piu complesso che si puo stimare sui, geiesentati nel capitolo precedente,
inserisce tra le esplicative sesso, patologiageetidtte le interazioni possibili tra le tre
variabili.

I comando per stimare con R questo modello eglisate

fit<-Im(cbind(peso, statura, pm.vita,  pm.fianchi, pm.polpac, pm.br.contr,
pl.bicip, pl.tric, pl.sottosc, pl.soprail, rh, ffmlohman, bmi, whr, stsr,

ama) ~ sesso * patologia * eta)

Con la stima di questo modello si ottiene una roati di coefficienti stimati di
dimensioni (11 x 16), perché le variabili rispostano 16 e le esplicative, poiché si
considerano tutte le interazioni possibili, sono 11

Piu che valutare il valore dei singoli coefficientia senso cercare di determinarne la
significativita, per stabilire se sia possibile sdificare il modello.

Si puo inoltre valutare, in termini di devianzaides, la bonta del modello e il grado di
adattamento ai dati.

Inoltre per tutte le variabili si rifiuta l'ipotesthe sia buono il modello con la sola
intercetta come variabile esplicativa.

L'intercetta e Il'unico parametro del modello sigedtivo, a tutti i livelli di

significativita usualmente considerati, per tuéevariabili.
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L’eta ha un effetto rilevante e negativo per la giagparte delle risposte, eccetto che
per plbicip , pl.tric edwhr per le quali il parametro risulta non significatieoh ,
che e l'unica variabile per la quale la stima dedficiente dieta € positivo.

Poiché gli antropologi sono interessati alla cagtmie di curve di crescita, € importante
notare che l'eta € una variabile esplicativa imgae per spiegare gli indicatori
antropometrici calcolati e che ha una relazioneatieg con questi ultimi: 'aumentare
dell’eta porta, indicativamente, ad una riduzioe#edquantita considerate.

La variabilesesso sembra avere un effetto particolarmente significasulle variabili
statura , pm.vita , pl.bicip , pl.tric , pl.sottosc , th, ffmlohman , whr, edama. |l
p-valueassociato all'ipotesi di nullita del coefficiendella variabilesesso , per queste
variabili, & inferiore a 0.05.

| coefficienti associati alle due variabili dicotarhe che codificano la patologia sono
significativi, entrambi o almeno uno dei due, al p&6 le seguenti variabilpl.bicip
pltric  , pl.sottosc edama.

Riguardo alle interazioni tra le variabili esplivat del modello, I'interazione a tre e
significativa solo per le variabifil.tric  , rh effmlonman . L'interazione tra eta e sesso
e rilevante per spiegapen.vita , pl.bicip , pltric  , pl.sottosc , ffmlohman ewhr.
L’interazione tra patologia e sesso ha un coefiitgesignificativo al 5% pepl.tric

rh , ffmlohman € stsr

Infine l'interazione tra patologia ed eta e indicatper le variabilpl.bicip , pl.tric

pl.sottosc edama.

anova.mim(fit)

Analysis of Variance Table

Df Pillai approx F num Dfd en Df Pr(>F)
(Intercept) 1 124071478 16 716 < 2.2e-16 ***
Sesso 1 1 116 16 716 < 2.2e-16 ***
patologia 2 0.30496 8 32 1434 < 2.2e-16 ***
eta 1 0.42672 33 16 716 < 2.2e-16 ***
sesso:patologia 2 0.13195 3 32 1434 9.412e-09 ***
sesso:eta 1 0.20541 12 16 716 < 2.2e-16 ***
patologia:eta 2 0.09351 2 32 1434 0.0001422 ***
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sesso:patologia:eta 2 0.06736 2 32 1434 0.0241187 *
Residuals 731

Dall’analisi dell’output del comandanova.mim()  sul modello fit , risulta che
eliminando il termine di interazione a tre dallgnessione multipla, il peggioramento in
termini di devianza residua che si otterrebbe neigeificativo all'1% -value= 0.02).

Si puo provare ad eliminare I'interazione a treedare come cambia il modello.

4.2.1 Semplificazione del modello

Per eliminare il termine che rappresenta I'intevaeia tre tra le esplicative del modello

si usa il comando

fitl<-update(fit,.~.-sesso:patologia:eta)

dove il comandaupdate indica che si sta aggiornando, modificando il nilodét |,
escludendo il termingesso:patologia:eta

La nuova matrice di coefficienti stimati € ora dneénsioni 9 x 16.

| residual standard errorglel nuovo modello sono poco differenti da quedli thodello
precedente. Inoltre in questo caso vanno confrootat 733 e non 731 gradi di liberta.
Se valutato per ogni singola variabile rispostanddello piu semplice sembra essere

buono tanto quanto il precedente.

anova(fitl)
Analysis of Variance Table

Df Pillai approx F num Df den D f Pr(>F)
(Intercept) 1 123875740 16 71 8 < 2.2e-16 ***
sesso 1 1 116 16 71 8 <2.2e-16 ***
patologia 2 0.30144 8 32 143 8 < 2.2e-16 ***
eta 1 0.42497 33 16 71 8 < 2.2e-16 ***
sesso:patologia 2 0.13153 3 32 143 8 9.586e-09 ***
sesso:eta 1 0.20529 12 16 71 8 <2.2e-16 ***
patologia:eta 2 0.09311 2 32 143 8 0.0001470 ***
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Residuals 733

| termini inseriti nel modello sembrano tutti ampiente significativi. Se si confrontano

i due modelli si ottiene

anova.mim(fit,fit1)

Analysis of Variance Table

Res.Df Df Gen.var. Pillai approx F num Df den Df Pr(>F)
1 731 0.14217
2 733 2 0.142400.06736 1.56199 32 14 34 0.02412 *

Da cio si evidenzia che mentre per le singole Wdrid termine di interazione a tre tra
sesso , patologia ed eta non era significativo, la sua eliminazione dal mibx
comporta una perdita significativa nel modello ctespivo, nel quale si tiene conto
anche della correlazione tra le variabili

Se si eliminasse anche una interazione a duegdipemento del modello risulterebbe

ancora significativo. Si possono stimare tre madell

fit21<-update(fitl,.~.-patologia:eta)
fit22<-update(fitl,.~.-sesso:eta)
fit23<-update(fitl,.~.-sesso:patologia)

e confrontandoli corit1  Si ottiene

anova.mim(fitl,fit21)

Analysis of Variance Table

Res.Df Df Gen.var. Pillai approx F num Df den Df Pr(>F)
1 733 0.14240
2 735 2 0.14286 0.09311 2.19420 32 14 38 0.0001470 ***

anova.mim(fit1,fit22)

Analysis of Variance Table

Res.Df Df Gen.var. Pillai approx F num Df den D f Pr(>F)
1 733 0.1424
2 734 1 0.1443 0.2095 11.8914 16 71 8 < 2.2e-16 ***
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anova.mim(fit1,fit23)
Analysis of Variance Table

Res.Df Df Gen.var. Pillai approx F num Df den Df Pr(>F)
1 733 0.14240
2 735 2 0.143040.11119 2.64535 32 14 38 2.007e-06 ***

Si conclude quindi che il modello piu significatiper spiegare i dati € quello completo.
Si puo quindi, stimare sui dati il modello ritenwpportuno.

Dall’analisi del modello ridotto risulta che il déieiente dell'intercetta e significativo
per tutte e sedici le variabili risposta.

Il coefficiente della variabile dicotomicaesso risulta significativo al 5% per le
variabili pm.vita , pl.tric  , pl.sottosc  , rh , ffmlohman , whr, statura € ama. Per le
ultime due, pero, il coefficiente risulta non siiggativo se si fissa come livello
d’accettazione I'1%.

La variabile patologia  risulta significativa al 5% nelle regressioni dekeguenti
variabili: peso, statura , pm.fianchi , pm.polpac , pl.sottosc , bmi, ama, pmvita €
pm.br.contr . Per le ultime due variabili, la patologia nonutia avere un effetto
significativo se il livello considerato é I'1%. Il al 10% la patologia € significativa
anche per la variabilémlohman

Per quanto riguarda la variabde , il suo effetto e significativo su tutte le rispogl

5% di significativita, eccetto che gubicip , pl.tric ewhr. Inoltre, se il livello di
accettazione e I'1%, I'eta non risulta rilevant@anehe nella regressione della variabile
stsr

Oltre all’effetto delle singole esplicative, si pwalutare se le interazioni tra esse
risultano significative.

L’interazione tra sesso ed eta, ha un effetto Baaiivo al 5% solo sulle variabili
pm.vita , plbicip , pltric , pl.sottosc , ffmlohman e whr; i coefficienti, per altro,
risultano significativi all’1% solo per le ultimeud variabili. Tenendo conto, pero, delle
correlazioni tra le risposte, complessivamenteo#fficiente dell'interazione tra sesso

ed eta risulta rilevante.
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| coefficienti dell'interazione tra sesso e pataéogono significativi, entrambi o uno dei
due, al 5% per le variabipm.vita , pm.polpac , pm.br.contr , pl.soprail , Stsr, ama,
pm.fianchi , pl.sottosc ~ ewhr. In particolare, per le ultime tre variabili il efficiente
dell'interazione non risulterebbe significativo isdivello di significativita considerato
fosse I'l%. Al 10% /linterazione tra sesso e pajao e rilevante anche nella
regressione pemi.

Infine, l'interazione tra patologia e eta e sigrativa al 5% nelle regressioni delle
seguenti risposte‘ama, peso, statura , pm.fianchi , pm.polpac , pm.br.contr
pl.sottosc ~ ebmi. Nelle regressioni relative alle ultime tre varighl coefficiente di
interazione non risulterebbe significativo all’l%e fa riferimento ad una probabilita
del 10%, risultano significativi anche i coefficterell'interazione nelle regressioni

delle variabilipm.vita , rh effmlohman .

4.3 Previsioni

A partire dal modello considerato &€ possibile agstri valori predetti con I'opzione
fitted(fit) del comandom. Con tale comando si ottiene una matrice di prenisli
dimensioni (74816) poiché nel caso in esame la regressione affatt® multivariata.

Si puo, quindi, dalla matrice estrarre il vettorellel previsioni per una variabile di
interesse. In particolare, le previsioni costruissono essere rappresentate
graficamente in un diagramma di dispersione in lauvariabile esplicativa é I'eta.
Inoltre, e possibile distinguere in tali grafici mita statistiche in base al sesso e alla
patologia rilevata. Discriminando in base ai dudofa le curve di crescita che si

ottengono per le previsioni della variabile rispgstso sono le seguenti
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Si ricorda che le previsioni per la variableso sono ottenute a partire dalla radice
quadrata della variabile contenuta nel dataset adiepza, effettuata ai fini della

normalizzazione. A causa di cio0 i valori in ordiaa&ul grafico, sono compresi tra 7.0 e
9.0, circa.

Come si puo osservare, per ognuna delle due madadit sesso si distinguono tre
differenti curve, che corrispondono alla tre ma@adiella variabilgatologia

Se, invece, si rappresentano, separatamente patdkpgia, le curve relative ai maschi

e alle femmine, si ottiene, per gli individui sahseguente grafico
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Per i diabetici il grafico ottenuto € il seguente

DIABETICI
o
o | ‘UQ) °  UOMINI
Q‘% © DONNE
e
%y, %Q)@o
Ty)
5 81 ™ “
°
H.J O%% Ooo%
= @, °
= o,
o @ %,
Z o o
o o o
0
>
o ) _|
v o~
[a
o
N
I I I I
70 80 90 100
ETA

52



CAPITOLO4. ADATTAMENTO Al DATI

Infine, per i malati di Alzheimer si ha
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Come si puo notare, le curve sono decrescenti péndividui sani e per i diabetici,
appaiono invece costanti o al piu debolmente crgsqger i malati di Alzheimer. I
peso, dunque, sembra diminuire con l'eta per i pritme gruppi di individui, a
prescindere dal sesso. Per i malati di Alzheimeyvece, il peso sembra rimanere
praticamente costante al variare dell’eta. Inoltnentre per gli individui sani e per i
malati di Alzheimer le curve distinte per i due Sesembrano parallele, per i diabetici

sembra esserci un cambiamento di pendenza.

4.4 Conclusioni

Il modello stimato pud essere validato anche airpadall’analisi dei residui, che si
possono calcolare come differenza tra valori osger valori predetti. Secondo le
ipotesi alla base del modello, i residui dovrebberovenire da una distribuzione
normale. E quindi possibile valutare graficamentepsovengono da una normale,
attraverso g-gplot

53



Sample Quantiles Sample Quantiles

Sample Quantiles

Sample Quantiles

00 04

-0.4

-1

-3

PESO

T 1T T T T 1
-3 -101 2 3

Theoretical Quantiles

PM.FIANCHI

i (-]

I I I N N
-3 -101 2 3

Theoretical Quantiles

PL.BICIP

—o

T T T 1 11
-3 -101 2 3

Theoretical Quantiles

PL.SOPRAIL

I I I N N N
-3 -101 2 3

Theoretical Quantiles

Sample Quantiles Sample Quantiles

Sample Quantiles

Sample Quantiles

0.00

-0.15

10 20

-10 0

20

-20 0

CAPITOLO4. ADATTAMENTO Al DATI

STATURA

1T 1T T T T 1
-3 -101 2 3

Theoretical Quantiles

PM.POLPAC

T T T T T 1
-3 -10 123

Theoretical Quantiles

PL.TRIC

T T T T T 1
-3 -10 123

Theoretical Quantiles

RH

T T T T 11
-3 -10 123

Theoretical Quantiles

54

Sample Quantiles Sample Quantiles

Sample Quantiles

Sample Quantiles

40

I 1 1
O\
\%
of

-40

-5 0 5

\

-1.0 0.0 1.0

PM.VITA

T 1T T 1T T
-3 -1 01 2 3

Theoretical Quantiles

PM.BR.CONTR

T T T T T 11
-3 -1 012 3

Theoretical Quantiles

PL.SOTTOSC

N

1T T T T T 1
-3 -1 012 3

Theoretical Quantiles

FFMLOHMAN

-3 -101 2 3

Theoretical Quantiles



CAPITOLO4. ADATTAMENTO Al DATI

BMI WHR STSR

3 <« 3 o 0% 3 o 50° )

£ o E o] ® =

S g - g

o o o

e ° e o] e S

S o S ] S

§ o g S & 3

o T L B B B e o 7 T T T 0 T T T T T 1
-3 -1 01 2 3 -3 ;101 2 3 -3 -1 01 2 3
Theoretical Quantiles Theoretical Quantiles Theoretical Quantiles

AMA

(%]

2

e N7

S

o o

Q@

g_ _

g N

n T T T T

-3 -101 2 3

Theoretical Quantiles

| grafici quantile-quantile sembrano compatibilincbipotesi di normalita per tutte le
variabili, eccetto che pesm.vita , pm.polpac , whr e stsr per le quali potrebbero
esserci dei dubbi.

Dalle analisi effettuate in seguito alla stima deldello senza interazione a tre, si puo
concludere che, benché valutati per ogni singol@abie risposta, talvolta gli effetti
delle variabili esplicative del modello sembrinonnessere rilevanti, tuttavia, tenendo
conto della correlazione delle risposte, che asspenalcune valori significativamente
alti, tutti i coefficienti stimati nel modello sorsgnificativi.

Cio porta a concludere che le variabili esplicatoansiderate siano degli indicatori
adeguati a spiegare le variabili risposta constdeda particolare, le variabili di natura
antropometrica sembrano avere una loro evoluziailegata all’eta, in particolare,
sembra che le risposte tendano a decrescere propairnente allaumentare della
variabileeta e ci0o € coerente con la natura dei dati. Infattisg@puto e comprovato da
studi medici, che col passare degli anni la staemda a ridursi, e con essa la lunghezza

delle ossa e di tutte le parti del corpo umano.
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Inoltre, & ragionevole pensare che ci siano diffeeetra i due sessi nelle grandezze
osservate. Infine, nel caso di particolari pata@pgi possono riscontrare variazioni
significative delle dimensioni di grandezze corgore

Si puo, per altro, ritenere sensato che ci siafi@tt@ anche delle interazioni: in genere,
alcune patologie sono piu comuni in eta avanzdgdfdito congiunto dpatologia ed

eta risultera quindi rilevante; inoltre, se ci sondfelienze tra i due sessi nelle

misurazioni antropometriche, € logico anche pensdre tali discrepanze possano
aumentare proporzionalmente all’eta.

In conclusione, I'applicazione del modello di reggi®ne multivariata ai dati porta a

concludere che esiste una relazione significatraald misurazione delle grandezze
antropometriche piu rilevanti e I'eta, il sessoaepresenza o meno di determinate
patologie. E quindi possibile fornire stime deltanpezze che rappresentano le variabili
risposta del caso-studio, applicando il modellemitto ottimale, a partire dai valori

osservati delle esplicative. Inoltre, poiché I'm#ese degli antropologi era rivolto

soprattutto ai soggetti in eta avanzata, € anchsilpite, a partire dai dati e dal modello
stimato, costruire curve di crescita, che mettanevidenza I'evoluzione delle variabili

risposta al variare dell’eta.
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Distribuzioni multivariate

Distribuzione di Wishart

SiaM una matricef{ x p) che pud essere scritta coiBX, doveX & una matricen x

p) che segue una distribuzione normadeariata con media nulla e matrice di varianza e

covarianzar. Allora M ha distribuzione di Wishart con matrice di sc&lam gradi di
liberta. SeX' = 1y, la distribuzione si dice standard.

Nel caso in cup sia uguale ad 1, la distribuzioWé(s?, m) & data d&'x, conx vettore
(mx 1) distribuito come una d¥(0,67). In questo casi(¢>m) & la distribuziong?
moltiplicato pers®.

La matrice di scald gioca, per la distribuzione di Wishart, lo stessolo che ha? nel
caso particolare in cyp = 1.

SeM ~W,(2,m) ea é un vettore x1) tale per cua'>a#0, allora

a'Ma/a'Za~ y2.
Distribuzione A

SiaA ~Wy(l,m) e siaB ~ W(I,n), indipendenti. Sen> p allora
A=|Al/A + B

ha distribuzioneA(p,m,n, dove m rappresenta il numero di gradi di liberta al

numeratore ed il numero di gradi di liberta al denominatore. faantitam + n

rappresenta il numero di gradi di liberta totalia ldistribuzione € invariante a

cambiamenti di scala.

Un'ulteriore distribuzione legata allaé laBeta Infatti, seu; ~ B(%(mﬂ - p),% pj,

coni =1,...,n, e seuy,...,us SONO indipendenti, allora
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n

I—l u;, ~ A(p,m,n.

La distribuzioneBetasi ottiene dal rapporto di una variabilee la somma tra ev, con
1 1
u~x> ev~yxs.Inquesto caso lBetaha parametni ped.

Infine, la distribuzionet & anche legata alfa Infatti

1-/1( p’mvl) - p
A(p, m,l) m-— p+1 p,m-p+1*

Distribuzione @

SeA ~ Wy(l,m) e B ~ Wy(l,n), conA e B indipendenti edn > p, allora il piu grande
degli autovalori di & + B)'B ha distribuzion&)(p,mn), conm edn che rappresentano,
rispettivamente, il numero di gradi di liberta deimeratore e al denominatore.
Tale distribuzione ha alcune proprieta:

* H(p, m n)ed(p,m+n-p p) hanno la stessa distribuzione;

O(p.m))  1-A(p,mJ)
1-6(p,m)  A(p,m}) ’

opm) _ P .
1-6(p,ml) m-p+1 PTPY

Distribuzione di T? Hotelling

Se una statistica pud essere scritta comad'M™*d, doved e M sono indipendenti e
distribuite rispettivamente come uNg(0,l) e unaW(l,m), alloraa ha distribuziondr?
di Hotelling di parametrp em. Si pud quindi scrivere ~ T?(p,m). Piu in generale, s&
€ una normalg-variata di mediagu e varianzaX e M proviene da una distribuzione
Wishart con matrice di scalg allora si puo scrivere

m(d - #) 'M(d - ) ~ T5(p,m)
Inoltre, per quanto riguarda le relazioni esistenti altre distribuzioni notevoli, can~
T(p,m), si ha

@ =My X2y = {MP(M=p+ D}Fp m_p 1
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Distribuzione t di Student multivariata

Sia X distribuita come una normalg-variata con media e matrice di varianza e

1/2

covarianzaX e indipendente dg, distribuita come uyy?. Postou; = xi/(y/v)"?, peri =

1,...,p, allora il vettoreu segue una distribuzioriedi Student multivariata con vettore

delle medieu, matrice di varianza e covarianXa v gradi di liberta ossia

u-~t(, u %)

Per maggiori chiarimenti sulle distribuzioni chenscstate qui brevemente introdotte, e

su altre ad esse correlate, si veda Maetial (1979).
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