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Introduzione 3
Introduzione

Metodologie note on il nome di Controllo Statistio di Qualità (SPC,Statistial Quality Control) vengono ampiamente usate per il monitoraggio emiglioramento della qualità nei proessi industriali. L'ipotesi fondamentaledelle tenihe tradizionali di SPC è quella dell'indipendenza delle osserva-zioni. Sfortunatamente, l'assunzione di indipedenza dei dati, o almeno diinorrelazione, non è soddisfatta in molte situazioni reali. Ad esempio, iproessi di produzione dell'industria himia presentano tipiamente osser-vazioni fortemente orrelate, ome pure le proedure automatihe di ispezionee ontrollo, nelle quali le osservazioni avvengono nella stessa sequenza tem-porale della produzione. Fondalmente tutti i proessi produttivi risentono dielementi inerziali, e quando la frequenza delle osservazioni diventa elevata iòomporta la presenza di orrelazione seriale. I metodi tradizionali di SPC,ome le arte di ontrollo CUSUM (CUmulative SUM ), �X ed EWMA (Expo-nentially Weighted Moving Average), in presenza di dati orrelati fornisonorisultati fuorvianti, in termini di frequenza troppo elevata di falsi allarmi. Co-me onseguenza, negli ultimi anni sono state ondotte onsiderevoli rierhesulla progettazione delle proedure di SPC adatte ai proessi autoorrelati.Un approio he si è rivelato utile nel trattare dati autoorrelati è quellodi desrivere direttamente la struttura di orrelazione on appropriati modellidi serie temporali, on i quali rimuovere la presenza di autoorrelazione esuessivamente appliare una arta di ontrollo ai residui. L'appliazione diqueste arte è basata sull'assunto he le stime dei parametri del modello, heusiamo per desrivere i dati, siano molto viine ai veri valori dei parametri.



Introduzione 4In presenza di errori nelle stime del modello, l'uso delle arte progettate sottol'assunzione he il modello sia perfetto, fa sì he si riada nella situazione inui la frequenza dei falsi allarmi è inaettabilmente elevata.Questa tesi presenta un metodo per inorporare l'informazione di iner-tezza sul modello nel disegno di arte di ontrollo EWMA basate sui residui.Si tratta del metodo introdotto da Apley e Lee (2003), he onsiste nell'al-largare i limiti di ontrollo per una quantità he dipende da tanti fattori,ompreso il livello di inertezza del modello.



1. Modelli per le serie temporali 5
Capitolo 1Modelli per le serie temporali
1.1 Modelli stazionariUna lasse importante dei modelli stoastii per le serie temporali è lalasse di modelli stazionari, he assume he il proesso rimanga in equilibrioattorno ad un livello medio ostante. La loro aratteristia prinipale on-siste nella apaità di rappresentare, approssimativamente, la struttura diautoorrelazione di un qualsiasi proesso stazionario.Prima di de�nire i modelli appartenenti a questa lasse, introduiamo la se-guente terminologia:t l'indie del tempo;Zt; Zt�1; Zt�2 : : : le deviazioni dalla media di un proesso stoastio;�1; �2; : : : ; �q i parametri media mobile (ostanti);�1; �2; : : : ; �p i parametri autoregressivi (ostanti);at; at�1; at�2 : : : le innovazioni del proesso (variabili asuali indi-pendenti e identiamente distribuite N(0, �2));e inoltre presentiamo nel seguente paragrafo due importanti operatori.1.1.1 L'operatore di ritardo e l'operatore di differenzaNella letteratura he tratta le serie temporali, i modelli rappresenta-ti in questo apitolo vengono spesso espressi tramite l'operatore di ritardo



1. Modelli per le serie temporali 6(B, bakshift operator), de�nito omeB(Xt) = Xt�1dove Xt india una serie temporale.Esso opera sull'indie temporale di una serie in modo da spostare il tempoall'indietro di un'unita temporale per formare una nuova serie.L'operatore di ritardo è lineare, in quanto per ogni ostante a, b e , eserie Xt e Yt, valeB(atXt + bYt + ) = a[B(Xt)℄ + b[B(Yt)℄ + :Siome la B(Xt) stessa è una serie temporale, è sensato onsiderareB[B(Xt)℄, e visto he B[B(Xt)℄ = B(Xt�1) = Xt�2, possiamo srivereB2(Xt) = Xt�2:In generale, abbiamo Bm(Xt) = Xt�mper ogni m (positivo intero ).Un altro importante operatore è l'operatore di differenza, he può esseresritto in termini di B: rXt = Xt �Xt�1= Xt � B(Xt)= (1� B)Xt:In generale, la differenza d-esima è data dardXt = (1� B)dXt:1.1.2 Modelli autoregressiviUn proesso stoastio, fZtg, è detto generato da un modello autoregres-sivo di ordine p, o abbreviato AR(p), seZt = �1Zt�1 + �2Zt�2 + : : :+ �pZt�p + at: (1.1)



1. Modelli per le serie temporali 7Per esprimere questo modello tramite l'operatore di ritardo, spostiamo sullaparte sinistra del segno di uguaglianza tutti i termini he ontengono ZZt � �1Zt�1 � �2Zt�2 � : : :� �pZt�p = ate sriviamo Zt � �1B(Zt)� �2B2(Zt)� : : :� �pBp(Zt) = at(1� �1B � �2B2 � : : :� �pBp)Zt = atovvero �(B)Zt = atdove �(B) è il polinomio aratteristio autoregressivo sviluppato in funzionedi B.In partiolare, i modelli autoregressivi del primo ordine (p = 1) e delseondo ordine (p = 2):Zt = �1Zt�1 + atZt = �1Zt�1 + �2Zt�2 + atsono di onsiderevole importanza pratia.1.1.3 Modelli a media mobileUn proesso stoastio, fZtg, è detto generato da un modello a mediamobile di ordine q, o abbreviato MA(q), seZt = at � �1at�1 � �2at�2 � : : :� �qat�q: (1.2)Possiamo srivere questa equazione in forma equivalenteZt = at � �1B(at)� �2B2(at)� : : :� �qBq(at)= (1� �1B � �2B2 � : : :� �qBq))(at)= �(B)at;



1. Modelli per le serie temporali 8dove �(B) è il polinomio aratteristio della media mobile sviluppato infunzione di B.I proessi a media mobile del primo ordine (q = 1) e del seondo ordine(q = 2): Zt = at � �1at�1Zt = at � �1at�1 � �2at�2sono partiolarmente importani in pratia.1.1.4 Modelli autoregressivi a media mobileCombinando la (1.1) e la (1.2) si ottengono modelli autoregressivi a me-dia mobile, o abbreviato ARMA(p, q). In partiolare, un proesso stoa-stio fZtg si die generato da un modello ARMA(p, q), quando è generatodall'equazione alle differenzeZt = �1Zt�1+at+�2Zt�2+: : :+�pZt�p+at��1at�1��2at�2�: : :��qat�q (1.3)ovvero, in forma ompatta(1� �1B � �� 2B2 � : : :� �pBp)Zt = (1� �1B � �2B2 � : : :� �qBq)at;�(B)Zt = �(B)at:Un aso speiale molto importante dei modelli autoregressivi a media mobileè il modello ARMA(1, 1), he può essere sritto in questa forma:Zt = �1Zt�1 + at � �1at�1: (1.4)1.1.5 Le proprietà di stazionarità e di invertibilitàUn proesso stoastio, fYtg, è detto stazionario



1. Modelli per le serie temporali 9� in senso forte se per qualsiasi h; k; t1; : : : e tk (tutti interi) la distribu-zione di probabilità di (Yt1 ; : : : ; Ytk)è uguale alla distribuzione di probabilità di(Yt1+h; : : : ; Ytk+h);� in senso debole se per qualsiasi h; t0 e t00 (interi)E(Yt0) = E(Yt00);var(Yt0) = var(Yt00);ov(Yt0) = ov(Yt0+h; Yt00+h):La prima de�nizione implia la seonda (almeno se i momenti oinvolti esi-stono).Un proesso stoastio è detto invertibile se può essere sritto in funzionedei suoi valori passati sommati ad una variabile asuale normale at di media0 e varianza �2: Yt = f(Yt�1 + Yt�2;:::) + at:I modelli AR(p), MA(q) e ARMA(p; q) godono di queste due proprietànei seguenti asi:- il proesso AR(p) è sempre invertibile, ed è stazionario se, è solo se, le radiidell'equazione aratteristia �(B) = 0 sono esterne al erhio unitario;- il proesso MA(q) è invertibile se, e solo se, le radii dell'equazione a-ratteristia �(B) = 0 sono tutte esterne al erhio unitario, ed è sempre(debolmente) stazionario;- il proesso ARMA(p, q) è invertibile se, è solo se, le radii dell'equazionearatteristia �(B) = 0 sono tutte esterne al erhio unitario, ed è stazio-nario (debolmente) se le radii dell'equazione aratteristia �(B = 0) sonotutte esterne al erhio unitario.



1. Modelli per le serie temporali 101.2 Modelli non stazionariLe serie temporali prive di una media ostante si diono non stazionarie.Il numero di modi in ui una serie può essere non stazionaria è illimitato.Però nell'ambito industriale, he è il soggetto del nostro interesse, i proes-si frequentemente esibisono un omportamento non stazionario omogeneohe può essere rappresentato tramite appropriati modelli stoastii (Box etal., 1994). Questi sono i osiddetti modelli autoregressivi a media mobi-le integrati (Autoregressive Integrated Moving Average) o ARIMA(p, d, q),he rappresentano una estensione dei modelli ARMA nella direzione dellanon-stazionarità.1.2.1 Modelli ARIMAUna serie fZtg segue un modello autoregressivo a media mobile integratose la di�erenza d-esima di questa serieWt = rdZt = Zt � Zt�dè un proesso ARMA stazionario. Se Wt è ARMA(p, q), diiamo he Ztè ARIMA(p, d, q). Fortunatamente, per sopi pratii, di solito possiamoprendere d = 1 o al massimo d = 2.Consideriamo un proesso ARIMA(p, 1, q). ConWt = Zt�Zt�1 otteniamoWt = �1Wt�1 + �2Wt�2 + : : :+ �pWt�p + at � �1at�1 � �2at�2 � : : :� �qat�qovvero, in termini di ZtZt � Zt�1 = �1(Zt�1 � Zt�2) + �2(Zt�2 � Zt�3) + : : :+ �p(Zt�p � Zt�p�1)+at � �1at�1 � �2at�2 � : : :� �qat�q;he può essere risritta in forma dell'equazione alle di�erenzeZt = (1 + �1)Zt�1 + (�2 � �1)Zt�2 + (�3 � �2)Zt�3 + : : :+ (�p � �p�1)Zt�p��pZt�p�1 + at � �1at�1 � �2at�2 � : : :� �qat�q:



1. Modelli per le serie temporali 11Possiamo esprimere questo modello in forma ompatta utilizzando l'ope-ratore di ritardo �(B)(1�B)dZt = �(B)at:1.3 Simulazione di serie ARMA(1, 1)I risultati di questa tesi sono basati sul modello ARMA(1, 1). Per simu-lare i dati da questo modello, invee di utilizzare arima.sim (la funzioneprede�nita dell'ambiente R), viene utilizzata la funzione reata dall'utente,ARMAsim.1 I odii sorgenti di questa e delle altre funzioni sono riportatinell'appendie. L'uso dell' ARMAsim si rivelerà utile nell'appliazione dellesimulazioni Monte Carlo.Allo sopo di ontrollare la bontà dei risultati ottenuti utilizzando lafunzione ARMAsim, questa viene onfrontata on la funzione arima.sim. NellaFigura 1.1. sono riportate due serie simulate on queste funzioni. Il modello
Simulazione ottenuta utilizando ’arima.sim’
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Figura 1.1: Andamento tipio della serie ARMA(1, 1), on � = 0.91, � =0.58e �2a =0.0981Tutti aloli in questa tesi vengono e�ettuati utilizzanto il software statistio R.



1. Modelli per le serie temporali 12utilizzato per simulare i dati èZt = �1Zt�1 + at � �1at�1= 0:91Zt�1 + at � 0:58at�1;on at = N(0; 0:098).Quindi, i parametri sono �1 = 0:91, �1 = 0:58, e �2a = 0:098.Qui è neessario sottolineare he nell'ambiente R il modello ARMA(1, 1)viene espresso in questa forma:Zt = �1Zt�1 + at + �1at�1:Pertanto, nell'utilizzo della funzione arima.sim per ottenere i dati prove-nienti dal modello Zt = 0:91Zt�1 + at � 0:58at�1;è neessario porre � = �0:58, anzihé 0.58.Le due serie (Figura 1.1) sembrano avere andamenti simili. Però, se ne os-serviamo i primi valori, notiamo he quelli ottenuti tramite ARMAsim non siallontanano tanto dallo zero. Questo omportamento è dovuto al sempliefatto he i valori iniziali di simulazione sono Zt = 0 e at = 0. Per preisare,osserviamo i risultati dell'utilizzo dell' ARMAsim2Zt Z1 Z2 Z3 Z4 Z5 Z6 � � �at a1 a2 a3 a4 a5 a6 � � ���at�1 �0 ��a1 ��a2 ��a3 ��a4 ��a5 � � �+�Zt�1 +0 +�Z1 +�Z2 +�Z3 +�Z4 +�Z5 � � �Sostituendo Zt�1 on at�1; at�2:::2Gli indii di �1 e �1 vengono omessi, perhé super�ui.



1. Modelli per le serie temporali 13Zt Z1 Z2 Z3 Z4 Z5 � � �at a1 a2 a3 a4 a5 � � ���at�1 �0 ��a1 ��a2 ��a3 ��a4 � � �+�Zt�1 +0 +�a1 +�(�� �)a1 +�2(�� �)a1 +�3(�� �)a1 � � �+�a2 +�(�� �)a2 +�2(�� �)a2+�a3 +�(�� �)a3+�a4Quindi:Z1 = a1Z2 = a2 + (�� �)a1Z3 = a3 + (�� �)a2 + �(�� �)a1Z4 = a4 + (�� �)a3 + �(�� �)a2 + �2(�� �)a1Z5 = a5 + (�� �)a4 + �(�� �)a3 + �2(�� �)a2 + �3(�� �)a1Z6 = a6 + (�� �)a5 + �(�� �)a4 + �2(�� �)a3 + �3(�� �)a2 + �4(�� �)a1...Zt = at + (�� �)at�1 + �(�� �)at�2 + �2(�� �)at�3 + � � �+ �t�2(�� �)a1oppure, in forma ompatta:
Z1 = a1; e per t > 1 : Zt = at + (�� �) t�1Xi=1 �(t�1)�iai .È ovvio he le Zt sono le somme pesate delle innovazioni preedenti e, pertan-to, il omportamento sopra desritto risulta inevitabile. Comunque, all'au-mentare del numero di osservazioni si raggiungera la variabilità naturale delproesso generatore dei dati. Per dimostrare questo, simuliamo 3000 volte 200realizzazioni da un modello ARMA(1, 1) mediante la funzione arima.sim, ot-tenendo una matrie di dati 200 x 3000:



1. Modelli per le serie temporali 14serietempo Y1 Y2 . . . Y3000t1 y1;1 y2;1 . . . y3000;1t2 y1;2 y2;2 . . . y3000;2... ... ... ... ...t200 y1;200 y2;200 . . . y3000;200Per ogni riga della matrie aloliamo la deviazione standard. Ripetiamoquesta simulazione utilizzando la funzione ARMAsim e riportiamo i risultatinella Figura 1.2.
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Figura 1.2: Le variabilità, per ogni istante temporale t = 1; 2; : : : ; 200, deidati simulati mediante le funzioni arima.sim e ARMAsim (numero di dati:200, numero di repliazioni: 3000).Riordiamo he la variabilità dei dati di un proesso stazionario nondipende dal tempo, ovvero, per ogni t0 e t00, vale l'equazionevar(Yt0) = var(Yt00):Per quanto riguarda i dati simulati mediante la funzione arima.sim, notia-mo he le varianze, per ogni istante temporale t = 1; 2; : : : ; 200, sono molto



1. Modelli per le serie temporali 15viine alla varianza teoria del modello ARMA(1, 1):var(Yt) = 1� 2��+ �21� �2 �2a;he è nel aso spei�o pari a 0.16. Questo, invee, non vale per le serie otte-nute mediante la funzione ARMAsim, perhé i primi istanti temporali di questeserie sono aratterizzati da una varianza relativamente piola. Quindi, perrendere utilizzabile una serie simulata utilizzando la funzione ARMAsim, è ne-essario eliminare i primi K valori (per esempio K=50).
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Capitolo 2
Controllo statistio di un proessoproduttivo
2.1 Fonti di variabilità nei proessi produttiviOgni proesso produttivo è aratterizzato da una erta variabilità intrin-sea o naturale, he è il risultato dell'e�etto umulato di molti pioli maineliminabili fattori ostanti o asuali. Un proesso la ui variabilità è dovu-ta solo a questi fattori viene detto sotto ontrollo. Esistono poi fonti divariabilità he non sono rionduibili a fattori asuali, e he in�uisono sullaqualità dei prodotti. Queste fonti di variabilità, hiamate fattori spei�i,sono presenti solo oasionalmente nel proesso produttivo e prinipalmentesono dovute a tre fattori: mahinari non ben funzionanti, errori degli opera-tori o materiali grezzi difettosi. Un proesso he sta funzionando in presenzadi fattori spei�i viene detto fuori ontrollo. La presenza dei segnali heil proesso sia fuori ontrollo rende neessarie azioni orrettive o di indaginisul proesso per individuare ed eliminare le ause he hanno portato all'in-sorgere di quei fattori spei�i. L'obiettivo primario del ontrollo statistiodi un proesso produttivo è di individuare il più veloemente i ambiamentinel proesso he portano alla produzione di pezzi di qualità non aettabile.Uno strumento ampiamente usato per questi sopi è la arta di ontrollo.



2. Controllo statistio di un proesso produttivo 182.2 Carte di ontrolloLe arte di ontrollo sono una lasse di tenihe statistihe pensate perl'analisi obiettiva delle aratteristihe di un proesso stoastio e per l'in-dividuazione di variazioni sistematihe nel suo andamento. Due parametrihe vengono maggiormente monitorati sono il livello medio del proesso e lasua variabilità. Una tipia arta di ontrollo è quella riportata nella Figura2.1, he desrive una erta qualità di un prodotto misurata in diversi istantitemporali. La arta riporta una linea entrale he rappresenta il valor mediodella qualità, in genere orrispondente al valore desiderato quando il proessoè sotto ontrollo. Le altre due linee orizzontali vengono hiamate limiti diontrollo superiore (UCL, Upper Control Limit) e limite di ontrollo inferiore(LCL, Lower Control Limit). Sequenzialmento nel tempo, i valori ampio-nari della statistia di ontrollo vengono onfrontati on i limiti di ontrollo,he devono essere selti in modo tale he, se il proesso è sotto ontrollo, lamaggior parte dei valori ampionari adrà al loro interno e nessun interventoorrettivo sul proesso sarà neessario. Se invee un punto ade al di fuori ditali limiti, questo dovrà essere interpretato ome un'evidenza del fatto he ilproesso è fuori ontrollo.L'e�ienza delle arte di ontrollo dipende dalla rapidità on ui vengonosegnalate eventuali anomalie e dal numero di segnalazioni dei falsi allarmi. Lavalutazione dell'e�ienza di una arta avviene in termini di RL (Run Length)e del suo valore atteso ARL (Average Run Length). La run length è unavariabile asuale he rappresenta il primo istante temporale in orrispondenzadel quale la statistia di ontrollo fuoriese dai limiti di ontrollo. In unasituazione ideale �ntanto he il proesso rimane in ontrollo, l'ARL dellaarta dovrebbe essere estremamente grande, mentre al minimo ambiamentola segnalazione dovrebbe avvenire istantaneamente. In pratia anomalie,soprattutto se di modesta entità, vengono segnalate on un erto ritardo onon vengono rilevate a�atto, mentre valori assolutamente aettabili ausanoa volte falsi allarmi.
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Figura 2.1: Tipia arta di ontrollo2.3 Carte di ontrollo EWMALa arta di ontrollo a media mobile pesate esponenzialmente (EWMA,Exponentially Weighted Moving Average) è stata ideata per soprire salti dilivello di entità limitata. Essa viene tipiamente adoperata per osservazionisingole.La statistia EWMA, al tempo t, è de�nita omeyt = (1� �)yt�1 + �xt; (2.1)dove 0 < � � 1 è una ostante he determina quanto peso assegnare all'ultimaosservazione xt. Il valore iniziale della statistia solitamente va posto pari alvalore di riferimento, ovvero y0 = �0:Il nome della arta deriva dal fatto he la statistia yt è una media ponderatadi tutte le osservazioni preedenti (o delle medie dei ampioni preedenti):yt = � t�1Xj=0(1� �)jxt�j + (1� �)ty0:



2. Controllo statistio di un proesso produttivo 20I pesi �(1��)j deresono in progressione geometria e la loro somma è pariall'unità, in quanto la loro somma parziale è:� t�1Xj=0(1� �j = � "1� (1� �)t1� (1� � # = 1� (1� �)t:Se le osservazioni sono determinazioni di variabili asuali indipendenti divarianza omune �2, la varianza di yt è pari a�2yt = �2  �2� �! [(1� (1� �)2t)℄:Siome, al resere di t, il termine 1 � (1 � �)2t si approssima all'unità, lavarianza asintotia di yt è pari a�2yt = �2  �2� �! :Quindi, la arta EWMA dovrebbe essere ostruita rappresentando le yt infunzione del numero di osservazioni t, dove la linea entrale e i limiti diontrollo vanno posti pari ai seguenti valori:UCL = �0 + L�s �2� � [1� (1� �)2t℄CL = �0LCL = �0 � L�s �2� � [1� (1� �)2t℄dove il fattore L rappresenta l'ampiezza dei limiti di ontrollo. I riteri diselta dei parametri L e � verranno disussi nel paragrafo (3.3).Utilizzando la varianza asintotia di yt, si ottengono i limiti asintotii:UCL = �0 + L�s �2� �CL = �0LCL = �0 � L�s �2� � .In questa tesi vengono onsiderati soltanto i limiti asintotii. Comunque,volendo migliorare la sensibilità delle prestazioni della arta di ontrollo,



2. Controllo statistio di un proesso produttivo 21nello soprire il presentarsi di situazioni anomale, già presenti all'inizio delleoperazioni di ontrollo, potrebbero essere usati i limiti non asintotii.Un modo alternativo di proedere è di alolare le statistihe yt, nondirettamente sui dati originali xt, ma sulle loro deviazioni dalla media xt��0.In questo aso la linea entrale e i limiti di ontrollo vanno posti aUCL = +L�s �2� �CL = 0LCL = �L�s �2� � .Nel seguito verrà utilizzato solamente quest'ultimo modo di proedere.2.4 E�etto dell'autoorrelazione del proesso sul-le arte EWMAPer un'appliazione orretta di una arta di ontrollo EWMA onven-zionale, è neessario he sia soddisfatta l'assunzione di indipendenza dei da-ti. Il progresso delle tenihe per misurare e ollezionare i dati ha reatoil potenziale per l'ispezione più frequente dei proessi produttivi. Siome,fondamentalmente tutti i proessi produttivi risentono di elementi inerziali,la frequenza elevata delle osservazioni omporta la presenza di orrelazioneseriale. La arta EWMA onvenzionale, appliata ai dati autoorrelati, nonfunziona in modo orretto, nel senso he, in presenza di autoorrelazionepositiva, l'ARL in ontrollo può essere molto più piola rispetto al suo va-lore desiderato. Quindi, per trattare dati autoorrelati è neessario riorrereall'uso di qualhe altra tenia adatta a questo fenomeno.Uno dei possibili approi è quello basato sui residui, he onsiste nelletre fasi seguenti:1) Si desrive la struttura di orrelazione on un appropriato mo-dello di serie temporali.Tipiamente viene assunto he i dati xt seguono un modello ARMA(p, q).



2. Controllo statistio di un proesso produttivo 22Usando la notazione standard per le serie temporali, introdotta nel Capitolo1., il modello ARMA può essere sritto omext = �(B)�(B)at; (2.2)dove �(B) = 1��1B��2B2�: : :��qBq;�(B) = 1��1B��2B2�: : :��pBp;e at è la sequenza delle innovazioni indipendenti e identiamente distribuite(iid), on media pari a 0 e varianza �2a. Viene assunto he il proesso siasotto ontrollo, e periò le xt avranno media nulla, �no a quando il proessonon subise un ambiamento.2) Si rimuove la presenza di autoorrelazione utilizzando il modelloindividuato.I residui vengono generati attraverso et = ��1(B)�(B)xt. Dall'equazione2.2 segue he et è esattamente pari alla sequenza at (iid)et = �(B)�(B)xt = �(B)�(B)�(B)�(B)at = at:3) Si applia la arta EWMA direttamente ai residui (errori di pre-visione ad un passo).In una proedura tipia di progettazione della arta EWMA, sotto l'assun-zione he il modello sia perfetto, vengono spei�ati � e L, dopo di he ilimiti di ontrollo vanno posti pari afLCL; UCLg = �L�̂y; (2.3)dove �̂y = �̂as �2� � = �̂as1� �1 + � (2.4)è la stima della deviazione standard asintotia della statistia yt, e � = 1��:Questa stessa proedura può essere appliata direttamente ai residui, tenendoonto he la statistia EWMA basata sui residui è de�nita omeyt = (1� �)yt�1 + �et: (2.5)



2. Controllo statistio di un proesso produttivo 232.5 E�etto dell'inertezza del modello stimatoL'ipotesi fondamentale, he deve essere soddisfatta per il funzionamentoorretto delle arte di ontrollo basate sui residui é he il modello di serietemporali he usiamo per desrivere i dati sia perfetto, ioè il più viinopossibile alla distribuzione reale dei dati. Siome il modello deve esserestimato dai dati, gli errori di stima del modello saranno inevitabili. Se learte basate sui residui sono state progettate sotto l'assunzione he il modellosia perfetto, la presenza di questi errori farà sì he si riada nella situazionein ui il valore dell'ARL in ontrollo può essere sostanzialmente più piolodel valore �ssato.Per formalizzare questo fatto, indihiamo on f�igpi=1, f�igqi=1 e �2a i para-metri del modello ARMA, on f�̂igpi=1,f�̂igqi=1 e �̂2a le loro stime, e on �̂(B) e�̂(B) i polinomi AR e MA basati su queste stime. Per sempliità, assumiamohe p e q siano noti. I residui sono generati utilizzando il modello stimatoet = �̂(B)�̂(B)xt = �̂(B)�(B)�̂(B)�(B)at: (2.6)Con gli errori delle stime i residui si omportano ome un proessoARMA(p+ q, p+ q) e non sono più iid.Supponiamo he la arta EWMA basata sui residui venga usata per sorve-gliare il proesso ARMA. Combinando le equazioni 2.5 e 2.6, e introduendola sostituzione � = 1 � �, segue he la statistia EWMA, yt, si omportaome un modello ARMA(p+ q + 1, p+ q)yt = �yt�1 + (1� �)etyt � �yt�1 = (1� �)etyt � �Byt = (1� �)et(1� �B)yt = 1� �1� �Betyt = (1� �)�̂(B)�(B)(1� �B)�̂(B)�(B)at: (2.7)È ovvio he, in presenza degli errori di stima del modello, i residui onservanouna parte di autoorrelazione dei dati originali, e se la arta EWMA viene



2. Controllo statistio di un proesso produttivo 24ostruita su questi residui, l'impatto negativo sulla prestazione della artasarà inevitabile.Al �ne di fornire una erta robustezza nei onfronti degli errori di stime delmodello, nel prossimo apitolo si presenta un disegno della arta di ontrolloEWMA basata sui residui. Seondo questo approio, detto worst-ase, i limitidi ontrollo vengono allargati di una quantità he dipende da tanti fattori,ompreso il livello di inertezza sul modello (Apley e Lee, 2003).
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Capitolo 3
Disegno della arta EWMA perproessi autoorrelati in presenzadi inertezza sul modello
3.1 IntroduzionePer inludere l'informazione di inertezza sul modello nella progettazionedelle arte EWMA per dati autoorrelati e per reare una protezione ontrole situazioni nelle quali la frequenza dei falsi allarmi è sostanzialmente piùelevata di quella desiderata, una ragionevole preauzione onsiste nell'utiliz-zare i limiti di ontrollo he sono più ampi rispetto a quelli onsiderati sottol'assunzione he il modello sia perfetto.Per un valore spei�ato di � e per le stime dei parametri ARMA, l'equa-zione 2.7 implia he la deviazione standard della statistia EWMA, �y, èfunzione dei veri parametri ignoti. Considerando inertezza dei veri parame-tri, il paragrafo 3.2 deriva un'approssimazione dell'intervallo di on�denza dilivello 1 � � per �y, per qualhe valore spei�ato di �, 0 < � < 1. Indi-hiamo on �y;� la frontiera superiore di questo intervallo di on�denza, hepuò essere vista ome il valore massimo, ioè assunto nel aso peggiore, dalla�y. Per questo motivo la �2y;� viene hiamata la varianza worst-ase della



3. Disegno della arta EWMA per proessi autoorrelati in presenza diinertezza sul modello 26statistia EWMA.Il metodo proposto da Apley e Lee (2003) onsiste nel sorvegliare le stessestatistihe EWMA, yt, ome nel aso standard, usando però i limitiworst-aseal posto di quelli standard (2.3){LCL,UCL} = �L�y;�: (3.1)3.2 Varianza worst-ase della arta EWMALa statistia EWMA (2.5) può essere risritta ome:yt = (1� v)G(B)at = (1� v) 1Xj=0Gjat�j;dove G(B) = �̂(B)�(B)(1� vB)�̂(B) = 1Xj=0GjBje fGj : j = 1; 2; 3; � � �g sono i oe�ienti della risposta all'impulso dellafunzione di trasferimento G(B) del modello ARMA(p + q + 1, p+ q). Per uninsieme �ssato dei parametri ARMA e delle loro stime, la varianza EWMAè (Box et al., 1994) �2y = �2a(1� v)2 1Xj=0G2j : (3.2)De�niamo il vettore dei parametri ARMA  = [�1 �2...�p �1 �2...�q ℄T , e in-dihiamo on ̂ il vettore delle stime puntuali dei parametri. Per trovare l'ap-prossimazione dell'intervallo di on�denza per �y, usiamo l'approssimazionedi Taylor del primo ordine del rapporto �2y=�̂2y attorno ̂ = . Se de�niamoil vettore degli errori dei parametri on ~ = ̂ � , allora l'approssimazionedi Taylor del primo ordine è: �2y�̂2y �= 1 + V T ~; (3.3)dove V = "�2v�(v) �2v2�(v) ... �2vp�(v) �2v�(v) �2v2�(v) ... �2vp�(v) � ��2a #T ; (3.4)



3. Disegno della arta EWMA per proessi autoorrelati in presenza diinertezza sul modello 27on �(v) = �(B)jB=v = 1� �1v � �2v2 � ... � �pvpe �(v) = �(B)jB=v = 1� �1v � �2v2 � ... � �pvp:Se il modello è ARMA(1, 1) la (3.4) diventaV = "�2v�̂(v) 2v�̂(v) � �̂�2� #T = " �2v1� �̂1v 2v1� �̂1v � �̂�2� #T : (3.5)Indihiamo on N il numero di osservazioni nel ampione utilizzato perstimare i parametri ARMA. Per la maggior parte dei metodi di stima, ladistribuzione di ~, per N grande, è approssimativamente normale on media0 e matrie di varianze e ovarianze � he è inversamente proporzionale aN (Box et al., 1994). Un metodo di alolo di � verrà esposto nel sottopa-ragrafo 3.2.1. Dalla distribuzione approssimata di ~, segue he il rapporto�2y=�̂2y nella (3.3) si distribuise approssimativamente ome una normale dimedia 1 e varianza V T�V: Periò, per ogni 0 < � < 1,1� � �= Pr[�2y=�̂2y � 1 + z�(V T�V )1=2℄= Pr[�y � f1 + z�(V T�V )1=2g1=2℄;dove z� india il perentile � della distribuzione normale standardizzata. So-stituendo � e V rispettivamente on �̂ eV̂ = "�2v�̂(v) �2v2�̂(v) ... �2vp�̂(v) �2v�̂(v) �2v2�̂(v) ... �2vp�̂(v) � ��2a #T ; (3.6)si ottiene l'intervallo di on�denza (approssimato), di livello 1 � �, per ladeviazione standard della statistia EWMA:�y � �y;� = �̂yf1 + z�(V T�V )1=2g: (3.7)Dopo aver selezionato L, ome verrà desritto nel seguente paragrafo, �y;�può essere usato per alolare i limiti di ontrollo worst-ase.L'approssimazione di Taylor (3.3) ha una interpretazione interessantequando il proesso è ARMA(1, 1). In questo aso, la (3.3) si ridue a�2y �= �̂2y (1� 2v(�̂1 � �1)1� �1v + 2v(�̂1 � �1)1� �1v � �̂2a � �2a�2a )



3. Disegno della arta EWMA per proessi autoorrelati in presenza diinertezza sul modello 28La varianza della statistia EWMA aumenta (rispetto al valore assunto di �̂2y)quando �1 è sottostimato (�̂1 < �1) e/o �1 è sovrastimato (�̂1 > �1). Il motivosta nel fatto he l'autoorrelazione di xt è sottostimata in questa situazione e,pertanto, i residui presentano un'autoorrelazione positiva. Quando i residuisono autoorrelati positivamente, la varianza EWMA è più grande rispettoal aso in ui i residui sono iid (Adams e Tsang, 1998).L'intervallo di on�denza (3.7) e l'espressione per �̂ (3.8) sono validi an-he per il proesso ARIMA(p, 1, q) della forma xt = (1�B)�1��1(B)�(B)at.La ragione sta nel fatto he, stimando i parametri del modello ARIMA (suidati xt), in realtà si stima il modello ARMA sulle differenze prime di xt,ovvero (1�B)xt. Siome i residui sono sempre generati tramite l'equazione2.6, on xt sostituito dalla differenza prima di xt, la statistia EWMA seguelo stesso modello ARMA(p+ q + 1, p+ q)(2.7). Pertanto, le stime dei pa-rametri hanno esattamente lo stesso effetto sulla varianza EWMA ome nelaso ARMA (Apley e Lee, 2003).3.2.1 Calolo della matrie di varianze e ovarianza �Per ampioni di grandezza suf�ientemente grande, la matrie di varianzee ovarianze è (Box et al., 1994)� �= 24 �� 00T 2N�1�4� 35 (3.8)dove 0 sta ad indiare il vettore olonna dei p+q zeri, e �� india la ovarianzadi � = [�1 �2 ... �p �1 �2 ... �q ℄T .Siome i valori dei parametri ARMA sono ignoti, nella (3.8) devono esseresostituiti on le loro stime. Box et al. (1994) dimostrano he per i proessiAR(1), MA(1), e ARMA(1, 1) le stime delle ovarianze di � si riduono aquanto segue:Modello ARMA(1, 1):�̂� = (1� �̂�̂)N(�̂� �̂)2 � 24 (1� �̂2)(1� �̂�̂) (1� �̂2)(1� �̂2)(1� �̂2)(1� �̂2) (1� �̂2)(1� �̂�̂) 35 ; (3.9)



3. Disegno della arta EWMA per proessi autoorrelati in presenza diinertezza sul modello 29Modello AR(1): �̂� = 1� �̂2N ; (3.10)Modello MA(1): �̂� = 1� �̂2N : (3.11)3.3 Selta dei parametri L, �, e �Nel disegno di una arta di ontrollo EWMA per dati indipendenti e iden-tiamente distribuiti, senza prendere in onsiderazione inertezza del model-lo, i parametri � e L vengono spesso selezionati ongiuntamente, nel modoseguente:- si �ssano il valore desiderato dell'ARL in ontrollo (indihiamolo on ARLd)e la minima ampiezza del salto nella media del proesso he si desidera se-gnalare (Æ);- si selgono � e L he, per i valori spei�ati dell'ARLd e Æ, minimizzanol'ARL fuori ontrollo.Luas e Saui (1990) fornisono le tabelle per selezionare i valori di � e L,he sono ottimali in questo senso, nel aso di indipendenza delle osservazioni.Per le arte EWMA appliate ai residui in presenza dei dati autoorrelati,la selta della oppia dei valori di � e L he soddisfano qualhe riterio diottimalità è proibitivamente omplessa. Per tale ragione, si raomanda disegliere prima � ome se il modello fosse perfetto. Lu e Reynolds (1999)propongono di usare 0.05< � � 0:5, dove si intende he valori pioli di �risultano migliori per soprire shift pioli, ma più lenti nell'individuazionedi quelli grandi.Dopo he abbiamo spei�ato �, supponiamo di utilizzare le tabelle di Lu-as e Saui (1990) per selezionare L sulla base di qualhe valore dell'ARLd.Se non vi è presente inertezza sul modello stimato e i residui sono iid, l'usodi questo valore di L, nei limiti di ontrollo standard della arta EWMA(2.3), fornirà il valore desiderato dell'ARLd. Per le situazioni nei quali è pre-sente inertezza sul modello, si raomanda l'uso di questo stesso valore di L,



3. Disegno della arta EWMA per proessi autoorrelati in presenza diinertezza sul modello 30nei limiti worst-ase della arta EWMA (3.1). Nei asi in ui la deviazionestandard �y della statistia EWMA yt, oinide on il worst-ase valore �y;�,i limiti (3.1) forniranno il valore dell'ARL in ontrollo approssimativamenteuguale al valore desiderato ARLd:Potrebbe anhe essere ragionevole l'uso di un valore leggermente più pi-olo di L, nei limiti (3.1)Quando non i sono errori di stima del modello, e vengono usati i limiti datidalla (2.3), il valore di L on il quale si ottiene il valore desiderato di ARLin ontrollo, dipende da �. Questo in primo luogo perhé l'autoorrelazionedella statistia EWMA dipende da �. Al diminuire di �, l'autoorrelazionedi yt inrementa, e pertanto, per ogni L �ssato, inrementa anhe l'ARL inontrollo. Di onseguenza, se diminuise �, lo stesso valore dell'ARL in on-trollo si potrà ottenere on un valore di L più piolo.Quando invee i veri valori dei parametri sono tali he �y oinide on �y;�,l'autoorrelazione dei residui sarà, generalmente, positiva e l'autoorrelazio-ne di yt sarà più grande rispetto a quella he si ha nelle situazioni in ui nonvi siano errori nel modello. Da questo onsegue he quando �y oinide on�y;�, un valore pre�ssato leggermente più piolo di L fornirà l'ARLd.D'altra parte, l'approssimazione di Taylor del primo ordine della varianzadella statistia EWMA, he è stata utilizzata per sviluppare l'espressione di�y;�, tende a sottostimare la varianza EWMA. Quindi, �y;� he si ottieneon questa approssimazione è leggermente più piola rispetto a quello hesi otterrebbe on un intervallo di on�denza più preiso.Siome i limiti worst-ase sono il prodotto di L e �y;�, è onsigliabile om-pensare tale e�etto di approssimazione prendendo L direttamente dalle tabel-le di Luas e Saui (1990) invee di usare valori leggermente più pioli.Notiamo he l'ARLd, he viene spei�ato nel disegno della arta di on-trollo, dovrebbe essere visto ome la worst-ase ARL he si ottiene quandola varianza della statistia EWMA è uguale al suo valore worst-ase. Se iveri valori dei parametri ARMA e la varianza della statistia EWMA sonoviini alle loro stime, l'ARL in ontrollo sarà, generalmente, più grande di



3. Disegno della arta EWMA per proessi autoorrelati in presenza diinertezza sul modello 31quello spei�ato. E' neessario tener onto di questo fatto nella selezionedell'ultimo parametro �. Un valore piolo di �, ome � = 0:01 può portaread un allargamento dei limiti di ontrollo, in misura tale he diventi di�i-le individuare la maggior parte degli shift di interesse. Apley e Lee (2003)propongono di usare 0.1� � �0.3.3.4 Stime dei parametri �, �, e �a e alolo deiparametri worst-aseIl disegno della proedura desritta nella sezione preedente viene illu-strata a partire da un insieme di N = 197 misurazioni della onentrazionedi un proesso himio (Box et al., 1994). Il modello più adattato ai dati èun ARMA(1, 1) (Apley e Lee, 2003), e per ottenere le stime dei parametriutilizziamo la funzione arima :#input:arima(onetrazione,order=(1,0,1))#outputCall:arima(x = onetrazione, order = (1, 0, 1))Coeffiients:ar1 ma1 interept0.9087 -0.5758 17.0654s.e. 0.0532 0.1156 0.0992sigma^2 estimated as 0.09768: log likelihood = -50.75, ai = 109.49Quindi, tenendo onto he la forma in ui viene espresso il modello ARMA(1, 1),in questa tesi, di�erise da quella utilizzata nell'ambiente R per il segno delparametro �, le stime dei parametri sono: �̂ = 0:909, �̂ = 0:576, e �̂2a = 0:098:Utilizzando la (3.9), si ottiene la matrie di varianze e ovarianze stimata
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�̂ = 26664 1:814 2:544 02:544 6:960 00 0 0:097 37775� 10�3:Se vengono spei�ati � = 0:1 e ARLd = 500, le tabelle di Luas e Saui(1990) indiano he dovrebbe essere usato L=2.2814. Siome la deviazionestandard della statistia EWMA è �̂y = �̂a(1 � v)1=2(1 + v)�1=2 = 0:0718,i limiti di ontrollo standard diventano �L�̂y = 0:202. Se al parametro �viene attribuito il valore 0.1 , utilizzando la (3.6) e la (3.7) si ottengonoV̂ = [�9:88 3:74 � 10:24℄T ; e �y;� = p0:007189061 = 0:08478833. Quindi, ilimiti di ontrollo worst-ase sono �L�y;� = �0:239.La Figura 3.1 mostra la arta di ontrollo EWMA appliata alle 600osservazioni derivate da un proesso he ha questi parametri � = 0:944,� = 0:573, e �2a = 0:102Questi valori sono stati selti perhé in questo aso l'approssimazione diTaylor (3.3) della �̂2y (on V sostituito da V̂ ) risulta uguale alla worst-asevarianza (�2y;� = 0:007189061):�2y�̂2y �= 1 + V̂ T ~�2y �= �̂2yf1 + V̂ T ~g= 0:005141053�8>>><>>>:1 + h �9:88 3:74 �10:24 i� 26664 0:909� 0:9440:576� 0:5730:0978� 0:102 377759>>>=>>>;= 0:007215377È possibile far vedere he tra tutte le ombinazioni di parametri, on le qualil'approssimazione di Taylor risulta uguale a �2y;�, questi valori hanno la mas-sima verosimiglianza, ovvero minimizzano ~T �̂�1 ̂ (si veda la funzione WCvarnell'appendie ).Nei gra�i vengono portati sia i limiti standard he i limiti worst-ase. Si-ome i dati vengono simulati on la media uguale a zero, tutti i asi nei quali



3. Disegno della arta EWMA per proessi autoorrelati in presenza diinertezza sul modello 33la statistia EWMA fuoriese dai limiti di ontrollo sono falsi allarmi. Coni limiti di ontrollo standard i falsi allarmi vengono registrati approssimati-vamente agli istanti temporali 100, 400, e 500, mentre i limiti di ontrolloworst-ase eliminano i primi due.La Figura 3.2, he è simile alla Figura 3.1 eetto il fatto he i veri para-metri ARMA sono stati selti in modo tale he oinidano on le loro stime,illustra uno svantaggio del uso dei limiti worst-ase. Se i veri parametri sonosu�ientemente viini alle loro stime, allora i limiti standard fornisono ilvalore desiderato dell'ARL in ontrollo (ARLd = 500). I limiti di ontrolloworst-ase sono inutilmente larghi in questo aso è inevitabilmente portanoad una diminuzione dell'e�ienza della arta. Per mitigare questo svantag-gio viene onsigliato l'uso di entrambi limiti, standard e worst-ase (Apley eLee, 2003). Le osservazioni he adono fuori dei limiti di ontrollo worst-aseevidenziano he il proesso è ambiato. Le osservazioni he invee adonoall'interno dei limiti di ontrollo worst-ase, ma fuori dei limiti standard,dovrebbero essere interpretati on più autela: potrebbe voler dire he ilproesso è ambiato oppure he i parametri ARMA di�erisono dalle lorostime.
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Figura 3.1: Esempi della arta EWMA on i limiti di ontrollo standard eworst-ase, quando �y oinide on il suo worst-ase valore �y;�:
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Figura 3.2: Esempi della arta EWMA on i limiti di ontrollo standard eworst-ase, quando �y oinide on �̂y:
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Capitolo 4
Calibrazione della arta EWMAmediante approssimazionestoastia

Nel preedente apitolo abbiamo visto he i limiti worst-ase dovrebberoessere intesi ome i limiti he, nel aso in ui la varianza EWMA oinide onil suo valore worst-ase, fornisono il valore desiderato dell'ARL in ontrollo.I limiti worst-ase sono stati trovati prendendo il valore appropriato dellaostante L direttamente dalle tabelle di Luas e Saui (1990), ome nelaso standard, e moltipliandolo per la varianza worst-ase della statistiaEWMA. Un approio alternativo per trovare i limiti di ontrollo è quellobasato sull'algoritmi di approssimazione stoastia. Nel seguito viene intro-dotto questo metodo, dopo di he si passa alla sua appliazione al alolo deilimiti worst-ase della arta EWMA.



4. Calibrazione della arta EWMA mediante approssimazione stoastia 364.1 Approssimazione stoastia4.1.1 Il problemaSupponiamo he, in orrispondenza di ogni valore di un parametro, di-iamo h 2 R, sia possibile ottenere delle determinazioni indipendenti di unavariabile asuale reale, Yh, on funzione di distribuzione F (y; h). A riguardodi quest'ultima si assume solamente heM(h) = EfYhg = ZR y dF (y; h)esista per qualsivoglia h, sia monotona resente ed inoltre he esista e siaunio un valore di h, indihiamolo on �h, per ui M(�h) = 0. Il problema, af-frontato dagli shemi di approssimazione stoastia, onsiste nel determinaresequenzialmente una suessione h1; h2; : : : onvergente in qualhe senso a �h.4.1.2 Lo shema di Robbins e MonroUna prima soluzione al problema è stata suggerita da Robbins e Monro(1951). Essi suggerisono di generare la suessione h1; h2; : : : utilizzando larelazione iterativa hn = hn�1 � An yn (4.1)dove yn è un'osservazione distribuita in aordo a F ((:; hn�1), mentre A è unaopportuna ostante positiva. Per quanto riguarda il valore di h0, questo puòessere selto in modo arbitrario. Ovviamente, la onvergenza sarà tanto piùveloe quanto più h0 risulta viino al vero valore �h. E' possibile far vedere(Ruppert, 1991) he hn onverge quasi ertamente a �h ed inoltre he, se esisteoltre al valore atteso, anhe la varianza di Yh, allora pn(hn � �h) onverge indistribuzione ad una normale di media zero e varianza A2�2=(2AM 0(�h� 1),dove �2 india la varianza di Y�h.



4. Calibrazione della arta EWMA mediante approssimazione stoastia 374.1.3 Regola d'arrestoLo shema desritto produe una suessione onvergente. Nelle ap-pliazioni è però neessario tronare le iterazioni in orrispondenza di unvalore N , he india il numero dell'iterazione in ui il valore di hn risultasu�ientemente viino a �h.Un possibile approio per la selta di N nel aso dello shema di Robbinse Monro è stato suggerito da Stroup e Braun (1982). Questi autori suggeri-sono di ottenere per ogni n due valori yn1 e yn2 tali he Efyn1g = Efyn2g =M(hn�1). Il proesso di Robbins e Monro viene modi�ato sempliementesostituendo nella (4.1) yn on ln = (yn1 + yn2)=2 e il proesso viene arrestatoin orrispondenza diN = inf8<:n > k : un = 0� nXi=n+k+1 l2i =k1A = nXi=1 e2i =n! < w9=; (4.2)dove e2n = (yn1 � yn2)=2, mentre k è un intero appropriato. In sostanza,Stroup e Braun propongono di fermare la proedura nel aso in ui negliultimi k passi si siano ottenute osservazioni su�ientemente viine allo ze-ro. Per quanto riguarda la selta della soglia w, Stroup e Braun mostranohe la statistia un onverge in distribuzione a (k�2)�1 la distribuzione dilimn!1Pni=n�k+1(li�E flig)2. Così se, ad esempio le risposte Yni sono gaus-siane allora 2kun si distribuise, per n su�ientemente grande, ome unavariabile asuale �2 on k gradi di libertà e, possiamo quindi pensare di se-gliere 2kw uguale ad un perentile appropriato di questa distribuzione. Piùin generale, dal momento he a onvergenza ottenuta il valore atteso di unrisulta pari ad 1/2 possiamo pensare a delle soglie del tipo =2, on  > 0.4.2 Appliazione alla alibrazione di una artadi ontrolloLa struttura di una arta di ontrollo può essere shematizzata nel modoseguente: (i) ad ogni istante di tempo t, utilizzando tutte le osservazioni �no



4. Calibrazione della arta EWMA mediante approssimazione stoastia 38ad allora disponibili, diiamo (z1; : : : ; zt), viene alolata una statistia diontrollo st = gt(z1; : : : ; zt); (4.3)(ii) il valore della statistia viene onfrontata on una soglia, h, ed, in par-tiolare, viene segnalato un allarme, ovvero un possibile ambiamento nelproesso he genera le osservazioni, se st > h.Utilizzando questa notazione, la run length di uno shema èRh = infft > 0 : st > hg: (4.4)La soglia h viene omunemente selta risolvendo un'equazione del tipoEfRhg = ARLfhg = B (4.5)dove B rappresenta un onveniente valore per il tempo medio interorrentetra due falsi allarmi. Il valore atteso EfRhg è alolato on riferimento alladistribuzione in ontrollo di (z1; z2; : : :).Nei asi in ui è possibile simulare il proesso in ontrollo, possiamo ottenere,ombinando la (4.3) e la (4.4), delle determinazioni di Rh. L'equazione (4.5)può allora essere risolta on le tenihe del paragrafo preedente de�nendoYh = (Rh�B)=B. La presenza di B al denominatore non è strettamente ne-essaria per la onvergenza, però è molto utile per aelerare la onvergenza(Masarotto e Capizzi, 1999).
4.2.1 RisultatiPer appliare l'approssimazione stoastia al problema di alolo dei li-miti di ontrollo worst-ase della arta EWMA sono state reate le funzionihAppross e RL. All'interno della funzione hAppross viene rihiamata la fun-zione RL per generare due osservazioni indipendenti di run length: yn1 e yn2,in orrispondenza di un valore iniziale di h, he viene passato ome argomen-to della funzione. La media di due valori simulati, ln = (yn1 + yn2)=2, viene



4. Calibrazione della arta EWMA mediante approssimazione stoastia 39utilizzata al posto di yn nella formula di Robbins e Monro (4.1) per e�ettua-re una suessiva stima di h. L'aggiornamento della soglia h ontinua �noal veri�arsi della ondizione della regola d'arresto. La funzione hApprossrestituise l'ultimo valore stimato di h e il numero di osservazioni neessarieper giungere a questa stima.n hn n hn n hn n hn1184 0.2468150 2165 0.2466773 1533 0.2460820 148 0.24959882815 0.2461195 1533 0.2460820 148 0.2495988 2889 0.24733182165 0.2466773 148 0.2495988 2889 0.2473318 535 0.24536741186 0.2458978 2889 0.2473318 535 0.2453674 6304 0.24683581533 0.2460820 535 0.2453674 6304 0.2468358 1186 0.2458978148 0.2495988 6304 0.2468358 1186 0.2458978 1812 0.24711992889 0.2473318 1186 0.2458978 1812 0.2471199 1266 0.2485545535 0.2453674 1812 0.2471199 1266 0.2485545 442 0.24751876304 0.2468358 1266 0.2485545 442 0.2475187 1479 0.24651271812 0.2471199 442 0.2475187 1479 0.2465127 1397 0.24835191266 0.2485545 1479 0.2465127 1397 0.2483519 1184 0.2468150442 0.2475187 1397 0.2483519 1936 0.2479115 2815 0.24611951479 0.2465127 1936 0.2479115 3167 0.2478823 2165 0.24667731397 0.2483519 3167 0.2478823 1746 0.2464408 1533 0.24608201936 0.2479115 1746 0.2464408 3215 0.2463109 148 0.24959883167 0.2478823 3215 0.2463109 796 0.2471811 2889 0.24733181746 0.2464408 796 0.2471811 1184 0.2468150 535 0.24536743215 0.2463109 1184 0.2468150 2815 0.2461195 6304 0.24683581184 0.2468150 2815 0.2461195 2165 0.2466773 1186 0.24589782815 0.2461195 2165 0.2466773 1533 0.2460820 1479 0.2463853Tabella 4.1: Il risultato dell'appliazione di approssimazione stoastia alalolo dei limiti di ontrollo worst-ase della arta EWMA.Nella tabella 4.1 sono riportati 80 risultati dell'utilizzo della funzionehAppross per trovare la stima della soglia h he fornise l'ARL in ontrollopari a 500. Per quanto riguarda i parametri h0 e A (per la formula riorsivadi Robbins e Monro) e il parametro w (per la regola d'arresto) si è posto ar-bitrariamente h0 = 0:239, A = 0:1 e w = 2=9. Il valor medio e la deviazionestandard degli 80 valori simulati di h sono 0.247028 e 0.001063 rispettivamen-te. In media sono state neessarie 1908 iterazioni per ottenere un risultato.Possiamo onludere he mediante l'approssimazione stoastia si ottengo-



4. Calibrazione della arta EWMA mediante approssimazione stoastia 40no i limiti di ontrollo leggermente più ampi rispetto a quelli alolati nelCapitolo 3.



5. Risultati 41
Capitolo 5
Risultati
5.1 IntroduzionePer esplorare le performane dell'ARL di una arta EWMA on i limitistandard e on i limiti basati sulla varianza worst-ase, quando i veri valoridei parametri di�erisono dalle loro stime, sono state utilizzate delle simu-lazioni Monte Carlo. Per e�ettuare le simulazioni è stata reata la funzionel'ARL, on la quale si possono simulare sia l'ARL in ontrollo sia quello fuoriontrollo, per una qualsiasi ombinazione di parametri �, � e �a he vienepassata ome argomento della funzione.5.2 Simulazione dell'ARLRionsideriamo l'esempio ARMA(1, 1) introdotto nel Capitolo 3., doveabbiamo ottenuto queste stime dei parametri: �̂ = 0:91, �̂ = 0:58 e �̂ = 0:098.Per iasuna delle 100 ombinazioni dei veri parametri � e �, appositamentespei�ate, è stata repliata 10.000 volte la simulazione di una RL in on-trollo per iasuno dei tre limiti: EWMA standard, EWMA worst-ase eShewhart. La stessa proedura è stata ripetuta per una RL fuori ontrolloorrispondente a shift pari a 3�a. Le ombinazioni dei parametri sono:



5. Risultati 42(�[i℄,�[j℄) 8 i = 1; 2; :::; 10; e j = 1; 2; :::; 10;on � = [0:80; 0:82; 0:84; 0:86; 0:88; 0:90; 0:92; 0:94; 0:96; 0:98℄e � = [0:36; 0:40; 0:44; 0:48; 0:52; 0:56; 0:60; 0:64; 0:68; 0:72℄:Per sempliità, l'inertezza su �2� è stata tralasiata, modi�ando l'espres-sione per �̂ in modo tale he risulti �̂ [3; 3℄ = 0, ioè V̂ [�̂2�℄ = 0:1 Contale sempli�azione si ottengono la varianza worst-ase �y;� = 0:0841 e ilimiti worst-ase �L�y;� = 0:237. Dunque, rispetto al aso in ui abbia-mo onsiderato l'inertezza di �2�, questi limiti sono solo leggermente piùstretti. I risultati delle simulazioni sono portati nelle Tabelle 5.1 e 5.2, e larappresentazione gra�a nella Figura 5.1.5.3 InterpretazionePer trovare la probabilità a posteriori he l'ARL sia minore dell'ARLd,si può riorrere all'analisi Bayesiana, dove viene assunta una distribuzionea posteriori per . Nel aso spei�o viene assunto he la distribuzione aposteriori di  sia approssimativamente una normale multivariata di media ̂e ovarianza �̂ . Questa può essere vista ome un'approssimazione asintotiaquando la distribuzione a priori di  non è informativa.5.3.1 ARL in ontrollo per i limiti standard e worst-aseNella Figura 5.1(a) sono riportate urve di livello dell'ARL in ontrolloper la arta EWMA standard on i limiti�0:202. Siome la arta EWMA èstata disegnata on l'ARLd = 500, la urva del livello 500 passa per il puntohe orrisponde alle stime dei parametri.L'integrazione numeria della probabilità a posteriori rivela he a probabilitàhe l'ARL sia minore di 250 è uguale a 0.24 e, invee, la probabilità he1L'elemento di posizione [3,3℄ della matrie di varianze e ovarianze è la stima dellavarianza delle innovazioni.



5. Risultati 43l'ARL sia minore di 150 è uguale a 0.11 (Apley e Lee, 2003).Il gra�o 5.1(b) mostra l'ARL in ontrollo per la arta EWMA on i limitiworst-ase �0:237. Con questi limiti, la probabilità he l'ARL sia minore delsuo valore desiderato (ARLd=500) è approssimativamente 0.13. La probabi-lità he l'ARL sia minore di 250 è solamente 0.05, he è molto più pioladella probabilità orrispondente ai limiti standard (0.24). Dunque i limi-ti worst-ase fornisono un'adeguata protezione ontro le ARL in ontrolloinaettabilmente piole. Un altro bene�io dell'uso di questi limiti è he nelaso in ui i parametri oinidono on le loro stime, l'ARL in ontrollo saràpiù grande del valore spei�ato. Nella Figura 5.1(b) possiamo vedere hel'ARL in ontrollo on i limiti worst-ase è viina a 2000, quindi rispetto alvalore di 500 ottenuto on i limiti standard questo valore è onsiderevolmen-te più grande. Lo svantaggio ovvio dell'allargamento dei limiti di ontrolloonsiste nella diminuzione del potere della arta nell'individuare sostamentinella media del proesso.5.3.2 ARL fuori ontrollo per i limiti standard eworst-aseLe Figure 5.1(d) e 5.1(e) rappresentano le urve di livello dell'ARL fuoriontrollo per la situazione in ui la media del proesso ha subito uno so-stamento nella media pari a 3�̂a. I due gra�i sono ottenuti on i limitistandard �0:202 e i limiti worst-ase �0:237 rispettivamente. Questi ultimifanno inrementare l'ARL fuori ontrollo all'inira di 60% per la maggiorparte delle ombinazioni di � e �. Nella Tabella 5.3 vengono riportati l'ARLfuori ontrollo per diversi valori dello shift per il aso spei�o in ui i para-metri ARMA oinidono on le loro stime. In questa tabella sono riportatitra l'altro anhe i risultati per la arta Shewhart, he sono disussi nel para-grafo 5.3.3. Allargamento dei limiti di ontrollo ha, hiaramente, un impattonegativo sull'ARL fuori ontrollo, in partiolare per shift pioli. Se lo shiftè pari a �̂a l'allargamento dei limiti provoa un inremento dell'ARL fuoriontrollo da 126 a 338. Questo è omprensibile, dato he l'ARL in ontrol-



5. Risultati 44lo subise un inremento da 499 a 2084. Per shift più grandi inrementodell'ARL è più moderato, però resta anora elevato.Data la diminuzione del potere della arta he ne onsegue dall'allarga-mento dei limiti di ontrollo, i hiediamo se, e �no a he punto questi limitidovrebbero essere allargati allo sopo di tener onto di inertezza del model-lo. Questo dipenderà idealmente dai osti assoiati ai falsi allarmi, dai ostidi manata segnalazione delle ondizioni di fuori ontrollo e dalla probabilitàa priori della realizzazione di ondizioni fuori ontrollo. Se i osti dei falsiallarmi sono pioli, allora l'allargamento dei limiti potrebbe essere non on-veniente. Comunque i osti dei frequenti falsi allarmi sono piuttosto alti sesi onsiderano i osti nasosti delle interruzioni non neessarie del lavoro, iritardi nella produzione e le manate reazioni da parte degli operatori agli al-larmi, ompresi quelli he segnalano vere ondizioni di fuori ontrollo (Apleye Lee, 2003). La soluzione migliore per diminuire gli e�etti negativi dell'usodei limiti worst-ase sarebbe aumentare, quando è possibile, il numero delleosservazioni per ridurre l'inertezza dei parametri.5.3.3 Confronto tra le arte Shewhart ed EWMALe �gure 5.1() e 5.1(f) mostrano le urve di livello per l'ARL in ontrolloe l'ARL fuori ontrollo per le arte Shewhart on i limiti 3:09�̂a = �0:967.Questi limiti, nel aso in ui non i sono errori nelle stime, fornisono un'ARLin ontrollo uguale a 500. L'ampiezza dello shift per la Figura 5.1(f) è pari a3�̂a. Di�erentemente dall'ARL della arta EWMA on � piolo, l'ARL dellaarta Shewhart è poo dipendente da � e �. Questo perhé la arta Shewhartonsidera i residui individuali e non la media ponderata della suessionedei residui, e pertanto l'e�etto dell'autoorrelazione dei residui sull'ARL diquesta arta è piolo. Sebbene l'inremento della varianza dei residui avràe�etto sull'ARL della arta Shewhart, in questo esempio viene assunto he�2a sia uguale a �̂2a e periò piole variazioni di � e � non porteranno a unsostanziale inremento della varianza dei residui.Visto he le arte Shewhart sono relativamente insensibili agli errori delle



5. Risultati 45stime dei parametri e, dall'altra parte, he l'ARL fuori ontrollo per la artaEWMA aumenta al resere dei limiti di ontrollo, si potrebbe onluderehe le arte Shewhart on i limiti standard possano migliorare l'e�ienzanell'individuazione di sostamenti dalla media del proesso. La Tabella 5.3.india he questo è vero soltanto per shift grandi. Persino quando vengonousati i limiti worst-ase l'e�ienza della arta EWMA nell'individuare shiftpioli e medi è notevolmente più alta di quella della arta Shewhart. Nelaso ARMA(1, 1) in esame l'e�ienza della arta Shewhart è maggiore ri-spetto alla arta EWMA on i limiti worst-ase soltanto quando lo shift èompreso tra 4�̂a e 5�̂a. Possiamo notare he a questo stesso livello delloshift, l'e�ienza della arta Shewhart supera quella della arta EWMA oni limiti standard.



5. Risultati 46a) 0.36 0.40 0.44 0.48 0.52 0.56 0.60 0.64 0.68 0.720.80 577 895 1520 2698 5139 11175 >15000 >20000 >25000 >350000.82 399 592 920 1579 2951 5960 13432 >20000 >25000 >350000.84 279 391 585 939 1679 3243 6946 17483 >25000 >350000.86 196 264 381 575 971 1735 3564 8480 22994 >350000.88 143 182 246 364 556 951 1739 3965 9836 306390.90 103 130 168 229 329 523 921 1729 4404 114260.92 76 93 116 148 205 294 457 843 1678 43840.94 58 68 81 99 130 175 247 392 711 14450.96 44 50 58 69 84 108 141 193 299 5090.98 33 34 40 47 52 63 78 98 129 186b) 0.36 0.40 0.44 0.48 0.52 0.56 0.60 0.64 0.68 0.720.80 2992 5539 11059 26037 71867 >100000 >150000 >200000 >250000 >3000000.82 1724 2990 5603 11918 30226 85394 >150000 >200000 >250000 >3000000.84 1007 1630 2925 5723 12143 33358 104271 >200000 >250000 >3000000.86 593 925 1543 2821 5858 12584 37032 162081 >250000 >3000000.88 369 529 820 1384 2606 5475 13468 42236 174237 >3000000.90 231 317 455 710 1193 2311 5151 14474 44734 1813170.92 151 194 269 365 569 971 1919 4535 12331 484860.94 101 121 156 206 294 438 724 1386 3195 98490.96 70 79 97 117 154 209 302 467 864 19130.98 45 49 59 70 82 103 129 174 251 402) 0.36 0.40 0.44 0.48 0.52 0.56 0.60 0.64 0.68 0.720.80 428 453 451 445 434 417 406 373 349 3040.82 399 456 453 476 450 433 424 393 366 3280.84 423 454 468 485 474 447 446 420 382 3500.86 406 444 473 481 487 480 462 430 402 3710.88 388 428 460 478 490 488 482 449 427 3980.90 369 410 434 464 494 499 496 470 451 2260.92 340 379 412 448 479 489 495 491 469 4350.94 290 322 368 397 436 472 492 484 477 4580.96 227 260 294 333 381 413 442 463 468 4560.98 149 163 188 222 252 289 321 356 375 398Tabella 5.1: Risultati di simulazione dell'ARL in ontrollo per diverse om-binazioni di � e � (on �a = �̂a) per le arte (a) EWMA on i limiti standard�0:202, (b) EWMA on i limiti worst-ase �0:237 e () Shewhart on i limitistandard �0:067



5. Risultati 47a) 0.36 0.40 0.44 0.48 0.52 0.56 0.60 0.64 0.68 0.720.80 7.09 6.90 6.81 6.60 6.47 6.41 6.16 5.99 5.86 5.660.82 7.41 7.06 6.85 6.78 6.61 6.37 6.30 6.07 5.99 5.780.84 7.39 7.37 7.21 7.01 6.88 6.48 6.42 6.25 6.05 5.930.86 7.89 7.79 7.48 7.26 7.15 6.91 6.55 6.46 6.25 5.850.88 8.18 8.00 7.78 7.75 7.41 7.30 6.92 6.75 6.31 6.190.90 8.93 8.46 8.31 8.13 7.79 7.47 7.34 7.04 6.74 6.370.92 9.62 9.37 8.93 8.74 8.65 8.15 7.94 7.51 7.27 6.740.94 10.88 10.81 10.47 10.28 9.86 9.40 9.04 8.25 7.85 7.570.96 13.12 12.72 12.85 12.33 12.10 11.25 11.09 10.39 9.70 8.830.98 14.71 15.51 16.32 16.39 16.93 17.10 16.71 16.40 14.83 13.56b) 0.36 0.40 0.44 0.48 0.52 0.56 0.60 0.64 0.68 0.720.80 12.41 12.22 12.13 12.15 12.02 11.96 11.84 11.66 11.75 11.110.82 2.61 12.47 12.02 12.43 12.33 12.11 12.28 11.85 11.67 11.580.84 12.63 12.77 12.77 12.78 12.67 12.24 12.38 12.29 11.80 11.660.86 13.38 13.34 13.12 13.07 13.22 12.90 12.75 12.70 12.41 11.800.88 13.80 13.78 13.52 13.72 13.57 13.72 13.33 13.10 12.80 12.470.90 14.61 14.59 14.63 14.48 14.35 14.12 14.05 14.00 13.67 13.040.92 15.71 15.74 15.50 15.53 15.61 15.30 15.42 14.45 14.56 14.100.94 17.65 17.65 17.20 17.73 17.50 17.19 17.02 16.55 16.32 16.140-96 20.38 20.55 20.83 20.58 20.81 20.16 20.46 20.00 19.29 18.340.98 22.59 24.54 25.86 26.59 28.36 28.79 29.39 29.38 28.98 27.44) 0.36 0.40 0.44 0.48 0.52 0.56 0.60 0.64 0.68 0.720.80 55.0 54.9 55.4 54.9 51.2 51.3 47.3 45.7 42.1 37.20.82 55.0 57.7 55.4 54.9 55.2 50.6 50.1 48.2 43.5 40.90.84 54.5 56.5 56.9 56.1 56.1 52.4 51.2 48.8 46.3 43.10.86 55.8 56.6 56.5 56.1 57.3 56.6 53.4 51.1 49.2 43.40.88 53.5 57.2 56.9 61.1 57.7 57.2 54.7 54.0 49.8 48.30.90 54.8 56.4 57.0 59.3 59.4 58.6 56.8 55.1 53.2 48.30.92 53.1 54.9 58.0 58.3 59.3 59.1 58.2 55.6 55.2 50.90.94 50.8 53.7 57.5 59.4 60.2 59.3 58.8 60.0 57.6 56.30.96 53.1 54.3 58.3 58.5 60.8 59.4 61.3 59.7 58.8 56.20.98 49.9 54.4 58.0 60.3 62.5 64.2 64.8 63.3 61.9 60.1Tabella 5.2: Risultati di simulazione dell'ARL fuori ontrollo, on shift pari a3�a, per diverse ombinazioni di � e � (on �a = �̂a) per le arte (a) EWMAon i limiti standard �0:202, (b) EWMA on i limiti worst-ase �0:237 e ()Shewhart on i limiti standard �0:067



5. Risultati 48

Figura 5.1: Curve di livello ome funzione di � e � per ARMA(1, 1). I gra�i(a), (b) e () sono per l'ARL in ontrollo delle arte EWMA standard,EWMA worst-ase e Shewhart, mentre (d), (e) e (f) sono per l'ARL fuoriontrollo delle rispettive arte (on shift pari a 3�a).



5. Risultati 49l'ampiezza di shift(in unità di �a)Carta Limiti di ontrollo 0 1 2 3 4 5EWMA (� = 0:1) 0.202 (standard) 499 126 28.5 7.74 3.15 2.11EWMA (� = 0:1) 0.237 (worst-ase) 2084 338 60.1 14.71 4.85 2.75Shewhart 0.967 (standard) 498 383 199.0 59.92 8.13 1.28Tabella 5.3: l'ARL fuori ontrollo per diversi valori di shift, per l'esempioARMA(1, 1) quando i veri valori dei parametri ARMA oinidono on leloro stime.
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Conlusioni

Una misura naturale per inorporare l'informazione sull'inertezza nellestime dei parametri nel disegno delle arte EWMA basate sui residui è diallargare i limiti di ontrollo. La proedura di disegno presentata in questatesi è basata sull'approio worst-ase, he sostanzialmente onsiste nellaselta dei parametri del modello ARMA in modo tale he la varianza dellastatistia EWMA risulti uguale al valore massimo di un appropriato intervallodi on�denza. La omplessità addizionale dei aloli he omporta l'approioworst-ase è relativamente piola rispetto all'approio standard.In pratia i limiti worst-ase vengono alolati moltipliando la varianzaworst-ase on una ostante L. Nel aso standard, l'uso dei valori tabulari diL, proposti da Luas e Saui (1991), fornise i valori desiderati dell'ARLin ontrollo. Nell'approio worst-ase, la selta della ostante L è proibiti-vamente omplessa, però i sono delle indiazioni he giusti�ano l'uso deglistessi valori di L he vengono usati nel aso standard.Per onfrontare le prestazioni delle arte on i limiti standard e worst-asesono state usate le simulazioni Monte Carlo. Il valore dell'ARL in ontrolloottenuto utilizzando la ostante L tabulare nei limiti worst-ase è lievementepiù piolo rispetto al valore spei�ato (ARLd = 500). Al �ne di trovare ilimiti più preisi, ovvero quelli he fornisono il valore spei�ato dell'ARLin ontrollo, è stata utilizzata l'approssimazione stoastia. I limiti ottenution questo metodo sono e�ettivamente più ampi rispetto a quelli preeden-temente alolati, ovvero sono più preisi, però, la di�erenza tra loro nonè drammatia, nel senso he le onlusioni alle quali portano sono uguali.



Conlusioni 52Il vantaggio prinipale dell'uso dei limiti worst-ase è he essi fornisono laprotezione ontro un'elevata frequenza di segnalazione dei falsi allarmi. Losvantaggio ovvio è la diminuzione del potere della arta nel individuare iambiamenti pioli nel proesso produttivo. Pertanto la deisione se i limitidi ontrollo devono essere allargati, e �no a he punto, dovrebbe essere fattain base ai osti assoiati ai falsi allarmi, ai osti di manata segnalazionedelle ondizioni di fuori ontrollo, e dalla probabilità a priori he si veri�hi-no ondizioni fuori ontrollo. La soluzione migliore per aumentare l'e�ienzadelle arte on i limiti worst-ase onsiste nell'aumentare, quando è possibile,la dimensione ampionaria per ridurre l'inertezza nelle stime dei parametriARMA.



Appendie 53
Appendie
Funzioni reate in R per e�ettuare i aloliARMAsim
ARMAsim<-funtion(oldz=0, olda=0, phi, theta, sdinnovazione, num){z <-rep(0,num+1)z[1℄ <-oldzfor(i in 2:(num+1)){newa <-rnorm(n=1,mean=0,sd=sdinnovazione)z[i℄ <-phi*z[i-1℄-theta*olda+newaolda <-newa}z<-(z,olda)return(z)}Utilizzo:La funzione ARMAsim viene utilizzata per generare i dati da un proessoARMA(1, 1) per spei�ati valori dei parametri �1, �1 e �a.



Appendie 54Input:oldz il valore iniziale della sequenza simulata (Z0)olda l'innovazione iniziale (a0)phi il parametro autoregressivo (�1)theta il parametro media mobile (�1)sdinnovazione la deviazione standard (�a) delle innovazioni (at)num il numero di dati simulatiOutput:Il vettore di lunghezza num+2:Z0 Z1 Z2 Z3 Z4 : : : Znum-1 Znum anumQuindi, oltre a restituire la sequenza di dati provenienti dal modelloARMA(1, 1): Z1; Z2; : : : ; Znum, questa funzione restituise il valore inizia-le della simulazione (Z0) e il valore dell'ultima innovazione (anum). Questastruttura dell'output della funzione ARMAsim è neessaria per poterlo utiliz-zare all'interno delle funzioni ARMAresidui e ARL.Desrizione:Per una data ombinazione dei parametri �1, �1 e �a, e dei valori iniziali Z0e a0 vengono simulate, tramite l'equazione 1.3, num osservazioni provenientidal modello ARMA(1, 1).I valori simulati saranno:Z1 = �1Z0 + a1 � �1a0Z2 = �1Z1 + a2 � �1a1Z3 = �1Z2 + a3 � �1a2: : : = : : :Znum = �1Z(num-1) + anum � �1a(num-1)dove at sono le realizzazioni indipendenti di una variabile asuale on ladistribuzione N(0; �2a).



Appendie 55Per ottenere dei risultati sensati, è neessario e�ettuare il ontrollo del-la presenza delle ondizioni di stazionarità e di invertibilità al di fuori dellafunzione, siome questa non lo prevede.ARMAresiduiARMAresidui<-funtion(y=dati[1:(length(dati)-1)℄, ph, th, e0=0){residui<-rep(0,length(y))residui[1℄<-e0 #serve per inizializzare il filtraggiofor (i in 2:length(y)){prev<-ph*y[i-1℄-th*residui[i-1℄residui[i℄<-y[i℄-prev}residui<-residui[2:length(y)℄return(residui)}Utilizzo:La funzione ARMAresidui viene utilizzata per alolare i residui (gli errori diprevisione ad un passo) di una serie ARMA(1, 1) simulata on la funzioneARMAsim.Input:y la serie simulata tramite la funzione ARMAsim(inluso il dato iniziale Z0)ph il parametro di �ltraggio ARth il parametro di �ltraggio MAe0 il valore iniziale e0 he serve per alolare il primo residuoOutput:Il vettore ontenete length(y)-1 residui.



Appendie 56Desrizione:Per alolare i residui di una serie temporale, il ui andamento può esseredesritto on un appropriato modello ARMA(1, 1), utilizziamo l'equazione2.6: et = �̂(B)�̂(B)Ztet = 1� �̂1B1� �̂1BZt(1� �̂1B)et = (1� �̂1B)Ztet � �̂1et�1 = Zt � �̂1Zt�1et = Zt � �̂1Zt�1 + �̂1et�1et = Zt � Ẑt�1(1)dove Ẑt(1) = �̂1Zt � �̂1etè la previsione fatta al tempo t per la osservazione al tempo t+ 1Zt+1 = �Zt + at + �1at:Dunque, la proedura del alolo dei residui tramite la funzione ARMAresiduiè seguente:- In ogni istante temporale t = 0; 1; 2; : : : ; (length(y) � 2) aloliamo leprevisioni Zt(1) per i tempi (t+ 1) = 1; 2; 3; : : : ; length(y)-1Ẑ0(1) = �̂1Z0 � �̂1e0Ẑ1(1) = �̂1Z1 � �̂1e1: : : = : : :Ẑlength(y)-2(1) = �̂1Zlength(y)-2 � �̂1elength(y)-2



Appendie 57-Sottraendo le previsioni dai dati osservati otteniamo i residuie1 = Z1 � Ẑ0(1)e2 = Z2 � Ẑ1(1): : : = : : :e(length(y)-1) = Zlength(y)-1 � Ẑ(length(y)-2)(1)
EWMAstatEWMAstat<-funtion(res, y0=0, lambda=0.1){y<-rep(0,length(res))for(i in 1:length(res)){y[i℄<-lambda*res[i℄+(1-lambda)*y0y0<-y[i℄}return(y)}Utilizzo:Il alolo delle statistihe EWMA.Input:res la serie di dati per i quali vengono alolate le statistihey0 il valore iniziale della statistia (y0)lambda il parametro �Output:Il vettore di lunghezza length(res) ontente le statistihe EWMA.Desrizione:In questa tesi le arte EWMA vengono appliate eslusivamente ai residui.



Appendie 58Quindi, selti valori del parametro � e del y0, in base della sequenza dei re-sidui vengono alolate le statistihe EWMA utilizzando l'equazione 2.1.matVarCovmatVarCov<-funtion(phi.stima,theta.stima,N,sa2.stima){f<-phi.stima;t<-theta.stimaP1<-(1-f*t)/(N*(f-t)^2)a1<-(1-f^2)*(1-f*t)a2<-(1-f^2)*(1-t^2)a3<-a2a4<-(1-t^2)*(1-f*t)m<-matrix((a1,a2,0,a3,a4,0),nol=3,byrow=T)sigmae<-P1*msigmag<-rbind(sigmae,(0,0, (2/N)*sa2.stima^2))return(sigmag)}Utilizzo:Il alolo della matrie di varianze e ovarianze (l'equazione 3.9) per un pro-esso ARMA(1, 1).Input:phi.stima �̂1theta.stima �̂1sa2.stima �̂2aN la numerosità ampionariaOutput:La matrie di varianze e ovarianze di dimensione 3� 3:



Appendie 59Esempio:#input:matVarCov(phi.stima=0.9087,theta.stima=0.5758,N=197,sa2.stima=0.9768)#output: [,1℄ [,2℄ [,3℄[1,℄ 0.001814402 0.002543875 0.000000000[2,℄ 0.002543875 0.006959800 0.000000000[3,℄ 0.000000000 0.000000000 0.009686683EWMAvarEWMAvar<-funtion(sa2.stima,lambda=0.1){v<-1-lambdasy2.stima<-sa2.stima *(1-v)/(1+v)return(sy2.stima)}Utilizzo:Il alolo della stima di deviazione standard della statistia EWMA , �̂y (l'e-quazione 2.4 ).Esempio:#input:ewmavar<-EWMAvar(sa.stima=0.098,lambda=0.1)#output:[1℄ 0.005157895



Appendie 60vettoreVvettoreV<-funtion(phi.stima,theta.stima,sa2.stima,lambda=0.1){v<-1-lambdaa<- -2*v/(1-phi.stima*v)b<- 2*v/(1-theta.stima*v)<- -1/sa2.stimaV<-(a,b,)return(V)}Utilizzo:Il alolo del vettore V (l'equazione 3.5).Esempio:#input:vettoreV(phi.stima=0.9087,theta.stima=0.5758,sa2.stima=0.9768,lambda=0.1)#output:[1℄ -9.880880 3.736145 -10.237510worstCaseVarworstCaseVar<-funtion(sa2.stima,V,sigmag,alpha=0.1,lambda=0.1){v<-1-lambdaza<-qnorm(1-alpha)sy2.stima = sa2.stima *(1-v)/(1+v)sya2 = sy2.stima*(1+za*(t(V) %*% sigmag %*% V)^(1/2))return(sya2)}



Appendie 61Utilizzo:Il alolo della varianza worst-ase della statistia EWMA, �y;�, tramite l'e-quazione 3.7.Input:sa2.stima �2aV il vettore Vsigmag la matrie di varianze e ovarianze (�)alpha il parametro �lambda il parametro �Output:�y;�Esempio:#input:vv<-vettoreV(phi.stima=0.9087,theta.stima=0.5758,sa2.stima=0.09768,lambda=0.1)mv<-matVarVov(phi.stima=0.9087,theta.stima=0.5758,N=197,sa2.stima=0.09768)wvar<-worstCaseVar(0.09768,V=vv,sigmag=mv,alpha=0.1,lambda=0.1)#output: [,1℄[1,℄ 0.007189061inversainversa<-funtion(matrie){identita<-matrix((1,0,0,0,1,0,0,0,1),nol=3,byrow=T)matrie<-bind(matrie,identita)ostante<-1/matrie[1,1℄matrie[1,℄<-matrie[1,℄ * ostanteostante<- -matrie[2,1℄riga<-matrie[1,℄ * ostante



Appendie 62matrie[2,℄<-matrie[2,℄ +rigaostante<-1/matrie[2,2℄matrie[2,℄<-matrie[2,℄ * ostanteostante<-1/matrie[3,3℄matrie[3,℄<-matrie[3,℄ * ostanteostante<- -matrie[1,2℄riga<-matrie[2,℄ * ostantematrie[1,℄<-matrie[1,℄ + rigainversa<-round(matrie[,4:6℄,4)return(inversa)}Utilizzo:Il alolo dell'inversa della matrie di varianze e ovarianze (�̂�1 ).worstCaseParworstCasePar<-funtion (phi.stima,theta.stima,sa2.stima,N){gama.stima<-(phi.stima,theta.stima,sa2.stima)vettore<-vettoreV(phi.stima,theta.stima,sa2.stima,lambda=0.1)matrie<-matVarCov(phi.stima,theta.stima,N,sa2.stima)var1<-matrie[1,1℄;var2<-matrie[2,2℄;var3<-matrie[3,3℄matinv<-inversa(matrie=matrie)wvar<-worstCaseVar(sa2.stima=sa2.stima,V=vettore,sigmag=matrie,alpha=0.1,lambda=0.1)wvar=round(wvar,4)wsd=round(sqrt(wvar),4)ewmavar<-EWMAvar(sa2.stima,lambda=0.1)minimo<-1000n=2quant<-50numComb<-quant^3



Appendie 63a<-phi.stima;b<-theta.stima;<-sa2.stimaris<-rep(0,3)for(z in 1:6){seq1<-seq(a-n*sqrt(var1),a+n*sqrt(var1),length=quant)seq2<-seq(b-n*sqrt(var2),b+n*sqrt(var2),length=quant)seq3<-seq(-n*sqrt(var3),+n*sqrt(var3),length=quant)for(i in 1:quant){for(j in 1:quant){for(k in 1:quant){gama<-(seq1[i℄,seq2[j℄,seq3[k℄)gama.tild<-gama.stima-gamaaprossTaylor<-ewmavar*(1+t(vettore)%*%gama.tild)if(aprossTaylor<0) aprossTaylor=0if(round(sqrt(aprossTaylor),4)==wsd){minimizza<-t(gama.tild) %*% matinv %*%gama.tildif(minimizza<minimo){minimo<-minimizzaris[1℄<-seq1[i℄ris[2℄<-seq2[j℄ris[3℄<-seq3[k℄}}}}}print(ris)n<-n/2a<-ris[1℄;b<-ris[2℄;<-ris[3℄}return(ris)}Utilizzo:Il alolo dei parametri worst-ase, ovvero dei valori di parametri �1, �1 e �a



Appendie 64on i quali l'approssimazione di Taylor della varianza della statistia EWMArisulta uguale al suo valore worst-ase .Desrizione:Per varie ombinazioni dei parametri �1, �1 e �2a appositamente spei�ateviene alolata la varianza della statistia EWMA, �2y , utilizzando l'appros-simazioni di Taylor (l'equazione 3.3) on V sostituito da V̂ . Tra tutti i valori(ottenuti utilizzando questa approssimazione) he risultano uguali alla va-rianza worst-ase della statistia EWMA viene erato quello on la massimaverosimiglianza, ovvero quello he minimizza ̂�̂�1 ~. I valori orrispondentidei parametri �1, �1 e �2a vengono restituiti dalla funzione.Esempio:#per usare la funzione 'worstCasePar' devono essere#ariate le seguenti funzioni:#'vettoreV', 'matVarCov', 'inversa', 'worstCaseVar' e 'EWMAvar'.#input:worstCasePar(phi.stima=0.9087,theta.stima=0.5758,sa2.stima=0.9768,N=197)#output:[1℄ 0.94396106 0.57292693 0.10170974ARLARL<-funtion(SHlimit=0.967,STlimit=0.202,WClimit=0.237,nSim=10000,phi=0.91,theta=0.58,sdinnovazione=sqrt(0.098),filtroAR=0.91,filtroMA=0.58,nSimArma=1000,nSimArma2=2000,shift=3*sqrt(0.098),K=100){ris<-rep(0,3)for(z in 1:nSim){RunLengthST<-0;RunLengthWC<-0;RunLengthSH<-0dati<-ARMAsim(oldz=0,olda=0,phi,theta,sdinnovazione,numero=(nSimArma+K))



Appendie 65if(shift !=0){dati[(K+2):(nSimArma+K+1)℄<-dati[(K+2):(nSimArma+K+1)℄+shift}residui<-ARMAresidui(dati[1:length(dati)-1℄,ph=filtroAR,th=filtroMA)residui<-residui[(K+1):(nSimArma+K)℄ #si eliminano i primi 'K' residuiultimores<-residui[nSimArma℄stat<-EWMAstat(residui) #si alolano le statistihe EWMAultimaewma<-stat[nSimArma℄residui<-abs(residui) #valori assoluti dei residuistat<-abs(stat) #valori assoluti delle statistihe EWMAquant<-nSimArma #numero di dati simulati nel primo bloon<-(nSimArma+K) # n+1=la posizione dell'ultimo dato simulato nel primo blooontatore<-1 #la posizione del primo fuori ontrollowhile(RunLengthST==0 | RunLengthWC==0 | RunLengthSH==0){if(ontatore>1){quant<-nSimArma2 #numero di dati simulati negli eventuali#blohi suessivi al primodati<-ARMAsim(oldz=dati[n+1℄-shift,olda=dati[n+2℄,phi,theta,sdinnovazione,numero=quant)if(shift != 0){dati[1:(quant+1)℄<- dati[1:(quant+1)℄+shift}n<-nSimArma2residui<-ARMAresidui(dati[1:length(dati)-1℄,r0=ultimores,ph=filtroAR,th=filtroMA)stat<-EWMAstat(residui,y0=ultimaewma)ultimaewma<-stat[nSimArma2℄residui<-abs(residui)stat<-abs(stat)}i<-1while(i<=quant & (RunLengthST==0 | RunLengthWC==0 | RunLengthSH==0)){



Appendie 66if(RunLengthST==0 & stat[i℄>STlimit){RunLengthST<-ontatore}if(RunLengthWC==0 & stat[i℄>WClimit){RunLengthWC<-ontatore}if(RunLengthSH==0 &residui[i℄>SHlimit){RunLengthSH<-ontatore}i=i+1 ;ontatore=ontatore+1}#fine while (i)}#fine whileris<-ris+bind(RunLengthSH,RunLengthST,RunLengthWC)}#fine for(z)ris<-ris/nSimreturn(ris)}Utilizzo:La funzione ARL viene utilizzata per simulare le ARL per tre arte di ontrol-lo: EWMA on i limiti standard, EWMA on i limiti worst-ase e Shewharton i limiti standard.Input:SHlimit UCL per la arta ShewhartSTlimit UCL per la arta EWMA on i limiti standardWClimit UCL per la arta EWMA on i limiti worst-asenSim il numero di repliazioniphi il vero valore del parametro autoregressivo �theta il vero valore del parametro media mobile �sdinnovazione la deviazione standard �a delle innovazioni atfiltroAR la stima del parametro � on la quale viene �ltrata la parteautoregressiva della serie simulata, al �ne di ottenere i residui



Appendie 67filtroMA la stima del parametro � on la quale viene �ltrata la partedi media mobile della serie simulata, al �ne di ottenere i residuinSimArma il numero di dati simulati nel primo bloonSimArma2 il numero di dati simulati negli eventuali blohi suessivishift l'ampiezza dello shiftK il numero di dati iniziali he devono essere eliminatiOutput:Il vettore di lunghezza 3, ontenente le ARL per le tre arte onsiderate.Desrizione:Le innovazioni at vengono generate ome numeri asuali provenienti dalla di-stribuzione normale on media 0 e varianza �2a; le osservazioni xt si alolanoutilizzando l'equazione 2.2 (tramite la funzione ARMAsim ); i residui, invee,utilizzando l'equazione 2.6 (tramite la funzione ARMAresidui). I primi Kresidui vengono eliminati e, suessivamente, sui rimanenti residui vengonoalolate le statistihe EWMA utilizzando l'equazione 2.5, on il valore ini-ziale y0 = 0 (tramite la funzione EWMAstat). La statistia EWMA viene on-frontata on i limiti standard e i limiti worst-ase della arta EWMA, mentrei residui vengono onfrontati on i limiti standard della arta Shewhart. Laprima volta he il valore assoluto della statistia di ontrollo supera UCLdella arta orrispondente, l'istante temporale in ui questo è avvenuto vienememorizzato. La proedura ontinua �nhé non si veri�a la registrazionedelle run length per tutte le tre arte.La simulazione di tre valori di run length si ripete nSim volte. Dunque, siottengono nSim valori di RL per iasuna delle tre arte. Alla �ne della si-mulazione la funzione ARL restituise le medie di queste tre sequenze di RL.



Appendie 68RLRL<-funtion(h,phi,theta,sdinnovazione,filtroAR,filtroMA,nSimArima){K<-100RunLength<-0dati<-ARMAsim(oldz=0,olda=0,phi,theta,sdinnovazione,numero=(nSimArima+K))residui<-ARMAresidui(dati[1:length(dati)-1℄,ph=filtroAR,th=filtroMA)residui<-residui[(K+1):(nSimArima+K)℄ultimores<-residui[nSimArima℄stat<-EWMAstat(residui)ultimaewma<-stat[nSimArima℄residui<-abs(residui)stat<-abs(stat)n<-(nSimArima+K)ontatore<-1while(RunLength==0){if(ontatore>1){dati<-ARMAsim(oldz=dati[n+1℄,olda=dati[n+2℄,phi,theta,sdinnovazione,numero=nSimArima)n<-nSimArimaresidui<-ARMAresidui(dati[1:length(dati)-1℄,r0=ultimores,ph=filtroAR,th=filtroMA)stat<-EWMAstat(residui,y0=ultimaewma)ultimaewma<-stat[nSimArima℄residui<-abs(residui)stat<-abs(stat)}i<-1while(i<=nSimArima & RunLength==0){if(stat[i℄>h){RunLength<-ontatore}



Appendie 69i<-i+1;ontatore<-ontatore+1}}return(RunLength)}Utilizzo:La funzione RL è una modi�a della funzione ARL e viene utilizzata all'internodella funzione hAppross per simulare la run length della arta EWMA inorrispondenza ad una soglia di ontrollo h.hApprosshAppross<-funtion(A,B,k,w,h){sume<-0seqy<-rep(0,k)ris<-(0,0)i<-1u<-w+1while(u >= w){y1<-(RL(h=h,phi=0.94, theta=0.57,sdinnovazione=sqrt(0.102),filtroAR=0.91,filtroMA=0.58,nSimArima=500)-B)/By2<-(RL(h=h,phi=0.94, theta=0.57,sdinnovazione=sqrt(0.102),filtroAR=0.91,filtroMA=0.58,nSimArima=500)-B)/By<-(y1+y2)/2e<-((y1-y2)^2)/2sume<-sume+eh=h-(A/i)*yif (h<0) h=0y<-y^2if(i<k){seqy[i℄<-y}



Appendie 70else{seqy[k℄<-ynumeratore<-sum(seqy^2)/kdenominatore<-sume/iu<- numeratore/denominatoreseqy<-seqy[2:k℄}i=i+1}ris<-bind(i-1,h)return(ris)}Esempio:#input:hAppross(A=0.1,B=500,w=2/9,k=100,h=0.239)#output:[1,℄ 1479 0.2465127Utilizzo:Questa funzione viene utilizzata per trovare i limiti worst-ase della artaEWMA mediante l'approssimazione stoastia.Input:A la ostante A nell'equazione 4.1B il valore pre�ssato di ARL in ontrollo (ARLd)w la ostante w nell'equazione 4.2k la ostante k nell'eqazione 4.2h il valore iniziale della soglia di ontrollo (h0)Output:Oltre a restituire il valore di h he fornise l'ARL in ontrollo pari al suo valorepre�ssato, la funzione hAppross restituise anhe il numero di iterazioni hesono state neessarie per ottenere il risultato.
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