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Capitolo 1

Introduzione

Figura 1.1: Rappresentazione del omponente SEA

1.1 Utilizzo nel ampo pratio

Il omponente SEA (series elasti atuator) è un attuatore, ioè un omponente

in grado di trasformare un segnale di input in movimento e trova largo spazio di

appliazione nel ampo della robotia. Un robot he deve operare in qualsiasi

tipo di situazione, neessita di un'adeguata preisione e veloità, ma sopratutto

di un aurato ontrollo: le forze he agisono tra i suoi omponenti e l'ambiente

irostante devono essere monitorate in modo tale he non i siano problemi

aidentali he possano ompromettere il normale funzionamento del dispositivo.
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Il SEA permette di soddisfare queste spei�he, grazie ad una molla elastia

messa in serie tra un motore (di solito di tipo elettrio) e il ario da pilotare,

failitando il ontrollo in retroazione di tutto il sistema. Inoltre omporta altri

bene�i, tra ui bassa impedenza, basso attrito e buona larghezza di banda

operativa. Esso usa un elemento edevole per ridurre intenzionalmente la sua

rigidezza, in modo da avere una maggiore tolleranza agli urti intrinsehi. Un

sensore misura la deformazione della molla e grazie ad un anello di ontrollo

l'attuatore è in grado di alolare on preisione la forza di usita da appliare

mediante la legge di Hooke (F = Kx). Queste aratteristihe sono desiderabili

in molte appliazioni, tra ui robot bipedi, esosheletri per l'ampli�azione delle

prestazioni umane, brai robotii e sospensioni attive.

1.2 Sopo e Organizzazione della Tesi

Lo sopo di questa tesi è quello di progettare un ontrollore he riesa a sod-

disfare tutti i requisiti di progetto per il SEA, mediante una serie di metodi e

aorgimenti visti nel orso dei tre anni aademii, partendo dallo studio di un

modello matematio he desrive il prinipale funzionamento dell'attuatore.

La tesi è strutturata ome segue.

Nel apitolo 2 si introdue il modello del SEA, e se ne riera una forma più

agevole per lo studio.

Nel apitolo 3 si veri�a la stabilità del sistema nei suoi punti di equilibrio.

Nel apitolo 4 si riera la funzione di trasferimento del sistema, he servirà

ome base di appoggio per la progettazione di un ontrollore relativo.

Nel apitolo 5 e nel apitolo 6 si progettano i ontrollori neessari per soddi-

sfare tuttte le spei�he di progetto.



Capitolo 2

Desrizione del Modello

Dinamio

2.1 Introduzione al modello

Dopo aver visto l'utilizzo in ampo pratio del SEA, possiamo rappresentare il

suo funzionamento, in modo approssimato, attraverso il seguente shema:

Figura 2.1: Modello del SEA

Si può notare dalla �gura he l'attuatore è omposto da un motore il ui

albero è onnesso attraverso un elemento elastio (molla torsionale) ad un link,

dove esso agise vertialmente. Il modello risulta desritto dalle seguenti equazioni

di�erenziali:







Iq̈ = −T q̇ −K(q − θ)−Mgl cos (q)

Bθ̈ = −Dθ̇ −K(θ − q) + τ

dove I rappresenta l'inerzia del link, T il oe�iente di attrito visoso del link,

K la ostante elastia della molla torsionale he ollega l'albero motore al link e q
lo spostamento angolare del link, B l'inerzia dell'albero motore, D il oe�iente

di attrito visoso dell'albero motore e θ la posizione angolare dell'albero motore.
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τ è la oppia motrie he agise sull'albero del motore e rappresenta l'ingresso

di ontrollo al sistema. M , g e l sono rispettivamente la massa e la lunghezza

del link e l'aelerazione di gravità. Si suppone di onosere in ogni momento la

misura della de�essione σ = θ − q.

2.2 Linearizzazione del Modello

Si può notare he il modello derivato per il SEA è non lineare e non siamo quindi

in grado di studiarne la stabilità on il metodo degli autovalori e on quello

dell'equazione di Lyapunov. Pertanto si deve determinare una rappresentazione

lineare approssimata del modello attorno ai suoi punti di equilibrio per appliare

i metodi elenati in preedenza. Come primo passo per la riera di questi punti

si porta il modello in forma di stato non lineare, assumendo ome ingresso τ e

ome vettore di stato quadridimensionale x(t) = [x1, x2, x3, x4]
T = [q, θ, q̇, θ̇]T .

Con queste indiazioni si risrive il sistema ome:







ẋ1 = x3
ẋ2 = x4

ẋ3 = −T
I
x3 −

K
I
(x1 − x2)−

Mgl
I

cos (x1)

ẋ4 = −D
B
x4 −

K
B
(x2 − x1) +

1
B
τ.

Dalla de�nizione di punto di equilibrio ad ingresso ostante,

{
x(0) = xe

τ(t) = τ̄ = ostante,∀ t ≥ 0,
→ x(t) = xe, ∀ t ≥ 0.

si dedue he un un punto di equilibrio orrisponde ad una soluzione ostante

e quindi la sua derivata è nulla. Pertanto i punti di equilibrio ad ingresso

ostante si trovano studiando le soluzioni dell'equazione algebria assoiata al

modello di stato, ottenuta imponendo nulle le derivate delle variabili di stato,

ioè [ẋ1, ẋ2, ẋ3, ẋ4]
T = [0, 0, 0, 0]T , e assumendo per l'ingresso il valore ostante

desiderato. In tal modo si può notare la notevole sempli�azione del sistema,

dal momento he ẋ1 = x3 = 0 e ẋ2 = x4 = 0. Le rimanenti due equazioni da

risolvere sono: 





0 = −K
I
(x1 − x2)−

Mgl
I

cos (x1)

0 = −K
B
(x2 − x1) +

1
B
τ̄ .

Dalla seonda equazione si riava he x̄2 = x̄1 +
τ̄
K
, he sostituita nella prima

equazione porta a

τ̄ = Mgl cos(x1).

Questa equazione ha in�nite soluzioni x̄1 = arccos ( τ̄
Mgl

)+kπ, k ∈ Z, tuttavia dal

punto di vista �sio ha senso onservarne solo due. Poihé la funzione aros(·)
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assume valori in [0, π], prendiamo le due determinazioni per k = 0 e per k = −1,
in tal modo avremo un valore positivo in [0, π] ed un valore negativo in (−π, 0).
Tali soluzioni, sostituite nella preedente, portano alla determinazione dei due

punti di equilibrio

xeq =

(

arccos (
τ̄

Mgl
) + kπ, arccos (

τ̄

Mgl
) + kπ +

τ̄

K
, 0, 0

)

, k ∈ {−1, 0}.

(2.1)

Si noti he la presenza di arccos (·), il ui argomento non deve essere mai maggiore

di uno, introdue un vinolo sull'ingresso per l'esistenza dei punti di equilibrio:

|τ̄ | ≤ Mgl. Finhè questa ondizione è soddisfatta, il sistema presenta i due

punti di equilibrio appena riavati.

Ora si può determinare il sistema linearizzato attorno a iasuno dei punti di

equilibrio, partendo dal seguente sviluppo arrestato ai termini del prim'ordine:

ẋi = fi(x) ≃ fi(xeq) +
∂

∂x1
fi(xeq)(x1 − x̄1) + . . . . . .+

∂

∂x4
fi(xeq)(x4 − x̄4)

ẋi rappresenta la derivata di una variabile di stato del sistema, mentre fi rap-
presenta la sua espressione relativa. Il termine fi(xeq) è nullo per de�nizione di

punto di equilibrio, sempli�ando di molto la formula. Grazie a questo possiamo

srivere il sistema in forma matriiale:
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+







0
0
0
1
B






(τ − τ̄)

Attraverso le seguenti sostituzioni zi = xi − x̄i, u = τ − τ̄ ne onsegue żi = ẋi, e
si ottiene un sistema linearizzato del tipo:

ż = Fz+Nu

ovvero, sostituendo le espressioni, si giunge a:







ż1
ż2
ż3
ż4






=













0 0 1 0

0 0 0 1

−K
I
+ Mgl

I
sin (x̄1)

K
I

−T
I

0

K
B

−K
B

0 −D
B













︸ ︷︷ ︸
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︸ ︷︷ ︸
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dove x̄1 vale arccos ( τ̄
Mgl

) oppure arccos ( τ̄
Mgl

)− π.
Nel seguito assumeremo la de�essione σ = θ− q, introdotta nell'introduzione

del apitolo, ome l'usita del sistema linearizzato. In forma matriiale l'equa-

zione relativa risulta:

σ =
[
1 −1 0 0

]
z = Hz.



Capitolo 3

Stabilità del Sistema

Linearizzato

Lo studio della stabilità i permette di valutare se lo stato del sistema rimane

�anorato� ad un suo punto di equilibrio, on iò intendendo he l'e�etto di

piole perturbazioni attorno ad esso viene annullato per t tendente all'in�nito,

e quindi lo stato del sistema ritorna asintotiamente nel punto di equilibrio,

oppure no. Esistono vari metodi per apire il tipo di stabilità di un punto di

equilibrio, di seguito verrà appliato il metodo di riera e studio degli autovalori

del sistema linearizzato. Questo riterio fornise una risposta in due asi:

asintotia stabilità del punto di equilibrio se tutti gli autovalori

della matrie iaobiana F , valutata attorno al punto di equili-

brio, risultano a parte reale negativa. In questa situazione, lo

stato del sistema onverge perfettamente al punto di equilibrio.

instabilità se la matrie F ha anhe un solo autovalore a parte reale

positiva. Lo stato del sistema asintotiamente diverge dal punto

di equilibrio.

Nel aso i fosse la presenza di uno o più autovalori a parte reale nulla, ma nessun

autovalore a parte reale positiva, nulla si potrebbe dire sulla stabilità del punto

di equilibrio per il sistema non lineare.

Di seguito viene presa in onsiderazione per prima la stabilità del sistema linea-

rizzato attorno al punto di equilibrio dato in (2.1) e orrispondente a k = 0.
Per sempli�are lo studio, vengono introdotti i valori numerii di progetto per i

vari parametri introdotti in preedenza. I valori sono i seguenti: B = 0.0575 Kg

m

2
/rad; D = 2.5185 Kg m

2
/(rad s); M = 0.15 Kg; l = 0.5 m; g = 9.81 m/s

2
;

I = 0.2156 Kg m

2
/rad; T = 1.2 Kg m

2
/(rad s); K = 200 Nm/rad; τ = 0.2 Nm.

In partiolare si nota he l'ingresso τ(t) = τ̄ = 0.2 soddisfa la ondizione

|τ̄ | ≤ Mgl = 0.74 trovata preedentemente. La ostante elastia, K, in prima

battuta viene lasiata in forma parametria ai �ni di una riera di un intervallo

di valori nel quale la molla torsionale possa lavorare mantenendo l'equilibrio del
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sistema asintotiamente stabile.

Di seguito viene riportato il sistema linearizzato attorno al primo punto di equi-

librio in ui tutti i parametri, tranne K, sono stati sostituiti on i loro valori nu-

merii. Sapendo he il valore della prima oordinata del punto di equilibrio (l'u-

nia he ompare espliitamente nella matrie Iaobiana) è x̄1 = arccos ( u
Mgl

) =
1.2955, si trova:







ż1
ż2
ż3
ż4
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0 0 1 0

0 0 0 1

3.28 − 4.64K 4.64K −5.56 0

17.39K −17.39K 0 −43.8













︸ ︷︷ ︸
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+







0
0
0

17.39







︸ ︷︷ ︸

N

u

Per dedurre il omportamento del sistema si rierano gli autovalori della matrie

F , ovvero gli zeri del polinomio aratteristio det(λI4 − F ) = 0, dove I4 è la

matrie d'identità di dimensione 4:

det

























s 0 −1 0

0 s 0 −1

−3.28 + 4.64K −4.64K s+ 5.56 0

−17.39K +17.39K 0 s+ 43.8

























=

= s4 + 49.36s3 + (240.248 + 22.03K)s2 + (−143.684 + 299.92K)s

−57.039K.

Il alolo espliito degli zeri (in forma parametria) di un polinomio di questo tipo

è un'operazione alquanto ostia, tuttavia si può appliare il riterio di Routh:

esso i permette di determinare il numero delle radii a parte reale positiva di

un generio polinomio di grado n, in modo da trarre una onlusione sulla sua

stabilità. Si parte dalla ostruzione di una tabella. Essendo n = 4 e quindi pari,

nella prima riga vanno i oe�ienti dei termini di grado pari del polinomio in or-

dine desresente, nella seonda riga quelli dispari sempre nello stesso ordine. Le

righe vengono numerate in ordine deresente, partendo dall'alto verso il basso.

Ogni elemento delle righe suessive orrisponde al determinante della matrie

omposta dai valori delle due righe superiori, piú preisamente la prima olonna

e la olonna suessiva a quella dell'elemento da alolare, diviso il primo oe�-

iente (ambiato di segno) della riga immediatamente sopra l'elemento he si sta

alolando. Se la tabella giunge a ompimento e tutti gli elementi sulla prima

olonna sono non nulli allora il numero di variazioni (di segno) nella sequenza



degli elementi onseutivi in prima olonna è pari al numero di radii a parte

reale positiva. Se invee la tabella non giunge a ompimento, si è in presenza di

radii immaginarie o a parte reale positiva. Di seguito viene appliato il riterio

di Routh al preedente polinomio aratteristio:

4 1 240.248 + 22.03K −57.039K

3 49.36 −143.684 + 299.92K 0

2 243.17 + 15.95K −57.039K 0

1
4783.72(−0.4617 +K)(15.817 +K)

243.17 + 15.95K
0 0

0 −57.039K 0 0

Viene messa la prima olonna sotto forma di sistema, per trovare i valori di K

he permettano di avere i oe�ienti della prima olonna tutti del medesimo

segno:







1 > 0
49.36 > 0

243.17 + 15.95K > 0

4783.72(−0.4617 +K)(15.817 +K)

243.17 + 15.95K
> 0

−57.039K > 0

Sempli�ando si ottiene:







K > −15.2458
K ∈ (−15.817,−15.2458) ∪ (0.4617,∞)
K < 0

Si può notare he non esiste nessun valore di K he soddis� tutte e tre le dise-

quazioni. Ne onsegue he il polinomio aratteristio non può mai avere radii

tutte negative e quindi il sistema linearizzato attorno al punto di equilibrio po-

sitivo risulta essere instabile per qualunque valore assunto dalla ostante K.

Si vuole ora studiare di nuovo la stabilità del sistema, ma stavolta foalizzando

l'attenzione attorno al punto di equilibrio (2.1) orrispondente a k = −1, lasian-
do sempre variare la ostante elastiaK. Rialolando il punto usando sempre gli

stessi parametri progettuali, si trova il valore x̄1 = arccos ( u
Mgl

)− π = −1.2955,
simmetrio rispetto al punto di equilibrio on k = 0. In orrispondenza a questo
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nuovo punto la matrie Iaobiana F diventa:













0 0 1 0

0 0 0 1

−3.28− 4.64K 4.64K −5.56 0

17.39K −17.39K 0 −43.8













︸ ︷︷ ︸

F

Il suo polinomio aratteristio è:

det(λI4 − F ) = s4 + 49.36s3 + (246.81 + 22.03K)s2 + (143.66 + 299.92K)s + 57.04K

Appliando il riterio di Routh anhe in questo aso si trova:

4 1 246.81 + 22.03K +57.04K

3 49.36 +143.66 + 299.92K 0

2 243.9 + 15.95K +57.04K 0

1 4783.72(0.5+K)(14.68+K)
243.9+15.95K 0 0

0 +57.04K 0 0

da ui deriva il sistema:







1 > 0
49.36 > 0

243.9 + 15.95K > 0

4783.72(0.5+K)(14.68+K)
243.9+15.95K > 0

57.04K > 0

Sempli�ando si ottiene:







K > −15.29
K ∈ (−15.29,−14.68) ∪ (−0.5,∞)
K > 0

e in questo aso la soluzione del sistema esiste ed è K > 0. Quindi per valori

positivi della ostante elastia (ovvero per tutti i valori della ostante elastia,

visto he valori negativi della stessa non avrebbero �siamente senso!) il sistema



linearizzato è stabile attorno al punto di equilibrio negativo. In onlusione si

può onsiderare il parametro di progetto K = 200 valido per entrambe le on�-

gurazioni del sistema linearizzato, sia per quella on punto di equilibrio negativo

he per quella positivo, essendo quest'ultimo instabile per qualsiasi valore della

onstante elastia. Proprio per questo motivo, lo studio suessivo si onentrerà

sul sistema linearizzato instabile, erando una soluzione per risolvere il proble-

ma. Prima di proseguire, si vuole valutare il numero di autovalori instabili della

matrie iaobiana del punto di equilibrio instabile per K = 200, guardando il

ambio di segni nella prima olonna della tabella di Routh. La olonna risulta:

4 1

3 49.36

2 3433.2

1 60004

0 −11419

e si può osservare un solo ambio di segno tra le due ultime righe, he si tradue

nella presenza di un solo polo a parte reale positiva.
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Capitolo 4

Funzione di trasferimento

Sebbene si sia onstatato he, on i valori di progetto dati, l'equilibrio del siste-

ma linearizzato attorno al punto di equilibrio selto risulti instabile, si può lo

stesso erare di stabilizzarlo mediante un ontrollore stabilizzante. Per prima

osa, bisogna riavare la funzione di trasferimento: essa è una funzione razionale

a oe�ienti reali di variabile omplessa he desrive ompletamente il ompor-

tamento del sistema, mettendone in relazione l'ingresso e l'usita.

Si può riavare mediante la seguente formula:

G(s) = H(sI − F )−1N .

Il alolo della matrie inversa

(sI − F )−1 =
adj(sI − F )

det(sI − F )

di dimensione 4 × 4 risulta un'operazione di�oltosa da eseguire. Tuttavia si

può trovare solo le omponenti signi�ative he ontribuisono alla funzione di

trasferimento, in base alla forma di H ed N . Detto iò, si sviluppa il alolo di

G(s):

[
1 −1 0 0

]







+det(A1,1) −det(A2,1) +det(A3,1) −det(A4,1)
−det(A1,2) +det(A2,2) −det(A3,2) +det(A4,2)
+det(A1,3) −det(A2,3) +det(A3,3) −det(A4,3)
−det(A1,4) +det(A2,4) −det(A3,4) +det(A4,4)













0
0
0

17.39







det(sI − F )

dove Ai,j rappresenta il determinante della sottomatrie di F ottenuta elimi-

nando la riga i e olonna j. Risolvendo il prodotto tra matrii al numeratore

risulta:

−17.39(det(A4,1) + det(A4,2))

det(sI − F )
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In tal aso basta solo alolare i tre determinanti. Sostituendo a K il valore 200
la matrie F risulta:













s 0 −1 0

0 s 0 −1

924.72 −928 s+ 5.56 0

−3478 +3478 0 s+ 43.8













e il primo determinante è dato dalla sottomatrie:

det(A4,1) = det

















0 −1 0

s 0 −1

−928 s+ 5.56 0

















= −928

mentre il seondo è:

det(A4,2) = det

















s −1 0

0 0 −1

924.72 s+ 5.56 0

















= s2 + 5.56s + 924.72

e on una serie di semplii aloli si possono trovare le sue radii: s1 = 0.538,
s2 = −6.097. Il polinomio aratteristio risulta:

det(sI − F ) = s4 + 49.36s3 + 4646.248s2 + 59840.316s − 11407.8

e le sue radii sono:

s1 = −17.449 + 61.966i, s2 = −17.449 − 61.966i, s3 = −14.65, s4 = 0.188.
Si onose tutto quello he serve per srivere la funzione di trasferimento:

G(s) =
−17.39(s + 6.097)(s − 0.538)

(s + 17.449 − 61.966i)(s + 17.449 + 61.966i)(s + 14.65)(s − 0.188)
=

=
−17.39(s + 6.097)(s − 0.538)

(s2 + 34.898s + 4144.253)(s + 14.65)(s − 0.188)

he presenta un polo a parte reale positiva (+0.188), il he omporta, ome già

detto in preedenza, he il sistema non sia BIBO stabile. Di seguito viene inserita

la risposta al gradino assegnato u(t) = δ−1(t), hiaramente divergente:
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Figura 4.1: Risposta al Gradino u(t) = δ−1(t)
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Capitolo 5

Controllore Stabilizzante

Per risolvere il problema della stabilità di G(s), ome primo passo si proede

on il progetto di un primo ontrollore C1(s) on l'obiettivo di rendere il sistema

retroazionato BIBO stabile.

La retroazione di un sistema, o ontrollo ad anello hiuso, è di fondamentale

importanza per un sistema dinamio: essa permette di tenere onto dei valori

della variabile in usita, he vengono riportati in ingresso al ontrollore he agise

modi�ando l'ingresso del sistema. La retroazione può essere sia di tipo positivo

he di tipo negativo, e in questo aso viene usata quest'ultima, perhè permette ai

risultati del sistema di orreggere le deviazioni del sistema stesso stabilizzandolo.

Il nuovo sistema in retroazione avrà la seguente funzione di trasferimento:

W1(s) =
C1(s)G(s)

1 + C1(s)G(s)

mentre per il ontrollore assumiamo la struttura:

C1(s) = k ·
(s + z1) . . . (s+ zm)

(s + p1) . . . (s+ pn)

dove k rappresenta il suo guadagno di Evans. Dalle equivalenze appena trovate,

si può dedurre he, a meno di anellazioni, il sistema retroazionato di funzione

di trasferimento W1(s) ha un numero di poli pari al grado di:

d(s) = den(C1)den(G) + k · num(C1)num(G)

dove num(·) e den(·) sono rispettivamente il numeratore e denominatore del-

la funzione tra parentesi. Conseguentemente, W1 avrà nel denominatore un

parametro inognito, il guadagno del ontrollore k. Quindi impostando a piai-

mento i poli e gli zeri del ontrollore, si potrà trovare un valore (o un intervallo

di valori) di k in modo da avere solo poli a parte reale negativa per il sistema di

funzione di trasferimento W1, il he equivale ad avere un sistema retroazionato

BIBO stabile. Invee di appliare metodi algebrii ome il riterio di Routh, viene
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appliato il Luogo delle radii, he permette uno studio del sistema retroazionato

in base alla forma del ontrollore: in questo aso vengono onsiderati ontrollori

on due strutture. Prima un ontrollore di tipo puramente proporzionale e poi

uno proprio, avente uno zero e un polo (n = m = 1).
Il Luogo delle radii è il luogo geometrio dei poli della funzione omplessa W1

desritto su un piano di Gauss al variare del parametro (reale) k. Di norma

si assume he numeratore e denominatore della funzione di trasferimento siano

polinomi monii e in tal aso si parla di luogo delle radii positivo per il Luogo

orrispondente a valori positivi del parametro k e di luogo negativo per quello

orrispondente a valori negativi di k. Nel aso spei�o la rappresentazione a

nostra disposizione per la funzione G(s) ha denominatore monio ma numeratore

non monio e on oe�iente onduttore negativo. Di onseguenza, lo studio dei

poli di W1(s) = kG(s)/[1 + kG(s)] al variare di k tra i numeri reali positivi

orrisponde (a meno di una ritaratura) al luogo negativo assoiato alla famiglia

di poli e zeri della G(s). Analogo disorso vale per ogni selta di C1(s) on la

struttura preedentemente indiata.

Il Luogo risulta omposto da rami: essi rappresentano i punti del luogo e de-

srivono nel piano una urva ontinua avente una sua direzione spei�a. Partono

sempre da una sorgente (un polo di G, rappresentato on una roe nel gra�o) e

possono terminare o in un punto terminale (uno zero di G, rappresentato on un

erhio nel gra�o), oppure in uno zero all'in�nito, detto anhe punto asintotio.

In partiolare l'ultimo aso si veri�a se la funzione in questione presenta più

poli he zeri. Più preisamente, un ramo rappresenta una radie di d(s)+kn(s),
la quale varia on ontinuità al variare del parametro reale k: in tal modo, per

un dato valore di k, si possono determinare i valori relativi delle varie radii,

ompresa la posizione dei loro punti nel Luogo. Intuitivamente si apise he

punti appartenenti al luogo e olloati viino ai poli orrispondono a valori del

parametro k prossimi a zero, mentre punti del luogo olloati viino agli zeri (o

al punto improprio) orrispondono a valori di k molto elevati. In de�nitiva, la

BIBO stabilità del sistema retroazionato si ottiene in orrispondenza a quell'in-

tervallo di valori di k per i quali tutti i punti del Luogo si trovano nel semipiano

negativo, asse immaginario esluso.

Prima di inziare il progetto del ontrollore, bisogna notare he la funzione C1

deve essere propria o strettamente propria, ioè il numero m di zeri deve essere

non superiore al numero n di poli. in questo modo il numero di radii si onserva,

e oinidono sempre on il numero di sorgenti del Luogo.

In prima analisi si onsidera il luogo delle radii di C1G assumendo he he C1

sia un ontrollore di tipo puramente proporzionale, ovvero C1 = k on k > 0:
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Figura 5.1: Luogo delle radii di G(s) (C1(s) = k)
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Figura 5.2: Ingrandimento del Luogo delle radii di G(s) (C1(s) = k)

Si possono notare i due poli omplessi oniugati (-17.449±61.966i), da ui

partono due rami he attraversano l'asse immaginario, onvergono allo stesso
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punto del semiasse reale positivo, hiamato punto doppio. Questi due rami

godono di simmetria oniugata rispetto all'asse reale. Per valori di k più grandi,

uno dei due rami termina in uno zero positivo (+0.538, ramo blu) mentre l'altro

tende a ∞ (ramo verde). Sempre sull'asse reale, si nota un ramo he parte da un

polo negativo (-14.65) e va a −∞ (ramo rosso), ed un ramo he parte da un polo

positivo (+0.188) e si dirige verso uno zero negativo (-6.097) ( ramo eleste).

Per veri�are l'intervallo di valori di k > 0 per ui si ha stabilità BIBO del

sistema retroazionato, è neessario determinare i valori di k he orrispondono

alle intersezioni tra i rami del Luogo e l'asse immaginario: trovando il valore di

k orrispondente a iasuno di questi punti e sapendo il omportamento dei vari

rami, si riese a determinare l'intervallo di stabilità. In questo aso, sebbene i

rami he attraversano l'asse immaginario siano tre, i valori di k da onsiderare

sono solo due, essendoi due punti di attraversamento omplessi oniugati he

orrispondono al medesimo valore di k, per via della simmetria tra il ramo verde

e blu. Si possono onsiderare allora i due valori k1 e k2, dove il primo è il valore

di k nel punto di attraversamento da parte del ramo eleste, mentre il seondo

è quello per il ramo blu. Il ramo blu, ome visto in preedenza, è orientato dal

semipiano negativo al positivo, mentre per quello eleste è orientato in verso

opposto. Quindi si può onludere he esistono valori di k in orrispondenza a

ui il sistema retroazionato è BIBO stabile se e solo se k1 < k2 e in tal aso il

sistema è BIBO stabile per k1 < k < k2. Non resta he trovare i valori per questi

due parametri. Per determinare k1 e k2, si riprende l'equazione del Luogo delle

radii del sistema retroazionato d(s) = den(C1)den(G)+k ·num(C1)num(G), e la
si eguaglia a zero, ponendo s = iω, essendo la parte reale di s nulla, visto he si

erano radii he appartengono all'asse immaginario. In de�nitiva l'equazione

da studiare è la seguente:

d(iω) = den(G) + knum(G) = 0

he si risrive ome:

(iω + 14.65)(iω − 0.188)((iω)2 + 34.898iω + 4144.253)

−17.39k(iω + 6.097)(iω − 0.538) = 0.

Sempli�andola si ottiene:

ω4 + (17.39k − 4646.194)ω2 − 11414.1 + 57.04

+i(−49.36ω3 + (59838.07 − 96.67k)ω) = 0.

Separando la parte reale e quella immaginaria si ottiene un sistema in due

equazioni e due inognite:

{
ω4 + (17.39k − 4646.194)ω2 − 11414.1 + 57.04 = 0

ω(−49.36ω2 + 59838.07 − 96.67k) = 0



il quale ha le seguenti soluzioni: (ω = 0, k = 200.1),(ω = ±27.86, k = 222.42),
(ω = 1.97i, k = 620.984). Tuttavia le soluzioni valide sono quelle he hanno

k > 0 e ω ∈ ℜ, quindi l'ultima soluzione può essere sartata. Notando il valore

di ω, si può onstatare he il valore di k1 è rappresentato da 200.1, mentre il

valore di k2 da 222.42 e iò porta ad avere un intervallo di stabilità per il sistema

retroazionato pari a 200, 1 < k < 222.42.
Tuttavia esso risulta molto piolo, e pertanto può rendere più di�oltosi i passi

suessivi di progetto, permettendo una sarsa libertà di selta nel guadagno.

Avendo ompleta libertà nella selta del ontrollore C1(s), si può erare di pro-

gettarne uno in grado di aumentare l'intervallo di stabilità.

Come primo passo, si potrebbe erare di eliminare il perorso positivo dei due

poli omplessi oniugati, e fare in modo he i loro rami esistano solo nel semipia-

no negativo. Inserendo un polo negativo nel ramo eleste, esattamente tra la sua

sorgente e il suo terminale, si assiste ad una modi�a netta del luogo delle radii:

il ambiamento più vistoso si ha per i rami dei due poli omplessi oniugati, he

ora esistono solo nel semipiano negativo, favorendo osì un intervallo di stabilità

più ampio. Tuttavia esistono anora rami de�niti nel semipiano positivo: uno

ollega il polo appena inserito on lo zero instabile (+0.538) del preedente ramo

blu mediante un punto doppio negativo, formatosi assieme all'altro ramo positivo

he ha ome sorgente il polo instabile (+0.188). Questo seondo ramo raggiunge

il suddetto punto doppio e suessivamente ritorna nel semipiano positivo verso

uno zero improprio.

Si seglie quindi ome valore del polo del ontrollore p1 = −5, seondo le on-

siderazioni fatte. Volendo rendere il ontrollore una funzione propria andiamo

ad inserire anhe uno zero, erando un punto he non omprometta il risultato

appena ottenuto. Per fare iò, basterà impostare uno zero negativo più grande

in modulo della sorgente della ramo rosso (-14.65), in modo da attirare i due

poli omplessi oniugati. Assumiamo, quindi, ome zero z1 = −20.
Il risultato �nale viene rappresentato dal gra�o:
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Figura 5.3: Luogo delle radii di C1G(s)(C1 = k (s+20)
(s+5) )
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Figura 5.4: Ingrandimento del Luogo delle radii di C1G(s)(C1 = k (s+20)
(s+5) )

Cerhiamo ora, il nuovo intervallo di stabilità, appliando lo stesso metodo

usato nel ontrollore di tipo puramente proporzionale. Guardando il gra�o,



si può notare he l'intervallo di stabilità orrisponde ai valori di k per ui sia

i punti del ramo viola he quelli del ramo eleste appartengono al semipiano

reale negativo. Anhe in questo aso, i sono tre punti di attraversamento, ma

ne vengono onsiderati solo due, per via della simmetria oniugata tra il ramo

viola e quello eleste. Quindi si possono tenere in onsiderazione solo i due

punti di attraversamento del ramo viola, uno all'origine e uno omplesso, ai

quali orrisponde il valore k1 e k2 rispettivamente, riordando he deve risultare

k1 < k2 e he l'intervallo di stabilità viene de�nito ome k1 < k < k2. In questo

aso l'equazione del Luogo delle radii risulta:

(iω + 5)(iω + 14.65)(iω − 0.188)((iω)2 + 34.898iω + 4144.253)

−17.39k(iω + 20)(iω + 6.097)(iω − 0.538) = 0

he sempli�ata diventa:

54.36ω4 + (444.47k − 83069.04)ω2 + 1140.8k − 57070.5

+i(ω5 + (17.39k − 4892.994)ω3 + (287776.25 − 1876.36k)ω) = 0

Risolvendo il sistema delle equazioni relative alla parte reale e a quella immagi-

naria, ome fatto in preedenza, si ottengono le seguenti soluzioni: (ω = 0, k =
50.03), (ω = ±2.47, k = 145.75),(ω = ±7.79i, k = 200.69),(ω = ±34.6i, k =
333.96), delle quali solo le prime due sono valide. Stavolta si ottiene l'intervallo

di stabilità 50.03 < k < 145.75.
Si può notare he questo intervallo è molto più grande del preedente, quindi,

ome detto in preedenza, modi�are il ontrollore in modo saggio permette di

avere una �essibilità maggiore. Il ontrollore allora assume la seguente forma:

C1 = k
( s
20 + 1)

( s5 + 1)

on il valore di k selto in modo tale da garantire non solo la stabilità BIBO

ma anhe un buon transitorio per la risposta al gradino. Di seguito vengono

riportate varie risposte al gradino per il sistema retroazionato W1 al variare di

k:
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Figura 5.5: Risposta al Gradino u(t) = δ−1(t)
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Figura 5.6: Risposta al Gradino u(t) = δ−1(t)

Osservando i gra�i si possono fare delle osservazioni: all'aumentare del

guadagno del ontrollore diminuise il tempo per raggiungere il valore a regime,



tuttavia abbiamo un degrado nel transitorio, giahé si può notare un aumento

resente delle osillazioni, prima he esso si stabilizzi. Inoltre all'inizio si può

notare he la risposta al gradino assume valori negativi, per poi resere �no a

portarsi ad un valore positivo a regime. Questo pio negativo è hiamato un-

dershoot ed è ausato dallo zero instabile della funzione di trasferimento G(s),
he si riporta in W1. Tale zero purtroppo non si può eliminare dal sistema, ma

si può ontenere i suoi eventuali danni. Infatti i fenomeni osillatori, sia positivi

he negativi sono da evitare perhè se troppo elevati potrebbero danneggiare �si-

amente le parti del sistema stesso. Tuttavia avere un sistema he ha dei tempi

di salita lunghi è ontroproduente per l'e�ienza del sistema stesso. Quindi si

può dedurre he un valore di ompromesso per il guadagno si ha per k = 90.
Appliando la formula della retroazione vista in preedenza si ottiene la nuova

funzione di trasferimento del sistema retroazionato:

W1(s) =
−1565s3 − 40000s2 −−168900s + 102700

s5 + 54.36s4 + 3328s3 + 43070s2 + 118900s + 45610
=

=
(s+ 20)(s + 6.097)(s − 0.538)

(s + 19.479 − 48.005i)(s + 19.479 + 48.005i)(s + 11.786)(s + 3.159)(s + 0.456)
=

=
(s + 20)(s + 6.097)(s − 0.538)

(s2 + 38.96s + 2684)(s + 11.786)(s + 3.159)(s + 0.456)

In questo aso la riposta al gradino u(t) = δ−1(t) risulta:
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Figura 5.7: Risposta al Gradino u(t) = δ−1(t)
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Si è raggiunto un buon risultato grazie alla proprietà della retroazione e al on-

trollore, he hanno permesso al sistema di risultare BIBO stabile. Tuttavia una

risposta al gradino limitata non basta per avere un sistema adatto per determi-

nate esigenze: essa deve anhe rispettare le eventuali spei�he di progetto su

tempi di assestamento e ampiezza delle osillazioni. In aso ontrario, bisognerà

rimediare on l'introduzione di un ulteriore ontrollore.



Capitolo 6

Soddisfaimento delle ulteriori

spei�he

L'obiettivo di ontrollo proposto è quello di far sì he il SEA, partendo da de-

�essione nulla, si porti a regime on errore nullo ad un valore σ = σ̄, dove σ̄
è un valore arbitrario, raggiungendolo in un tempo di assestamento al 5% non

superiore a 20 seondi e on un valore di massima sovraelongazione pari al 20%.

La risposta al gradino del sistema retroazionato della funzione di trasferimento

W1, soddisfa sia la spei�a della sovraelongazione he quella del tempo di as-

sestamento, ma l'errore a regime non è nullo: questo perhè il sistema è di tipo

0, quindi non sarà mai in grado di portarsi a regime on un gradino in ingresso.

Per rimediare a tale errore bisogna portare il sistema ad un tipo 1 e per fare

iò bisogna moltipliarlo per un integratore, ioè una funzione avente un polo

nell'origine, retroazionando l'intero sistema. In tal modo ora l'errore a gradino

viene sistemato, tuttavia la risposta a gradino ambia drastiamente:
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Figura 6.1: Risposta al Gradino u(t) = δ−1(t) di W1/s retroazionato
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essa rende hiaramente il sistema instabile, quindi il solo integratore non

basta. Tuttavia le ose si possono sistemare progettando un nuovo ontrollore

C2 retroazionato alla funzione di trasferimento W1, he ingloba al suo interno

l'integratore desritto in preedenza. Se il tutto viene progettato in modo saggio,

il sistema omplessivo, oltre a risultare BIBO stabile, soddisferà tutte le spei-

�he di progetto desritte in preedenza. Di seguito viene riportato lo shema

omplessivo del sistema:

Figura 6.2: Shema omplessivo del sistema

Una buona strada da intraprendere è quella di sfruttare i gra�i di Bode assieme

alla relazione he interorre tra sovraelongazione S, tempo di assestamento Ta e

margine di fase Mφ, pulsazione di attraversamento ωT . Ci sono varie formule a

riguardo, vengono usate quelle he approssimano il sistema ad anello hiuso on

un modello a due poli dominanti:

S = e

(

−
πξ√
1−ξ2

)

ωT =
3

ξTa

Mφ = 100ξ

dove ξ è il oe�iente di smorzamento. Modi�ando la prima formula si riava

l'equazione di ξ:

ξ =

√
(

log2 S

π2 + log2 S

)



da ui troviamo i valori dei restanti parametri:

ξ = 0.46 ⇒

{
Mφ ≈ 45◦

ωT ≈ 0.33 rad/s

I valori appena trovati indiano le aratteristihe frequenziali alle quali il dia-

gramma di Bode della funzione W1 deve adeguarsi per soddisfare tutte le spei-

�he di progetto. In partiolare a livello frequenziale bisogna soddisfare le

seguenti ondizioni:

{
ω1 ≈ ωT

M1 ≥ Mφ

dove ω1, M1 sono rispettivamente la pulsazione di taglio e il margine di fase

della funzione W1. Non resta he introdurre il diagramma di Bode di W1 per

onfrontare i valori appena trovati:
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Figura 6.3: Diagramma di Bode di W1
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Dai gra�i possiamo avere un'idea approsimata riguardo alla pulsazione di taglio:

essa risulta all'inira uguale a 9.1 rad/s, un valore molto diverso da quello di

progetto (0.33 rad/s). Per risolvere questo problema bisogna progettare una

rete ritardatrie, la quale è in grado di abbassare il modulo del diagramma di

Bode, in modo da avere una pulsazione di taglio minore di quella attuale. Tra

le varie reti ritardatrii, si fa riferimento al ontrollore di tipo PI, essendo una

delle soluzioni di ontrollo più semplii. Il Proporzionale Integratore è un aso

partiolare del ontrollore PID, e ome tale ha una sua struttura de�nita:

C2(s) =
ki
s
(1 + s(α))

dove ki è il guadagno del ontrollore e −1/α il valore dello zero. Da notare

he il PI, ome si evine dal suo nome, inlude un integratore, risolvendo osì il

problema dell'errore a gradino per W1. Per assegnare dei valori orretti ai suoi

parametri, si può attuarre la seguente strategia, partendo dalla de�nizione di

pulsazione di taglio:

|Fdt(iωa)| = 1

dove Fdt è una generia funzione di trasferimento, e ωa la sua pulsazione di

taglio relativa. Se si onsiderasse ora la seguente sostituzione Fdt = C2 ∗ W1

e ωa = ωT = 0.33rad/s, i si porta nelle ondizioni di progetto prestabilite,

ottenendo un'equazione on inognite ki e α:
∣
∣
∣
∣

ki(1 + (0.33i)α)

0.33i

−1565.1(0.33i + 20)(0.33i + 6.097)(0.33i − 0.538)

((0.33i)2 + 38.96(0.33i) + 2684)(0.33i + 11.786)(0.33i + 3.159)(0.33i + 0.456)

∣
∣
∣
∣
= 1

dopo una serie di passaggi si ottiene la seguente:

∣
∣
∣
∣

ki(1 + (0.33i)α)

0.33i
(0.6873 − 2.0178i)

∣
∣
∣
∣
= 1

la quale può essere sempli�ata ulteriolmente:

|(−6.1144 + 0.6873α) + i(−2.0828 − 2.0178α)| =
1

ki

risolvendo il modulo:

4.544α2 + 0.0004934α + 41.72 =
1

k2i

e grazie all'uso di un alolatore, si può trovare una soluzione ottimale di quest'ul-

tima equazione: ki = 0.13971 e α = 1.5. In de�nitiva il ontrollore avrà la

seguente forma:

C2(s) =
0.13971

s
(1 + 1.5s) =

0.2095

s
(s+ 0.666)



Per veri�are se il proedimento e�ettuato ha dato esito positivo, viene in-

trodotto ora il diagramma di Bode della funzione C2 ∗W1:

Bode Diagram
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Figura 6.4: Diagramma di Bode di C2 ∗W1

In questo aso si può notare he la pulsazione di taglio è all'inira 0.33 rad/s,

mentre il suo margine di fase è all'inira 225◦ − 180◦ = 45◦, soddisfando osì le

ondizioni frequenziali desritte in preedenza. Per onludere, basta alolare



Soddisfaimento delle ulteriori spei�he

la funzione omplessiva del sistema retroazionato W2:

W2(s) =
C2W1

1 + C2W1
=

=
−328s4 − 8602s3 − 40980s2 − 2076s + 14340

s6 + 54.36s5 + 3000s4 + 34460s3 + 77920s2 + 43530s + 14340
=

=
−328(s + 20)(s + 6.097)(s − 0.538)(s + 0.666)

(s2 + 40.61s + 2409)(s + 10.982)(s + 2.152)(s2 + 0.62s + 0.252)

e la sua risposta al gradino relativa:
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Figura 6.5: Risposta al Gradino u(t) = δ−1(t) di W2

dal quale si possono riavare le seguenti aratteristihe: tipo 1 (ovvero errore a

regime al gradino nullo), sovraelongazione massima del 15.6%, tempo di asse-

stamento al 5% pari a ira 11.6 seondi, tutti valori he soddisfano in modo

e�iente le spei�he di progetto. Sebbene il fenomeno dell'undershoot non sia

stato eliminato ompletamente, la sua ampiezza è tale da non ostituise un

problema per il funzionamento generale del sistema.
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